This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  generations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  copyright  or  whose  legal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  system:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  qooqle  .  com/ 


ÜKM 


ore:  G.  B.  GOCCIA 


MO   XXIII 

UTRB    1907). 


Direzione   e   Redazione: 

30,  via  Ruggiero  Settimo.  —  Palermo  (Italia). 


T§ß*tf*fl*  Um*M~Mtl°*  ài  Palermo  —  /tozzi  Redimici,  Vicolo  Quoela,  $,  Morino  (ftâllê). 

Proto-Compositore:  Gaitavo  Si» atom. 


RENDICONTI 


DEL 


CIRCOLO  MATEMATICO 


DI  PALERMO 


Direttore:  G.  B.  GUCCI  A. 


TOMO   XXIII 

(1°    SEMESTRE    I  9  O  7). 


PALERMO, 
SEDE  DELLA   SOCIETÀ 

JO,  TU  KUGGIERO  SETTIMO,   3O. 
I9O7 

V 


I S20722 


•  •    ••      ••••••• 


» 


COLO    MATEMATICO    DI   PALERMO 


(Società   fondata   il    2    marzo    1884), 


UFFICIO  DI   PRESIDENZA 

PEL   BIENNIO    I906- 1907 
(eletto  dal   Soci   residenti   nell'adunanza  del    7    gcnnajo  1906). 


ALBEGGIAMI  (M.L)    .    .    .    .    .    Presidente 

■MA  (MO VicePresidente 

DI  SIMONE  (G.)   J 

N.N.  S  ' 

LA  MENSA  (G.)  ì 

POLITI  (G.)         r 

GUERRA  (E.P.)  .......    Tesorieri 

ALA6NA  (R.)  1 
PEPOLI  (A.)    ('    '    * 


Segretari 


,    .    Vice  Segretari 


Bibliotecari 


)    Palermo. 


CONSIGLIO    DIRETTIVO 

(Comitato  l*   Redazione  dei  «RENDICONTI») 

PÉL   TRIENNIO    1906-1907*1908 
(eletto  dai  Soci  residenti  e  non  residenti  li  ai  geunajo  1906  ). 


ALBEGGIAMI  (M.L  ).  Palermo. 
BIANCHI  (L.).  Pisa. 
CAPaU  (A.).  Napoli. 
CERRUTI  (V.).  Roma. 
DEL  PEZZO  (P.).  Napoli. 
Da  RE  (A.),  Napoli 
DINI  (U.).  Pisa. 
D'OVIDIO  (E.).  Torino. 
6EBBIA  (M.),  Palermo. 
GUCCIA  (G.B.).  Palermo. 


LORIA  (G.).  Genova. 
MITTAG-LEFFLER  (G.>.  Stockholm. 
0VAZ2A  (E.).  Palermo. 
PASCAL  (E.).  Milano. 
PEANO  (G.).  Torino. 
PINCHERLE  (S.),  Bologna. 
POINCARÉ  (H.)   Paris. 
TONELLI  (A.).  Roma. 
TORELLI  (G).  Palermo. 
VOLTERRA  (V.).  Roma. 


DIRETTORE  DEI  "  REHDIGQHTt  „l  6.  B-  G  U  C  C I  A, 


laO.  Grt.  Msitm-  PmUtm*.  t.  XXIII  (1907).  —  Stampato  U  2  mano  1907. 


ELENCO   DEI    SOCI  '} 

(34    febbraio  1007). 


*  cootraaaegna  i  nomi  dei  tornitori  ètì  primo  Statuto  dell«  Società  {2  meno   18&4). 

f  conuaaacgna  t  nomi  dei  Sort  perpttm,  (Ari.    11   del  vigerne  Statuto  del  26  fenbrejo   liÄft). 


Al  nome   dkl  jocio  »tguc  fra  parentesi  |  J  il  marnerò  d'ordirne  d'immut» me.  —  Ai   27  »cacrittori 
del  â  mano  1884  fu  «segnato  il  numero  d'orlimi  gì  uà ta  l'ordine  alfabetico  dei  nomi. 


Sutuu>  provvtfomo 


ACKERMANN  TEUBNER  (A.).Uiprig(Deuts.hi.).[  Ï  «*!■ 
ADHÉMARD  (R-  d').  LÜk  (Trance).  [jj8]. 
AGUGL1A  (G.).  Termini  imerese  (Italia;.  [JHL 
AKERS  (O.P.).  Meadville,  Fa.  (U.S.A.).  [509]. 
ALAGNA  (R.)#.  Palermo  (Italia),  [i], 
ALAGÖNA  (G.>  Palermo  (Italia).  [J02]. 
ALASI  A  di:  Quesada  (C).  Oneri  (Italia).  [28  j], 
ALBEGGIAMI  (MI.)'.  Palermo  (Italia),  [3]. 
ALM  ANSI  (E.).  Pavia  (Italia).  [271]. 
ALVAREZ  ODE  (JG.).  Zaragoza  (Espana).  [js9J- 
AMALDI  (U).  Modena  (Italia).  [29s!. 
AM  ANZIO  (D.).  Napoli  (Italia).  [204]. 
AMATO  (\\).  Paterno  (Italia),  [jl||, 
AMATURO  (E.).  Napoli  (Italia).  [iqfl, 
AMIDI  (N.).  Macerata  (Italia).  [201]. 
AMODEO  (F.).  Napoli  (Italia).  [64]. 
ANDRÉ  (EL).  Paris  (France),  fiéo]. 
AN8ELITTI  (F.).  Palermo  (Italia).  [359J. 
APPELL  (P.).  Paris  (France).  [174). 
ARZELÀ  (C).  Bologna  (Italia).  [104]. 
ASHTON  (C.H.).  Lawrence,  Kan.  (U.S.A.).  f>2ij. 
AUTONNE  (L).  Lyon  (France).  f227]. 
BAGNERÀ  (G.).  Messina  (Italia).  USìl 
BARBIERI  (A.).  Modena  (Italia),  M?5l- 
BARBIERI  (U.).  Roma  (Italia).  r*94j. 
RARRE8I  (F.P.).  Maiaara  del  Vallo  (Italia).  [293], 
1ÇL8(K.L).  Asci) jlTcn burg  (DeyjtchUiid)  Is  18]. 
(S.M.).  Sew  ance,  Tenn.  (U.S.A.).  [429 j. 
Palermo  (Italia).   [128]. 


BASSET  (A.B.).  Holyport,  Berks  (England).  [4741- 
BAUER  (G.N.).  Minneapolis,  Minn,  (U.S.A.).  lUt% 
BEMAN  (W.W.).  Ann  Arbor, Mich. (U.S.A.).  [552], 
BERRY  (A.).  Cambridge  (England).  [5* 
BERTINI  (E.).  Pisa  (Italia),  [ioli 
BERZOLARI  (L).  Pavia  (Italia).  [74]. 
BIANCHI  (L.).  Pisa  (Italia).  [195J. 
BLASEBNA  (P.).  Ron*a  (Italia).  [aajì 
BLISS  Princeton,  N.J.  (U.S.A.).  [jojj. 

BLUHENTHAL  (O.)  f.  Aachen  (Deutschland).  [541] 
BOCCHETTA  (G.).  Oristano  (Italia).  [469], 
BOGGìO  (T.),  Genova  (Italia).  r?4ÄJ. 
BONTADE  (G.)*.  Palermo  (Italia),  [jj. 
B0RD1GA  (G.).  Venezia  (Italia).  [132]. 
BOR  EL  (É.).  Paris  (France).  [513]. 
B0RT0L0TTI  (E.).  Bologna  (Italia),  [149]. 
BOSI  (L.).  Forlì  (Italia).  [505], 
BOTTINO  (F.).  Palermo  (Italia),  [144J. 
BOURLET  (C).  Paris  (Trance).  [2*9], 
BOUTROUX  (P.).  Paris  (France).  (340]. 
BOZAL  Y  OBEjERG  (A).  Madrid  (Espana).  [ 
BRAND  (E.).  Bruxelles  (Belgique).  Ï461]. 
BREGLIA  (E.).  Napoli  (Italia).  [97 1- 
BRILL  (A.  von).  Tübingen  (Deutschland).  [339). 
BROOKE  ( ;W.E.).  Minneapolis,  Minn, (U.S.A.)  [520] 
BRO SOTTI  (L.),  Sondrio  (Italia),  [3441- 
BULLARD  (W.G.).  Syracuse,  N.Y.  (U.S.A.).  ß 
BURALI  FORTI  (C).  Torino  (Italia).  [143]. 
BURGATTI  (P.).  Roma  (Italia).  [208]. 


Oi//'  "  ANNUARIO  DEL  CÌRCOLO  MATEMATICO  01  PALERMO  pet  1907  „  (in  preparazione). 


CAJORI  <  P.>  Colori  !iì  Springs,  Colo. (U.S.A.).  1 464). 
CALAPSO  (P X  Palermo  (Italia).  [276]. 
CALDARERA  (F >)•    Patera  (Italia).  [7J. 
CABINATI  (P.).  Parma  (Italia).  ^60]. 
CANDIDO  (G.),  Galirina  (Italia),  [546]. 
CANTELLI  (K.P.).  Roma  (Italia),  [395]. 
CANTOR  (G.)  Halle  fc  S.  (Deutschland),  r?86j. 
CAPELU  <A  )\  Napoli  (Italia).  [8j. 
CAPITÒ  -mio  (Italia).  ^J- 

CARATHÉODORY  (<  :.).  Götringca  (Deutschland) 

CARLHEIÜ*eYLL£H8KÖL0  (V  )   Stockholm  (Svcngt).  1 5«^ 

CARSLAW  incy  (N.S.W.,  Australia).  \2^}, 

CASTELNUOVO  (G,>  Raafti  (Italia).  [138], 
CATTANEO  <Tj.  Padova  (Italia),  |  801  |. 
CERRUTI  (V.>  Roma  (Italia),  [48]. 
CERTO  <I ->  Roma  (Italia).  ffJSJ 
CHA*PREUX  I  A.J.j.  Jkrkdey,  Cal  (U.S. 
CIANI  (E.).  Quinto  al  Marc  (Italia).  [: 
CIPOLLA  (M).  Palermo  (Italia).  [303]. 
CLARIANA  y  RICART fi..).  Barcelona  1  Hsp.uu).  f466j. 
CLIFFORD  (HE.).  Boston,  Mass.  (U.S.A.).  [517]. 
C0DDINOTON    f      New  York,  N.Y.  (U.S.A.),  [  >jn[ 
COMPOSTO  is.).  Corteo**  (Italia),  fjfljj 
CONTI  »'!.).  Palermo  (Itaüa).  [30]. 
CORDONE  -mo  (Italia).  [220]. 

COREY  (S.A.).  Hiteman,  la.  (U.S.A.),  [547J* 
COSSERAT  (EX  Toulouse  (Prance),  [r: 
COSSERAT  (R).  Paris  (France).  [244]. 
COSTA  CG.  I  (Italia).  [77J. 

COSTANZI  (G),  Rieti  (Italia).  [5541 
COWLEY  |  E.B.).  Poughkeepsie,  N.Y.  (U.S.A.),  [483J. 
DALL'ACQUA  (F.A.).  Mantova  (Italia).  [362]. 
D'AMICO  (F.).  Acireale  (Italia).  [363]. 
DANIELE  (E.).  Pavia  (Italia).  [2581, 
DARBOUX  i]  <*>  Paris  (France).  } 
DA  RIOS  (L.S .).  Padova  (Italia).  r>^8j. 
BARONE  (G.D.).  Palermo  (Italia  .  fj8j. 
DE  DONDER  1 T).  Bruxelles  (Belgique),  TaooJ. 
DE  FRANCHIS  (M.).  Parma  (Italia),  [arjj. 
DEI«L  (R.F.).  New  York,  N.Y.  (U.S.A).  T479J- 
DEL  GIUDICE  (ML).  Milano  (Italia),  [262]. 
DELLA  ROCCA  di  Candii  (G.).  Roma  (Italia).  I94]. 
DEL  PEZZB  di  CajaneUo  (P.).  Napoli  (Italia).  [493. 
DEL  RE  .A  f.  Napoli  (Italia).   [60]. 
0EN12ÛT  (A.),  Berlin-Chirlottenburg  (Dcuuchi.).F  462J. 


DE  ZOLT  (A.).  Milano  (Italia).  [47ÓJ. 

DICKSTEIN  (S/).  Warszawa  (Russie).  [321]. 

DI  DIA  (G.).  Milano  (Italia).  [453]. 

DINGELDEY  (R).  Darmstadt  (Deutschland).  [485]. 

DIN!  (U.).  Pisa  (Italia).  [282]. 

DI  PIRRO  (G.).  Roma  (Italia).  [2i8j. 

DI  SIMONE  (G.).  Palermo  (Italia).  [2S], 

D'OVIDIO  (E,),  Torino  (Italia).  [72J. 

DOYLE  (P.).  Calcutta  (India).  [440]. 

D0RÂN  LORIGA  (J.J.).  La  Corona  (Espana),  [228]. 

E1ÊSLAND  (J/).  Annapolis,  Md.  (U.S.A.).  [^4]. 

EiSENHART(L.P).  Princeton,  N.J.  (U.S.A.).  1 4  S  *  1  ■ 

EIWCH  (A.).  Solothurn  (Suisse).  [390]. 

ENA  (SX  Roma  (Italia),  [444]. 

ENRIQUES  (F.).  Bologna  (Italia).  [209]. 

ESCHERICH  (G.  von).  Wien  (Österreich).  [514]. 

ETTE  (CR.).  Kóbcnhavn  (Danmark),  r$8i], 

FALK  (M.).  Upsala  (Sverige),  tfàlQt 

FANO  (GX  Torino  (Italia),  ri 88]. 

FAR K AS  (G.),  Kolozsviir  (Magyarorszag).  ^5  |. 

FAZZARI  (G,),  Palermo  (Italia).  [260]. 

FEHR  (H.).  Genève  (Suisse).  [364], 

FERRARI  (A.).  Torino  (Italia).  [36^. 

FILETI  (M.).  Roma  (Italia).  [531]* 

FINKEL  (B.F.).  Springfield,  Mo.  (U.S.A,).  [302]. 

FIORENTINI  (P.),  Todi  (Italia).  [549]. 

F-SHER  (G.E.).  Lansdowne,  Pa.  (U.S.A.).  [273]. 

FORD  (W.B.),  Ann  Arbor,  Mich.  (U.S.A.).  [579]. 

FORSYTH  (A.R.),  Cambridge  (England).  [378]. 

FOUET  (É.-A.).  Paris  (France),  [338], 

FOURET  (G.).  Faris  (France).  r?8]. 

FRÉCHET  (M.).  Besançon  (France),  fyij], 

FREDHOLH  (BSE)  Stockholm  (Sverige).  [4861. 

FREGE  (G.).  Jena  (Deutschland).  [559], 

FRENCH  (J.S.).  Port  Deposit,  Md,  (U.S.A.).  [508], 

FRiESENDORFF  (T,).  St.-Pètersbourg  (Russie).  [5  7  r], 

FRIZELL  (A.B.).  Göttingen  (Deutschland).  [426]. 

FÜBIN1  (G.).  Genova  (Italia).  [ji6j, 

GALDEANO  (Z. G.  de),  Zaragoza  (Espanl).  [177], 

GAMBARDELLA  (G.).  Benevento  (Itaüa).  [480]. 

GARCIA   (CV,),  Cordoba  (Kepùblic*  Argeiuînâ).  [4*7]» 

6AUTH. ER-VILLARS  (A.).  Paris  (France).  [393J. 
GAVRILOVITCH  (B.).  Beograd  (Srbija).  [45  ij. 
GEBBIA  (M.)*.  Palermo  (Itaüa)»  fn]. 
GERRANS  (H.T.)f.  Otford  (England>  [31 


Sì  AM  BELL!  (G.Z.).  Torino  (Italia).  fS^]. 
GIAMPAGUA  (N.),  Catania  (Italia).  [J49]- 
eiGLl  (D.).  Sassari  (Italia).  [$io]. 
GIORDANO  (D.).  Ragusa  (Italia).  [497]. 
GIORGI  (G.),  Roma  (Italia),  [317], 
GIUDICE  (F,).  Genova  (Italia).  [37]. 
GIULÖTTÖ  (V.).  Mantova  (Italia).  [312J. 
GOMES  TEiXEIRA  (F.).  Porto  (Portugal).  [47 ij. 
GORDAN  (F.).  Erlangen  (Deutschland).  [552]. 
GRABER  (M.E.).  Tiffin,  O.  (U.S.A.).  Î428J. 
GRAEFE  (F.).  Darmstadt  (Deutschland).  [405  J. 
GRAF  (J.H.).  Bern  (Schweiz).  [408J. 
GRAHAM  (W.J.).  Minneapolis,  Minn.  (U.S.A.).  [570]. 
GRECO  (M.).  Palermo  (Italia).  1591]. 
GREENWOOD  (G.W.).  Lebanon»  111.  (U.S.A.).  [454]- 
GRIMALDI  (G. P.),  Catania  (Italia).  [92]. 
GUARESCHI  (G.).  Torino  (Italia).  [366J. 
GOCCIA  di  Ganzaria(G.B.)'i-.  Palermo  (Italia),  Tisi- 
GUERRA  (E.P.).  Palermo  (Italia).  [261]. 
GULDBERG  (A.).  Christiania  (Norge).  [343]. 
GUMMIERE  (H. V.).  Philadelphia,  Pa.  (U.S.A.).  [$8aj. 
GUTZMER  (A.).  Halle  a.  S.  (Deutschland).  [43  s  J* 
GYLDÉN  (H.O.F,).  Stockholm  (Sverige).  [270]. 
KABERLAND  (M.).  Ne  ustr  eut  z  (Deutschland).  [568J. 
HADAMARD  (J.).  Paris  (France),  B|$J, 
NAGEMANN  (G. A.)  f.  Kôbenhavn  (Danmark).  [478J. 
HAGEN  S.  J.  (G,).  Roma  (ItaUa),  [fffj, 
HALLETT  (G.H.).  Lansdowne,  Pa.  (US  A).  [534]. 
HALPHEN  (C).  Paris  (France).  [530]. 
HALSTEO  (G.B,)f.  Gambier,  O.  (U.S.A.).  [205). 
HANCOCK  (H.),  Cincinnati,  O.  (U.S.A.).  [436], 
HASKELL  (M.W.).  Berkeley,  Cal.  (U.S.A.).  [391]. 
HAYASHI  (T.).  Tokyo  Üapan>  [488]* 
HEDRICK  (E.R.).  Columbia,  Mo.  (U.S.A,).   [522]. 
HELGUERO  (F.  de).  Roma  (Italia).  [494]. 
HERMANN  (A.J.).  Paris  (France).  [341], 
HILBERT  (D.),  Göttingen  (Deutschland).  [526]. 
HOÖEVAR  (F.).  Graz  (Österreich).  [404]. 
HUMBERT  (G.)f.  Paris  (France).  [79]. 
INSOLERA  (F.).  Roma  (Italia),  [3191. 
JACONA  GÜCCiA  (N.).  Palermo  (Italia).  [538], 
JAOANZA  (N,).  Torino  (Itaüa).  [133]. 
JEANS  (J.H.).  Princeton,  N.J.  (U.S.A.).  [578]. 
JENSEN  ÜL.W.V.).  Kôbenhavn  (Danmark).  [41  ij. 
JOFFE  (S.A.).  New  York,  N.Y.  (U.S.A.).  [427J. 


JORDAN  (C)|,  Paris  (France).  TM^J- 
JUEL  (G).  Kóbenhavn  (Danmark).  [481 J. 
JUNG  (G.).  Milano  (Italia).  [6jj. 
KASHER  (E,).  New  York,  N.Y.  (U.S.A.).  [$69], 
KERBEDZ  (E.de).  St.-Pêtersbourg  (Russie).  [r8o], 
KEYSER  (C.J.),  New  York,  N.Y.  (U.S.A.).  [41 S J. 
KISEUAK  (ü>  Fiume  (Magyarorszdg),  [477J, 
KLEIN  (F.),  Gòttingen  (Deutschland),  [ysil 
KNÊSER  (A.).  Breslau  (Deutschland).  [398J. 
KOCH  (H.  von).  Stockholm  (Sverige).  [$4fi* 
KÖNIG  (G.).  Budapest  (Magyarorszdg).  [367]. 
KŒNIGS  (G.-P.-X.).  Pari,  (France),  [5  $6], 
KOENIGSBERGER  (L.).  Heidelberg  ( Deutschi.), [ 368 j. 
KOHN  (G.).  Wien  (Österreich).  [379]. 
KRAGH  (O.).  Nyltôbing-Falst«  (Danmark),  [$8$], 
KRAZER  |  A.).  Karlsruhe  i.  B.  (Deutschland).  [354]. 
KURSCHÂK  (J)t-  Budapest  (Magyarorszig),  [525  J. 
LAISANT  (C'A.)*  Paris  (France),  [176J. 
LA  MANNA  (A.),  Palermo  (Italia).  [44], 
LA  MENSA  (G.).  Palemio  (Italia),  [55], 
LAMPE  (K.O.E.).  Berlin  (Deutschland).  ^04], 
LANDAU  (E.).  Berlin-Charlottb.  (DeutschL).  [406J. 
LANDIS  (W.W.).  Carlisle,  Pa.  (U.S.A.).  [416J. 
LANZA  (G.).  Boston,  Mass.  (U.S.A.).  [446J. 
LANZA  di  Mazzarino  (G,).  Palermo  (Italia).  [  16 jj. 
LAURA  (E.),  Torino  (Italia).  I369J. 
LAURICELLA  (G.).  Catania  (Italia).  [190J. 
L AZZERI  (G.>  Livorno  (Italia).  [107J. 
LÉAUTÉ  (H.).  Paris  (France;,  fsjüj. 
LEBEUF  (A,V,),  Besançon  (France).  [489], 
LEFÈVRE  (É.).  Ixelles  (Belgique),  BÓ4J. 
LEHMER  (D.N.).  Berkeley,  Cal.  (U.S.A.).  [437]. 
LEONARD*  (G.).  Reggio  di  Calabria  (Italia).  [449]. 
LEVI  (B.).  Cagliari  (Italia).  [252]. 
LEVI  (E.E.).  Pisa  (Italia),  [572]. 
LEVI  CIVITA  (T.).  Padova  (Italia).  [217J. 
LICATA  di  Baucina  (G.B>  Palermo  (Italia),  [331]. 
LO  MONACO  APRILE  (L.).  Torino  (Itaüa).  [230]. 
LORI  (F.).  Padova  (Italia).  [181], 
LORIA  (G.).  Genova  (Italia).  [80 J. 
LOWBER  (J.W.).  Austin,  Te*.  (U,SjV.).  [511J. 
LUCCHESI  PALLI  (P.),  Palermo  (Italia),  [539]. 
LUDWIG  (W.).  Karlsruhe  L  B,  (Deutschland).  [413]. 
LUROTH  (J.).  Freiburg  i.  Br,  (Deutschland).  [388]. 
LUGARO  (E.)-  Castellami^  del  Golfo  (Italia).  [278 ]. 


IACALUSO  (D>  Palermo  (Italia).  [43]. 
IMCfARLAN£  hatham  (Canada).  [21  ij. 

IALLA6AN-W£0OERBURM  (J  H  )   ********  (Scoti.).  [sj6j 

IACRÌ  iV.j.  Casteltermini  (Italia).  |"1S9J. 
IAÔ&J  (&A.}  Pisa  (Italia).  [342 J. 
lAMCtNELLI  (F.).  Pavia  (Italia).  [459J. 
Roma  (Italia).  [196 J. 
(F.-L).  Paris  (France).  [355]. 
(HJ\),  Providence,  R.I.  (U.S.A.).  F484]. 

(W  Jk  ),  Si*a*ofd  Uoivcnity,  C*l  (U.S.A.).  [J48J. 

(P.),  Gand  (Belgique).  1537]. 
MARCOLOMGO  (R),  Messina  (Italia).  |ii6j, 
MARI  »  I\).  Napoli  (Italia).  [540). 
MARLETTA  (G.).  Catania  fltalia).  (^01  J. 
MARONI  (A.)   Gubbio  (Italia).  [460 j. 
■ARTI^  Voshington,  D.C  (U.S.A.).  [242 ], 

MARTINETTI  (V.>  Messina  (Italia).  [  36]. 
MASON  (M.>  New  Haven,  Conn.  (U.S.A.).  [44  JJ- 
MAS0N1  «poli  (Italia).  [59J. 

MASSARlNi    L     Rohm  (Italia).  1223]. 

MAYER  (A_>  Leipzig  (Deutschland),  fjooj. 
MED0LA6HI  (P.)-  Roma  (Italia),  [ijoj. 
MEMABREA  di  Val  Dora  (C>  Paris  (France).  f  3  34 J. 
MOWZÂBALT«BORRELa^e).ii«»ûu.(Mcx.).ri69J. 
HETZLER     AH).  Syracuse,  N.Y.  (U.S.A.).  [463!. 
Firenze  (Italia).  I470J. 
(G.j.  Palermo  (Italia).  I304J. 
MILLER  (E.)-  Lawrence,  Kan.  (U.S.A.).  [430]. 
MINEO  fC>  Palermo  (Italia),  [302]. 
M4TTAG-LEFFLER  (G.),  Stockholm  (Sverige).  L 114  J- 
MÖLK  fj-j-  Nancy  (France).  [492  J* 
M0LLERÜP  CJ.>  hôbenhavn  (Danmark).  [577J, 
M0*R0Y  (A).  Palermo  (Italia).  [33 jj. 
•ÛMTESANO  (D.).  Napoli  (Italia).  [it7j. 

de  Bollore  (R.de).  Lille  (France).  [284J, 

(CX.R).  Boston,  Mass.  (U.S.A.).  [420]. 

(E.H.).  Chicago,  111.  (U.S.A.).  1 139]. 
(G.>  Torino  (Italia),  [82 J. 
MOULTOM  0UL>  Chicago,  I1L  (U.S.A.).  UîïJ. 
MUKHOPAOHYAy  (A.).  Calcutta  (India),  [163J. 
MUTH  (P.).  Östhofcn  (Deutschland).  [407J. 
NEWSOlt  (HA)  Lawrence,  Kan.  (U.S.A.).  |>99l- 
MtiQLETTl  (O.X  Pisa  (Italia).  [468]. 

El  (N,>  Kòbcohavn  (Danmark).  tlS^J. 
>li  (Italia).  I286J. 


NOETHER  (M.).  Erlangen  (Deutschland).  [336]. 
ORLANDO  (L .).  Messina  (Iuiia),  [32 jj. 
OSEEN  (C.W.).  Lund  (Sverige).  [442]- 
OSGOOD  (W.F.),  Cambridge,  Mass.  (U.S.A.),  [382]. 
OVAZZA  (E.).  Palermo  (Italia).  [410]. 
PADOA  (A.).  Chioggia  (Italia).  [457J. 
PAGLJERO  (G.),  Torino  (Italia).  [498J. 
PAIN  LEVE  (P.).  Paris  (France).  [221  J. 
PANNELLI  (M.).  Roma  (Italia).  [370], 
PAPE  LANZA  di  Giarap.  (S.).  Palermo  (Italia).  [3961. 
PARANJPYE  (R.P.).  Poona  (India).  [482]. 
PASCAL  (F),  Milano  (Italia).  [277J. 
PATERNO  di  Sessa  (E.).  Roma  (Italia),  [hi], 
PATERNO  di  Sessa  (F.P.)  \  Palermo  (Italia).  1 19J. 
PEANO  (G.).  Torino  (Italia).  [83]. 
PELLET  (A.-C.-E.).  ckn»ont-Fc*r»t»J  (France).  [561], 
PENNACCHIETTI  (G.),  Catania  (Italia),  f  167J. 
PENSA  (A).  Torino  (Italia),  [jyrj, 
PEPÛLI  (A.)*,  Palermo  (Italia).   [20J. 
PERAZZO  (U.).  Torino  (Italia).  [29  ij, 
PERNA  (A.).  Napoli  (Italia),  [253]. 
PÊTROVITCH  (M.).  Beograd  (Srbija).  1237]. 
PETROVlTCH  (S,).  St.-Pétersbourg  (Russie).  [418J. 
PETTEGREW  (D.L.).  Worcester,  Mass.(U.S.A.),[49oJ, 
PEXIDER  (J.V.).  Bern  (Schweiz).  [320J. 
PICARD  (É.),  Paris  (France),  [162J. 
PIERI  (M,).  Catania  (Italia).  [142], 
PIETRA  (G,).  Padova  (Italia).  [385 J. 
PINCHERLE  (S.).  Bologna  (Italia).  [108 j. 
PINTACUDA  (C.)\  Pmlenno  (Italia).  [21J, 
PINTACUDA  (M.).  Palermo  (Italia).  [383J. 
PIRONDINI  (G.).  Roma  (Italia).  [496], 
PISATl  (L).  Roma  (Italia).  [380J. 
PITTARELLI  (G.).  Roma  (Italia).  [14  ij. 
PIUMA  (CM.).  Genova  (Itaüa).  [84J. 
PI22ETTI  (P.).  Pisa  (Italia).  1507], 
POINCARÉ  (H,).  Paris  (France).  [iói]. 
POLIGNAC(Cde),  Radmannsdorf  (Österreich).  [41 7J. 
POLITI  (G.)4.  Palermo  (Italia).  [23]. 
POfctPElU  (D.).  Jassy  (Roumanie),  [372J. 
PRASAD  (Gb>  Benares  (India).   [448J. 
PRINGSHEIM  (A.).  München  (Deutschland).  [400J. 
PRYM  (F.).  Würzburg  (Deutschbnd).  [373]. 
PUÊLISI  (M.).  Catania  (Italia).  [254], 
QUANJEL  (J*>  Thuin  (Belgique).  [527], 


1 


QUÎMTILI  (T.).  Koni»  (Italia),  rs^jj. 

RADOS  (G,'.  Budapest  (Magyarorszàg).  U24]. 

REINA  (V->  Roma  (Italia).  [i>SJ. 

RÈMOUNDOS  (G.).  Athènes  (Grèce).  [562]. 

REPETTO  (G>  Sassari  (Italia).  [574]. 

RETALI  (V.).  Milano  (Italia).  |6}J. 

REYE  (Th.).  Strasburg  (Deutschland).  [  >u\. 

RICCI  (R).  Fîrcn/c  (Italia).  \&& 

RICCI  (G.).  Padova  (Italia).  I212J. 

RIWI  (S.).  Lucca  (Italia).  [61], 

RIPAMONTI  (M)>  Mantova  (Italia).   r328j. 

RIUS  Y  CASAS  (].).  Zaragoza  (Esparïa).   [;:■■ 

ROBERTS  CWJLW.J  Dublin  (Ireland).  [56>j. 

ROCKWOOD  (G.G.),  Jr.  fette  * ■,  nj.  (U.S.A  )  f  5 55J- 

RÜDENBERG  (C).  Hannover  (Deutschland).  [J44J. 

ROE  (RD.),  Jr.  Syracuse,  N.Y.  (U.S.A.).  I465J, 

RONCO  (N.E.).  Sampierdarena  (Italia).  [247]. 

ROSA  NES  (J.).  Breslau  (Deutschland),  {^j. 

ROTHRDCK  (D.A.).  Bloomington,  Ind. (U.S.A.),  [447], 

RODIO  (F.).  Zürich  (Schweiz).  [2>i]. 

BUGGERI  (C).  San  Sepolcro  (Italia).  [475]. 

RUSSO  (G.).  Catanzaro  (Italia).  \  1 

SAOUN  (E,).  Roma  (Italia).  [146]. 

SALTYK0W  (N.).  Kiew  (Russie).  [43SJ. 

SALVATORE-DINO  (N.).  Napoli  (Italia).  [85]. 

SANNIA  (G.).  Torino  (Italia).  [345]. 

SBRANA  (U.),  Bra  (Italia).  (j46h 

SCHEFFERS  (G.W.),  Darmstadt  (Deutschland).^!. 

SCHOTTEN  (IL).  Halle  a.  S.  (Deutschland ).  |  412J. 

SCHOUTE  (RH).  Groningen  (Nederland).  r347l- 

SCHUMACHER  (R.).  Augsburg  (Deutschland).  [403J. 

SCHUR  (F.).  Karlsruhe  i.  B,  (Deutschland),  [350], 

SCOTT  (CA.),  Bryn  Mawrt  Pa.  {lMUt>  [>*î* 

SEE  (TJ.JO-  Mare  Island,  Cal.  (U.S.A.).  [j^|. 

SEGRE    C.  Tonno  (Italia).  [68j, 

SÉGUIER  (J.  A.  M.J.  Je).  Paris  (France).  TSCOJ- 

SELLERIO  (A.).  Palermo  (Italia).  1587]. 

SESTILLI  (G.).  Milano  (Italia).  r5oi]. 

SETTIMO  di  FitaMa  (G.).  Palermo  (Itaha).  [375!. 

SEVERI  (R).  Padova  (Italia).  [2871. 

SEVER1NI  (C).  Catania  (Italia).  I246]. 

SHARPE  (J.W.).  Bournemouth  (England)  [425]. 

SHAW  (J.B.).  Decatur,  III.  (U.S.A.).  Up  J. 

SIACCI  (R).  Napoli  (Italia).   [351]. 

SILLA  (L.).  Roma  (Italia).  [397J. 


SINIGALLIA  «L.L  Ferrara  (Itah*a).  r?o6j. 
SMITH  fA.W.i,   Hamilton,  \.Y.  (L'.S.A.,l  (fj 
SMITH  (O.A.).  Kóbenhavn  (Dan  mark).  [560]. 
SNYDER  (V.).  Ithaca,  N.Y.  (U.S.A.).  F4Ì93- 
SOFIO  (L.).  Palermo  (Italia).  [^2). 
SOLER  BALSANO  (R).  Messina  (Italia),  f  170]. 
S0MIGL1ANA  (C).  Torino  (Italia).  [199]. 
SOMMERVILLE  (D.M.Y.).  St.Andrews  (Scoti.).  [422J. 
STÄCKEL  (P.).  Hannover  (Deutschland).   B0HJ« 
STASI  (F.).  Lucerà  (Italia).   [467], 
STEPHANOS  (C).  Athènes  (Grèce).  (337J. 
STEWART  (A.B.)  Cairo  (Egitto).  [5  66 $ 
STÜRMER  (G).  Christiania  (Norge).  [414]. 
STOÏANOVICH  (C).  Pragnd  (Srbija).  [4*], 
STONE  (O.)    Charlottesville,  Va.  {U.S.A.)  [fio]. 
STRA22ERI  (V.).  Sassari  (Italia).  \2$6}. 
STRINGHAM  (t>  Berkeley,  Cai.  (U.S.A.).  [516]. 
STUDY  (E.).  B.,nn  (Deutschland),  T402J. 
STURM  (A.).  Seitenstetten  (Österreich).  [409J. 
STUYVAERT  (M.-L.  M.).  Gand  (Belgique).  [495]. 
SUTÂK  (J.).  Budapest  (Magyarorszàg).  h57]- 
SYLOW  (L).  Christiania  (Norge).  [567J. 
TAFELMACHER  (A.),  Santiago  (Chile).  [542], 
TAGLIARMI  (R.).  Sciacca  (Italia).   [272]. 
TASCHETTi  (C).  Napoli  (Italia).  [42]. 
TAY  ANI  (M.).  Sassari  (Italia).  [588]. 
TEDONE  (O.).  Genova  (Italia).  [300]. 
TEOFILATO  (P.).  Roma  (Italia).  [47  3 J. 
TOJA  iG.>  Firenze  (Italia).  [281]. 
TONELLI  (A.).  Roma  (Italia).  [86j. 
TORELLI  (G.).  Palermo  (Italia).  [122]. 
TORELLI  (R.)«  Parma  (Italia).  [j8ij. 
TRAFELLI  (L.).  Nettuno  (Italia).  U27J. 
TRAVERSO  (N.).  Alba  (Italia).  [238]. 
TRAVIS  (g£>  Phüadelphia,  Pa.  (U.S.A.).  ES** 
TWEEDIE  (C).  Edinburgh  (Scotland).  r4J8]. 
VACCA  (G.).  Genova  (Italia).  [264J. 
VAILATI  (G.),  fréta*  (Italia).  [203], 
VALERI  (D.).  Piacenza  (Italia).  [194]. 
VARICAK  (V).  Zagreb  (Österreich).  [jjc], 
VARVARO  0BL>  Palermo  (Italia).  r499l- 
VASSILAS-V.TALIS  (J.).  Athènes  (Grèce).  UjoJ. 
VASSILIEF  (A.).  Kasan  (Russie).  \i6y}, 
V ASSURA  (G.).  Forlì  (Italia).  I472J. 
VEBLEN  (0).  Princeton,  NJ.  (U.S.À.),  [394], 


VENEROMI  (E.).  Pavia  (Italia).  [297]. 
VENTURI  (A.).  Palermo  (Italia).  [96]. 
VERDE  (F .)-  Speaia  (Italia),  Tap]. 
VERONESE  (G).  Padova  (Italia).  Ti  io], 
VITALI  Q&>  Genova  (Italia).  [280]. 
VITERBI  (A.).  Pavia  (Italia).  [233]. 
VIVAMI  (G.).  Messina  (Italia).  [90J. 
VOLTERRA  (V.>  Roma  (Italia).  ^7]. 
VRIf-S  Utrecht  (NederLmd).  [178], 

WALKER  (B.M.).  StarkviUc.  Miss.  (U.S.A.).  [584], 
WAN6ERJN  (À.>  Halle  a.  S. (Deutschland).  |"ï  H]- 
WEBB  (J.3.)-  Hoboken,  N.J.  (U.S.A.).  [403]. 
WEBER  (E.  von).  München  (Deutschland),  [249], 
WEBER  (HO-  Strasburg  (Deutschland).  [529] 
WESTLUND  0>-   L^  Fayette,  tod.  (U.S.A.).  [456], 


WHITAKER  (J.LS.).  Palermo  (Italia),  h  00]. 
WHITE  (H.S.),  Poughkeepsie,  N.Y.  (U.S.A.).  [433], 
WiaEITNER  (H.).  Speyer  (Deutschland),  [585]. 
WILCZYHSKI  (HJ.).  Berkeley,  Cal.  (U.S.A.).  rS8o]. 
WILSON  l E.B.).  New  Ha  vai,  Conn.  (U.S.A.).  [421]. 
WÎMAN  (A).  Upsala  (Sverige).  [423]. 
WIRTINGER  (W.>  Wien  (Österreich),  [576]. 
YANNEY  (B.R>  Affiance,  Ohio  (U.S.A.).  [î74|. 
YOUNG  (JAW).  Princeton,  N.J.  (U.S.A.).  [491], 
YOUNG  (W.H.).  Göttingen  (Deutschland).   [^77]. 
ZAPPETTA  (A.).  Campobasso  (Italia).  [330]. 
ZAREMBA  (S.).  Krakow  (Österreich).  r*o8j. 
ZERVOS  (P.).  Athènes  (Grèce).  [563J. 
ZEUTHEN  (H.G.).  Kóbenhavn  (Danmark).  [357]. 
ZONA  (T.).  Palermo  (Italia).  [39]. 


NOTI:   STATISTICHE 


1.  ~  Stato  della  Società  al  94  febbraio  1907. 
Sog  residenti * 44 

..       .4    dimorami  in  Italia 172 

Sod  non  reMCio.t!  ..     IW- 

/    dimoranti  ali  Estero 252 

404  404 

Totale .     448 


IL  —Movimento  nel  numero  dei  Soci  dal  a  mano  1884  al  24  f ebbra jo  1907. 
Soci  Ammessi  nelle  sedute  degli  mm  : 
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Nuovi  soci  ammessi  nelle  sedute  dal  13  gennaio  al  24  fehbrajo  1907 

Took  dei  soci  ammessi  a  tutto  il  24  fehbrajo  1907 

Per  decessi,  dimissioni,  cessazioni  di  pagamento  e  radiazioni,  dal  2  marzo  1884  al  24 
tebbrajo  1907 

Soci  al  34  febbrajo  1907  .     . . 


143') 


*)  I  lOKrut-rs  delk-   Sutuio  provvisorio  de«  1  roirïO   1884. 

')  Goc:    1   nella  seduta    del    10    gennàio    1^04    e   10  nelle  sedute  dal   12  maggio  il   2J  dicembre  1904. 

1)  Sa  {«caio  auserò  non  li  comprendono  le  dimissioni,  etc.  it  quei  Sod  dal  furcn  di  f*A  riammetti  nella  Società.  Dui 
2  ataxao  1904  si  14  febbrajo  1907,  13  antichi  loci  SOM  rientrati  nella  Società.  Laonde,  computando  insieme  le  am»iniom  e 
It  fiaMniM«,  ni  ulta  che,  nel  periodo  dì  tempo  corso  dai  2  mano  1904  (XX°  anniversario  della  fondazione  della  Società) 
a.  14  Mahrajo  if<>7»  '*  Società  si  e  accresciuta  di  io  -*-  1  io  -*-  107  +  27  -»-  i]  =  977  Soci  [cfr.  II  e  la  nota  3)].  Nello  stesso 
al  te» pò  so«   venuti  meno  14  Soci  per  decessi,  dimissioni,  cessazioni  di   pagamento  e  radiatìoni. 
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T.     LEVI- CIVITA, 


zinnale  alla  velociti  *);  se  provenisse  dall'attrito  fra  liquido  e  solido,  dovrebbe,  per  pic- 
cole velocità  (pochi  metri  al  secondo)  essere  quasi  indipendente  dalla  velociti  **). 

La  resistenza  diretta  è  dunque  essenzialmente  distinta  così  dalla  viscosità  come  dal- 
TattritOj  che  sono  a  riguardarsi  fenomeni  dissipativi  secondari;  essa  deve  potersi  spie- 
gare anche  prescindendo  da  tali  fenomeni,  di  cui  soltanto  bisognerà  tener  conto  nelle 
applicazioni  concrete,  calcolando  o  almeno  valutando  approssimativamente  i  corrispon- 
denti termini  correttivi. 

In  definitiva,  la  spiegazione  del  paradosso  di  d' Alembert  deve  essere  possibile  senza 
esorbitare  dall'idrodinamica  razionale:  conclusione  tanto  più  soddisfacente,  quando  si 
pensi  che  la  teoria  dei  fluidi  perfetti  ha  corrisposto  finora  —  nei  limiti  di  approssima- 
zione, che  erano  a  priori  presumibili  —  alle  circostanze  di  fatto,  sicché  sarebbe  assai 
strano  che,  nello  stesso  ordine  di  questioni,  intervenisse  inopinatamente  e  dominasse 
qualche  fenomeno,  che  sfugge  allo  schema  dei  meccanismi  ordinari. 

Come  effettivamente  si  possa,  nell'ambito  della  meccanica  pura,  rimuovere  il  para* 
dosso  di  d'AiEMBERT  fu  indicato  da  Stokes  e  da  Helmholtz. 

Il  principio  è  quanto  mai  semplice  e  consiste  nel  rinunciare  all'ipotesi,  apparente- 
mente indifferente,  della  incondizionata  continuità  di  moto  nel  fluido,  sostituendola  col- 
l'ipotesi  della  scia. 

Si  ammette  cioè  che  il  corpo  mobile  C  trascini  dietro  se  una  colonna  liquida,  in- 
definita, solidale  con  esso  {scia). 

Nello  spazio  occupato  dal  liquido  si  hanno  cosi  due  regioni  distinte  (la  regione  an- 
teriore A  e  la  scia  5,  come  si  vede  nelle  fig.  i  e  2),  separate  da  una  superficie  di  di- 
scontinuità. 

Lo  studio  dei  moti  discontinui  presenta  gravi  difficolti  analitiche,  e  finora  potè  es- 
sere fatto  in  modo  completo  solo  per  casi  particolarissimi.  Ma,  ad  attestarne  l'importanza, 
basta  la  conclusione  di  carattere  generile  che,  ammessa  la  scia,  la  resistenza  diretta  va 
ria,  a  pariti  di  condizioni,  precisamente  come  il  quadrato  della  velocità  ***). 

Sorge  cosi  spontaneo  il  desiderio  di  approfondire  le  ricerche  in  questo  indirizzo 
per  riconoscere  anche  le  leggi,  secondo  cui  la  resistenza  dipende  dalla  forma  del  corpo, 
che  si  muove. 


*  )  La  proporzionalità  sussiste  rigorosamente  nel  caso  schematico  di  una  parete  piana  ;  cii\  Lamb, 
Hydrothtiiiitììrs  (terea  edizione)  [Cambridge  University  Press,   1906J,  Gip.  XIX,  art.   518. 

**)  Veggasi  la  nota  sulla  resistenza  d'attrito  in  appendice  alla  presente  memoria.  Importa  notare 
che  i  più  autorevoli  trattatisti  di  architettura  navale  affermano  ad  un  tempo  che  la  resistenza  diretta  e 
dovuta  per  massima  parte  all'attrito»  e  che,  entro  limiti  assai  lati,  essa  può  ritenersi  proporzionale  al 
quadrato  dilli 

La  contraddizione  con  quanto  si  afferma  nel  testo  è  soltanto  apparente,  e  proviene  dal  fatto  che 
quegli  autori  raccolgono  sotto  la  denomina/ione  generica  di  attrito  anche  altri  fenomeni  dissipativi,  in 
particolare  la  formazione  di  discontinuità, 

***)  Cfr.  la  nota  :  Sulla  resistala  d*i  mt^-i  ßuidi  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  s.  V, 
voi  X,  20  sem.  1901,  pp.  3-9]. 


Data  la  difficolti  della  questione,  conviene  limitarla  a  due  dimensioni,  ciò  che  con- 
sente il  valido  sussidio  della  rappresentazione  complessa. 

Anche  semplificando  così,  non  manca  l'interesse  pratico. 

Ê  chiaro  infatti  che,  nel  caso  di  una  nave  in  acqua  tranquilla,  il  movimento  co- 
municato alle  particelle  fluide  si  svolgerà  sensibilmente  in  piani  orizzontali,  almeno  per 
le  sezioni  non  t  Idse  alla  chiglia,  ne  al  piano  di  galleggiamento. 

Ci  si  trova  così  ricondotti  ad  un  problema  piano,  il  profilo  rigido,  mobile  nel  pro- 
prio piano,  essendo  una  generica  sezione  orizzontale  della  nave. 

I  tipi  di  profili,  per  cui  è  stata  determinata  la  legge  di  resistenza  sono  i  seguenti: 
un  segmento  perpendicolare  od  obliquo  alla  direzione  della  traslazione  (Helmholtz); 
due  segmenti  di  eguale  lunghezza  comprendenti  un  angolo  2  x  (Bobyleff),  caso  parti- 
colarmente interessante  perchè  rispecchia  la  forma  rudimentale  di  una  prora;  i  profili 
costituiti  da  un  numero  qualunque  di  tratti  rettilinei  (questione  risoluta  per  vie  diffe- 
renti da  Joukowsky,  Michell  e  Love  *). 

Un  progresso  considerevole  può  essere  raggiunto,  riprendendo  ta  questione  ab  initio 
e  analizzandone  un  pò  intimamente  la  natura  matematica. 

Si  riesu  infatti  ad  assegnare  Yintegrale  generale  dei  moti  irrotazionali,  dotati  di  scia. 

A  ciò  è  dedicato  il  presente  lavoro. 

Con  opportune  trasformazioni  si  mettono  anzi  tutto  in  evidenza  le  singolarità  ca- 
ratteristiche. Si  può  allora,  coi  metodi  della  teoria  delle  funzioni,  riconoscere  la  forma 
analitica  e  dare  le  espressioni  effettive  degli  elementi  del  moto. 

este  espressioni  constano  di  due  pani  :  la  prima,  affetta  da  due  parametri  a,  8  **) 
(che  si  riducono  ad  uno  nel  caso,  in  cui  vi  sia  una  linea  di  simmetria)  corrisponde 
alla  singolarità  caratteristica  ;  nella  seconda  tutto  è  regolare,  e  il  grado  di  arbitrarietà  è 

o  di  una  funzione  analitica  ü  (più  precisamente  di  una  serie   di   Taylor  conver- 

j  entro  e  sopra  una  circonferenza  di  raggio  i). 

D  valore  della  resistenza  diretta  (fornito  con  procedimento  elegante  dalla  teoria  dei 
residui  di  Cauchy)  dipende  soltanto  dal  primo  dei  coefficienti  della  serie  U  (e  dai  due 
parametri  a  e  S). 

Per  li  =  o  si  ritrovano  nel  modo  più  naturale  e  spontaneo  t  profili  angolari  di 
Boby  o  variare  Q,  si  ottengono  tutti  i  possibili  profili  colle  relative  resistenze. 

Sorge  così  un  doppio  ordine  di  questioni,  di  cui  spero  potermi  prossimamente  oc- 
re : 

i'  un  problema  di  indole  esclusivamente  matematica,  cioè  la  ricerca  della  fira- 
flooe  li  corrispondente  ad  un  profilo  preventivamente  assegnato. 

La  li  rimane  caratterizzata  (§13  del  presente  lavoro)  da  una  relazione  fra  La  parte 
reale  e  il  coefficiente  dell'immaginario,  che  deve  essere  soddisfatta  al  contorno  del  cer- 
chio di  regolarità.  É  un  problema  funzionale  di  tipo  più  elevato  degli  ordinari. 


ito  di  Lovì  mukt  II,  nella  Enc.  der  math.  Wiss.  (TV,  2>  i»  pag.  99). 

**.i  Ä-j-o  e  ai  —  5  rappresentarli»  le  inclina/ioni  sulla  direzione  del  ruoto  delie    due    tangenti    al 
profeto  mobile,  od  punto  angoloso  di  prora. 


2°  un  problema  tecnico  di  concreta  applicazione  alle  navi.  Si  tratta  cioè  di  tener 
conto  delle  esigenze  pratiche,  limitando  la  discussione  a  forme  semplici  di  U,  e  deter- 
minando le  costanti,  che  rimangono  disponibili,  in  modo  da  desumerne  i  profili  pin 
convenienti  :  questione,  cui  manca  attualmente  qualsiasi  base  scientifica. 

In  attesa  di  poter  effettivamente  portare  in  questo  campo  le  conseguenze  del  no- 
stro studio,  st  che  il  controllo  sperimentale  valga  indirettamente  a  saggiare  anche  le 
premesse,  è  conveniente  di  dare  una  giustificazione  diretta  delle  premesse  stesse,  me- 
diante un'analisi  critica  delle  circostanze  di  fatto. 

Anzitutto  che  la  traslazione  di  un  solido  in  un  liquido  provochi  discontinuità  si  può 
ritenere  assolutamente  provato  dalle  esperienze  di  Marky  *)  e  di  Ahlrorn  **). 

La  natura  della  discern  tinuit  A  è  perù  più  complessa  di  quella  postulata  dalla  teoria. 
La  regione  5  infatti  non  risulta  in  realtà  occupata  da  fluido  solidale  col  corpo  Q  né 
tanto  meno  si  estende  indefinitamente.  In  essa  intervengono  (le  fotografie  delle   citate 

rienze  lo  lasciano  scorgere  in  modo  manifesto)  movimenti  vorticosi  e  turbolenti, 
che  vanno  gradatamente  attenuandosi  (per  viscosità  ed  altre  eventuali  azioni  dissipatrici) 
quanto  più  ci  si  allontana  dal  corpo  C,  cosicché,  ad  una  certa  distanza,  lo  stato  di  moto 
del  fluido  non  presenta  più  traccia  di  discontinuità,  anzi  cessa  addirittura  ogni  sensibile 
influenza  del  moto  del  solido,  le  particelle  apparendo  immobili. 

Malgrado  ciò,  l'ipotesi  schematica  della  scia  deve  assai  verosimilmente  condurre  ad 
una  esatta  valutazione  della  resistenza  diretta.  Ed  ecco  perchè. 

Sia  8  la  porzione  del  contorno  y  del  corpo  C  (i  due  tratti  srf,  m3  delle  figure  i 
e  2),  che  confina  colla  regione  anteriore  A,  la  rimanente  porzione  confinando  invece 
con  B. 

Ciò  premesso,  si  ponga  mente  alle  circostanze  seguenti  : 

a)  Conseguenza  teorica  dell'ipotesi  della  scia  è  (cfr.  il  §  8  del  presente  lavoro) 
che  la  resistenza  dipende  esclusivamente  dallo  stato  di  moto  delle  particelle  fluide  in  cr. 

fr)  Due  distinte  regioni  A  e  B  esistono,  come  abbiamo  or  ora  accennato,  anche 
nella  realtà  fisica.  La  B  differisce  profondamente  dalla  ipotetica  scia,  solidale  col  corpo. 
La  regione  anteriore  A  presenta  invece  io  prossimità  delle  pareti  rigide  un  andamento 
regolare,  conforme  alla  previsione  teorica  ***). 

D'altra  parte  si  riconosce  per  via  intuitiva  ****)  che  gli  elementi  determinativi  della 


*)  Le  mouvtnunl  dts  liquidi  s ,  ètttdiì  par  la  chrmophotographie  [Comptes  Rendus,  t.  CXVI,  pp.  915-923 
(séance  du  i*r  mai  1895)]  ;  con  osservazioni  complementari  nella  Nota  :  Changement  dt  direction,  etc. 
[Ibidem,  t  CXXX1I,  pp.  1 291-1296  (séance  du  3  juin   1901)1. 

**)  Ober  den  Mtchunìsmus  des  hydrodynamischen  Widerstandes  [Hamburg,  Friederkhsen,  1902] 
(estratto  dal  Vol.  XVII  delle  «Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturwissenschaften!)  edite  dal 
Naturwissenschaftlicher  Verein  di  Amburgo). 

***)  Cfr.  in  particolare  Ahlbor«,  loco  citato,  pag.  13. 

••*•)  All'uopo  convien  ragionare  cosi  : 

La  superficie  di  discontinuità  X  (rappresentata  in  X,  ,  X2  nelle  figure  1  e  2),  che  si  riattacca  alla 
zona  xs  del  contorno  del  corpo  e  che,  per  un    ceno   tratto,  si  estende    nettamente  a  poppavia,  non  è 
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T.     LETI-CITIT4. 


C  immerso  in  un  liquido  (fluido  inuimpikuHe),  indefinito  e  non 
>lkciuto  da  forze,  e  supponiamo  che  rimanga  subordinato  od  liquido  un  moto  con  scia. 
In  modo  preciso  introduciamo  le  ipocesi  seguenti  (dr.  Fig.  i  e  2)  : 


A 


B 


(f-'i  ». 


A  0 


B 


(Fig.  2). 

|     I'm  cffjonnfl  fluida  B  (scia)  estcndentcsi  indefinitamente  dietro  C  si  muove  come 

:   corpo  (cioè  immobile   rispetto  IgH  .issi  a  v). 

Il    li  .  in.j.n  li,  C  costituisce  un  tutto  connesso,  comprendente  il  semiasse   delle  x 

ij/ffiv,    qui.Hu  il, il  rimanente  piano  (regione  A)  mediante  un'unica  linea  5,  che  passa 

I  >  re  e  dall'altra,  si  estende  indefinitamente. 

in  ogni  punto  di  tangente^  variabile  ovunque  con  continuità,  tranne 

(  )  rt  un  punto  angoloso.  Essa  segue  per  due  certi  tratti  izt  e  rs^  (da  ui 

ir(|»  |  .lill'alrra  di  0)  il  profilo  rigido  y;  poi  se  ne  stacca,  segnando,  nei  due  tratti  in- 

>     il  confini  fra  A  e  la  scia  B. 

/,,   g eoa)  designeremo  l'insieme  dei  due  archi  tsì  e  crâ  —  anche  la  curvatura  ì 

ilfjl  /un  fatta,  si  intende,  quanto  alla  continuiü,  per  l'eventuale  punto 

I  'ipotesi  circa  l'andamento  di  s  sembra  perfettamente  giustificata 
invessi  (con  o  senza  punto  angoloso  di  prora)  quali  quelli,  che 
là  lezione  di  una  nave;  semprechè  inoltre  essi  sieno  orientati  rispetto  al  moto 
1  men   attraversati  dal  semiasse  delle  x  positive. 


E  LEGGI  DI   RESISTENZA. 


Per  contorni  non  convessi  (di  cui  qui  non  intendiamo  occuparci)  sì  dovrebbe  ri- 
correre ad  altre  ipotesi  con  scie  complesse,  come  nella  Fig.  j:  le  due  linee  a(  ,  l$l  con- 
tinuazione di  03^,  *fJ  non  sono  più  interamente  libere,  ma  interratile  da  uno  o  più 
tratti  finiti  (uno  in  figura)  appartenenti  ancora  %  y. 


c=^ 


A 


>, 

B 


C 


A, 


B 


D'altra  parte,  se  ti  contorno  y,  pur  essendo  convesso,  restasse  tutto  da  una  parte 
del  semiasse  delle  x  positive,  la  s,  a  partire  da  0,  seguirebbe  il  profilo  y  soltanto  in 
un  senso,  mentre   nell'altro  uscirebbe  addirittura  come  linea  libera. 

III.  Nella  regione  A>  il  liquido  è  animato  da  movimento  stazionario,  rispetto  al 
corpo  C,  cioè  rispetto  ai  nostri  assi  di  riferimento  x  y,  continuo  (nel  senso  che  le  com- 
ponenti della  velocita  sono  a  ritenersi  finite  e  continue)  e  irrotazionale. 

IV.  L'influenza  del  moto  di  C  sulle  particelle  fluide  appartenenti  ad  A  i  tanto 
meno  sensibile  quante»  più  ci  si  discosta  da  C. 

In  altri  termini  la  velociti,  comunicata  da  C  alle  particelle  liquide,  tende  a  zero 
quando  ci  si  allontana  indefinitamente  da  C.  Dicendo,  per  un  punto  generico  P  di  Ar 
*j>,  t'j,  le  componenti  della  velocità,  relativa  a  C,  e  quindi  up—  i^  vp  quelle  della  ve- 
locità assoluta,  dovremo  ritenere 


(0 


lim  up  =  i, 


op* 


lim  Vp  =  o. 


Y.  Per  raffigurarsi  intuitivamente  l'andamento  del  moto  (relativo)  delle  particelle 
aspetto  al  corpo  C,  giova  ricorrere  al  notissimo  artificio  di  imprimere  a  tutto  il 
{A.  B}  C)  una  traslazione  uniforme,  con  che  evidentemente  non  si  altera  nò 
lo  stato  dinamico,  ne  il  moto  relativo  delle  sue  parti.  Immaginando  in  particolare  im- 
pressa una  traslazione  di  velocita  i  nel  senso  delle  x  positive,  il  corpo  C  e  la  scia  B 
esso  son  ridotti  alla  quiete,  le  particelle  di  A  a  grande  distanza  da  C  scorrono  con 
iti  limite  i  nel  senso  delle  x  positive,  e  l'aspetto  del  fenomeno  e  quello  di  una 
cornale  modificata  dalla  presenza  di  un  solido  immobile  C. 


T.     LE  VI- GIVI  TA. 


La  modificazione  si  presenta  schematicamente  cosi  : 

Un  solo  filetto  fluido^  quello  che  colpisce  il  corpo  a  monte  (nella  prora  0),  ri- 
mane momentaneamente  arrestato  in  0;  ivi  si  bipartisce  e  prosegue  scorrendo  lungo  ts\ 
e  &2.  Gli  altri  filetti  vengono  più  o  meno  deviati,  nessuno  subisce  arresti. 

Questo  equivale  a  dire  che  il  valore  assoluto  V  =  \tf  ti1  +  v2\  della  velocità  rela- 
tiva delle  particelle  fluide  è.  nullo  in  (K  e  >  o  in  ogni  altro  punto  di  A. 

Ciò  premesso,  veniamo  alla  parte  deduttiva. 


Potenziale  di  velocità  e  funzione  assodata. 


Il  movimento  del  fluido  in  A  essendo  per  ipotesi  irrotazionale,  avremo  un  poten- 
ziale di  velocità  <p(.v,  y)  tale  che 

(2)  df  =  udx  -\-  vdy. 

Questa  equazione  differenziale  definisce  <p,  a  meno  dì  una  costante  additiva,  come 
funzione  dei  punti  P  di  A,  uniforme  (perchè  A  è  semplicemente  connesso),  finita  e  con- 
tinua in  ogni  punto  P  a  distanza  finita,  perche  tali  sono  u  e  v.  Quando  P  si  allontana 
indefinitamente  (in  direzione  non  parallela  all'asse  y,  in  modo  cioè  che  la  coordinata  x 
vada  indefinitamente  crescendo),  ^  cresce  indefinitamente,  in  virtù  delle  (1). 

Per  fissare  la  costante  additiva,  converremo  che  sta  <p  =  o  in   0. 

Attesa  l'incompressibilità  del  fluido   K     -f-  v—  =op  sari  f  funzione  armonica, 

ed  esisterà  quindi  una  funzione  associata  ^(x,  y)  (funzione  di  corrente)  uniforme,  finita 

e  continua  al  finito,  tale  che 

( 3)  d  ì  =  —  v  d  x  -f-  u  dy. 

Di  qua  apparisce  che,  quando  si  tenda  alToo  (questa  volta  in  direzione  rum  pa- 
ralleli all'asse  x,  sì  che  v  tenda  alToo  )  ty  cresce  indefinitamente. 

Anche  per  i  la  costante  additiva  si  intenderà  presa  in  modo  che  là  funzione  si 
annulli  nel  punto  O. 

Consideriamo  il  piano  del  moto  come  rappresentativo  di  una  variabile  complessa 
[  —  x  -j-  $yì  e  poniamo 

(  w  =  u  —  i  vì 

(4)  !/•?+** 

In  virtù  delle  (2)  e  (3),  W  ed  /  risultano,  come  è  notissimo,  funzioni  della  varia- 
bile complessa  ^  e  si  ha 

*/- 


(5) 


w. 


Per  quanto  si  è  osservato  circa  9  e  4s  si  potrà  asserire  che  la  funzione  /  si  com- 
porta regolarmente  entro  A^  tranne  per  %  =  00 ,  corrispondentemente  a  cui 
(6)  lim  I/I  =  00  . 

La  tv  è  invece  regolare  in  A^  punto  all'infinito  compreso. 


SCIE  E  LEGGI  DI  RESISTENZA. 


§3- 
Condizioni  ai  limiti»  Pressione. 


Il  contorno  di  una  massa  fluida,  dotata  di  moto  permanente,  è  sempre  costituito 
da  linee  di  flusso.  Nel  caso  nostro  lo  sar;l  Finterò  contorno  s  di  A,  si  avrà  cioè  in 
ogni  punto  di  s  velocità  puramente  tangenziale  (componente  normale  nulla). 

Designando  con     ,'-  ,  -p-  i  coseni  direttori  di  j  in  un  punto  generico,  l'annullarsi 

della  componente  normale  si  esprime  mediante  h  relazione 


ossia,  in  virtù  della  (3), 


d  x    .      d  v 
ds    '       ds 


ds 


=  o, 


od  ancora,  per  essere  ^  =  o  in  0, 

(7)  |  ==  o    in  ogni  punto  di  s* 

Dobbiamo  inoltre  tener  conto  della  circostanza  che  parte  di  s  (i  due  archi  \ ,  \) 
sono  liberi,  separano  cioè  la  massa  fluida,  di  cui  si  considera  il  movimento,  da  altro 
fluido  (la  scia  B),  U  che  implica  continuità  nei  valori  della  pressione  (malgrado  vi  sia 
discontinuità  nel  moto).  Vediamo  cosa  si  può  dire  delle  pressioni  in  A  e  in  B  rispet- 
tivamente. 

Per  entrambe  va  notato  che  non  occorre  riferirsi  al  moto  assoluto,  ma  è  lecito 
contemplare  quello  relativo,  rispetto  a  C,  poiché  i  due  moti  differiscono  per  una  trasla- 
zione uniforme,  che  non  ha  influenza  su  alcun  elemento  dinamico,  ne  in  particolare 
sulla  pressione. 

In  A  si  ha,  per  ipotesi,  moto  irrotazionale  e  permanente  in  assenza  di  forze. 

Le  equazioni  idrodinamiche  si  compendiano  perciò  in  una  relazione  integrale  fra 
la  pressione  p  e  la  velociti  l\  Attribuendo  per  semplicità  il  valore  1  alla  densità  del 
liquido,  tale  relazione  è: 

p  =  —  y  F  -f-  costante. 

Nella  scia  B  le  particelle  liquide  sono  in  quiete  (relativamente  a  C);  ivi  regna  per- 
tanto una  pressione  costante  po. 

L'eguaglianza  delle  pressioni  lungo  le  due  linee  libere  X, ,  \  porge 

po  =  —  i  V1  -f-  costante, 

velocita  V  è  essa  stessa  costante  su  queste  linee.  Siccome  \% ,   \3   (§    i,  II)   si 
3no  indefinitamente,  e,  in  ogni  punto   di   A  a  distanza   infinita,    si   ha    V  =  l 
(S  I,  IV),  così 
(8)  V  —  1     sopra  \  e  \ . 

Dili  ine  p0  =  —  7  V*  -\-  costante  scende  poi  che  la   costante   ha    il  valore 

ttmu    C«t.  Umitm    Ptltrm*.  t,   XXUI  (1907).  —  Stampalo  il  il  novembre   1906.  a 


Po  "h  T  e  c'ie  9u*ndi,  *n  °enì  Punto  di  ^j 

Le  (7)  e  (8)  esauriscono  evidentemente  le  condizioni  ai  limiti  concernenti  il  campo  A. 

§4- 
Corrispondenza  fra  i  due  piani  complessi  ^  =  *  -f"  *7j  /  —  ?  +  lf* 


T,   LEVI-CIVITA. 


Rappresentiamo  io  un  piano  complesso  /=  <p  -J-  i$  i  valori,  che  assume  la  fun- 
zione /(^)  al  variare  di  ç  entro  A. 

Quando  ç  si  trova  sul  contorno  j,  /  è  reale  in  causa  della  (7). 

Più  precisamente  al  punto  0(£  —  o)  corrisponde  /  =  o*  Procedendo  poi  da  0 
su  5  in  uno  qualunque  dei  due  sensi  (percorrendo  cioè  et,  ,  ~kt  ovvero  zsì3  X2)  /  assume 
valori  positivi,  costantemente  crescenti,  e  tende  all'oc  con  £. 

Per  giustificare  l'asserto,  conviene  ricordare  (§  1,  V)  che  V  ^>  o  in  ogni  punto 
di  A,  e  in  particolare  di  i,  diverso  da  0.  Ora,  sopra  j,  in  quanto  linea  di  flusso,  si  ha 

d  x        u  dy         v 

intendendosi  assunta  come  direzione,  cui    si   riferiscono   gli    incrementi   </a,  iyì  quella 

del  flusso  e  risguardandosi  ds  come  essenzialmente  positivo  (elemento  di  cammino). 

Ne  viene 

à_9_à^à^fdjày_ 

ds  ~  dxds  ^  dyd's  -      ^ 

<j>,  che  è  nullo  io  O,  va  dunque  sempre   crescendo   quando  sì   procede   nel    senso  del 

flusso,  sia  su  &lt  \  che  su  m2Ì  \t 

Siccome  poi,  su  Xt  e  \,  V  =  1,  cosi,  quando  ci  si  allontana  indefinitamente  sul- 
l'uno o  suif  altro  dei  due  rami,  (f  cresce  oltre  ogni  limite. 

In  sostanza,  tanto  a  rs^  \ ,  quanto  a  sr2,  \2  corrispondono  ordinatamente  tutti 
i  valori  reali  e  posativi  di  /:  c'è  quindi  corrispondenza  (1,  2)  fra  Tintera  linea  s  del 
piano  ^  e  il  semiasse  positivo  delle  y  nel  piano  f> 

La  corrispondenza  si  rende  ovviamente  biunivoca  immaginando  di  praticare,  nel 
piano  /,  un  taglio  lungo  il  semiasse  positivo  delle  <j>  (Fig.  4), 


tomo 


f 


i 


(fig-  4). 
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Con  ciò  Tasse  stesso  rimane  sdoppiato,  e,  per  la  biunivocità  della  corrispondenza, 
basta  per  es»  convenire  che  il  bordo  superiore  dei  taglio  (quello  rivolto  verso  il  semi- 
piano  C>  >  o)  rappresenti  i  valori  presi  sul  ramo  ist,,  \ ,  il  bordo  inferiore  quelli  presi 
sull'altro  ramo. 

Al  punto  Pt  (Fig.  i  e  2),  in  cui  si  raccordano  zst  e  \  corrisponderà  un  certo 
punto  /  (Fig.  4)  del  bordo  superiore  ;  all'altro  punto  di  raccordo  Pa ,  un  certo  punto 
f%  del  bordo  inferiore. 

I  due  bordi  del  taglio  costituiscono  complessivamente,  nel  piano  /,  una  linea  indo 
finita  (identica,  dal  punto  di  vista  dell'analysis  situs,  alla  linea  s  del  piano  ^). 

Riconosciuto  il  comportamento  al  contorno,  associamovi  la  circostanza  fondamentale 
che  J(jO  si  mantiene  regolare  al  variare  di  ^  in  A  per  valori  finiti,  mentre  al  punto 
^  =  oc,  in  virtù  della  (6),  corrisponde  per  /  pure  il  punto  all'infinito. 

Abbiamo  quanto  basta  per  poter  legittimamente  concludere  *)  che  la  relazione 
funzionale 

f=m 

stabilisce  una  corrispondenza   biunivoca    senza    eccezione   fra  il  campo  A  e  il  piano  / 

(tagliato). 

Perciò,  considerando  reciprocamente  %  come  funzione   dell'argomento  /,  il  campo, 

in  cui  si  deve  far  variare/,  è  l'intero  piano;  quando  lo  si  intenda  tagliato  secondo  il 

semiasse  positivo  delle  ^,  la  funzione  ~  vi  è  uniforme,  regolare  in  ogni  punto  fuori  del 

tiglio  e  a  distanza  finita,  mentre  lim  |^|  =  oc. 

fa* 


Ss- 


La  funzione  u  (f)  e  il  suo  logaritmo  —  t< 


w  =  u  —  iv  è  funzione  di  £  uniforme  e  regolare    in  A}  punto  all'infinito  com- 
preso, dove,  in  virtù  delle  (  1  ),  tv  =  1 . 

Immaginando  ^  espressa  per  /,  la  w  si  potrà  considerare  come  funzione   di  /,  fi- 
e  continua  in  tutto  il  piano  tagliato  (bordi  del  taglio  compresi),  olomorfa  ovunque 
(bordi  del  taglio  eventualmente  esclusi). 

La  (8),  riportata  alla  variabile  indipendente  /,  esprime  che 

(8')  h  =  * 

sul  bordo  superiore  del  tagho,  per  9>/t,  sul  bordo  inferiore,  per  9>/a. 

Siccome,  eccezion  fatta  per  il  solo  punto /=o  (la  prora  0  del  piano  ^),  ¥=  |tü|  >  o 
(5  t|  V"),  cosi,  ponendo 

(,)  w«<-» 

e  convenendo  che,  per  /  —  oc(u/  =  1)  sia  o>  =  o,   rimane   definita  una  funzione  w, 


•)  Cfr.  per  es.  l'articolo  del  sig,  Osgood  nella  Eric,  der  Math»  Wiss,  (II,  2,  1  ;  Nr.  18). 


uniforme  nel  piano  tagliato,  finita  e  continua    anche   sui   bordi    del   taglio,  tranne  che 
per  /  =  ■  o,  avvicinandosi  a  qual  punto  iu  tende  verso  -{- oo. 

Alla  (8')  fa  riscontro  per  la  <o  la  proprietà  di  assumere  valori  reali, 

s  6. 

Introduzione  di  una  variabile  ausiliaria  Ç. 

Vogliamo  effettuare  un  cambiamento  di  variabile,  che  sostituisca  al  piano  tagliato 
/  un  campo  di  variabilità  più  comodo,  e  precisamente  un  semicerchio^  il  cui  contorno 
corrisponda  al  taglio  per  modo  che  quella  porzione  dei  due  bordi,  in  cui  oj  è  reale,  si 
trasformi  nel  diametro. 

Per  raggiungere  lo  scopo,  poniamo  anzitutto 

(IO)  /=P, 

e  consideriamo  il  semipiano  (complesso)  F  di  ordinata  positiva. 

La  (io)  lo  riferisce  biunivocamente  al  piano   tagliato  /  in  modo   che  all'asse    reale 
di  F  corrispondono  i  due  bordi  del  taglio  (convenuto  che   al   semiasse  positivo  corri- 
sponda il  bordo  superiore  e  quindi  al  negativo  l'inferiore). 
Ai  punti /(J/a  fanno  allora  riscontro 

-F,  =  -fr, 
i  radicali  intendendosi  presi  positivamente. 
Colla  trasformazione  lineare 

si  portano  i  putiti  F(  e  —  Fa  nei  punti  -f-  t  e  —  i  del  piano  Z, 
L'origine  F '  =  o  si  porta  nel  punto 

dell'asse  reale. 

Per  essere  Ft  e  F2  entrambi  positivi  e  non  nulli,  esiste  uno  ed  un  solo  arco  g0, 
tale  che 


COS  ff,.,  = 


^,  +  F, 

Ponendo 

HF,  +  F,)  =  a  *), 

la  formula  di  passaggio  fra  F  e  Z  assume  l'aspetto 
(u)  F  =  a(Z  +  cosff0) 


(o<ff0<i 


(o  <  a0  <  %y 


'}  Questa  costante  (positiva)  a  si  potrebbe  senz'altro  assumere  eguale  air  unita,  come  già  si  è 
fatto  per  la  velocita  di  traslazione  (J  i)  e  per  la  densità  del  fluido  ($  $).  Preteriamo  tuttavia  di  la- 
sciarla  indeterminata,  non  essendovi  a  priori,  fra  i  dati  della  questione,  un  terzo  elemento,  naturalmente 
designato  a  fungere  da  unità. 
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Colla  ulteriore  trasformazione 

il  campo  di  variabilità  del  piano  £  =  £  -J-  iti  risulta  quello  desiderato. 

Consideriamo  infatti  (Fig.  5)  la  semicirconferenza  1,  *,  —  1,  e  il  relativo  diametro 
(segmento  —  1,1  dell'asse  reale). 

Piano  £ 


Immaginiamo  di  far  percorrere  a  £  l'arco  1,  *,  —  1  ;  detta  <r  l'anomalia  di  £, 
avremo,  lungo  quest'arco,  Ç  =  exa  con  <r  variabile  da  o  a  w;  quindi  in  virtù  della  (12), 
Z  =  —  cos  <r.  Alla  semicirconferenza  vien  dunque  a  corrispondere  (biunivocamente), 
nel  piano  Z  il  tratto  —  1,1  dell'asse  reale.  Al  diametro  (£  reale  e  variabile  da  —  1 
ad  1)  corrispondono,  sempre  biunivocamente,  le  porzioni  rimanenti;  più  precisamente, 
andando  £  da  1  al  centro,  Z  descrive  il  segmento  — 1,  —  00;   andando  Ç  da  — 1  al 


centro,  Z  va  da  1  a  -J-  °°-   Avvicinandosi  comunque  £  all'origine,  |Z|  = 


c  +  f 


tende  all'  00. 

Per  £  interno  al  semicerchio  |£|  ^  1,  ti  >  o,  cioè  della  forma  pelff  (con  p<i  e 

o  <  <r  <  7c),  il  coefficiente  di  *  in  Z, 1  p j  sen  <r,  è  positivo. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  che  c'è  corrispondenza  biunivoca  fra  l'accennato  semicer- 
chio e  il  semipiano  Z  di  ordinata  positiva  (contorni  inclusi). 

Combinando  le  (io),  (11)  e  (12),  si  passa  da  /  a  £. 

Ogni  funzione  di  /,  regolare  nel  piano  tagliato,  si  può  così  considerare  funzione 
di  >,  regolare  entro  il  semicerchio.  In  particolare  la  funzione  co,  legata  a  w  dalla  (9) 
del  precedente  §. 

Per  il  modo,  con  cui  abbiamo   scelto  la   variabile  ausiliaria  £,  co(£)  risulta  nulla 


(il)  *  {t*\  e 

Ort 

che 


£  Sotui  *)  ci  assicura  che  (üQ 
è  quindi  rego- 

L  %>  —  i  sn  ancora  u  tonti  e  continua,  fitta  eccezione 
C  =  /,  dae  «miwywfc1  a  /  =  o.  Questo  ponto,  in  virtù  delle  (io), 


!=tO  +  t) 


I,  —  s  —  I  wie 


(o<  •„<*), 


comportamento,  cioè  quell 


Espressione  degli 


S  7- 
geometrici  e  cinematici  mediante  {  ed  w(£> 


Ragioni  di  convening»  «mSt^*  (che  appariranno  più  nettamente  in  appresso) 
hanno  consigliato  di  scsàttnrc  le  variabili  naturalmente  offerte  dall'indole  della  questi 
(la  velociti  w  come  funzione  dd  posto  7J  mediante  due  altre  weC 

Per  conservare  il  mmHio  della  irtfiijyym^  è  opportuno  fissare  che,  nella  corri- 
spondenza fra  il  semicerchio  |£|  ^  it  n  ^  o  del  piano  £  (Fig.  5)  e  il  campo  A  sede 
del  moto  (Fìg.  102): 

il  punto  j  rappresenta  la  prora  O; 

gli  archi  di  circanj  trenta  j,  t  #  /,  —  J  rappreseti  sano  i  due  tratti  di  parete  rigida 
rst  e  13 tì  rispettivam&nU  ; 

i  punti  le  —  11  raccordi  Pt  e  Pt  del  profilo  rigido  colte  linee  libere  \  e  Xt  ; 

V origine  (£  =  o)  il  punto  all'infinito  di  A;  i  raggi  (1,  o),  (—1,0)  le  linee  libere 

Immàgine  della  linee  dì  flusso,  —  Una  generica  linea  di  flusso  è  caratterizzata  dalla 
equazione 

+  t>»  y)  =  cost. 
É  facile  assegnare  la  rappresentazione  di  queste  linee  nel  piano  £.  All'uopo  basta 
leotemente  usufruire  le  formule  di  trasformazione  (io),  (11),  (12). 
I  '*  1   effettuare  il  calcolo  in  modo  spiccio,   conviene   (anziché  scindere  il    reale  dal 


Oauboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  [Paris,  Gaüthier-Villars],  voL 
(l&Ä7)f  pp.  174-17$. 


; 
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l'immaginario)  introdurre  le  quantità  /,   F,   Z,   £  complesse  coniugate   a  /,  F,  Z,  £,  e 
notare  che  valgono  anche  per  esse  le  formule  di  passaggio  (io),  (n),  (12). 

f  —  7 
Essendo  /  =  9  -|-  ity  e  quindi  ty  =  - — ~,  la  equazione  da  trasformare  è 

l — J-  =  cost. 
2% 

/i2h 

Indichiamo    con  —  la  costante  reale  del  secondo  membro  [dove  si  intende  con  a 

quello  stesso  parametro,  che  compare  nella  (11)],  ed  avremo,  sostituendo  ad  /  ed  f  i 
valori  che  successivamente  risultano  dalla  (io)  ed  (11), 

(Z  +  cosQ'  —  (Z  +  cosQ*  _. 
ossia 

[Z  -f  Z  -f  2  cos  <y0]— 7—  =  h- 

Di  qua,  mediante  la  (12),  ove  si  sostituiscano  a  £,  Ç  i  loro  valori  e  si  riduca  a 
forma  intera,  si  ottiene  : 

W  +  »'  +  0  -  2  cos  <r0(?  +  „»)](?  +  V  -  Or.  =  b&  +  „% 
che  è  appunto  l'equazione  in  coordinate   cartesiane  £,  yj  delle  immagini    delle  linee  di 
flusso. 

Come  si  vede,  queste  immagini  sono  sestiche.  Di  esse,  naturalmente,  ha  interesse 
soltanto  la  porzione  interna  al  nostro  semicerchio  |£|  ^  1,  y\  ^  o.  Il  contorno  del  se- 
micerchio è,  come  sappiamo,  immagine  delle  linee  di  flusso  73 x,  Af,  sra,  a2,  che  cor- 
rispondono al  valore  zero  di  ty  (e  quindi  di  b).  Se  ne  ha  conferma  nell'equazione  testé 
esplicitata,  la  quale,  per  b  =  o,  si  spezza  in 

v  +  o2  =  I, 

*!  =  O, 
W  +  I*  +  0  -  2  COS  ff0(Ç'  +  Y)J)  =  O. 

Quest'ultima  è  una  cubica,  che  passa  per  l'origine  e  per  il  punto  ;  (e  =  cos<r0, 
r,  =  senao);  essa  è  l'immagine  di  quella  tale  linea  di  flusso  a  proravia  del  corpo  C 
(§  1,  V),  che,  arrivando  in  0,  si  bipartisce  e  va  a  costituire  l'intero  contorno  s  di  A. 

Velocita  e  posizione  corrispondenti  a  un  C  generico.  —  La  (9) 

w  =  u  —  iv  =  £"iU> 
definisce  senza  ambiguità  la  velocità  in  funzione  di  Ç.  Ponendo 
(14)  «  =  5r-|-  ir    (s,  T  reali) 

05)  H  =  r=|^|  =  ^, 


nonché 


tf  +  f'v  =  cfl 


dalla  quale  apparisce  che  la  parte  reale  s  di  m  è  F  a  noni  alia  del  vettore  u  -f-  tv,  cioè  la 
inclinazione  della  velocità  sulla  direzione  diametralmente  opposta  alla  traslazione  ;  in  forma 
più  precisa,  VangQÌù  {contato  positivamente  nel  verso  x  ->  y,  negativamente  nel  verso  oppo- 
sto) che  la  velocità  (nel  punto  P  di  A,  che  corrisponde  al  considerato  valore  generico 
della  variabile  ausiliaria  Ç)  forma  colla  direzione  positiva  dell'asse  x. 

Per  essere  completi,  è  bene  giustificare  l'asserto  che  5  va  contato  positivamente 
in  un  verso  e  negativamente  nell'opposto  (e  non  per  es.  di  seguito  in  uno  stesso  verso 
da  o  a  2%), 

Ricordiamo  perciò  che,  fra  le  infinite  determinazioni  di  cui  t*  è  suscettibile  in  base 
alla  (9)  (determinazioni,  che  differiscono  Tuna  dall'altra  per  multipli  interi  di  2  7u),  ab- 
biamo convenuto  di  scegliere  quella,  che  si  annulla  nel  punto  all'infinito  del  piano  del 
moto  (£  s  o),  rimanendo  allora  definito  per  continuità  un  ramo  uniforme  in  tutto  il 
campo  A  (il  semicerchio  ]£|  ^  i,  *i  ^  o  del  piano  £), 

Come  ctj,  si  annulla  naturalmente  la  sua  parte  reale  ar. 

Dobbiamo  dunque  ritenere  che  Sf,  inclinazione  del  flusso  sulla  direzione  positiva 
dell'asse  x,  è  sempre  nulla  (non,  eventualmente,  2x)  in  ogni  punto  di  A  a  distanza 
infinitamente  grande  dall'origine. 

Negli  altri  punti  P  di  A  va  attribuito  all'angolo  3  quel  valore  (certo  univocamente 
determinato  per  l'uniformiti  di  co),  che  si  ottiene  dallo  zero,  procedendo  per  continuiti 
entro  A, 

Le  ipotesi,  da  noi  ammesse  (§  I,  II),  mostrano  ovviamente  che,  fra  i  valori  as- 
sunti da  5,  ve  ne  saranno  in  ogni  caso  unto  di  positivi  quanto  di  negativi.  Quando 
sia  segnata  graficamente  la  direzione  della  velocita  in  un  punto  P  di  Ay  si  può  rite- 
nere come  regola  pratica  —  risparmiandosi  di  fare  la  deduzione  per  continuiti  —  che 
5  va  contato  fra  ■*-  %  $  *,  positivamente  nel  verso  a  —  ►  y^  a  partire  dalla  direzione 
positiva  dell'asse  x. 

Occupiamoci  ora  del  posto  P  da  coordinare  ad  un  £  assegnato.  Esso  rimane  defi- 
nito dalla  (j) 


w 


•df, 


tenendo  conto  che  ^  =  o  per  /  =  o. 
Dalle  (10),  (11)  e  (12)  si  ha 

df=iFdF, 
dF  —  adZ, 

e  da  queste,  esprimendo  anche  2  F  per  £, 

(,é)         df=jLa>^+±-_2COS^^_j.yi. 

Siccome  si  corrispondono  %  =  o,  / '  =  o,  £  =  ;,  così  la  espressione  finita  di  x.  à 


scriver! 
(17) 

intendendo  df  dato  dalla  (16)  e  l'integrale  da  ;  a  X,  preso  lungo  un  cammino  qualun- 
que del  piano  Ç,  che  non  esca  dal  solito  semicerchio. 


Elemento  d'arco* — I/espressione  dell'elemento  lineare  del  piano  ^  cioè  di  |rf^=|/3?+5)/| 
in  termini  di  Ç  è 

(18)  t/-|  =  |^||^  =  ,-I^, 

come  risulta  dalla  (15). 

Curvatura  di  una  linea  di  flusso,  —  L'angolo    di    contingenza    lungo    una    linea    di 
flusso  è  ds;  usufruendo  la  (iS)  per  l'elemento  d'arco,  ricaviamo  la    formula  notevole 


in  cui  ri  designa  la  curvatura. 

Sulle  linee  libere,  dove  K=  eT  =  i,  si  ha  in  particolare 

dx 


\d)T 


Rappresentazione  dei  tratti  di  parete  et,  e  73 2.  —  Immaginando  di  prendere  l'integrale 
lungo  la  semicirconferenza  1,  ;,  —  |,  l'affissa  ^  andrà  descrivendo  57,  e  precisa- 
mente &.  o  C7(  secondochè  da  ;  ri  va  verso  1  o  verso  —  1,  Basterà  poi  separare  nel- 
l'espressione di  ç  la  parte  reale  dall'immaginaria  per  avere  l'espressione  parametrica  delle 
coordinate  x,  y. 

Se  si  nota  che,  sull'accennata  semicirconferenza,  £  =  *ta  (con  g  reale  e  compreso 
fra  o  e  x),  la  (16)  porge 

(16')  df  =  —  2  a2  (cos  ff  —  cos  <j0)  sen  a  d  a, 

e  quindi 

[lf)  ;=-2fl'  />(c 


<7  —  cos  <7o)  sen  <s  d  1  ss  2  a3  1     £,u  (cos  er  —  cos  <jo)  sen  0  d  < 
Se  ne  trae,  per  essere  w  =  3  -f-  t  t, 


x  =  2a2  I     e~T  cos  3 (cos  1  —  cos  ae) sen  ct^^j, 

/iCro 

y  7=  2  a1  f     e"T  sen  9  (cos  s  —  cos  <r0)  sen  c  d  *, 


Idove  tetto  è  reale. 
L'arco  elementare  dis}  a  norma  delle  (18)  e  (16'),  ha  per  espressione 
d  rs  =  za*e~r  jcos  a  «-  cos  ero|  sen  er  |J<t|, 
e  la  curvatura  (dacché  si  tratta  di  archi  appartenenti  a  linee  dì  flusso) 
g    ,  li  z  ät  da 


f!9) 


_c[z   _ 


dis        2 a*  jcos  s  —  cos  uj  sen  ö   [ rf <rj  " 
Siccome  cose  —  cose,  è  positivo  o  negativo  secondochè  cgç.,  e  dv  è  positivo 
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o  negativo  secoodochè  *  va  crescendo  o  decrescendo,  cosi 

(20)  ts  =  2  ax  f     e~T  (cos  e  —  cos  <i0)  sen  9  d  <r 

rappresenterà,  tanto  per  s^,  quanto  per  eraJ  la  lunghezza  dell'arco  compreso  fra  la  prora 
e  un  punto  generico. 

Rappresentazione  delle  linee  libere.  —  Per  far  descrivere  a  ^  te  linee  libere,  bisogna 
che  K  percorra  Tasse  reale;  allora  anche  df  ed  o>  sono  reali. 

Mandando  per  es.  Ç  da  —  1  a  zero,  descriveremo  \  dal  punto  di  raccordo  Pi  fino 
all'infinito, 

Se  ^  =  xt  -f-  iyt  designa  l'affissa  di  Pt ,  avremo,  per  un  generico  punto  {  di  \t 
dalle  (17)  e  (16) 

(17")  i=t+£f**f^t+t*£^ 

*  La  funzione  sotto  il  segno  tende,  come  si  vede,  a  diventare  infinita  (di  terz'ordine) 
al  convergere  di  £  verso  zero. 

Per    separare    il    reale    dall'immaginario,    basta    evidentemente    tener    conto    che 
^  =  x,  -f-  iyg  e  che  <?llJ  =  cos  w  -j-  i  sen  &f  poiché  io  e  Ç  sono  reali. 
L'elemento  d'arco 

si  nduce  a 

di  =  |d/|. 

Ora  (§  4),  mentre  ^  percorre  la  linea  libera  \  dal   raccordo  Pt  in  avanti,  /  cresce 

costantemente  da  /:  in  avanti,  Si  può  dunque  sopprimere  il  segno  di  valore  assoluto  e 

si  ha,  per  integrazione,  che  la  lunghezza  dell'arco  Xj  (contato  da  P}  fino  a  un    punto 

generico)  non  è  altro  che/ — fsf  ossia,  per  la  (io),  P  —  FJ. 

La  (11), 

F=a(Z  +  cosa0), 

badando  che  Fì  è  il  valore  di  F  cui  corrisponde  Z  s  I,  porge 

F1  =  a(i  -|-  cos  ?J 
e  quindi 

Xf  =  F*  —  Fï  =  aJ[Zl  —  1  +  2  cos  <r0(z  -  i)\ 

Ne  viene,  in  virtù  della  (12), 

\  =  Ya*(f-z)1-alcos*°(j  +  t  +  2) 

con  Ç  compreso  fra  —  1  e  zero* 

Si  vedrebbe  analogamente  che,  sull'altra  linea  libera,  l'arco  X2,  contato  dal  rac- 
cordo P1  fino  a  un  punto  generico,  vale 

K"  TJ'(f-  C) '— "— .(f  +  c-2)- 

£  essendo  compreso  fra  1  e  zero. 


Resistenza  diretta  e  azioni  deviatrici. 


Designi  dy  un  demento  del  contorno  y  di  C,  n  la  normale  a  dy  volta  verso 
l'interno  di  C. 

L'azione  dinamica,  che  il  liquido  esercita  sopra  un  solido  immerso,  è  caratterizzata 
dalla  risultante  e  dal  momento  risultante  delle  pressioni  subite  dagli  elementi  di  con- 
torno. 

Nel  caso  presente,  in  cui  si  tratta  di  un  sistema  piano,  basterà  considerare  le  due 
componenti 

IRr=    !  pcos(nx)dyì 
ella  risultante,  e  il  momento 

M  —    !  p[x  cos  (n  y) —  y  cos  (w  jc)]  d  y, 
Jr 

che  tende  a  provocare  rotazione  attorno  alla  normale  al  piano  (nel  verso  x -*  y  o  nel- 
l'opposto, secondochè  esso  è  positivo  o  negativo).^ 

Rk  misura  evidentemente  la  resistenza  diretta;  Ry  ed  M  rappresentano   azioni   de- 

Per  valutare  queste  tre  quantità,  ricordiamo  anzitutto  (§  3)  che  in  ogni  punto 
di  À  A  lu 

p=po+i^-n, 

mentre,  in  ogni  punto  della  scia  5,  p  si  riduce  al  valore  costante  p0 . 

Ora  il  contorno  y  confina  con  A  lungo  et  (il  complesso  dei  due  tratti  wt  e  sra), 
con  B  nella  parte  rimanente.  Si  ha  quindi 


R.=Pof'Os(nx)dy  +  ±j\i  -  P)  cos  («*)<* 


m 


e  analogamente  per  Ry  e  per  M. 

I  primi  addendi  sono  identicamente  nulli,  e  rimane 


(«) 


(") 


M 


Ä^fO-ncosO^dsr; 
=  7  /  (1  —  P*)[*  cos  (»  j)  —  j>  cos  («  jt)]dsF, 


le  quali  mostrano  che  la  resistenza  dipende  esclusivamente  dallo  stato  di  moto  in 
Osserviamo  che,  immaginando  di  percorrere  rs  sempre  nello  stesso  senso, 


per  0  fino  in  Pt ,  si  ha  (tanto  su  or,  quanto  su  zst) 

CQs{nx)du  =  dy, 
cos  (w  jy)ii  ?s  =  —  rf  jç, 

essendo  dx,  dy  le  componenti  dell'arco  elementare  dm. 
Alla  (22)  daremo  così  l'aspetto 


M 


=  -i/o-n(*^+Kv) 


e  non  ce  ne  occuperemo  ulterior  niente. 

Rivolgendoci  alle  (21),  osserviamo  anzitutto  che,  posto 

esse  si  possono  compendiare  in 

l'integrale  curvilineo  del  secondo  membro  estendendosi  al  cammino  PÈQP 
In  virtù  delle  (5)  e  (9),  esso  si  trasforma  in 


hf<'  -  T* 


il  quale,  intesovi  per  df  il  valore  (i6)s  va  preso  nel   piano  £   lungo   la  semicirconfe- 
renza i,  /,  —  1.  Avremo  pertanto 

M  =  ±  f         e»df—  -^  f         é**»i£ 

Ora  è  da  notare  che,  to  essendo  reale  sull'asse  reale,  in  punti  coniugati  £  e  £, 
la  parte  reale  à  assume  valori  eguali  ;  il  coefficiente  dell'immaginario  t  valori  eguali  e 
di  segno  opposto.  In  formule  : 

%»*p         Tt  =  —  V 

Ne  viene 


ÎTç  -£»  i  «*£  SSS  Tg  -J-  I  3r  SS  —  T  -   -|-  I  J-  = 


t<0- 


e,  siccome  sulla  circonferenza  %\  ,  s  ïf  Ç  non  è  altro  che  —  ,  cosi   potremo   ritenere, 


sopprimendo  l'indice  £, 


: 


2  T  -|-  i  (ù   S55 


t  fc)   SS  i  W  I  —  ì 


r 


D'altra  parte  l'espressione  (16)  di  df  non  muta  per  lo  scambio  di  Ç  in  ■— 
Perciò  l'integrale 

Kt). 


che  compare  nella  espressione  di  B,  cambiandovi  Ç  in  —,  si  trasforma  in 


y>^/, 


esceso  alb  linea  corrispondente,  che  è  Li  semicirconferenza  i?  y,  —  i  (percorsa  nell'or- 
dine  scritto). 

Si  ottiene  cosi  per  Jì  l'espressione  notevole 


(«o 


»«»Au. 


l'integrale  essendo  esteso  all'intera  circonferenza  in  senso  diretto  (,\ 
Avuto  riguardo  alla  (16)  e  alla  circostanza  che  le  funzioni 


>)■ 


**(<+■*—" "#-tH 


si  mantengono  regolari  entro  il  cerchio  f£|  <C  i?  &tta  eccezione  dell'origine  per  la   se- 
conda di  esse,  siamo  condotti  all'enunciato  seguente  : 

La  resistenza  totale  J{  =  Rt  -\-  j  j?v  e  rappresentata  (in  senso  vettoriale)  dal  pro* 

dotto  di    m   per  U   residuo   della  funzione   «  a1  ctiù  K  +  — 2  cos  <?o  )  I  £  —  yly 

nlativo  al  polo  £  =  o.  La  resistenza  diretta  Rx  non  e  che  la  parte  reale  di  tale  prodotto. 
D  residuo  si  valuta  con  tutta  facilità. 
Basta  osservare  che  le  derivate  successive  di  ellJ  rapporto  a  Ç  sono  : 


*    /  tu 
16)  e   , 


io    —  o>  )e  , 


sicché,  ricordando  che  w  (o)  =  o,  si  ha  come  sviluppo  di  eM  nell'intorno  dell'origine  : 


F« 


è*  =  i  +  Ç.,V(o)  +  Ì-[.V'(o)  -  W'](o)]  +  . . .  . 
Dopo  ciò  si  vede  subito  che  il  coefficiente  di  —  ,  nello  sviluppo  di 

è 

-  t[*w"(°)  —  w,1(°)]  +  2  cos(Jo.»a.'(o)  =  J  w'J(o)  +  »0  cos  ff0.«'(o)  —  jw"(o)]. 
Id  definitiva  risulta 

(2!")  JÏ  =  Ä,+  i*  ,  =  ^V(o)  +  Ä2COSao.W>)_^"(o)]. 
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S9- 
Comportamento  di  6>  (£)  per  C  =  /  (prora). 


t  Avendosi  nel  punto  di  prora  (£  —  /)  K  =  €  =  o1  la  funzione  u  =  a  -+-  ix  non 
conservarsi  finita,  come  abbiamo  già  osservato  a  §  5. 


Il  modo,  con  cui  essa  diventa  infinita,  non  è  accessibile  all'intuizione  direna,  ma 
lo  è  invece  l'andamento  della  parte  reale,  il  che  basta,  come  ora  mostreremo,  a  carat- 
terizzare la  natura  della  singolarità. 

Sia  2  «  l'angolo  delle  due  tangenti  in  O  a  tsx  ,  isx  (2  at  ^  ir,  il  valore  %  corri- 
spondendo al  caso,  in  cui  la  prora  0  e  un  punto  ordinario,  non  angoloso). 

fi  -j-  a  l'angolo,  che  la  tangente  a  zsì ,.  nel  senso  del  flusso,  si  intende,  forma 
colla  direzione  positiva  dell'asse  x;  l'angolo  dell'analoga  tangente  a  ef3  sarà  allora  X  —  a 
(S  è  evidentemente  zero,  quando  si  tratta  di  profili  simmetrici  e  simmetricamente  orien- 
tati rispetto  alla  direzione  del  moto). 

Si  noti  (§  1)  che  h  -\-  a  t  S  —  a  devono  ritenersi  non  superiori  a  —   in    valort 

assoluto,  e  di  segno  contrario:  non  superiori  a  —  perchè  si  è  supposto   che   la   prora 

sia  il  punto  più  avanzato  nel  senso  del  moto;  di  segno  contrario  perchè  si  è  supposto 
che  la  direzione  positiva  dell'asse  x  attraversi  C,  sia  cioè  compresa  fra  w    e  cr  . 
Tenendo  presente  il  significato  di  3,  abbiamo  senz'altro  (§  1,  II) 

1  lini  j^fi  —  a,  avvicinandosi  a  j  lungo  Parco   1,/, 
^  **  }  lini  3  =  S  4*  xî  avvicinandosi  a  Jf  lungo  Parco  —  1,  /, 

mentre  in  ogni  altro  punto  della  semicirconferenza  «j  è  a  risguardarsi  funzione  con* 
tinua,  e  dotata  di  derivata  pure  continua  (conseguenza  questa  dell'ipotesi  che  sia  finita 
e  continua  la  curvatura  degli  archi  tïïi  e  srj.  Essa  è  inoltre  (come  parte  reale  della  o, 
regolare  per  |£|  <  1  e  reale  sull'asse  reale)  armonica  entro  il  cerchio  |£|  <*  1,  e  sim- 
metrica rispetto  all'asse  reale  fa  =  s-Y 

La  simmetria  implica  una  discontinuità   nel   punto  ;  =  —  ,  e  precisamente  : 


(23') 


^  lim .5  —  #  —  a,  avvicinandosi  a  ;   lungo  Parco  r,  J9 
(  lim  s  —  S  -f-  a,  avvicinandosi  a  /    lungo  Parco  —  1,  y\ 
mentre,  in  ogni  altro  punto  della    semicirconferenza  1,  /,  —  1,    3    resta   continua  as- 
sieme alla  sua  derivata. 

Sia  5o  una  particolare  funzione  armonica,  soddisfacente  a  tutte  queste  condizioni 
qualitative;  to  la  sua  associata  (la  costante  additiva  intendendosi  presa  in  modo  che  xo 
si  annulli  nell'origine); 

la  corrispondente  funzione  della  variabile  complessa  £. 
Le  relazioni 

?i  — El«  feg  — _    dTo 

8Ç  _  du  '  du  ~~        dl  ' 

tenendo  conto  che  zo  è  funzione  pari  di  v),  danno 

To(Si  —  tO  —  —  **(&  *)  +  cost., 
e,  siccome  to  si  annulla  per   («s|«  o,   cosi    essa   risulta   funzione   dispari   di   *),   e 
quindi  <*>0  reale  sull'asse  reale. 


SCIE   E   LEGGI   DI   RESISTENZA* 


2? 


Posto 

*  =  *0  —  *, 
la  differenza  8  si  mantiene  evidentemente  continua  su  lutta  la  circonfacn^a  |^|  —  !,  e 

emette  derivata  pure  continua  (ad  eventuale  esclusione  dei  soli  punti  ./,  /,  dove 
può  essere  discontinua);  inoltre  essa  si  annulla  per  £  =  ;,  e  per  Ç  a/, 

In  questa  condizione  di  cose,  la  8  dà  luogo  ad  un'associata  '1*,  funzione  dispari 
di  m,  continua  anch'essa  senza  restrizione  su  |£|  ss  jj  e  si  ha  in  definitiva 

(24)  m  =  wo  —  U, 

designando  Ü  —  8  -f-  i  T  una  funzione  della  variabile  complessa  ^,  reale  sull'asse  reale 
e  regolare  entro  il  cerchio  |£|  <  1,  al  pari  di  <-j  e  di  too,  ma  avente  sopra  di  esse  il 
vantaggio  di  restare  finita  e  continua  anche  sulla  circonferenza. 

Dacché,  mediante  c*>(£),  rimangono  definiti,  come  abbiam  visto,  tutti  gli  elementi 
del  moto,  si  può  dire  che  la  (24)  costituisce  l'integrale  generale  della  classe  di  problemi 
qui  considerati  ;  la  funzione 

cu)  ft®=!>.r, 

me  costanti  reali  e  la  serie  converge  entro  e  sopra  la  circonferenza  [£}  ss;  if 
ni  mette  nettamente  in  evidenza  il  grado  di  arbitrarietà. 

La  condizione  che  la  pane  reale  8  di  ü  si  annulli,  in  /  e  in  /,  porta  manifesta- 
mente fra  le  e  l'unico  vincolo  espresso  dalla  equazione 

(26)  e  (s„)  —  Y  cm  cos  n  <to  =  o, 

| 

omc  poi  oì  si  annulla  per  K  =  o,  cosi  si  dovrà  anche  avere  wo(o) —  li(°)  ==  °* 
cioè 

§    IO. 

Costruzione  di  una  trascendente  elementare  cao, 
dotata  della  singolarità  caratteristica. 

e  (23)  e  (2}')  si  soddisfa  evidentemente  supponendo  che  3o  abbia  il  valore  co- 
stante i  —  a  sull'arco  ;,  1,  ff  e  il  valore  pure  costante  S  -f-  *  sull'arco  complemen- 
tare /,  —hi 

Per  formare  la  6*ô  corrispondente,  giova  partire  dalla  funzione 


4  *i 


y-c 


anzi,  più  precisamente,  da  quel  ramo  di  essa,  uniforme   e   regolare  entro  la  circonfe- 
renza \ty  =  1,  che  si  riduce  per  *(  =  oa 


_ 


2<r0  =  4-logi 

1       ; 


24  T.     LEVI    CIVITA, 

La  parte  reale  **  non  è  altro  che  l'angolo  J%jt  o,   per  essere  esatti,  la  misuri 
(compresa  o  e  21)  di  tale  angolo,  contato  a  partire  dal  lato  £/  nel  verso  |— **- 

Ovvie  considerazioni  di  geometria  elementare  mostranti  che,  sull'arco  7,  I,;,  si  ha 

=>*  =  *  + *0, 

Il'arco  complementare  /,  —  i,  /, 

La  funzione  è  poi  reale  sull'asse  reale  perchè  la  sua  espressione  rimane  inalterati 
cambiandovi  i  in  —  i  (il  che  implica  scambio  di  ;  con  /). 

Sottraendo  ?0  -\-  -  -    ,  viene 
1  i     /— C      i      i    r  \       1  i     i—Z       '  ì      *(7^f)      i  ,     /—  C       i  ,     .. 


-  I 

ossia,  jier  essere  ||s!,  -r»  ss;  —  *, 


la  cui  parte  reale  ï*«— »  l«#  "f*"!*  j  prende,  sui  due  archi  /,  i,  /;  /,  —  i,  /,  i   valori 

^  —  .  Moltiplicando  per ,  questi  valori  divengono  ^  at. 

Dopo  ciò  è  manifesto  che 

dove  il  logaritmo  ha  la  determinazione,  che  si  riduce  a  ìi% I  p^r  *  =  o    for- 
nisce la  funzione  cercata. 
Dacché 

w»  =  *-t(°°-t)' 

la  (27)  assume  l'aspètto 

(27')  ii(o)  =  c0  =  *-^(,o--L). 

S  "• 

Interpretazione  di  wo„  Problema  di  Bobyleff. 

Cerchiamo  a  qua!  tipo  di  profilo  mobile  compete  la  soluzione,  che  si  ottiene  dal 
l'integrale  generale  (24),  supponendovi  U  =  o,  cioè  co  as  6>o. 

Sui  due  archi  i,/,  /,  —  1,  che  corrispondono   rispettivamente  a  ©2,  cri ,  la  parte 
reale  so  di  ìùq  assume,  per  costruzione,  i  valori  costanti  X  —  a,  5  -f-  a. 


SCIE   E   LEGGI   DI   RESISTENZA. 


Si  noti  che,  essendo  S  minore  di  a  iti  valore  assoluto  (§  9),  il  valore  di  <70,  for- 
nito dalla  (29),  risulta,  come  dev'essere,  sempre  compreso  fra  o  e  «. 

Sulla  semicirconferenza  1,  ;,  —  1  si  ha  £  =:  e*  con  ?  compreso  fra  o  e  k. 
He  viene 


à  (che  nel  caso  presente  si  riduce  a  sj   rappresenta,   per  qualsiasi    linea   di 
^  e  io  particolare  per  ut  e  s^,  l'inclinazione  della  tangente. 

Xe  viene  che  fl^,  st3  sono  due  tratti  rettilinei  inclinati   rispettivamente   di   X  -|~  a, 
—  a  sull'asse  delle  x7  e  quindi  comprendenti  un  angolo  2  a, 
Dalla  (27')  (per  Ü  =  o)  si  ha 


29) 


-t(»+Ì> 


-/+:        -  e»°  H-  ? _  -9    '    + 


sen 


a  —  a 


e  —e 


sen^p-       tg^  +  tg  — 


si  vede  che  il  rapporto  considerato  (sempre  minore  dell'unità  in  valore  assoluto) 
è  positivo  o  negativo  secondochè  e  è  minore  o  maggiore  di  ç0.  Avremo  di  conse- 
guenza, per  g  <<jo: 

a    —  Q" 

.    .    v  sen -s 

.  —  ;  +  \       .  *    .  .  2 


log: 


«-/« 


i  +  C_ 


sen -5— ! — 


H  i — '— 771  —  —  i—  +  log 
1  — ;;  2 


a 

—  ** 

2 

sen  — 

+  • 

posto,  risulta  subito  dalla  (28)  che  il  coefficiente  dì  i  in  ii>o  ha  l'espressione 


sen 
2  a  . 

sen-5—1 — • 


su  tutta  la  semicirconferenza  1,  /,  —  1. 
Sarà  perciò 


(io) 


,'-'<•  = 


sen 

*«  —  « 

2 

sen 

*o  +  * 

Portando  questo  valore  nella  (20)  e  prendendo    successivamente  o  e   *   come   li- 

:eriori  dell'integrale,  si  hanno  le  lunghezze  dei  due  tratti  rettilinei   8^  e  «If 
Ad  uno  di  questi,  usufruendo  della  costante  a,  si    può   immaginare   attribuito   un 

m4*  Cm*  Jtfffttan,  F+Urma,  t.  XXIII  (1907).  —  Stampato  il  22  novcrobr«  1906,  4 


^  valore  ad  arbitrio;  quello  dell'altro  risulta  allora  determinato.  II  rapporto  —    dipende 
in  modo  trascendente,  e  in  generale  complicato,  dalle  due  costanti  ieì, 
Calcoliamo  la  resistenza. 
Dalla 


scende 


«  =&  +  -_  i0gf-: 

*  i  —  /£ 


con  che 


»  /  \         2  a  J  /  I  ï\  4  Ä 

Wo(o)  =  ^r(7~7r)  =  "  T«1"-' 


e  la  (21")  porge 

(31)  jR  =  Rx  +  »Jì>  ss  * sen*<r0  —  ì  a' a  sen  2<xo 

Casi  particolari  notevoli. 

I.  a=—  0  $  qualunque  (Helmholtz). — Veramente  per  a  — —  e  S  non  nullo 
le  nostre  formule  non  sono  senz'altro  applicabili,  poiché  le  premesse  implicano  (§  9) 
oc  -f-  X  ^  — ,  L'estensione  tannale  al  caso  indicato  rimarrà  però  giustificata  a  poste- 
riori, constatando  che  essa  dà  luogo  a  casi  intuitivamente  possibili  ed  interessano,  per 
quanto  non  soddisfacenti  in  tutto  alle  ipotesi  preliminari  dei  §  1. 

Mg 

Dacché  a  ss  — ,  i  due  segmenti  mtì  ts2  sono  per  diritto,  e  si  tratta  di   un  pro- 


filo rettilineo  (lamina). 
La  (29)  porge 


=  *  +  ^; 


<jo  rappresenta  quindi  Vangalo  di  mt  —  possiam  dire  della  lamina  —  colla  direzione  po- 
sitiva dell'asse  x. 

La  (30)  permette  poi  di  scrivere 

Iff«  —  * 


sen 


°(cosa  —  cos  «tJ  ss 


sen 


*„+ 


2  sen  -  y   '    -  sen  -^ =4-2  sen  -5-  -  - 


=  ±[l  —  cos(ff  +  <r0)l 
o  il  segno  superiore  per  <r  <  co,  l'inferiore  per  <s  >  <70. 


$CIB  E  LEGGI   DI  RESISTENZA*  2J 


Con  ciò,  attesa  l'identità 

2  cos  (<t  -|-  <ro)  sen  s  =  sen  (2  a  4~  O  Ä  S€n  V> 
la  (20)  di 

^==|:tf1  /     [2sen<j— sen(2T+<r(j)+senio]^^iö3[ — 2cos<r-f-  ^cos(2<r+<rJ-J-<rsen<J0]*0; 
quindi  in  particolare,  per  <x  =  o, 

-  ;=*1>— 2cosco+  ~  (cos3^o— cos<J0)+aoscnffo3=dì[2-'2cos,To— 2cosffosen1(ro+<r0senffJ> 
per  a-  =  *  (valendo  allora  il  segno  — ) 

»,  =  **[*  +  2Cos<jo  +  j(cos*o  —  C0S3Ó  +  C*  —  Osen<l 
=  ^[24-2  cos  <t0  -f-  2  cos  so sena  <xo  -f-  (rc  —  <0  sen  çj. 
La  lunghezza  totale  I  della  lamina  risulta  pertanto 
(32)  i^f*,^  ß3(4  +  wsenaj, 

e  la  distanza  dalla  prua  al  centro  della  lamina,  espressa  in  termini  di  J, 

—~  -  =  —  li  cos  *o(i  +  sen1  *J  -f  l~|-  — »  <r0 1  sen  *0j 

2  cos  a0(i  +  sen1  <xj  +  ^  —  v0j  sen  ao 

4  +  «  sen  <j0 

Se  l'angolo  i0,  formato  da  st  colla  direzione  positiva  dell'asse  x,  è  acuto  (X  <£  o), 
il  numeratore  è  positivo,  e  quindi  zst  è  più  grande  di  y/;  l'opposto  accade  per  <ro 
ottuso  (8  >  o).  Ciò  corrisponde  al  fatto  intuitivamente  evidente  che  la  prora  si  trova 
spostata  dal  centro  della  lamina  verso  quella  banda,  che  si  protende  nella  direzione 
del  moto. 

Per  <r0  =  — ,  la  lamina  è  normale  alla   direzione   del   moto,   la   prora  cade   nel 
centro  e  si  ha  dalla  (32) 
0*0  l*/(4  +  ») 

Le  (31)  e  (32)  danno  per  la  resistenza  unitaria 

f    \  Rx  %  sen1  ffo       ~ 

Ui)  T  -  4  +  wsen<r0    h 

che,  per  <r  ss  <io ,  assume  l'aspetto  particolare 

IL  Ä  =  o  e  x  qualunque  (problema  di  Bobyleff).  —  Questo  caso  particolare,  colla 
limitazione  sottointesa  a  <  —  ,   rientra   perfettamente  nell'ambito   delle  nostre  ipotesi. 


T.    LEVI-C 


Apparirà  poi  dagli  sviluppi,  che  seguono,  che  l'interpretazione  idrodinamica  rimane  at- 
tendibile anche  se  a  è  retto  od  ottuso. 
La  (29)  di 


- 


con  che  ;  =-  i,  e  l'espressione  (28)  di  w0  diviene 

T-        1  —  1  ; 

La  funzione  *o>0  assume  manifestamente  valori  reali  per  £  puramente  immaginario; 

quindi  valori  complessi  coniugati  in  punti  simmetria  rispetto  all'asse   immaginario;  in 

particolare,    in    punti    della    semicirconferenza    t,  i,  —  1,   aventi   anomalie  supplendo- 

tari  a  e  %  —  <r. 

Essendo 

it*  =  ìsl  —  Trtl 

0  o  01 

t0  (in  quanto  si  consideri  come  funzione  di  <j  sopra  la  detta  semicirconferenza)  rimana 
inalterata  per  lo  scambio  di  <r  in  x  —  <j;  ossia 

ToOO  =  To(*  —  <0- 
Ciò  posto,  osserviamo  che  la  (20),  ritenutovi  <xo  =  — ,  e  presivi  successivamente 

a  =  o  e  ff  ss  ic  come  limiti  inferiori  di  integrazione,  ci  dà 


zsm  =  m 


1 9 


in  quanto  i  due  integrali  si  ottengono  l'uno  dall'altro  collo  scambio  della  variabile  cor- 
rente <t  in  X  —  <j. 

Ne  viene  che  il  profilo  consta  di  due  segmenti  eguali  ed  egualmente  inclinati  sulla 
direzione  del  moto. 


Dalla  (30)  si  ha,  per   *0  =  —  , 


e  %0  = 


seo 

U  2 


sen  1  —  H j 


15 
'  ir 


-(«Ir— ri)  • 


«. 
♦  * 


wt  =1  mÈ  =  2  a2  i       tg  I  — 1         cos  er  sen  <r  d  <x. 

Assumiamo  come  variabile  di  integrazione 


Essendo 


—  sens 


sen  a 


sen  a 


i  —  t 


2 
cosai«  =  <*(sen  a)  =  —  *     .  (y  , 


ulta  subito 

•.=<'jf<-,(--+ïTî)A- 

Lintegrale  del  secondo  membro  si  esprime  facilmente  per  mezzo  della  funzione  p 
i  Stirling) 

gâta  alla  derivata  logaritmica  W  della  funzione  T  dalla  formula  *) 

fW  =  i[,(£±i)-,(ì)], 

Osserviamo  a  questo  scopo  che,  ponendo 

(     iffàt  (x  >  o  e  «  intero  positivo), 

>n  che  fi,  non  è  altro  che  P(a),  si  ha,  per  n  >  i, 

»•  =  /'  (tW1  +  '  -  0<"  =  "-  - 1  FF** 

La  cui,  assumendo  -      ,     ^  come  fattore  differenziale  ed  integrando  per  partì, 

E  I  .   n  —  I  —  * 

p"      (n  —  1)2*-'    '        *  —  i      Kn-'  ' 

Da  questa  formula  ricorrente  segue  in  particolare 
Ora  la  precedente  espressione  di  srJ  non  è  altro  che 

4«W,  -  tà 

ferendosi  al  valore  i di  x.  Ne  viene 

g 


*-'['+V+£»('-t)} 


La  (31),  per  *0  =  -^,  porge 


R  =  R,  +  iR  =^- 

*  ■      y         Te 

R?  è  nullo,  come  era  evidente  a  priori,    attesa  la   simmetria;  la  resistenza   diretta 


•)  Qr.    per  es.    Nielsen,   Handbuch    dir    Theoru   der    Gammafunktîon    [Leipzig,   Teubner,  190ÓJ, 
ig,  69  e  té. 


1 


r  =  »  IH  «lore  (32');    la   (35)   porge  poi, 


* m 


!  -- 


te  orientati 


che  vi  sia  simmetria  rispetto 


potremo  anzitutto  asserire 

;■»  a  ~  ä  •  —  ir,  a  valori  coniugati  di 

«tWMR  »àe  w  è  reale  sull'asse  di  sim- 


kfMk« 

«f^  e* 


%  =  T 


e  mk  qpifefi  nlori  coniugati  in  punti 
fh  *  ^%  I»  ?»mfio  i  corrispondenti  va- 


ipocesi)  la  formula  (12) 


+r) 


SCIE  E   LEGGI   DI   RESISTENZA.  31 


mostra  che  a  valori  di  C  di  affissa  simmetrica  rispetto  all'asse    immaginario  (del  corri- 

spendente  piano),  cioè  del  tipo  £  s=Ç  -J-*tj,  —  £  =  —  I  -j-  **)5    fanno    riscontro  va- 
lori  di  Z  egualmente  simmetrici  rispetto  all'asse  immaginario. 

Lo  stesso  avviene  m  ispondenza  fra  Z  ed  F,  stabilita  dalla  (u),  in  quanto 

si  tenga  conto  della  simmetria  [cos  so  =  o,  con  che  la  (n)  si  riduce  a  F  =  tfZj. 

La  (io) 

/=P 

£a  finalmente  corrispondere  valori  coniugati  di  /  a   coppie  del  tipo  Fe  —  F, 

Da  ciò  si  raccoglie  che,  ammessa  fa  simmetria,  a  valori  di  £  simmetrici  rispetto 
all'asse  immaginario  debbono  far  riscontro  valori  coniugati  di  /. 

Ora,  per  quanto  abbiamo  osservato  in  principio  di  questo  §,  la  corrispondenza 
fra  i  piani  ^  w  ed  /  conserva  il  coniugio.  Attesa  la  biunivocità  possiamo  quindi  as- 
serire : 

*jl\  considerata  come  funzione  di  Ç,  assume  valori   coniugati   in   punti   simmetrici 

all'asse  immaginario,   cioè   per  valori   £  e  —  £  dell'argomento  ;  in  particolare 
vi  è  reale  per  ^  puramente  immaginario. 

w  =  r* 

implica  che  ita  sia  anch'esso  reale,  o  che  la  parte  immaginaria  si  riduca  ad  un  mul- 
tiplo intero  di  2xi;  ma  quest'ultima  eventualità  è  da  escludere,  perchè  w  deve  annul- 
larsi con  C- 

definitiva  basterà  ritenere  che,  quando  c*e  simmetria, 

w  te 

*„  =  —,       /  =  «■  =  .; 

.(£)  h  funzione  di  £,  reati  sull'asse  immaginario  r,.  Tenendo  conto  che  t->(^)  è  in 
ogni  caso  reale  sull'asse  reale  ;,  ciò  può  anche  esprimersi  dicendo:  to(Ç)  è  funzione  di- 
spari di  C  Infatti,  essendo  »(Ç)  regolare  per  |£|  <  i,  si  ha  lo  sviluppo  (a  coeffictCQti 
reali) 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ito  risulti  reale  per  Ç  puramente  im- 
maginario è  che  sì  annullino  tutti  i  coefficienti  delle  potenze  pari.  e,  D.  D. 

Affano  ovvia  è  la  semplificazione  delle  formule  dei  §§  7-10:  la  si  ottiene  material- 
mente ponendo  <ro  =  —  f  j  ss  f,  e  avendo  presente,  ove  giovi,  la  dispariti  di  0  (*). 

Per  es.  (§  7)  le  immagini,  nel  piano  £,  delle  linee  di  flusso  sono  definite  da 

W  +  v  +  Od3  +  v  -  0i  =  Kl1  +  «0*- 

Per  £  =  o,  oltre  a  Ç*  -f-  vja  =  1,  yì  ==  o  si  ha  (come  ramo  reale  della  cubica 
residua)  l'asse  immaginario  £  =  o,  che  è  l'immagine  di  quella  tale  linea  di  flusso  a 
proravia  del  corpo  C,  la  quale  si  bipartisce,  colpendo  la  prora  O  (e  coincide,  data  la 
simmetria,  col  semiasse  negativo  delle  x). 


1 


T.     L  E  V  I  -  C  I  V  i  T  A. 


L'angolo  <5  (§  9)  è  nullo,  quindi,  per  la  (28),  la  parte  singolare  too  è 

».  —  -—tog— ^ 

h  quale  da  sola  di  luogo?  come  ahbiam  visto,  al  problema  di  Bobyleff. 

i  mo  è    reale   sull'asse    immaginario  ;    deve   perciò    esser    tale    anche    la    differenza 

I  (oao  —  tu)  =  ì  Ü. 

Dacché  il  è  essa  pure  funzione  dispari  di  Ç,  l'espressione  generale  della  serie,  che 
la  rappresenta,  si  potrà  porre  sotto  la  forma 

Le  i  sono  costanti  reali  soggette  alla  sola  restrizione  qualitativa  di   render   conver- 
gente la  serie  per  |C|  ^  I.  Dei  due  vincoli  (26)  e  (27)  del  caso  generale  non   è  più 

da  tener  conto,  perchè,  le  cn  di  indice  pari  essendo  nulle,  <io  —  —  e  wo(o)  =  o,  essi 

risultano  identicamente  verificati. 

Nella  espressione  (21")  della  resistenza  la  parte  immaginaria  va  a  zero,  e  con 
essa  Ry ,  come  ò  intuitivamente  evidente,  perchè,  tutto  essendo  simmetrico  rispetto  alla 
direzione  del  moto,  non  può  ingenerarsi  alcuna  tendenza  a  deviazioni  laterali. 

Quanto  alla  resistenza  diretta 

4 
è  importante  l'osservazione  seguente  : 

Se  si  aggiunge  l'ipotesi  [sempre  verificata  nei  casi  pratici  (cfr.  Fig.  2)]  che  sul 
tratto  di  parete  rz^  V inclinazione  *  della  tangente  vari,  sempre  decrescendo ,  da  a  fino  ad 
un  urto  valore  ^f  >  o  (con  che,  in  13 3 ,  Js  variera  da  —  a  a  —  ^),  rimane  esclusa 
l'eventualità  (*>'(o)  =  o,  Quindi  Rx,  che  non  è  negativo  in  alcun  caso,  risulta  essential* 
mente  >  o. 

Li  dimostrazione  si  fa  senza  difficolta  in  base  ad  un  elegante  lemma  del  sìg.  Lan- 
dau *),  che  si  enuncia  così  : 

t<  Sta  Ü(C)  una  funzione  della  variabile  complessa  £,  regolare  per  |£|  <  1,  finita  e 
continua  sulla  circonferenza  j£|  ss  1  ;  8  la  parte  reale  di  U,  E  (8)  la  massima  oscilla- 
zione di  8  sulla  circonferenza  |£|  =  I  :  Ü'  (o)  non  può   superare   in  valore  assoluto  il 

2 
prodotto  —£(8)  ». 

Per  usufruire  di  questo  lemma,  teniamo  presente  anzitutto  che  &  =  zo  —  8,  e  che, 
variando  <r,  sulla  circonferenza  1,  j,  —  1,  da  o  a  it,  3(<r)  (per  l'ipotesi  complementare  da 
noi  introdotta)  è  sempre  decrescente;  d'altra  parte  30(?)  ha  valore  costante  ( — %  o  -J-x, 
secondochè  <r  appartiene  al  primo  o  al  secondo  quadrante).  8  sarà  perciò  sempre  cre- 
scente, e  la  massima   oscillazione,    relativa  alla   semicirconferenza  1,  i,  —  1,   sarà  data 


*)  Ober  einige   UngUichkeìHbeiithungcn  in  der    Theorie  J?r  analytischen  Funktionen  [Archiv  der  Math, 
und  Physik,  III.  Reihe,  Bd.  XI  (1906)»  pp.  31-36]. 


dalla  differenza  B(tt)  —  6(0).  Dalla  8  =  so  —  j,  essendo  ih  Jr    i  valori  di  2  nei  punti 
di  raccordo  Pt ,  Px ,  cioè  per  s  =  7*  e  per  a  =  o  rispettivamente,  segue 

•(*)—•(«>«*<•-*■> 

Siccome,  per  essere  11  reale  sull'asse  reale,  la  8    riprende  sulla   semicirconfcr 
1,  —  t,  —  1   gli  stessi  valori,  che  le  competono  sulla  1,  i,  —  1,  così  la  massima  oscil- 
lazione E(ft)<  relativa  all'intera  circonferenza  |Ç|  =?i,  è  ancora  2  (a  —  sj. 

ü  lemma  di  Landau  ci  dà  in  conformiti 


Ora,  da 


rade 


e  quindi 


20LÌ.         I   -{-l£ 

*  V + «    «  -  'V 


Dacché 


e  il  valore  assoluto  del  primo  addendo  supera  quello  del  secondo,  sì  ha  necessariamen- 
te *>'(°)  §0.  C,    D.    D. 

Come  esempio  semplice  di  contorni  (non  rettilinei)  simmetrici  e  simmetricamente 
orientati»  si  potrebbe  approfondire  il  caso,  in  cui  il  sia  limitato  al   suo   primo   termine 

Preferisco  però  di  rimettere  Io  studio  dei  casi  particolari  a  quando  mi  sarò  reso 
conto  dei  criteri  pratici,  in  base  ai  quali  conviene  impostare  la  discussione. 

S  l3> 

Relazione  fra  B  e  T  al  contorno  del  cerchio  di  regolarità.  Osservazioni 
sul  problema  matematico  relativo  ad  un  profilo  prefissato. 

Supponiamo  che  in  z^i  e  in  k3  la  tangente  vari  sempre  nel  medesimo  senso  *), 
e  richiamiamo  la  equazione  (19)« 

Badando  che,  fra  le  parti  reali  e  i  coeilkicnti  di  î  in  w,  tüo,  il,  sussistono  le  relazioni 

che   z0  è   costante  sulla    circonferenza    I,  1,    —  1    (eguale  a  S  — -  x  per    oZì<^, 
1  4  -[•  a  per  <ïô  <  e?  £  Tz)y  e  che  al  verso  delle  9  crescenti  Q£o\  sa  d<i)  fa   riscontro 


csto  comportâmes  implicito  nulli  rappresentazione  intuitiva  di  una  scia.  Non  l'ho 

esplicitamente  fra  le  ipotesi  del  $  1,  perchè  le  consider  adoni  fatte  finora  ne  sono  indipen- 
denti (tranne  1\  precedente,  concernente  Rx  ,  alla  quale  ili  appunto  premessa  l'ipotesi 
complementare  circa  il  modo  di  variare  di  *)* 

ÈmÀ,   Ciri,  Msttm.  P*W«ó,  t.  XXlll  (1907).  —  Stampato  ti  £4  novembre  1906.  $ 


sugli  archi  is^  sa  del  piano  ^  il  verso  P3  OPt ,  siamo  condotti  a  porre  la  (19)  sotto 
la  forma 

(36)  2^  =  x(<*yc(e).er  (o^tZ:) 

dove,  per  la  (30), 


sen 


y  (<r)  =  2  a"  |cos  v  —  costfj  sen  <s  C**  =  2  a*  jcos  1  —  cos  ao|  sen  ci 


2 

è  una  funzione  nota  di  g,  e,  scrivendo  c(&\  abbiamo  voluto  mettere  in  evidenza  che 
e  è  &  ritenersi  funzione  di  B,  perfettamente  conosciuta,  tostoche  si  risguardi  conosciuta 
la  forma  geometrica  del  profilo  y:  infatti,  dato  y,  nei  tratti  di  parete  rigida  ut  e  cj? 
che  solo  ci  interessano,  la  e  (curvatura)  è  nota  come  funzione  del  punto  corrispondente, 
quindi  anche  -come  funzione  di  un  qualunque  parametro  atto  a  definire  univocamente 
gli  archi,  di  cui  si  tratta.  Attesa  l'ipotesi  circa  il  modo  di  variare  della  tangente.  -  é  un 
tale  parametro,  e  perciò  anche  B.  Esso  presenta  sopra  a  il  vantaggio  che,  al  variare 
di  tr  nella  (36),  varia  con  continuiti,  mentre  5,  pur  variando  sempre  nello  stesso  senso, 
là  dove  è  continuo,  fa  un  brusco  salto  (in  senso  opposto)  nel  passare  per  0. 

La  (36)  è  manifestamente  una  relazione  fra  le  funzioni  associate  0  e  T  al  contorno 
del  cerchio  di  regolarità.  Essa  si  riferisce  alla  semicirconferenza  1,  i,  —  1;  sull'altra 
semicirconferenza  (tc  zi  a  ^  2  z)  valendo  le  relazioni 

(37)  e(<o  =  e(2*-s),   t(.7)  =  -t(2*-*), 

che  provengono  dall'essere  Ü  reale  sull'asse  reale,  e  quindi  coniugata  in  punti  simmetrici 
rispetto  a  tale  asse* 

La  seconda  delle  (57),  essendo  T(o)  =  T(2^),  dà  luogo  in  particolare  alla  rela- 
zione T(o)  =2  o,  come  pure,  facendovi  <i  =  7c,  alla  T(-)  =  o. 

Ricordiamo  .incora  le  (26)  e  (27). 

La  condizione  (26)  non  è  altro  che 

08)  »(«.)  =  o; 

l'altra  esprime  l'annullarsi  di  m  per  ^  =  o,  cioè  nel  centro  del  cerchio,  ma  si  traduce 
subito  in  una  condizione  numerica  per  i  valori  di  H  al  contorno.  Si  ha  infatti  dal  teo- 
rema di  Cauchy 

ü(o)  -  ïî}jL0(0f - -f [sw + "<•»'•• 

La  parte  immaginaria  essendo  nulla  per  la  seconda  delle  (37),  rimane,  in  virtù 
della  prima  di  esse} 

e  la  (27')  assume  l'aspetto 

0»)  ±.£w  =  t-il(..-±). 


Il  secondo  membro  —  notiamolo  incidentalmente  —  va  a  zero  quando  si  tratti  di 
profili  simmetrici,  simmetricamente  orientati  rispetto  alla  direzione  del  moto. 

In  definitiva  riconosciamo  che,  per  un  profilo  assegnato,  la  risoluzione  del  pro- 
blema idrodinamico  implica  l'esistenza  di  due  funzioni  associate  ^(g),  T(<t)  dei  punti 
dilla  circonferenza  £|  =  j,  finite,  continue  e  soddisjtiû'titi  atti  (36)*  Ü7)*  0^)*  (39) 
per  1  i  delle  due  costanti  a1  e  <s    (a  priori   vincolate  soltanto  ad   essere  : 

la  prima  positiva,  la  seconda  compresa  fra  o  e  7:). 

Reciprocamente,  esisteranno  sempre  per  un  assegnato  profilo  (convesso,  supponiamo, 
e  soddisfacente  alle  restrizioni  che  risultano  dal  §  1)  due  associate  6(<r),  T(<r),  che 
verifichino  tutte  le  condizioni  testé  indicate? 

Ecco  il  punto  principale  della  questione  dal  punto  di  vista  matematico.  Superato 
questo  punto,  poche  considerazioni  complementari  permetterebbero  di  esaurire  anche 
l'interpretazione  idrodinamica. 

Nel  caso,  in  cui  vi  sia  simmetria  rispetto  all'asse  x,  la  funzione  U  deve  essere  di- 
spari  (5  12),  ossia  ili  deve  assumere  valori  coniugati  in  punti  simmetrici  rispetto  ai- 
Tasse  immaginario.  Questo  implica  in  particolare  le  relazioni 

(40)  e(*  -  *)  =  —  et»,       T£n  -*)=*  t<» 

fra  t  valori  di  0  e  T,  al  contorno. 

s 
Tenendone  conto  e  badando  che  <?o  vale  in  questo  caso  —  ,  con  che 


(41)  %  («)  ss  %  az  icos  cr|  sen  a  |  tg  ^L  _  _  J       , 

;e  che  basta  considerare  la  (36)  per  il  primo  quadrante  y& £n <£  —  Il  nel 


se- 


condo essa  si  trova  di  necessiti  soddisfatta,  in  virtù  delle  (40).  Pure  per  la  prima  delle 
(40)  e  per  essere  $  =  o,  le  (38)  e  (39)  rimangono  identicamente  verificate. 

II  problema  analitico  fondamentale,  per  profili  simmetrici  e  simmetricamente  orien- 
tati, consiste  cosi  nella  determinazione  di  due  funzioni  associate  8  e  T,  i  cui  valori  al 
contorno  |£|  =  1,  siano  ovunque  continui,  e  soddisfacciano  alfa  (36),  col  valore   (41) 

,  nel  primo  quadrante  (  o  ^  *  ^  —  ) ,  rimanendo  prolungati  negli  altri  tre  qua- 
dranti a  norma  delle  relazioni  (37)  e  (40). 


NOTA  SULLA  RESISTENZA  D'ATTRITO. 


Un  corpo  C,  immerso  in  acqua  tranquilla,  proceda  orizzontalmente  con  moto  tra- 
statario  uniforme.  Si  supponga  che  il  moto  subordinato  del  liquido  sia  irrotazionale  e 
ovunque  continuo;  lo  si  riferisca  ad  un   sistema   di   assi  solidale  con  G 

Per  una  generica  particella  P  del  liquido,  sia  W  il  valore  assoluto  della  velocità, 
la  pressione. 
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Diciamo  poi  (senza  spedalizzare  le  uniti,  per  poter  più  comodamente  passare  ai 
numeri  in  uniti  pratiche)  l\  la  velociti  (costante)  di  traslazione  del  corpo  C,  p  la  den- 
sità (pure  costante)  del  liquido. 

Ritenuto  che  degli  assi  di  riferimento,  solidali,  per  ipotesi,  con  C,  sia  quello  delle  ; 
verticale  e  diretto  verso  il  basso,  il  potenziale  della  graviti  sarà  jp^e(il  movimento  re- 
lativo, di  cui  si  tratta,  differendo  da  un  moto  assoluto  soltanto  per  una  traslazione  uni- 
forme) varrà  la  solita  relazione  integrale 

P  =  ?gl~  yp  W  +  cost. 

Fuori  dell'influenza  del  moto  del  solido,  IF  ss?  Voy  perchè  l'acqua  vi  è  in  quiete 
assoluta,  il  che  è  quanto  dire  animata,  rispetto  al  corpo  C,  da  velociti  opposta  a  quella 
(assoluta)  del  corpo  stesso. 

Conveniamo  di  contare  le  ^  a  partire  dalla  superficie  libera  e  designiamo  con  p0 
la  pressione  atmosferica.  Applicando  la  relazione  precedente  ad  un  punto  della  superficie 
libera  a  grande  disianza  dal  solido  (JF  =  Fo),  troviamo  subito  che  la  costante  deve  j- 
vcre  il  valore  pc  -f  ~-f  ^U  talché 

Importa  osservare  che  W  si  può  porre  sotto  la    forma    Vo  K,   con    V  indipendink 

da  F0  *)  (la  velociti,  che  si  avrebbe,  caeteris  paribus,  nel  punto  considerato,  per  una 

traslazione  unitaria  di  C). 

In  definitiva,  posto 

pt  =  p0  +  9SÎ    (pressione  statica), 
q  =  jp  F*(i  —  P)    (correzione  cinetica) 

avremo  come  espressione  di  p  : 

#~a*,  +  ft 

il  primo  addendo  essendo  indipendente  da  Fo,  il  secondo  proporzionale  a  V\m 

Per  farci  un'idea  del  rapporto  numerico  dei  due  addendi,  conveniamo  anzitutto 
di  riferirci  alle  unità  pratiche  metro,  secondo,  kilogrammo  (peso),  Avremo  pg  (peso  di 
un  me,  d\icqua)  ss  iooo,  e,  in  cifra  tonda,  •»  p  =  jo,  p0  —  ioooo. 

Quando  la  velociti  di  traslazione  Vo  è  abbastanza  piccola,  non  superiore   per  es. 
ai  4  metri  al  secondo,  il  secondo  addendo  q  rimane  inferiore  a  800,   mentre  la  pres- 
IC  statica  pf  (^  essendo  ^  o)  supera  10000:  come  si  vede,  q  si  può  quasi  trascu- 
rare di  fronte  a  pt . 

Al  crescere  di  1\  non  è  più  eoa,  ma,  nei  limiti  delle  velocità  attualmente  raggiun- 
gibili dalle  navi,  il  contributo  recato  dal  primo  addendo  pt  è  sempre  importante,  e  non 
si  può  dire,  nemmeno  in  grossolana  approssimazione,  che  la  somma  pt  -f-  q  varia  io 
ragione  del  quadrato  della  velocità. 


•)  Per  riconoscerlo,  tasta  pensare  alle  equazioni,  che  caratterizzano  il  potenziale  di  velocità  f  del 
liquido,  Ponendovi  9  =  F0Qt  si  hanno  equazioni  dennicmi  ♦,  in  cui  non  resta  più  traccia  di  Vp* 


SCIE  E   LEGGI   DI   RESISTENZA. 
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È  facile  convincersi  che  analoga  conclusione  sta  per  la  resistenza  diretta. 

Infarti*  conformemente  alla  legge  fondamentale  dell'attrito  dinamico,  tale  resistenza 
proviene,  per  ciascun  elemento  dy  della  superficie  del  corpo  C,  da  una  forza  propor- 
tionale alla  pressione  normale  pdy3  e  diretta  per  verso  opposto  alla  velocità  (relativa) 
della  particella  fluida  in  contatto  coll'elemento. 

Detto  Jt  il  coefficiente  d'attrito,  e  z  l'angolo  compreso  fra  la  direzione  della  velo- 
citi,  in  un  generico  elemento  Jy,  e  la  direzione  diametralmente  opposta   a   quel1 1 
moto  di  C,  la  resistenza  diretta,  incontrata  da  df9  vale 

kp  cos  jrfy. 

La  resistenza  totale  segue  di  qua  per  integrazione.  In  essa  si  riverbera  senz'altro 
3  rapporto  quantitativo  dei  due  addendi  costituenti  p. 

In  particolare  (k  essendo  indipendente  da  F(v)  rimane  giustificata  la  conclusione  che 
T attrito  non  si  pub  risguardare  causa  preponderante  della  resistenza  diretta,  poiché,  se 
dò  fosse,  la  resistenza  diretta  dovrebbe,  di  fronte  a  piccole  velocità  di  traslazione,  va- 
riare ben  poco,  e  non  riscontrarsi,  come  si  riscontra  in  fatto,  sensibilmente  proporzio- 
nile ai  quadrati  di  tali  velocita. 


Padova,  settembre  1906. 


T.   Levi-Civita. 
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SU  Di  UNA  GENERALIZZAZIONE  DELLE  FORME  DIFFERENZIALI 
E  DEI  SISTEMI  COY  "AMANTI  DEL  CALCOLO  DIFFERENZL\LE  ASSOLUTO. 

&  Ernesto   Pascal  (Milano). 


Studiando  la  fortruziooe  del  differenziale  r**  di  una  funzione  di  n  variabili  dipen- 
denti x^  si  presentano  certe  caratteristiche  espressioni  differenziali  che  in  tutti  ì  miei  la- 
vari  sulle  forme  differenziali  ho  indicato  cor.  .  .  Le  forme  differenziali  finora  con- 
siderite  sono  espressioni  lineari  in  uH  *,  con  coefficienti  funzioni  di  tutte  le  x  e  ca- 
ratterizzate da  un  gruppo  di  m  indici,  m  essendo  a  sua  volta  variabile  da  i   ad  r. 

Una  generalizzazione  che  si  presenta  naturale  è  quella  di  considerare  espressioni 
le  quali  anziché  essere  Umori  nelle  &,  sieno  in  esse  di  grado  k;  ma  ciò  che  in  tale 
generalizzazione  si  presenta  assai  notevole  è  questo:  che  con  essa  molte  delle  forinole 
e  delle  considerazioui  fondamentali  relative  alle  forme  differenziali  finora  considerate, 
vengono  ad  acquistare  una  luce  nuova,  e  che  si  viene  a  costruire,  nell'assieme  dei  coef- 
ficient] a  k  gruppi  di  indici  di  una  siffatta  forma  generalizzata,  un  sistema  che  può  con- 
siderarsi come  estensione  degli  ordinarii  sistemi  covarianti  che  si  considerano  nel  Cal- 
colo differenziale  assoluto,  per  modo  che  si  viene  così  ad  ottenere  una  notevole  esten- 
&  di  tutti  i  procedimenti  e  le  formole  che  a  tale  Calcolo  si  riferiscono,  e  si  vengono 
i  stabilire  dei  riawicinamenti  inaspettati  fra  questi  e  altri  che  erano  stati  gii  da  me 
Introdotti  nella  teoria  delle  forme  differenziali  di  ordine  r. 

Per  tutto  quanto  riguarda  le  notazioni  qui  adoperate  ci  rimettiamo  alle  molte  Note 
pubblicate  nel  1903  nei  Rendiconti  dell* Accademia  dei  Lincei,  che,  per  brevità,  tralasci 
renio  di  citare  per  esteso. 

$»• 

Preliminari-  Sistemi  covarianti  a  k  groppi  di  indici. 

0  co]   m,  m  a, ire  la  forma  delle  espressioni  S.  Essa  è: 

r  ! 

8">       =5— iS,   T    n —* — i ìd''xi  -•£"ximi 
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cui  S    indica  l'operazione  del  sommare  tutti    i   risultati   ottenuti   colla  permutazione 
«delle  ;  fra  loro  in  tutti  i  modi    possibili;  le  ix  .  .  .  im  sono   m    numeri   interi    positivi, 
aggiori  di  zero,  e  tali  che  la  loro  somma  sia  r;  iZ  m  rappresenta  quante  delle  i, ,  . . . ,  im 
no  fra  loro  diverse,  e  queste  sieno,  per  fissare  le  idee,  le  i{ ,  . . .  ,  iif  e  \tt ,  . . .  ,  |xf 
ppresenuno  quante  delle  *  sono    eguali  ad  if1  quante    eguali   ad  i\ ,  etc.;  il  somma- 
torio  rispetto  alle  i  deve  estendersi  a  tutti  i  possibili  valori  delle  i,  senza  ripetizioni. 

Alle  volte  per  ricordare  che  le  S  sono  forniate  colle  variabili  x,  si  può  anche  scri- 
vere una  (x)  accanto  ad  esse. 

e  ricordate  Note  del  1903  abbiamo  studiato  varie  forinole  relative  a  queste  X; 
ma  una  sola  importante  ci  occorre  ora  di  ricordare,  ed  è  che  con  una  trasformazione 
di  variabili*  esse  si  trasformano  linearmente,  cioè  a  dire  te  8  costruite  per  le  nuove  va- 
riabili si  esprimono  con  una  combinazione  lineare  delle  à  costruite  per  le  antiche  va- 
riabili; si  ha  propriamente  la  forinola 


':u-)-*.^(;:;:::;;;).i.;...<a 


essendo  (  ")     un  aggregato  di  derivate  delle  x  rispetto  alle  y,  e  di  cui  abbia- 

tuo  studiato  la  formazione  con  tutti  i  particolari  e  con  tutte  le  forinole  relative  nelle 
citate  Note  del   1903  e  in  altre. 

Ciò  posto,  consideriamo  delle  espressioni  di  grado  k  nelle  $,  e  cioè  tali  che  ogni 
termine  contenga  il  prodotto  di  k  formazioni  S  ognuna  con  un  determinato  e  fisso 
indice  supcriore. 

Una  tale  espressione,  i  cui  coefficienti  dipenderanno  da  k  gruppi  di  indici,  la  chia- 
meremo una  forma  differenziale  di  k**0  grado  t  di  r%-\-  .  . .  -\-  rk  ordine  ; 

0)  x">^  =  f   .yy  x    ,^  .jw  .....  Vf»  , , 

essendo  le  X  funzioni  deÜe  variabili  x% ,  . . .  ,  xn  e  col  V    intendendo  al  solito  che  a  cia- 

scuno  degli  indici  1,  . . .  ,  ;  debbano  darsi  successivamente  tutti  i  valori  da  1  ad  w. 
Intenderemo  che  i  coefficienti  X  dipendano  simmetricamente  dagli  indici  racchiusi  in 
ciascun  gruppo,  ma  non  simmetricamente  dai  gruppi  medesimi. 

Poiché,  come  sappiamo,  con  una  trasformazione  di  variabili  ogni  S  si  muta  in  una 
combinazione  lineare  di  altre  col  medesimo  indice  superiore,  e  con  un  numero  eguale 
o  maggiore  di  indici  inferiori,  così  h  evidente  che,  con  una  trasformazione  di  variabili, 
il  tipo  della  precedente  espressione  non  trutta,  e  cioè  che  questa  ha  un  carattere  invarian- 
tivo,  e  inoltre  che,  se  immaginiamo  zero  tutti  i  coefficienti  X  dei  quali  il  numero  degli 
indici  del  primo  gruppo  sia  <  5( ,  ■ . .  ,  quello  degli  indici  dell'ultimo  gruppo  sia  <  shf 
se  cioè  i  sommatoria  rispetto  ad  m,  . . . ,  rispetto  a  />,  anziché  estenderli  da  1  ad  rl}  ... 
da  1  ad  rh ,  li  estendiamo  da  st  ad  r t ,  .  .  .  da  sk  ad  rk ,  il  tipo  della  espressione  che 
viene  a  formarsi  resta  inalterato  con  una  qualunque  trasformazione,  cioè  i  numeri 
st  1  •  *  - 1  **  restano  invariati. 
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Si  potrebbe,  per  maggiore  generalità,  supporre  che  i  vani  X  debbano  comporsi  con 
differenziali  di  natura  diversa,  e  cioè  per  es,  il  primo  con  dei  dt ,  il  secondo  con  dei 
dzl  etc.  Per  r,  ss  •«•>-  ssrfc  =  i  la  (i)  diventa  allora  una  forma  muliilineare. 

Cerchiamo  prima  d'ogni  altra  cosa  le  forinole  di  trasformazione  dei  coefficienti  X 

Nella  (i)  le  &  si  intendono  costruite  colle  .v.  Facciamo  la    trasformazione  delle  x 

nelle  y  e  facciamo  uso  della  formula,  ora  citata,  di  trasformazione  dei  X;  osservando  che 

si  vede  che  la  (i)  diventa  : 


»ni 


ny 


v 


=ï-ï  z\i-i  xk-^ì Jfr-'ì)  -(}""f)  >>;.'... 

in  cui  le  S  sono  costruite  colle  y.  Indicando  allora  con  Yb^..^..^^..^  la  espressione 
contenuta  nella  parentesi  quadra,  si  ha  la  formala  fondamentale  di  trasformazióne  : 

C»)  y„ v,,, „«i  ...  £  y  x, ,_,- ,/;'"•••'  M   ...  ('/'  ■■•  ' f) 

"-'  f-i  i,-.,/  \",  i    •••!    ^/«j  Vii    ■•■!    **/*7 

dalla  quale  si  vede  questo  fatto  importante  che  :  *  coefficienti  a  più  gruppi  di  indici  si 
trasformano  esattamente  come  i  prodotti  dei  coefficienti  ciascuno  ad  un  soì  gruppo  di  in- 
dici ;  in  altri  termini  che  la  forma  X(fï"  ,f*f  si  trasforma  come  il  prodotto  X*'l)  ...  X{'hi 
Ognuna  di  queste  ultime  essendo  una  forma  lineare.  Quindi  :  simbolicamente  la  forma 
differenziale  di  grado  k  può  rappresentarsi  come  il  prodotto  di  k  forme  lineari. 

Un  sistema  di  funzioni  a  k  gruppi  di  indici  che  si  trasformano  come  i  coefficienti 
di  una  forma  differenziale  di  grado  i,  lo  chiameremo  un  sistema  covariante  a  k  gruppi 
di  indici 

Un  tal  sistema  covariante  l  una  generalinaiione  degli  ordinarli  sistemi  covarianti 
cht  si  considerano  nel  Calcolo  differenziale  assoluto.  Per  f ,  =  •■•  ■  =  r k  =  i  esso  si  ri- 
duce ad  uno  di  tjuesti. 

Vediamo  ora  come  da  un  sistema  covariante  a  k  gruppi  se  ne  possano  dedurre 
altri  a  k  -\-  i  gruppi. 

§2- 

I  simboli  fondamentali. 
Le  dedotte  covarianti  degli  elementi  di  un  sistema* 


Formiamo  la  espressione 
(3)  dXi' imi"mii> ;> 


y      ,        ,      .      _  , . .  y. 


l»-'*fpi 


sottraendo  cioè  dalla  derivata  indicata  tutte  le  k  X  ottenute  aggregando  l'indice  g  suc* 
cessìvameme  a  ciascun  gruppo  di  indici  ;  e  indichiamo  tale  espressione  con 

(4)  (&i  ---tilt  •***■■/»>  •••■•  fa  g)) 

avente  k  -j-  1  gruppi  di  indici. 


_JLÜ 
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Similmente  e  più  generalmente  per  de6nire  il  simbolo 

(i)  CO',,  .--i  U  ■■•;  /ii  •••!  />  fi»  •••  1  *,)) 

introduciamo  la  seguente  convenzione. 

Indichiamo  con  operazione  il  1  operazione  per  la  quale  da  una  derivata  qmx  di  una 
X  dipendente  da  Jk  gruppi  di  indici,  derivata  presa  rispetto  alle  x  cogli  indici  gi3  . . .  ,  g  , 
cioè  per  es.  da: 


d*r, 


dx 


r, 


si  deducono  le  derivate  di  ordine  q  —  imo  ottenute  sopprìmendo  al  denominatore  un 
indice  g3  e  aggregandolo  invece  a  uno  qualunque  dei  gruppi  di  indici  del  numeratore, 
cioè  per  es,  le  derivate  : 


(7) 


°         A«t.     .Wr     ;>i ./, 


3*     ,^,..,,iIH;.,,I.    •■ 


Ipft 


ÖX, 


dx, 


dx* 


dxf 


Collf operazione  U  applicata  a  (6)  si  hanno  cosi  kq   termini   diversi;    riapplicando 
uno  dei  (7)  la  stessa  operazione  si  hanno  solo  — ^±-= *  termini  diversi,  perchè 


:he  ciascuno  resta  ripetuto  due  volte;  e  cosi  di  seguito. 

il  valore  del  simbolo  (5)  si  ottiene  sottraendo  Lia  Ila  derivata  (6)  tutti  i 
termini  diversi  ottenuti  da  esso  colla  operazione  12,  indi  sommando  tutti  quei  diversi 
ottenuti  colla  operazione  il\  e  cosi  di  seguito  ;  in  formola,  indicando  con  D  la  derivata 
(6^  il  simbolo  (5)  è  dato  da: 


(8) 


D 


1     2!  3  !  '  '    v        y  q\ 


intendendo  con  UD,  U'D,  .♦.le  somme  di  tutti  i  termini  ottenuti  operando  su  D  le 
operazioni  Ü,  U1 , 

Per  q  =  1   si  ha  la  (3). 

Ê  evidente  che  le  (5)  dipendono  da  Jt  — j —  1  gruppi  di  indici,  e  sono  simmetriche 
negli  indici  di  ciascuno  di  essi  separatamente. 

Se  9  =  0,  la  (5)   si   riduce    al   solo   coefficiente   Xit .-,„;„./,,_,/,,  il  quale  quindi 

può  ritenersi  rappresentabile  colla  stessa  forinola  (5)  in  cui  si  intenda  sparito  l'ultimo 

pò  di  indici. 

Le  ni  cosi  introdotte,  che  chiameremo  simboli  fondamentali,  godono  di  una 

semplicissima  ed  elegante  proprietà  relativamente  alle  loro  derivate,  e  cioè  si  ha  la 
formola  : 

fol  <d*^|f  ""  %ml  '"'  f|f  '**'  •$ '"*(&»  '•''  '•*'  *";  *■<  * 

t*  — +  (ftt  —1  *.;  — •  *, 

derivata  del  simbolo  (5)  rispetto  ad  una  xu  £  efttflfc  tf//tf  jc?wj 
«u*i  i/fi/  dato  nie  Vinài 

al(k+  ìT  grupp 

MmL  Cfcft.  Jfeif«.  ArfuMi,  1,  XX1I1  (1907}.  -  St 


*,))  +  - 


boli 
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In  effetti  è  evidente  che  le  derivate  (q  -j-  i)mt  al  primo  e  secondo  membro  sono 
le  medesime,  nel  secondo  membro  non  comparendovi  di  tali  derivate  che  una  sola 
nell'ultimo  termine. 

Inoltre  di  derivate  q™  ve  ne  sono  kq  nel  primo  membro  e  col  segno  negativo, 
mentre  nel  secondo  membro  ve  ne  sono  k  col  segno  positivo  e  £(</-(-  i)  (contenute 
nell'ultimo  termine)  col  segno  negativo;  di  queste  è  facile  vedere  che  k  sodo  le  stesse 
delle  precedenti  e  quindi  con  esse  si  distruggono,  e  sono  quelle  nelle  quali  la  derivata 

è  fatta  rispetto  alle  x  coi  soli  indici  g ì  g    (senza  to),  e  le  altre  sono  le  stesse  dei 

primo  membro.  Similmente  è  facile  la  verifica  per  tutte  le  derivate  di  ogni  altro  ordine, 
e  la  forinola  resta  dimostrata. 

Le  applicazioni  della  precedente  forinola  sono  importanti.  Per  faciliti  di  locuzione 
introduciamo  una  denominazione. 

La  espressione  (3)  chiamiamola  una  prima  dedotta  covariante  della  X,.,.,»«!. ;;,♦.,/ p. 

Adoperiamo  la  parola  dedotta  invece  di  derivata  per  evitare  una  confusione  colle 
denominazioni  del  Calcolo  differenziale  assoluto,  e  apponiamo  la  specificazione  di  cova- 
riante per  una  ragione  simile  a  quella  per  la  quale  nel  suddetto  Calcolo  si  parla  di 
derivate  covarianti,  come  vedremo  appresso  esaminando  le  proprietà  di  trasformazione 
del  simbolo  generale  (5). 

Se  di  (j)?  cioè  del  simbolo  (4),  formiamo  ancora,  colla  stessa  regola,  una  dedotta 
covariante,  considerando  però  (4)  come  elemento  di  un  sistema  sempre  a  le  gruppi  di 
indici,  senza  perciò  tener  conto  dell'ultimo  gruppo,  se  cioè  formiamo  : 

9 


d*. 


((V 


;,i  •  •>  j,;  *))  —  ((*'■  »  -vi  «".i  t; 


Ai 


-(0 


1 1 


;,i 


in  forza  della  forinola  (9)  questa  espressione,  che  sarebbe  una  2a  dedotta  covariante  del 
sussegnato  coefficiente  X,  non  è  altro  che  il  simbolo 


Abbiamo  così  in  generale: 
II  simbolo 


hi  ■■•»  ì,\  £•  Y))- 


tu 


>  ]p >  iti 


>    *,)) 


i  una  qm>1  dedotta  covariante  del  coefficiente  Xit imi ....,•„ ...wy 

hiohre  consideriamo  il  simbolo  (5)  come  un  elemento  di  un  sistema  a  i-)-i 
gruppi  di  indici.  La  forinola  (9)  mostra  che  allora  la  sua  ia  dedotta  covariante  è  iden- 
ticamente zero,  e  quindi  anche  tutte  le  sue  dedotte  seguenti,  onde: 

/  simboli  fondamentali  formano  un  sistema  a  k  -j-  1  gruppi  di  indici,  dei  cui  cle- 
menti ogni  dedotta  covai  tante  i  sempre  identicamente  %ero. 

Se  consideriamo  un  prodotto  di  due  X,  ognuna  a  più  gruppi  di  indici,  come  una 
funzione  dipendente  da  tutti  i  gruppi  della  prima  Xy  e  da  tutti  i  gruppi  della  seconda, 
e  formiamo,  ponendoci  da  tal  punto  di  vista,  la  dedotta  covariante  del  prodotto,  è  evi- 
dente che  otteniamo  un  risultato  che  può  compendiarsi  nel  seguente  semplice  teorema: 


•1  ÌÈ%  YS  g)) 
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La  dedotta  i  ti  di  un  prodotto  si  fû  colia  stessa  regola  coti  cui  si  fa  la  deri- 

vata del  prodotto  di  più  funzioni. 

S3- 

Forinole  di  trasformazione  dei  sìmboli. 
Proprietà  fondamentale  delle  dedotte  covarianti. 

Passiamo  ora  alle  forinole  di  trasformazione  dei  simboli,  per  le  quali  troveremo 
un  risultato  assai  semplice  ed  elegante. 

Formiamo  una  prima  dedotta  covariante  del  primo  membro  di  (2),  e  calcoliamo 
indi  h  medesima  mediante  l'espressione  del  secondo  membro.  Per  distinguere  i  simboli 
costruiti  colle  Y  da  quelli  costruiti  colle  X,  apponiamo  Tuna  o  l'altra  di  queste  lettere 
come  indice  io  basso  a  destra  del  simbolo  stesso.  Si  ha: 

(C*.i  •  •-,  V  ...;  /,,  ...»  fai»* 

—  —  "'•'MA  hi      '"Svll  lì 

v  v  y  /  *iï  ■  •  •  •  *«      1  f/i>  •■♦  j  /A 

••Z-Z.4** A*~*fe---i/#l&  l      yI     *'■   1/  il 

— *        pï  CT/  vJi*  ■  *  •  »  *>/«?         Vii  *  •  ■  '  'it?  T/»^ 

Le  linee  di  questa  forinola  sono  2  k  -f-  1  essendo  ai  solito  &  il  numero  dei  gruppi 
ài  india* 

Ora  servendosi  della  formola  per  le  derivate 


5*(»!  •••), 


e  con  osservazioni  analoghe  a  quelle  fatte  a  pag.  372  della  mia  Nota  :  Sulla  costruzione 
dà  simboli  a  carattere  invar  ìautìvo,  etc.  [Rend.  Acc.  dei  Lincei,  s.  V,  tomo  XII  (1903), 
l*  seni.,  pp.  367-377]  si  riconosce  che  le  espressioni  contenute  rispettivamente  nelle 
linee  21  e  (i  -(-  2)n",  3*  e  {k  -j-  3)rai,  ...  si  raccolgono  a  due  a  due  a  formare  le  k 
akre  espressioni: 

-%/••%  £  ?  * Wi  ;' *  (*!  '  ■  •  •  !  v*  "  '  (  '  '  »  •  •  ■  .'ti(!  )., 


e  quindi  in  complesso  si  ha  la  formola  : 

H-i-l  I«' ti-w ,h;tyU»'~' t)  •■(/"■'!')  I 

Si  può  ora  dimostrare  per  induzione  che  si  ha  in  generale  la  formola 

RVi  •  ••>  V  •  ••;  Ti>  •••!  Yt))k 

la  quale  per  t  =  i  è  la  (io).  La  dimostrazione  procede  cogli  stessi  calcoli  fatti  nella 
Nota  succitata,  calcoli  che  possono  anche  notevolmente  abbreviarsi,  come  più  sotto  mo- 
streremo. 

Ma  prima  di  ciò  vogliamo  far  vedere  come  può  farsi  dipendere  b  formola  (io) 
da  quella  analoga  dimostrata  nella  predetta  Nota,  cioè  per  il  caso  in  cui  il  numero  dri 
gruppi  di  indici  dei  sìmboli  sia  due,  mentre  che  in  (io)  si  sottintende  che  tal  numero 
sia  Jfc  -f-  i , 

D  primo  membro  di  (io)  è,  come  abbiamo  sopra  dimostrato,  la  ia  dedotta  cova- 
riante di   K.      .       .      .  . 

Ora  abbiamo  gii  osservato  che,  rispetto  alla  trasformazione  delle  variabili,  tale  Y 
può  simbolicamente  rappresentarsi  col  prodotto 

Y  Y 

e  che  la  dedotta  covariante  di  tal  prodotto  si  fa  colla  solita  regola  della  derivazione* 
Ma  per  la  detta  formola  gù\  ammessa  e  che  è  caso  particolare  della  (io),  la  dedotta 
covariante  (rispetto  ad  x  )  di  ciascuno  dei  precedenti  fattori  si  trasforma  come  il  pro- 
dotto del  fattore  medesimo  per  Flj  quindi  per  la  trasformazione  il  primo  membro  di 
(io)  si  comporta  come  la  somma  di  prodotti  simbolici 


(12) 


[y> jrj...  y, ..+  -  +  i\„. 


M *Yrl 


cioè  può  essere  simbolicamente  rappresentato  da  tale  espressione. 

Applicando  a  ciascun  termine  di  questa  la  formola  di  trasformazione,  e  osservando 
che  alla  espressione  simbolica  analoga  alla  (12)  (ma  nelle  X)  che  si  viene  ad  avere, 
sottoposta  aï  sommatorii,  al  secondo  membro,  bisogna  naturalmente  risostituire  il  suo 
significato  effettivo,  si  ottiene  esattamente  la  (io). 

Dimostriamo  ora  la  (11)  per  induzione.  Il  primo    membro  è  la  ia  dedotta  cova- 


riante   di    ((/;, ,  . . .  ,  }yy  .  .  ,  ;  lt ,  ,  . .  ,  /ff;  y, ,  . . .  ,    yT^))r   (che   indicheremo  con 


*U„.^v;  V,,  ,'*)  rispetto  ad  y  ,  dedotta  calcolata  senza  tener  conto  dell'ultimo  gruppo 
dì  indici,  cioè  considerando  il  precedente  simbolo  come  dipendente  da  soli  k  gruppi 
e  non  da  k  -(-  1,  Applicando  dunque  la  formola  (io)  alle  n  possiamo  scrivere: 


((*., 


03) 


•»  K> 


K>     '"}     '»T  '     Ì'tWti 


=1 ...  f  1  ((«• ,  -,  Lì  ■••!  /.,  •••,/,;  g)\{ï  ""  ï)  ■■■(!  )  . 

dove  le  £  sono  delle  funzioni  di  xf  legate  alle  n  nello  stesso  modo  che  le  X  sono  le 
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gate  alle  K,  cioè  da  formole  come  le  (2);  inoltre  il  primo  membro  di  (13)  è  eguale, 
sono  altra  forma,  al  primo  membro  di  (11). 

Ma  poiché  noi  ammettiamo  che  la  (n)  sia  vera  quando  per  r  poniamo  t —  1, 
e  gli  altri  indici  li  lasciamo  o  li  mutiamo  come  ci  piace,  abbiamo  in  generale: 

=  Î-ilfïl((''„-.<„;...;j1,.,;;;î„.-,a<(!"    "£'  )  ~|x 

XU ,v^'"U.....Cv 

onde  abbiamo,  paragonando  con  una  forinola  come  la  (2), 

(14)  1  ^  =  Ì!Z((^--*j--a,--w;;^-.^0)a(^''*'^   ) 

e  con  questi  elementi  ;  dobbiamo    formare  il    secondo    membro    della    formola    (1 }). 
Dobbiamo  cioè  formare  la  dedotta  covariante  del  secondo  membro  rispetto  ad  x  ,  so- 
stituirla  nel  secondo  membro  di  (13)  e  indi  fare  le  opportune  riduzioni. 
Ora  si  ha  da  (14)  : 

1=5!  !((',>  ■">**}  ^.i/.i  "*»/>?-«*  »»-•-Jtttìfef*1'  '  *'  J    ) 
+|i«...  ...,<.:  -i/ i,-.i **£(?;:  :::;  t,),; 
I  possiamo  scrivere 
dx(  Vr.  »  •  •  •  ,  Yt_,  '„       V  U  r„dy,  \y,,  ...,  yT_,  /„ 
=£(;)      -*    ,)  -fs„i(;)  (*.)  ('■••-*-)  •) 

vertenza  che  questo  secondo  termine  deve  porsi  zero  per  q  —  1. 

11  simbolo  operativo  5f  e  la  divisione  per  q  possono  sopprimersi  dovendo  sotto- 
porre queste  espressioni  a  dei  sommatoria  pei  quali  ognuno  degli  indici  g  deve  avere 
ciascuno  di  tutti  i  valori  da  1  ad  n. 

Possiamo  perciò  scrivere: 

=£?      -*■«•••" <-•«»<(;::  :::;t,j,,(Û, 

^(;)„(rO„er:::::;t,)„ 


— SÌA»!»  '•'iWM.ift,., 


•)  VèA  la  mia  Nota:  ìrttroduiione  alta  teoria  delle  forme  differiniiali  dì   ordine    qualunque    [Rend. 
Acc  del  Lincei,  ».  V,  tomo  XIÎ  (1903),  i°  seni.,  pp.  325-352]  (p.  329). 
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se  *  =  yT, 

in  ogni  altro  caso, 


=  o         in  ogni  altro  caso, 

onde  riducendo  e  facendo  degli  opportuni  mutamenti  di  indici  si  vede  che  tutta  la  terza 
della  precedente  formoli  si  distrugge  con  una  parte  eguale  contenuta  nella  prima 
riga,  di  cui  resta  solo  l'ultima  parte  del  sommatorio  rispetto  a  y,  cioè  quella  per 
q  =  T  —  i.  Questa  è  poi  quella  che  risulterebbe  dalla  seconda  riga  per  q  =  t,  onde 
infine,  sostituendo  in  (13),  resta  esattamente  il  secondo  membro  della  (u). 

La  forinola  di  trasformazione  (ir)  viene  a  dire  che  il  simbolo  con  k  -$-  i  gruppi 
di  indici  si  trasforma  come  il  prodotto  di  k  -^-  I  X  ognuna  portante  per  indici  quelli  di 
un  solo  gruppo,  ciol  si  trasforma  come  una  X  coi  medesimi  k  -j-  i  gruPP*- 

In  altri  termini,  ricordando  quanto  abbiamo  detto  di  sopra,  possiamo  dire  : 
Le  i%  2%  . . .  dedotte  covarianti  degli  elementi  di  un  sistema  covariante  a  k  gruppi 
di  indici^  formano  a  loro  volta  un  sistema  covariante  a  k  -J-  i  gruppi  di  indici. 

Questa  è  la  ragione  per  la  quale  abbiamo  creduto  di  introdurre  la  denominazione 
di  dedotta  covariante, 

S  4- 
Una  classe  di  covarianti  della  forma  fondamentale. 

Se  costruiamo  la  forma  differenziale  di  grado  k  -\-  i  del  tipo  della  (i),  ma  avente 
per  coefficienti  le  dedotte  covarianti  dei  coefficienti  della  (i)  stessa,  per  le  proprietà  di- 
mostrate tate  espressione  sarà  un  covariante  della  (i);  abbiamo  così  l'estensione  dei  co- 
varianti indicati  con  X[itfi  nella  Nota  :  Una  classe  di  covarianti,  etc.  [Rend.  Ace, 
dei  Lincei,  s.  V,  tomo  XII  (1903),  i°  sem,,  pp.  599-408],  Indicheremo  una  tal  forma 
covariante  con 
(15)  &*** '*->, 

essendo  st ,  s2,  .  ..  numeri  che  non  possono  superare  certi  limiti  dipendenti  dagli 
rtr  rj5  ...  relativi  alla  forma  fondamentale  (1). 

Quali  sono  questi  limiti?  Hssi  sono  imposti  da  ciò  che  i  coefficienti  di  (ij),  che 
sono  dei  simboli  come  (j),  devono  potersi  costruire  mediante  le  sole  X  della  forma 
fondamentale,  senza  l'inclusione  di  altre  nuove,  cioè  che  le  X  a  k  gruppi  mediante  cui 
si  abbiano  a  costruire  i  simboli  (j),  non  abbiano  più  di  r,  indici  nel  primo  gruppo, 
di  rt  nel  secondo,  ...  di  rk  nei  Icmo, 

Ora  per  potere  costruire  un  simbolo  (5),  occorrono  X  le  quali  abbiano  al  più 
m  -f-  q  indici  nel  primo  gruppo,  .  .  .  p  -\-  q  nell'ultimo  ;  onde  sì  hanno  subito  le  disu- 
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lALI    E    DE 


MARIANI 


re. 


^lianze 

poiché  per  la  costruzione  di  (15)  occorrono    sìmboli  (5)  nei    quali  m  è  al  massimo 
.  .  .  p  è  al  massimo  eguale  a  skì  q  è  al  massimo  S^tì  cosi   abbiamo  per 
i  numeri  \  le  disuguagliante 

0")  *,  +  *u*  £fn  •  •  *t  h ■+  **+i  ^  ri • 

Se  in  particolare  supponiamo  in  (ij)  j^|  =  o,  possiamo  ritenere  come  casi  limiti 
delle  (15X  fe  forme  differenziali  di  grado  k  (non  più  k  -\-  1)  costruite  cogli  stessi  coef- 
ficienti della  (1)  stessa;  quelle  cioè  che  noi,  con  denominazione  gü  altra  volta  adope- 
rala Iota  ora  citata)  possiamo  chiamare  i  covarianti  evidenti  della  (1),  fra  cui 
è  compresa  la  (1)  stessa. 

ora  possiamo  stabilire  una  elegante  forinola  per  il  difTerenziale  di  una  (15). 

Si  ha  semplicemente  : 


ciùi  accrescere  dì  un'unità  ciascuno  degli  s  separata  m  t  n  k  volta  per  volta,  e  sommare 
le  X  cosi  ottenute. 

La  dimostrazione  di  questi  forinola  non  differisce    sostanzialmente  da  quella  della 
aola  per  k  =  1  che  noi  abbiamo  gii  fatta  nella  succitata  Nota,  e   quindi   per   bre- 
la  ometteremo. 

s  5. 

Matrici  formate  cogli  elementi  di  un  sistema  covariante. 


Passiamo  ora  alla  dimostrazione  di  una  notevole  proprietà  delle  matrici  tornine 
cogli  dementi  di  un  sistema  covariante  nel  senso  definito  sul  principio.  Avremo  un 
teorema  che  comprende  come  particolari  tutti  quelli  della  stessa  natura  da  noi  dimo- 
strali in  altre  occasioni. 

Supponiamo  che  il  sistema  comprenda  m  gruppi  di  indici,  che  scinderemo  in  due 
la  prima  formata  di  k  gruppi  e  la  seconda  di  m  —  h  Formiamo  la  matrice  co- 
con utti  gU  elementi,  col  dare  a  ciascun  gruppo  di  indici  tutto  lo  sviluppo  di 
e  suscettibile,  dal  minimo  al  massimo,  e  a  ciascun  indice  tutti  i  valori  da  1  ad  rc, 
e  ponendo  sempre  in  una  stessa  linea  orizzontale  tutti  gli  elementi  aventi  rispettiva- 
mente eguali  i  k  gruppi  scelti,  e  in  una  stessa  colonna  gli  elementi  aventi  eguali  i  ri- 
fornenti m  —  k  gruppi.  Di  tali  matrici  se  ne  possono  costruire  tante  facendo  variare 
*♦  e  per  uno  stesso  k  considerando  una  piuttosto  che  un'altra  delle  separazioni  degli 
m  gruppi. 

La  proprietà  importante  di  tali  matrici  e  questa  : 

Le  1  di  queste  matrici  sono  invarianti  per  ogni  trasformazione  di  variabili. 

Per  la  dimostrazione  del  teorema,   supponiamo    prima    che    si    tratti    di    due    soli 


■ 


ERNESTO    PASCAL. 


gruppi  di  indici,  e  formiamo  perciò  la  matrice  : 


M 


Yk;n  Yh.tì  Yhil2         ,  .  .  y^tii        .  . 


(7;  =!,...«) 
(fr,,*,»  i,„.») 


e  teniamo  presenti  le  formule  (2)  che  esprimono  le  Y  per  le  X. 
Essendo 

* *-ii* -G""" /'')(/) 

Yh> *** = £  £* wUo .".','  £)(*,!  0+i£* ***(£!  •••  !  'òi'Cv' 

se  moltiplichiamo  le  prime  n  colonne  di  (19)  rispettivamente  per  \ ,  ,  ♦  .  ,  \  tali  che  sia 

(equazioni  risolubili  rispetto  alle  a  perchè  il  loro  determinante  è  il  determinante  fun- 
zionale, diverso  da  zero»  delle  x  rispetto  alle  y)  e  sottragg  Inani  o  la  somma  di  questi 
prodotti  dagli  elementi  della  colonna  contenente  gli  elementi  l7^,.,.,/,,^,  tale  colonna  si 
riduce  semplicemente  coi  termini  contenenti  per  fattori 


\CUm 


che  è  formato  di  derivate  prime  delle  x  rispetto    alle  y,  cioè  è  propriamente  (secondo 
le  nostre  solite  convenzioni) 


J_  ià*h  dxh    1    dx/_,  dxh\ 
2   \djifdjia  ^  dyi,  dyij' 


Similmente,  tenendo  presente  la  formola  che  d:\  il  valore  di  F*,,...,^,,/,,*,,  se  dalla 
colonna  che  contiene  questi  clementi  sottragghianìo  le  prime  n  moltiplicate  rispettiva- 
mente per  [tfl  . . «  ,  |xb,  e  le  seguenti  moltiplicate  rispettivamente  per  X4|,  >I5,  ...  deter- 
minate dalle  equazioni  lineari 


(21) 


[(anche  risolubili  per  le  stesse  ragioni,  osservando  che  il  determinante  delle  I  '*  '  **\ 
è  una  potenza  del  determinante  funzionale  delle  x  rispetto  alle  y  *)]  anche  la  suddena 


^=\;,;> 


*}  Un  tal  determinante  non  è  che  un  determinante  cosidetto  di  Scholtz-Hünyady  ;  vedi  il  §26 
del  mio  trattato  sui  Determinanti  (Milano  1897»  Leipzig  1900}  e  una  mia  recente  Memoria  m  questi 
medesimi  Rendiconti  (t.  XXII), 
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colonna  si  riduce  con  elementi  contenenti  per  fattori 

cioè  prodotti  di  derivate  prime  solamente  (delle  x  rispetto  alle  y).  Così  si  continui  per 
tutte  le  colonne  seguenti. 

Facciamo  ora  le  stesse  operazioni  fra  le  linee,  e  cioè  la  linea  che  avea  gli  elementi 

Yh  h  mì  j       riduciamola  ad  una  i  cui  elementi     che  sono  già  venuti  ad  avere  per  fattori 
i  prodotti  di  derivate  prime:  l  \    )    ,  r,1'  \2\    ,  \\x '  \2'  [A    ,  ...     riescano   ad   a- 

vere  per  fattori  solamente  :  I  ,  *  '    *  i    ,  e  cosi  di  seguito. 

In  tal  modo  la  matrice  (19)  resta  trasformata   in  una  i  cui  elementi   sono  tutti 
del  tipo: 

(")  I*. w. »(*' "'■'*")  (/"'*" ;/')  » 

ij  \°i)    "  '   J    "?.' xy  Vi)    *  •  •  >    '/>  /  xy 

che,  con  opportuni  mutamenti  di  indici,  possono  sempre  scriversi  sotto  la  forma  *): 

(     \  S'y  àx±         ^jidxy,  ^_fh 

™  ir      l W»->hdyhi  '"  dy±dy§l   '"  dylp- 

Ora  la  matrice  degli  elementi  (23)  è  il  prodotto  di  una  matrice  come  la  (19)  dove 
le  Y  sieno  sostituite  dalle  X,  cioè  di  : 

|j  Ai;i  .   .   .  A,-.„  A,jn  .   .    .  Aj.ixi  •   . 

^i,»,;!         •    •    •    ^»|t2;*  •»•a»1  f        *    '    *    ^*i*a»111        *    * 

A^ijijji    .    .    .    X.iV'j;»      ^»WY»"    •    •    •    ^»i*a»j;,,x    •    • 


04) 


(t  =1,2,...») 
(*,  ,   Ì2  =   I,    2,    .  .  .   ft) 

(»1  »  *2 ,  *,  =  1,  2,  . . .  n) 


due  volte  di  seguito  per  la  matrice: 
dxt  dxu 

dyt  dyt 


fe) 


ay.'    "    dJn 


dxìdxl     dxtdx2  dxndxn 


dxldxl     dxtdx2  dxBôxn 

dyndjn'      dindin'      "     '     "        dj.dj. 


•)  Si  ricordi  che  I,"  '"'    **   j      dovendo  intendersi  simmetrico  negli  indici,  non  è  esattamente 
òx  ÓXi 

^— -i  . . .  r-— - ,  ma  la  (jjl  ly"  parte  della  somma  dei  prodotti  ottenuti   da    questo   permutando    le  Ir  in 
àyhi         òyhp 

tutti  i  modi  possibili  fra  loro. 

Kmd.  Ciré,  Mfm.  Palermo,  t.  XXIII  (1907).  —  Stampato  il  $  dicembre  1906. 


ed  eseguendo  il  primo  prodotto  combinando  le  linee  orizzontali  di  (24)  con  quelle 
di  (25)  e  indi  il  secondo  combinando  le  colonne  del  prodotto  già  ottenuto  [in  cui  si 
intenda  che  si  siano  disposti  in  linea  orizsontale  i  risultati  ottenuti  da  una  medesima 
linea  orizzontale  di  (24)]  con  le  linee  di  (25).  La  formazione  della  matrice  (25)  è  fa- 
cile ad  intendersi;  sia  D  la  matrice  funzionale  delle  x  rispetto  alle  v;  D{iì  la  matrice 
di  ordine  ti1  i  cui  elementi  sono  i  prodotti  a  due  a  due  degli  elementi  di  D  (ponendo 
sempre  in  una  stessa  linea  i  prodotti  di  elementi  delle  stesse  due  linee  di  D);  DIf  la 
matrice  (di  ordine  «*)  i  cui  elementi  sono  i  prodotti  a  tre  a  tre  in  analogo  modo  de- 
gli elementi  di  D,  e  cosi  di  seguito;  la  matrice  (25)  è  allora 


(26) 


D      Q        o 

o     Dì]    o 
o       o     P* 


I  determinanti  delle  matrici  D1]  f  D{ì) ,  .  . .  sono  tutte  potenze  del  determinante  D, 
e  ciò  per  un  noto  teorema  detto  di  Kronecker  *). 

Da  quanto  si  è  detto  risulta  che  un  minore  qualunque  di  ordine  v  della  matrice 
(19)  si  comporrà  come  somma  di  prodotti  di  minori  dello  stesso  ordine  della  matrice 
(24)  per  minori  dello  stesso  ordine  di  (25);  e  poiché  col  procedimento  inverso,  cioè 
partendo  dalla  (24)  e  giungendo  in  modo  simile  alla  (19),  si  deduce  che  viceversa  an- 
che ogni  minore  di  ordine  h  dì  (24)  si  esprime  come  funzione  lineare  omogenea  di 
minori  dello  stesso  ordine  di  (19),  si  ricava  infine  che  le  due  matrici  (19)  e  (24)  non 
possono  che  avere  la  medesima  caratteristica. 

Con  ciò  il  nostro  teorema  è  dimostrato  per  il  caso  di  X  a  due  soli  gruppi  di  in- 
dici. Ma  è  facile  vedere  che  un'analoga  dimostrazione  potrebbe  farsi  se  si  trattasse  di 
più  gruppi.  Se  per  es.  si  tratti  di  3  gruppi,  e  le  colonne  della  matrice  si  compongano 
l.iando  variare  gli  indici  del  secondo  e  terzo  gruppo,  per  modo  che  una  linea  qualun- 
que della  matrice  sia  : 

in  luogo  delle  equazioni  (20)  o  delle  prime  delle  (21)  bisognerà  considerare  le 

<->      *(a(0>H,:\...u;:Y..),. 


e  indi  sottrarre  dalla  colonna  degli  elementi    }'V 


1MÌ1     ^e  PTìmG  w>  colonne  molti- 


plicate rispettivamente  per  le  X  cosi  detcrminate  [le  equazioni  (28)  sono  risolubili  per 
ragioni  analoghe  a  quelle  di  sopra;  il  determinante  dei  coefficienti  è  un  determinante 
di  Kronecker  di  quelli  ora  citati]. 

Si  vede  che  il  teorema  può  così  intendersi  definitivamente  dimostrato. 


*)  Vedi  il  J  27  del  mio  citato  trattato  siri  Determinanti, 


Di   UNA   GENERALIZZAZIONE    DELLE   FORME   DIFFERENZIALI   E   DEI   SISTEMI   COVARIANTI,   ETC 


Come  conseguenza  di  esso  abbiamo  che  anche  U  matrici  formate,  nel  solito  modo. 
Ile  dedotti  covarianti  di  un  sistema  covariante  datof  hanno  caratteristiche  invarianti, 

In  particolare  si  ha  una  proprietà  delle  dedotte  covarianti  a  due  gruppi  di  indici, 
cioè  delle  formazioni  da  noi  nei  lavori  precedenti  denominate  simboli  secoli  dar  ii. 

Se  i  gruppi  di  indici  sono  /e,  ma  ognuno  non  può  contenere  che  un  solo  indice, 
si  ha  una  proprietà  delle  matrici  formate  cogli  elementi  di  un  sistema  covariante  ma 
nel  senso  del  Calcolo  differenziale  assoluto,  perchè  infatti  in  tal  caso  i  sistemi  covarianti 
nel  nostro  senso  più  esteso,  diventano  quelli  del  Calcolo  assoluto  *). 


§6. 
Costruzione  dell'invariante  simultaneo  A. 

Prima  di  terminare  non  vogliamo  tralasciare  di  far  osservare  l'estensione  della  co- 
struzione dell'invariante  A  che  ha  avuto  un  ufficio  così  importante  nelle  altre  nostre 
precedenti  ricerche  sulle  forme  lineari  nei  differenziali  I, 

Invece  di  considerare  una  espressione  lineare  nelle  derivate  parziali  di  una  funzione, 
consideriamo  una  espressione  multilineare  nelle  derivate  parziali  di  varie  funzioni  di- 
verse, cioè  del  tipo  : 

V»  -  L'-  ßify    "    dxit  ...dxim     •••     dx,,  ...  dx,t  ' 

Può  dimostrarsi  che  la  espressione: 

(5°)  A  =  X    ■  •  ■    Z    Z   Xiir^ml^hf-^p^^m^d >ìp 

e  un  invariante  simultaneo  di  X  '°  e  Hlfj, ^JJk,  ammesso  che  te  s  Steno  sempre  non  mag- 
giori delle  corrispondenti  r. 

La  dimostrazione  di  questa  proprietà  importante  è  del  resto  perfettamente  simile 
a  quella  che  abbiamo  fatta  in  altra  occasione  per  k  —  i,  e  quindi  potremo  dispensarci 
dal  riportarla. 

Ma  si  può  dare  una  dimostrazione  che  fa  dipendere  questa  proprietà  da  quella  già 
dimostrata  per  il  caso  di  k  =  i. 

Colla  trasformazione  di  variabili  la  E  diventi  coi  coefficienti  ttl  ,  .  .  i  quali 
si  esprimeranno  mediante  i  ;  con  forinole  che  mostrano  subito  che  le  £  a  k  gruppi  di 
indici  si  trasformano  come  i  prodotti  delle  \  a  un  solo  gruppo  di  indici. 

Infatti  sostituendo  in  (29)  per  te  derivate  rispetto  alle  x  di  ftJ  /aJ  , . .  i  loro  va- 
lori espressi  per  le  derivate  rispetto  alle  y9  la  detta  proprietà  resta  immediatamente  di- 
nm&Stft. 


edi  una  mia  recente  Nota:    Sulk  matrici  formate  cogli  elementi  di  un  sistema  covarianti 
tomo  XLV  (190506),  parte  II,  pp.  1117-1120]. 


SUR  LA  GÉNÉRALISATION  D'UNE  FORMULE  DE  DIRICHLET. 

Par  M.   Niels   Nielsen   (Copenhague). 


Adun*ni»  dell'i t  novembre  1906. 


D  est  bien  connu  que  Dirïchlet  *)  a  trouvé,  en  suivant  d'abord  une  méthode  heuri- 
|ue,  des  expressions  intégrales  très  intéressantes  pour  les  fonctions  sphériques  de 
Lecexdue  et  qu'il  a  vérifié  ensuite  d'une  façon  rigoureuse  îes  formules  en  question. 

Or,  il  est  très  facile  de  généraliser  beaucoup  les  formules  susdites  et  cela  en  rendant 
rigoureuse  la  méthode  heuristique  de  Dirïchlet. 

A  cet  effet,  prenons  pour  point  de  départ  ce  développement  très  connu 


co       (*— *«* + *jr  =  Jv-^w    h  <  1*  ±  ^  -  *!> 

où  les  P  désignent  les  fonctions  ukrasphériques  de  première  espèce,  savoir 

(2)  p.- M  _  J_. y  (-QT(v  +  »-5) 

r  w     r(v)  ,4       5!(»-2j)l        K    ;     ' 

de  sons  que  nous  aurons  pour  v  =  ~ 

ks  P*  désignant  les  fonctions  sphériques  de  Legendre* 
Posons  maintenant  dans  (i) 

(4)  X  =  COS  0,  O  ^  e  ^  7Ç, 

3  en  résulte 

0)  (i  —  2*cos6  +  aa)-¥  =  ^«•./»''"(cosfy        |*|  <  1. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  est  possible  de  déterminer  le  paramètre  v  de  sorte  qu'il  est 
permis  d'admettre  dans  ($) 

«  =  e% 

f  désignant  un  angle  réel  quelconque. 

A  cet  effet,  nous  avons  tout  d'abord  à  trouver  une  valeur  majorante  de  ^"(cos  8)|, 


ajournai  de  Crelle,  t.  XVII  (1837),  p.  41;    Werke,    t.  I,  p.  291»    Heine,    Handbuch  âtr  Kugel 
t  1  (1*78),  P*  44- 


valable  pour  des  valeurs  extrêmement  grandes  de  l'indice  n,  ce  qui  sera  évidemment 
très  difficile  en  appliquant  la  définition  (2).  Or,  dans  mon  Mi-moire:  Recherches  sur  fei 
fonctions  sphériques  *)  j'ai  développé  une  formule  générale  qui  donnera  particulièrement 
cette  autre 


(6)  F"(*)  =    \7v(yy   •  F(-  n,  v,  1  -  v  -  „,  ? ->), 

où  F  désigne  la  fonction  hypergéoniétrique  ordinaire,  tandis  qu'il  faut  admettre 

l  =  x±  V^^l  ; 

le  cas  particulier  de  la  formule  (6)  qui  correspond  à  v  =  ~  est  très  connu  **). 
Posons  maintenant  dans  (6)  x  =  cos  9,  il  en  résulte 

(7)  F-(cosö)  =  r(v+ry9.F(-W)  v,  1  _  v  -  „,  r«>ï 

supposons   ensuite  v  réel  et ^>v>  —  1,  il  est  évident  que  tous  les  termes  delà 

série  hypergéométrique 

F(—  «,  v,  1  —  v  —  »,  1) 

sont  négatifs  à  l'exception  du  premier  et  du  dernier  qui  ont  la  valeur  4"  r  tous  '^ 
deux. 

Cela  posé,  la  formule  de  Gauss  donnera 

Vf  \     r(i  —  v  — »)r(i  —  2v) 

v  p    J     r(i  —  v)r(i  —  2v  —  «)' 

où,  ce  qui  est  évidemment  la  même  chose, 

ro\  12  f  x         r(n  +  2  v)  r  (i  —  2  v) 

(8)  F(-  »,  v,  1  -  v  -  K,  1)  =    ^(7_^r(\  +  f0^2cosv^ 

ce  qui  montrera  clairement  que  la  somme  de  notre  série  hypergéométrique  est  un 
nombre  négatif.  Désignons  ensuite  par  — an  la  somme  des  termes  négatifs  de  la  série 
qui  figure  au  premier  membre  de  (8)  et  par  —  bn  le  nombre  négatif  qui  figure  au 
second  membre  de  (8),  il  en  résulte 

2   -   *.  =    -    Kl  an  +  2   =  h  +   45 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  hypergéométrique 
F( —  «j  v,  1  —  v  —  ny  1)  est  certainement  égale  à  bn  -j-  4,  d'où,  à  fortiori, 

(9)  |F(-»,  v,  i-v-«,  «"•*)(<:*„ +  4. 

Appliquons  maintenant  des  propriétés  très  connues  de  la  fonction  gamma  ***);  nous 
verrons  que  le  nombre  bn  est  toujours  fini  et  a  la  limite  zéro  pour  n  infiniment  grand, 
ce  qui  donnera,  en  combinant  les  deux  formule  (7)  et  (9),  cene  autre  inégalité 

•)  Mémoires  de  l'Académie  Royale  de  Danemark,  7e  série,  t  II  (1906),  p.  264. 

*•)  Hmn,  Handbuch,  t.  Ì  (1878),  p.  18. 

**•)  Voir  par  »  Handbuch  der  Tbeorit  der  Gammafunktion  [Leipzig,  Teiabner,  1906}»  p.  91. 


SUR  LA  GÉNéRÀUSATtON   d'uHE  FORMîaK   DI   DIR1CHLET- 


où  A  désigne  une  quantité  positive  finie;  ce  qui  donnera  immédiatement  une  inégalité 

de  cette  forme 

(10)  |p-..(cos0)|<-^,         _J->v>-I, 

Jî  désignant  une  quantité  positive  finie. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  la  série  de  puissances  qui  figure  au  second  membre 
de  (5  j  est  absolument  convergente  dans  tous  les  points  de  la  circonférence  de  son  cer- 
cle de  convergence,  ce  qui  donnera,  en  vertu  du  théorème  d'AßEL, 

(1  J)      (1-2  cos  fc  &  -f  é*y>  s  T  e"'.  Pv-m  (cos  6),         —  —  >  v  >  —  1 . 
Posons  ensuite 

(12)  (1  -  »*«<*«  +  **r  =  *.(?)  +  »%(t> 

^»(?)  ^  AC?)  étant  des  quantités  réelles.  Nous  aurons,  en  vertu  de  (11), 


(»3) 


7,(9)  _  X  Pv"(cos  0).  sin  w  f. 

■Si 

Or,  nous  aurons  évidemment 


1  —  2  cos  6.  fi  4-  fi*  =  2  (cos  9  —  cos  0)  «'*, 
ce  qui  donnera,  en  vertu  de  (12),  (13),  pour  0  >  <p: 

cosv  ©  r  s_n*<p 


2*  (cos  9  —  cosÖ)v    ' 

sinv(ç  —  7f) 

T^cosG  —  cos^)7"  ' 


tandis  qu'il  faut  admettre  pour  0  <[  f  £  %  : 

*Vé/  2V(cOS&  —  COS?)V     '  vVîV 

nous  aurons,  en  effet, 

de  sorte  qu'il  faut  admettre  dans  ce  cas 

(-  i)v  =  r**. 
Cela  posé,  multiplions  par  cos  n  ^,  respectivement  par  sin  n  ç,  les  deux  membres  des 
formules  (13),  puis  intégrons  par  rapport  à  (p  de  ^  =  o   à   <p  =__.  <sr;   il  en  résulte  ces 
deux  formules  intégrales: 


(»4) 


-  .  _-    (cos  j  _      ^  ?  (cos  ?  _  cos  ^v  -f-  ^  -    2»(COs.-cos?)v       ' 

—   P"'"/*      ôi /*9  sinv<psin«<p<i'p  /""sinv^  —  7t) sin  « ç _! ç 

— .     •  (cos   J  -     -  j   j  _____y  _  ^  ___________  f 


faut  admettre  »  ^  i  ;  pour  n  =  o,  la  seconde  de  nos   deux  formules  deviendra 
illusoire,  tandis  que  la  première  doit  être  remplacée  par  cette  autre: 
.    .  s  /**         cosvçdip  /**    cosv((f — „)<_<p 

T    =  Je      2V(C0SÇ  — COSOy     +  J-      ^(COSÖ  —  COSçT"  " 


Quant  aux  deux  formules  (14X  elles  ne  sont  démontrées  à  l'instant  que  si 
—  y  ^>  v  > —  1.  Remarquons  maintenant  que  les  deux  membres  des  formules  en 
question  représentent  des  fonctions  analytiques  par  rapport  à  v,  pourvu  que  la  partie 
réelle  de  v  soit  plus  petite  que  l'unité;  nous  aurons  la  proposition  suivante: 

Les  formules  intégrales  (14)  sont  appliquants  toutes  les  deux,  pourvu  que  la  partie 
retile  de  v  soit  plus  petite  que  Vunilc. 

Mettons  particulièrement  dans  (14)  v~^;  nous  aurons  les  formules  de  Dirichlet: 


0«) 


-  f  cos  !  9  cos  nydy  /** sin  —  o cos nvd® 

—  .p(cose)=      /    ■ ,  / T       Y   f  +  /        ;  =, 

2  J  o  y  2  (cos  f  —  cos  0)       Ja   V  2  (cos  H  —  cos  9) 

*..p-(«otff>  =  -   fà'Tl'bniii  r  cos-^sin« 

2  J»   Vi  (COS  <^  —  COS  6)         */ft    ^2  (cos  Ö  — c 


(•7) 


cosç) 

Ajoutons,  puis  soustrayons  les  deux  formules  (14);  nous  aurons  respectivement: 

\  v        '      J0  2  (cos  9  —  cos  6)v    '    J6        2*(cos^  —  cos?) 


Jf*  cos(y  —  n)<?do  f" 


COS  (v  <f  —  V  -  —  «  ç)  <i  rp 


(l8) 


.P"(cos* 


2v(cos0  —  coso)v 

menons  ensuite  dans  ces  deux  formules  v  =  7,  puis  dans  la  dernière   n  -j-  1   au   lieu 
de  n  ;  nous  aurons  en  ajoutant,  puis  en  soustrayant  les  deux  formules  ainsi  obtenues  : 

1  cos («  +  f )  fdf  Ç*  sin  ( n  -f  |)ç d<p 

'0  f '2  (cos  ç  —  cos  0)       *A  ^2  (cos  0  —  cos  <p)  ' 

c'est- i-dire  les  formules  que  Mehler  *)  a  trouvées  sans  connaître  évidemment  les  deux 
formules  de  Dirichlet. 

Appliquons  ensuite  la  formule 

— s  =  1  +  £  *"(cos  »ç  +  i sin  11  ç), 

où  il  faut  admettre  |a|  <[  1  ;  nous  aurons  sans  peine 


^a*sin«ç 
ESI 


I  —  2  a  cos  <p  -|-  a2 
a  sin  9 


I  —  2  %  cos  9  -j-  a1  ' 
ce  qui  donnera,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (14), 

(1— 2*œsU+oL*yv 
09)  J      1— «■ 


_I— a*      "  /*  cosv^dç  ,      /""  cosv(<p— îr)rfç  1 

~~lr2v      lJ„  (côfity— cosÖ)v(i~—  2ÔicôsÔ+*0      •/»  (côsO— cosy)v(i—  2*cos/J+a:)J 
Cela  posé,  diflférentions  par  rapport  à  v  les  deux  membres  de  (19),  puis  mettons 


*)  Mathematische  Amuleti,  t.  V  (1872),  p.   141.  Heine,  Handbuch,  L  I,  p*  44. 
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»  =  of  nous  aurons 

(20)  log(i  —  2 xcosb  +  O  =  i—°^  .  f*^%ï 
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Appliquons  ensuite  la  formule  *) 


log  Jcos  f  —  cos  ft| 


aacosÖ  +  * 


[fl¥f^(cosÔ)]v_0  =  ^-.cosfnO),         «\i; 
bous  aurons  de  même,  en  vertu  Je  (14), 
(20r)  — .  cos  (n  Ö)  =    /    cos  (»  <p).  log  cos  <p  —  cos  6  (  d  <p, 

que  (20)  donnera  la  formule  correspondante 
)  o  sa    /    log  jcos  ç  —  cosojd?. 

Or,  ces  deux  formules  trouvées,  nous  aurons  ce  développement  en  série  de  Fourier  : 

I11                     a.        ^  cos (mÖ) cos (w  9) 
—  log|cos?  —  cos9|  =  Y ±-J- — ^^, 

2  m  « 

kbie  pour  des  valeurs  finies  quelconques,  mais  différentes,  de  9  et  fr.  Posons  particu- 
lièrement ^  =  o,  9  =  *,  les  deux  formules  ainsi  obtenues  de  (22)  sont  très  connues. 
Considérons  ensuite  Li  serie  de  puissances 

F(x)  =  atx  «f-  ö^a-1  -f*  a,  a1  +  -  -  •  , 
supposons  convergentes  ces  trois  séries 


0 


dx, 


*(?)  =  Va.cosntp,         /(?)  =  Y  a.  sin  «ft 

W    -    I  SI 

ce  qui  donnera 

n*)  =  *<t)  +  "(?); 

nous  aurons,  en  vertu  de  (20') 

(lì)  h !"  —   j   I(f)dy  =  —  ,  j   R (<p) log |cos f  —  cos6|^9. 

Enfin,  considérons  cette  autre  série,  supposée  convergente  : 

/      \  cr  x         ^     O.C0S(X©) 

nous  aurons  de  même: 

(25)  x.S(x  -f-  1,  0)  =   /   5(x,  -p),log|cos9  —  cos8|d<p. 

Supposons  particulièrement  ai  —  i,  l'analogie  entre  la  série  correspondante  et  la 
fonction  C(x)  de  RttMANN  saute  aux  yeux;  supposons  encore  x  ^  w,  «  étant  un  po- 
sitif" entier,  la  somme  de  la  série  5(2»,  9)  est  un  polynôme  entier  de  ç  du  degré  2«. 


Copenhague,  le  28  octobre  1906 


Niels  Nielsen. 


•)  Recherches  sur  Us  fonctions  spbèriques  (1906),  p.  276. 

Or*.  Mmitm,  PtUtmo,  t,   XXIII  (»907)»  —  Suropttu  l*n  dicembre   1906, 


Introduzione* 

Sia  T  un  campo,  e  il  suo  contorno;  siano  x,  y  coordinate  cartesiane  ortogonali. 
I  cosidetti  problemi  al  contorno  sono  i  problemi,  in  cui  si  cerca  di  determinare  in  V 
una  funzione  m,  che  nei  punti  interni  soddisfa  a  una  certa  equazione  differenziale 
A  (it)  =  o,  e  che,  insieme  eventualmente  a  qualche  sua  derivata  normale,  si  comporti 
in  modo  prefissato  sul  contorno  f. 

Chiameremo  poi  problema  di  Riemann  il  problema,  così  importante  per  la  teoria 
delle  funzioni  algebriche,  di  costruire  su  una  data  superficie  Riemanniana  r  dì  genere  £ 

una  funzione  armonica  u  (che  soddisfi  cioè  alla   A2«  ~  .    5  -\-  tt-t  =  o  j,    regolare 

in  ogni  punto,  che  subisce  l'aumento  di  una  costante  prefissata,  quando  si  attraversi 
in  F  una  delle  solite  p  retrosezioni  (Rückehrschnitt)  [Picard,  Traité  d'Analyse,  tomo  IJ 
(1893),  pag.  379].  Indicheremo  con  e  l'insieme  di  queste  p  retrosezioni.  Si  noti  però 
che  in  questo  problema,  la  u  non  è  certamente  determinata  in  modo  univoco  dalle  con- 
dizioni impostele. 

Infatti,  se  u  soddisfa  1  tali  condizioni,  la  ti  -f-  cost,  soddisfa  pure  alle  stesse  con- 
dizioni. Noi  dunque  potremo  aggiungere  qualche  altra  condizione  per  la  u  :  per  es.  che 
la  u  prende  un  certo  valore  prefissato  in  un  punto  assegnato  di  ]\  oppure  che  l'integrate 
di  u,  esteso  a  una  data  linea  tracciata  su  P,  sia  nullo.  Anche  questo  problema  si  può 
considerare  come  un  problema  al  contorno,  considerando  P  come  tagliato  lungo  C,  ossia 
considerando  e  come  contorno  di  P. 

Un'ampia  classe  di  problemi  al  contorno  si  riduce,  com'è  ben  noto,  al  problema 
(di  minimo)  di  trovare  tra  le  funzioni  «,  che  su  e  si  comportano  nel  modo  prefisso, 
quella  funzione,  che  fa  assumere  il  valore  minimo  possibile  d  a  un  integrale  I(u)  esteso 
a  P,  il  cui  integrando  è  una  funzione  razionale  intera  di  u  e  delle  sue  derivate,  i  cui 
coefficienti  dipendono  eventualmente  dalle  X,  v.  Cosi,  per  es.,  se  si  tratta  dell'equazione 

\zu  —  o,  si  ha  I(u)  =   J   j  A(  Udxdy,  dove  è  al   solito   lu  =  1^- \    -j*  |  ~  J  . 

Naturalmente  bi&  -mporre  che  esistano  delle  funzioni,  che  su  e  si  comportano  al 
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modo  voluto,  e  per  cui  l'integrale  /(«)  ha  un  valore  finito.  (Cfn  per  la  portata  di 
questa  condizione  il  §  8  e  quanto  si  dice  al  §  3). 

L'esistenza  di  un  tale  valore  minimo  à  parve  dapprima  così  evidente,  che  se  ne 
dedussero  senz'altro  t  teoremi  di  esistenza  per  i  problemi  al  contorno.  Ma  Weierstrass 
infirmò  un  tale  metodo,  osservando  che  l'aggregato  dei  valori  di  I(tì)  (corrispondente 
alle  funzioni  w,  che  su  e  si  comportano  nel  modo  prefisso)  poteva  benissimo  avere  un 
limite  inferiore,  e  non  un  minimo  :  e  che  appunto  si  trattava  di  dimostrare  l'esistenza 
di  questo  minimo. 

Cosi  per  es.  se  noi  cerchiamo  di  trovare  una  funzione  V  in  un'area  F,  la  quale 
sia  armonica  in  !\  e  assuma,  insieme  alle  sue  derivate  prime,  valori  prefissati  su  e,  noi 

dovremo  cercare  di  rendere  minimo  Pintegrale    /    /  à^tdxdy^  quando  le  funzioni   u 

soddisfano  su  e  alle  condizioni  prescritte. 

E  si  troverebbe  (come  risulta  del  resto  da  quanto  diremo  in  seguito)  che  questo 
integrale  ha  un  limite  inferiore  <i,  il  quale  è  indipendente  dai  valori  prescritti  per  le 
derivate  di  u  su  e,  che  esiste  bensì  una  funzione  t>,  che  assume  al  contorno  i  valori 
voluti,  per  la  quale  I(v)  =as  d,  ma  che  le  derivate  prime  di  questa  funzione,  in  gene- 
rale, non  soddisfano  alle  condizioni  loro  imposte  su  e.  Cosicché  effettivamente  à  è  un 
limite  inferiore  e  non  un  minimo. 

B  metodo  di  minimo  fu  ripreso  più  tardi  da  Weber,  Hilbert  e  Levi  in  altro 
modo.  Sia  /(w)  l'integrale  da  rendere  minimo,  E  supponiamo  (cfr.  §§  3,  8)  che  esistano 
delle  funzioni  w,  per  le  quali  /(«)  esista  e  sia  finito,  che  soddisfano  su  e  alle  condi- 
li n poste  dal  problema,  soddisfano  in  r  a  tutte  le  condizioni,  che  imporremo  loro 
più  avanti  (per  l'applicabilità  del  metodo  di  minimo),  e  che  soddisfano,  se  si  tratta  del 
problema  di  Riemann,  alla  ulteriore  condizione  (a  cui  abbiamo  già  accennato),  di  as~ 
sumere  un  valore  dato  in  un  ceno  punto  di  T,  o  di  essere  tali  che  il  loro  integrale 
esteso  a  una  certa  curva  tracciata  in  r  sia  nullo.  Sia  («)  l'insieme  di  queste  funzioni 
Sia  d  il  limite  inferiore  dei  valori  di  /(*/)  per  tali  valori  della  «.  Si  potranno  in 
(ti)  scegliere  infinite  funzioni  uì ,  u  ,  , . .  in  guisa  che  iim  J(ttw)  ;=  d. 

E  anzi  queste  successioni  si  potranno  generalmente  scegliere  in  infiniti  modi.  La 
successione  delle  un  si  dirà  una  successione  minimisante. 

Lo  scopo  di  questo  lavoro  è  lo  studio  più  generale  delle  successioni  minimizzanti; 
esso  mi  pare  interessante  anche  dal  punto  di  vista  del  calcolo  delle  variazioni, 

Vedremo  che  un  tale  studio  generale  porta  con  una  brevità  e  una  semplicità  in- 
sperate a  molti  e  svariati  teoremi  di  esistenza  (molti  dei  quali  affano  nuovi)  per  i  pro- 
Memi  al  contorno  relativi  ad  equazioni  e  a  sistemi  di  equazioni  alle  derivate  parziali. 

Per  riuscire  più  chiaro,  il  metodo  viene  esposto  in  casi  tipici  :  le  generalizzazioni 
sono  accennate  brevemente,  lasciando  al  lettore  il  completo  sviluppo. 

Questo  studio,  così  come  è  svolto  nei  primi  sette  paragrafi,  ha  U  vantaggio  di  reo- 
bene  evidenti  le  ragioni  intime  del  successo  del  metodo  di  minimo,  così  da  spie- 
il  perchè  del  successo  del  metodo  dell'HiLBERT  e  di  quello  del  Levi,  e  da  essere 
applicabile  ad  altri  svariati  problemi,  mentre  nello  stesso  tempo  è  di   una  grande  bre- 


- 


vita,  e  vale  per  amplissime  classi  di  problemi,  pure  lasciando  al  contorno  e  dell'area  E 
la  massima  generalità  possibile.  Un  tale  studio  ha  però  lo  svantaggio  di  risolvere  i  pro- 
blemi al  contorno,  soltanto  se  enunciati  sotto  una  forma  diversa  dall'ordinaria,  per 
quanto  ad  essa  equivalente,  A  un  tale  difetto  si  rimedia,  imponendo  qualche  condizione 
restrittiva  al  contorno  e,  e  studiando  qualche  successione  minimizzante  particolare:  a 
ciò  è  dedicato  il  §  8. 

Osserverò  che  in  generale  sarà  bene  che  gli  integrali,  di  cui  qui  si  parla,  sieno 
intesi  come  integrali  di  Lebesgue,  Ciò  si  potrebbe  evitare,  sostituendo  in  qualche  punto 
il  limite  di  un  integrale  di  Riemann  all'integrale  del  Lebesgue.  Ma  si  porterebbe  un'i- 
nutile complicazione. 

Quando  parleremo  della  misura  di  un  aggregato,  ci  riferiremo  al  significato  datone 
dal  Lebesgue. 

Un  altro  metodo,  che  riesce  per  studiare  certi  problemi  di  variazione,  è  quello  di 
considerarli  come  il  limite  di  certi  problemi  di  minimo,  relativi  a  superficie  poliedriche, 
Un  tale  metodo,  che  fu  gii  osato  dal  Lebesgue  per  il  problema  di  Plateau,  presenta 
però  gravi  difficoltà,  quando  se  ne  voglia  dedurre  per  es.  il  teorema  di  esistenza  rela- 
tivo al  problema  di  Dikichlet.  Ma  queste  difficoltà  sono  di  natura  elementare,  e  quindi 
non  sono  forse  insormontabili. 

Notiamo  ancora  che  in  qualche  punto  del  presente  lavoro  si  ricorre  a  qualche  ar- 
tificio; appunto  per  questo  io  ho  nei  §§  5,  6,  7  dato  tre  metodi  distinti,  che  sono  però 
in  qualche  punto  un  po'  indiretti,  e  ciascuno  dei  quali  è  suscettibile  di  svariate  gene- 
ralizzazioni. Sarebbe  un  grande  progresso  in  questo  ordine  di  studiì  il  poter  usare  una 
trattazione  diretta. 

§  1.  Cenni  storici  e  osservazioni  varie. 

.,—_~ .,..„-«. 

tomo  LXXI),  che  la  espose  però  sotto  forma  non  completamente  precisa.  Egli  temo 
nel  suo  lavoro  di  rendere  rigoroso  il  principio  di  minimo;  ma  purtroppo  il  suo  me- 
todo si  presta  a  numerose  obiezioni  :  esso  però  contiene  qualche  risultato  notevole,  che 
fu  ritrovato  più  tardi  da  Hilbert,  e  su  cui  ritorneremo. 

Prima  di  passare  ai  lavori  di  Hilbert  e  di  Levi,  voglio  fare  un'osservazione,  che 
mi  sembra  metta  sotto  la  sua  vera  luce  il  metodo  di  balayage  di  Poincaré,  per  l'equa- 
zione ^14  =  0,  e  ne  dimostri  «a  priori»  l'applicabilità  ad  altri  problemi  al  contorno. 
La  successione  di  funzioni,  che  si  costruisce  col  metodo  dì  Poincaré,  non  è  che  una 
particolare  successione  minimisante,  la  quale  si  dimostra  uniformemente  convergente  nel- 
l'intorno di  un  punto  qualunque  di  r  o  di  e.  Il  metodo  di  Poincaré  ha  il  vantaggio 
di  una  grande  brevità,  e  di  dare  un  metodo  effettivo  per  la  costruzione  di  una  succes- 
sione minimizzante,  ma  ha  lo  svantaggio  di  ammettere  risoluto  il  problema,  quando  V 
è  un  cerchio.  Per  dimostrare  quanto  abbiamo  asserito  si  osservi  che  il  metodo  di  Poin- 
caré si  può  esporre  nel  seguente  modo.  Sta  data  su  e  lina  catena  di  valori,  e  sia  ut 


una  funzione,  che  su  e  assume  i  valori  assegnati,  e  che  esiste  in  un  campo  Ft ,.  con- 
tenerne T  al  suo  interno.  È  noto  (Picard,  loc.  cit.,  tomo  II,  pag,  96)  che  si  può  sup- 
porre che  ut  possegga  adivate  ic,  2*  e  5e,  e  che  A,^  sia  positivo.  Il  metodo  di  PotN- 
nsistc  nel  trovare  una  successione  minimizzante  in  f,  ta  prima  funzione  della 
quale  sia  proprio  la  u  ( . 

Costruiamo  un'infiniti  numerabile  di  cerchi    *)  yl7  y2,  y},  ...  interni    a    r,    in 
guisa  che  ogni  putito  interno  a  F  sia  interno  a  uno  dei  cerchi  y*  Formiamo  una  sue- 


di 


cerchi  v  . 


,  che  contenga  ognuno    dei    cerchi   y   infinite   volte, 


e  tale  che  ogni  cerchio  y'  s*a  uguale  a  un  cerchio  y.  Possiamo  porre  per  es, 

Ï,  =Y*j  Y3— Ya>  Yj  — Ti?  Y^==Ya?  Y^===:Yj*  Y*™Yi?  Y7  =  Y3i  Y«  =  Yj»  Y?  =  Y*'  Yio  =  Yi>  •■•■ 

Se  noi  sappiamo  risolvere  il  problema  per  il  caso  del  cerchio,  sapremo  costruire 
una  successione  di  funzioni  uMÌ  u2j  ...  continue  (in  T)  tali  che  uH  =  uti_^  in  F  — y^_t, 
e  che  um  sia  armonico  in  vi-,»  Avremo  allora  I(nt t    )  _^  /(«„)- 

E  precisamente  il  risultato  di  Poincaré  si  può  enunciare  dicendo  che  lim/(ttH)  è 

proprio  il  limite  inferiore  dei  valori,  di  cui  I(tt)  è  suscettibile  per  le  funzioni  di  («). 
Oppure  si  può  esporre  il  metodo  di  Poincaré  nella  seguente  forma  piò  intuitiva. 


Costruiamo    una  successione   di   aree    T 


2' 


tutte    interne    a    Ps    tali    che 


lim  r.  ss  l\  e  per  ciascuna  delle  quali    si    sappia   risolvere  il   problema    di    Dirichlet 

(tati  arce  sarebbero  per  es.  le  aree  i\  =  js  -(-  ya  -\-  ■  *  •  -\-  ytt ,  in  cui  il  problema  di 
Dirichlet  si  sa  risolubile,  per  il  fatto  che  esso  si  sa  a  priori  risolubile  per  uno  dei 
cerchi  y,  e  quindi  anche,  in  virtù  del  metodo  alternato,  per  le  aree  Tj.  Allora  si  co- 
struisci una  successione  di  funzioni  continue  u^  u9^  .  ..  tale  che  uu—  ux  m  F»TM 
e  che  um  sia  armonico  in  P#-i ,  Una  tale  successione  è  una  successione  minimisante, 
che,  ricordiamolo,  si  dimostra  uniformemente  convergente  nell'intorno  di  un  punto  qua- 
lunque di  T  o  di  e,  e  che  chiameremo  quindi  una  successione  uniformemente  minimisante. 
Col  principio  di  minimo  il  problema  di  Riemakn  è  stato  trattato  da  Hilbert  **). 
Egli  sostituisce  allo  studio  di  una  successione  minimizzante  «i?  wa,  ...  lo  studio  della 

.ssione  vm  =   I     !    undxdy(n  =  1,  2,  .  .  .)  e  dimostra,  in    modo   indiretto,    che 

nella  successione  vn  si  può  scegliere  una  successione  subordinata,  che  possiede  una  fun- 
ame limite.  Il  metodo  di  Hilbert  non  si  applica  che  al  problema  di  Rìemann,  per 
l'equazione  Aa«  =  o  (o  per  un'altra  equazione  a  coefficienti  costanti).  Il  geniale  artificio 
di  Hubert  cela  però  l'intima  struttura  delle  successioni  minimizzanti  :  lo  studio  diretto 
di  queste,  oltre  a  essere  più  breve,  mostra  le  intime  ragioni  della  differenza  di  com- 
portamento tra  la  successione  delle  wfr  e  la  successione  delle  vM  :  e  perciò  io  ho  creduto 
opportuno  di  riprendere  in  questo  lavoro  lo  studio  del  problema  di  RrEMANX. 

D  mecodo  di  minimo  per  l'equazione  la  «  =  o  è  stato   studiato   recentemente  dal 


*)  Invece  di  cerchi  potremmo  scegliere  altre  aree  per  cui  si  sapesse  risolvere  il  nostro  problema. 
•■}  La  Memoria  di  Hilbert  è  stata  ristampata  nel  tomo  LIX  dei  Math.  Ann.,  pag,  161 
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Ti  vi  in  una  Memoria  *),  ricca  di  metodi  e  risultati,  che  noi  dovremo  citare  spesso  in  se- 
guito. Il  Levi,  oltre  ad  aver  per  la  prima  volta  precisato  le  condizioni,  coi  devono  sod- 
disfare le  funzioni  di  (»),  affinchè  si  possa  parlare  di  minimo,  dà  un  metodo,  per 
mezzo  del  quale  da  una  successione  minimizzante  uì}  *a,  ...  si  può  dedurre  una  suc- 
cessione vxì  v2 ,  . .  -  5  che  è  una  successioni'  uniformemente  minimisante. 

Come  si  vede,  il  risultato  ricorda,  molto  alla  lontana,  il  metodo  di  Poincaré.  Le 
differenze  essenziali  sono  le  seguenti  due.  La  prima  sta  in  ciò,  che  il  metodo  del  i 
non  richiede  che  si  sappia  «  a  priori  »  risolvere  il  problema  di  Dirichlet  per  il  cerchio 
o  per  altre  aree  particolari.  La  seconda  sta  in  ciò  che,  se  le  funzioni  aT ,  u3,  , , .  sono 
tutte  uguali  fra  loro,  e  quindi  alla  funzione  (minimizzante)  cercata  uy  le  funzioni  vtì 
, .  non  sono  uguali  tra  loro.  Nel  metodo  di  Poincaré  invece,  se  la  ux  è  proprio 
la  funzione  u  minimizzante  (armonica)  cercata,  le  funzioni  u2l  u^  ...,  che  successi- 
vamente si  determinano,  sono  tutte  uguali  ad  «| . 

Il  Levi,  in  una  recente  Nota  **),  dimostra  poi  che  il  suo  metodo  è  applicabile  alle 

dzu    t    td2u    t      du    ,     ,dn 


equazioni  differenziali  del  tipo  :  *~  -f-  p^~  +  y|^  -f  *H~  °  C<  ^  Ti  S  fa- 
zioni di  a",  y),  che  si  deducono  dal  problema  di  rendere  minimo  un  integrale  doppio 
/  /  y/(^—  1  +^(^1  U*<ty  (^  >  Oj  B  >  o).  Queste  equazioni  non  conten- 
gono pero  la  funzione  incognita. 

Al  contorno  è  lasciato  dal  Levi  una  grande  generalità  r  solo  si  ammette  una  ad- 
dizione analoga,  ma  meno  restrittiva  della  condizione  di  convessità. 

Mutando  leggermente  la  definizione,  data  da  Levi,  di  funzioni  mediatrici,  si  po- 
trebbe però,  con  qualche  maggiore  lunghezza,  estenderne  il  metodo  a  casi  più  generali. 


§  a.  Considerazioni  preliminari. 

Dee.  ia. — Diremo  cht  una  funzione  n(x,  y),  continua  nei  punii  interni  a  un  campo  P, 
assume  generalmente  su  e  dei  valori  prefissati,  quando,  data  una  direzione  qualsiasi  r, 
esistè  al  più  un  aggregato  di  misura  nulla  di  rette  p,  parallele  a  tale  direzione,  tali  che 
la  funzione  u(xy  y),  considerata  come  f unitone  dei  punti  di  p,  non  sta  continua  nei  punti 
comuni  a  p  ed  a  c-i  o,  pure  essendovi  continua f  non  vi  assume  i  valori  prefissati. 

Vedremo  più  avanti  che,  per  i  nostri  scopi,  si  può  anche  dare  una  definizione  più 
semplice.  (Cfr,  la  Osservazione  al  §  7). 

Def.  2a. — Un  aggregato  G  di  punti  entro  un  area  V  sì  dirà  linearmente  nullo,  se  su 
ogni  linea  regolare  data  entro  F  i  punti  che  appartengono  a  G  formano  un  aggregato  di 
misura  lineare  nulla.  Ogni  tale  aggregato  ha  evidentemente  misura  superficiale  nulla. 

Dico  brevemente  linea  regolare  per  intendere  le  linee  rettificabili,  che  hanno  tan- 
gente in  ogni  punto  variabile  con  continuità,  tee.  (per  es.  rette,  cerchi,  coniche). 


*)  Questi  Rendiconti;  t  XXII  (1906),  pp.  293-360. 
**)  n.,^«  Rendiconti,  t.  XXII  (1906),  pp.  387-394. 
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Diremo  anche  che  un  tale  aggregato  G  ha  misura  Untare  nulla,   estendendo    così 
3  significato  della  parola  misura  dato  dal  Lebhsgue. 

Gli  aggregati  G  linearmente  nulli,  di  cui  noi  ci  occuperemo,  posseggono  ulterior* 
mente  la  seguente  propr. 

1  valori  di  un  parametro  ft.,  tali  che  la  retta  *  =  *.,  o  il  cerchio  .va -(-)>*  =  **, 
conu  iti  di  G,  formano  un  aggregato  di  misura  nulla,  lo  non  so,  se  questa  pro- 

prietà sia  una  conseguenza  della  definizione  precedente.  In  ogni  modo  noi  intenderemo 
sempre  di  riferirci  a  gruppi  linearmente  nulli,  che  soddisfano  a  questa  ulteriore  con- 
dizione. 

Def.  j\ — Una  strie  Mi-(-Afi-|-  •**  (successione  uiy  u3,  . .  .)  di  funzioni  continue 
m  punti  interni  a  T  si  dirà  quasi  convergente  in  V  se,  escluso  al  più  un  aggregato    G 

di  punti  linearmente  nullo,  esiste  negli  altri  punti  ed  h  finito  il  lim  >  Mi  (il  lim  un). 

Def.  4*. — Noi  diremo  che  la  successione,  o  la  serie  precedente  posseggono  una  funzione 
Continua  limile  Uf  se,  escluso  al  più  un  aggregato  G'  linear  mente  nullo  (che  conterrà  G) 

si  ba  U  =  limyAf|S  oppure  £7=limw„,  dove  U  t   una  funzione    continua   in   ogni 

punto  intorno  a  I\ 

Sarebbe  forse  utile  in  queste  ricerche  il  poter  conoscere  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti,  affinchè  una  serie  o  successione  quasi  convergente  possegga  una  funzione 
limite  continua. 

Teorema.  —  Una  serie  o  successione  quasi  convergente  non  pub  possedere  due  /un- 
ti continue  £/,  V  limiti  distinte. 

Infatti  U  =  lini  um  I  o  U  =  lim  VM  \  in  tutti  i  punti  di  T,  che  non  apparten- 
gono a  un  certo  aggregato  linearmente  nullo  G\  o,  come  diremo  brevemente,  in  tutti 
i  punti  dell'aggregato  V  —  G\ 

»Cosi  pure  V  as  lim  un  t  o  V  =  lim  y  Mm  \  in  tutti  i  punti  di  V  —  G",  dove  G" 
linearmente  nullo. 

Quindi  U  =  V  in  tutti  i  punti  di  P  —  G'  —  G",  Ma  G1  -j-  G"  è  somma  di  due 
aggregati  linearmente  nulli,  ed  è  perciò  linearmente  nullo. 

Quindi   r  — Gr  —  G"  è  un  aggregato  denso  in  tutto  f\ 

La  funzione  continua  (entro  r)  U —  F  è  nulla  in  V —  G'  —  G"  :  essa  è  dunque 
nulla  in  tutto  T.  e.  d.  d. 

Osservazione-  —  Non  si  confonda  la  quasi  convergenza  qui  definita,  con  la  quasi 
uniforme  cvnverg  sfinita  dal  Prof.  Arzelà). 

Se,  come  abbiamo  detto  nella  prefazione,  ci  limitiamo  a  studiare  equazioni  lineari 
à(»)  — o,  l'integrale  /(«*)  (che  naturalmente  supporremo  non  poter  mai  essere  ne 
garivo)  avrà  per  integrando  una  forma  di  secondo  grado  nella  u  e  nelle  sue  derivate, 
i  coefficienti  della  quale  possono  essere  anche  funzioni  delle  variabili  indipendenti  xì  y. 

Notiamo  espressamente  che  il  supporre  queste  variabili  in  numero  di  duc  lu  il 
uM  scopo  di  fissare  le  idee.  I  ragionamenti  sono  affatto  generali.  Sia   w  =  u  -j-  v .  A- 
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vremo  identicamente  I(iv)  =as  /(»)  -[-  2/(1*,  xp)  -J-  I(v),  quando  con  /(w,  t/)  si  indichi 
l'integrale,  il  cui  integrando  è  una  torma  bilineare  e  simmetrica  della  u  (e  sue  derivate) 
e  della  v  (e  sue  derivate),  e  che  soddisfa  alk  J(a,  w)  ss  /(«). 

Lasciamo  per  ora  indeterminato  il  campo  (tt)  :  solo  supponiamolo  lineare*  Suppo- 
niamo cioè,  che,  se  due  o  più  funzioni  »f,  «a,  ♦  .»  appartengono  a  (/*),  vi  appartenga 
anche  ogni  loro  combinazione  lineare  X^V'j/se  K  =  cost,,  V  k,  s=s  ij.  Sia  d  il  li- 
mite inferiore  dei  valori  di  /(«),  quando  la  funzione  fi  varii  nel  campo  (V). 

Valgono  allora  i  seguenti  teoremi,  di  cui  il  primo  e  il  terzo  furono  già  osservati 
dal  Levi,  il  secondo  da  Weber  e  Hilbert  per  il  problema  di  Dirichlet  relativo  all'e- 
quazione A2  u  =  o. 

i°  Se  (u)  è  un  insieme  Untare*  se  L  t  la  differenza  dì  due  funzioni  di  («),  e  se 
u  e  una  funzione  di  (iï),  per  cui  I(u)  =  d  -f-  e,  allora 

(1)  IT(kj  I)|  £  1^5. 

Infiltri,  qualunque  sia  la  costante  k,  la  funzione  a —  ££  appartiene  a  (m).  Quindi: 

J(«  —  kL)  =  I(u)  —  2kl(ut  L)  +  *»/(!)  ^  d, 

ossia  £  —  2Ì/(w,  1)  -f"  k2 1(L)  non  è  mai  negativo,  qualunque  sia  il  valore  della  co- 
stante k 

Da  ciò  segue  immediatamente  la  (1). 

20  Se  h  ,  w2,  ...  £  wwa  successione   minimiijante,   è    lim/(//N,    I)  =  o.    Infatti, 

M=eo 

posto  I(ut()  =  d  -\-  %m%  si  ha  lim  tH  =  o,  e  quindi  per  la  (1),  lini  /(«„,  I)  =  o. 

3°  5t"  «,  «'  appartengono  a  {u\  se  (w)  £  M  insieme  lineare,  allora,  se  /(w)  =  *J  — |—  e, 
/(«')  =  rf  -f  e',  s  X  e',  si  ha:  \!(u  —  u')\  g  6*. 
Infatti  : 

/(«  —  w')  =  /(«)  —  /(»')  —  2/(w  —  «\  «')  =  e  —  e'  —  2/(«  —  «\  it'). 


Per  il  lemma  precedente  è  I(u  —  u\  u')  ^L  |/e'/(<#  —  1/');  la  precedente  uguaglianza, 

unita  a  questa  disuguaglianza,  dimostra  facilmente  il  teorema  in  discorso. 

Da  questi  due  lemmi  si  può  trarre  subito  una  dimostrazione  dell'importante: 

40  Teorema  di  unicità.  —  In  («)  non  può  esistere  più  di  una  funzione  u  per  cui 

/(«)  ä  d,  se  la  differenza  v  di  due  funzioni  distinte  dell'insieme  («)  non  può  soddisfare 

alla  I(v)  =  o. 

Infatti,  se  I(u)  =3  J(k')  =  d,  si  ha,   per    il    secondo   lemma,   I(u  —  ti')  =  o;  e 

quindi,  per  le  ipotesi  fatte  su  (w),  H  —  uf  =  o.  e.  d.  d. 


§  3,  Il  problema  di  Dirichlet. 

L'applicazione  dei  nostri  metodi  sarà  svolta  dapprima  nel  caso  delle  equazioni 
alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine.  E,  per  essere  quanto  più  chiari  è  possibile,  co- 
mincieremo  dall'occuparci  dell'equazione  \2  u  =  o.  Vedremo  che  il  metodo  di  minimo 
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nduoe  direttamente  alla  risoluzione  tanto  del  problema  di   Riemank,   quanto   del   se- 
guente 

Problema  dì  Dirichlet, — Sia  data  su  e  una  catena  continua  di  valori.  Consideriamo 

l'insieme  («)  delle  funzioni  u  continue  entro  l\  ehe  su  e  assutnemo  generalmente  i  valori 

Mi,  che  posseggono  un  At  i»  integrabile,  e  sono  di  più  tali  che  gli  integrali  indeßmti 

,    I  -dy  esistano,  e  rappresentino  effettivamente  fa  meno  della  solita  costante 

additiva)  la  u  su  ogni  retta  y  =  cost..  0  x  =  cost.,  quando  si  esclttda  un  aggregato  di 
misura  nulla  di  tali  rette  *). 

Sia  d  il  limite  inferiore  dei  valori  di  /(«),  quando  u  appartiene  a  (m).  Dimostrare 
(he  d  e  un  minimo,  ossia  che  in  (w)  esiste  una  j unzione  U,  per  cui  I(U)  =  d. 

I  risultati  del  paragrafo  precedente  dimostrano  che  una  tale  funzione,  se  eaiste,  è 
ünka.  II  metodo  stesso  che  seguiremo  dimostra    che  la  U  è   armonica   entro  I\   Na- 
turalmente il  fatto  di  poter  assegnare  una  catena  di  valori  su  e,  tale  che  esistano  in  F 
delle  funzioni  u  soddisfacenti  alle  superiori  condizioni  impone  indirettamente    delle  re- 
strizioni al  contomo  e  e  all'area  I*  (cfr.  il  §  8). 

Si  osservi  del  resto,  che  se  per  es.  le  rette  uscenti   da   un   punto  0  interno  a  V 

traue  e  in  due  e  in  due  soli  punti,  e  se  p  =  9(f))  è  l'equazione  di  e,  quando  p,  tì 
coordinate  polari  con  l'origine  in   Of  e  ^  è  per  es,  una  funzione  a  variazione  li- 
che  ammette  derivate  prime  limitate,  e  se  la  catena  dei  valori  dati  su  e  è  una 
funzione  di  0,  che  gode  di  proprietà  analoghe,  allora  si  può  evidentemente  trovate  una 
funzione  del  tipo  pHCO»  œn  derivate  prime  limitate   in    tutto  r,   e   soddisfacente  alle 
condizioni  volute  **). 

5  8  vedremo  poi  come,  con  qualche  restrizione  su  f,  si  possa,  usando  di  suc- 
cessioni minimizzanti  particolari,  risolvere  l'ordinario  problema  di  Dirichlet.  Si  osservi 
del  resto  che  il  presente  problema  è  generalmente  distinto  soltanto  in  apparenza  dal- 
l'ordinario problema  di  Dircchlet.  Se  infatti  alle  funzioni  di  (n)  imponessimo  la  con- 
finone di  assumere  i  valori  prescritti  in  ogni  punto  di  r,  il  valore  di  d  non  potrebbe 
(per  ampie  classi  di  contorni)  mutare.  Si  può  infatti  dimostrare,  ammessa  per  un  mo- 
mento l'esistenza  della  L\  che  esistono  in  generale  funzioni  r,  continue  in  tutto  T,  che 
in  ogni  punto  di  e  assumono  proprio  Ì  valori  prefissati,  tali  che  ì(v)~  I(U)  sìa  pìc- 
colo a  piacere  [basta  considerare  per  es.  le  funzioni  mediatrici  di  U  rispetto  I  una  co- 
sane abbastanza  piccola  ***)]- 

Cosicché,  se  in  (u)  esiste  una  funzione  minimizzante  anche  nel  caso  che  alle  fun- 


superfidak  del  A,  u  è  condizione  necessaria,  affinchè  si  possa  parlare  poi  dell'ili- 

/(•>  Le   condizioni   relative  a  ^—  ,  ^—  sono  dovute  al  Prof.  Levi. 

ox      oy 

*)  Oò  è  conseguenza  immediata  dei  teoremi  più  elementari  relativi  agli  integrali  del  LbbESGUE. 

)  Clr-  la  póma  parte  della  Memoria  del  Levi,   che  suppone  però  soddisfatta   da  e  e  dai  valori 

prt>critsi  qmlcfie  coodbiooe  restrittiva. 

MmL  Cìre.  Mite»    IiTmi,  t-  XXIII  (19G7).  —  Stampate  U    ij  dicembre  4906.  9 
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zioni  di  (w)  si  imponga  la  condizione  di  assumere  i  valori  prefissati  m  ogni  punto  di 
e,  questa  funzione  non  può  essere  distinta  da  U. 

In  altre  parole  il  teorema  di  esistenza  per  l'ordinario  problema  di  Dirtchlet  si 
può  sdoppiare  nel  teorema  di  esistenza  relativo  al  precedente  problema,  e  nel  teorema, 
che  una  funzione  minimizzante  (armonica)  in  \\  che  su  e  assume  generalmente  i  valori 
prefissati,  assume  (almeno  se  il  contorno  e  e  i  valori  prefissati  soddisfano  a  certe  con- 
dizioni) questi  valori  in  ogni  punto  di  &  Noi  con  lo  studio  delle  successioni  minimiz- 
zanti più  generali  dimostriamo  soltanto  il  primo  dei  due  teoremi  testé  citati  :  il  secondo 
VÌCne  dato  implicitamente  nel  §  8,  quando  (almeno  per  certi  contorni  particolari)  ri- 
solviamo l'ordinario  problema  di  Dirichlet,  ricorrendo  a  particolari  successioni  mini- 
mizzanti. 

Nel  caso  poi  del  problema  di  Riemann  ammetteremo  le  stesse  condizioni  per  le 
funzioni  di  (w),  che  abbiamo  enunciato  per  il  problema  di  Dirichlet,  con  Tunica  dif- 
ferenza che  ^ssc  abbiano  su  e  le  volute  discontinuità  di  prima  specie;  e  ammetteremo 
senz'altro  l'esistenza  di  tali  funzioni. 


§  4.  Le  successioni  minimizzanti. 

Sia  vjfc  v2 ,  v} ,  .  *  *  una  successione  minimisante  per  il  problema   di    Riemann,  0 

per  quello  di  Dirichlet  (§  3).   Le  vi  appartengano   a  (u).   Posto   I(vJ  =  d  -\-  r\n, 

sarà  lim*   =0. 
«-» 

Nella  data  successione  si  può  naturalmente  scegliere  in  infiniti   modi   una   succès- 

g 

sione  subordinata  «t,  ut9  u^  . ..  tale  che,  posto  7(mJ  =  £?  +  —%  siae^^e,,  ei<i, 

e  la  serie  ^  e;    sia  convergente.  Vale  allora  il  seguente  : 

N 

Teorema  fondamentale.  —  La  successione   mimmiigantc  delle  um  h  quasi  conver- 
gente in  l\ 

Si  osservi  infatti  che,  nelle   nostre   ipotesi,  se  i^|,  la  serie  £  e*  converge.  Co- 

sicché,  se  noi  poniamo  R(n,  k)  =  ]Te*j  sarà  lim  R(n,  k)  =  o. 

Evidentemente  poi  lo  studio  della  successione  Hlf  i*a,  u?,  ...  equivale  allo  studio 
della  serie  uA  -\-  Mt  -j-  M2  -f-  •  •  •  ,  dove  sia  M^t  =  un  —  uHì . 

Ma  dal  §  2  si  ha  che  /(Al)  <  tir  e  quindi  a  forimi   Ìli  3— *|  àxdy  <  tv 

L'aggregato  delle  rette  v  =  cost,,  su  cui  esiste  un  segmento  /  tale  che 

ha  quindi  una  misura  minore  di  -i-  =  e.' .  Quindi,  se  ;   è   un   intero  qualsiasi,  Fag- 

tf 
gregato  3T  delle  rette,  su  cui  esiste  un  segmento  /,  per   cui  è   soddisfatta   la  (1)  per 
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qualche  valore  di  i^/,  ha  una  misura  (lineare)  minore  di  s;j  -f-  iL,  +  •••  ss?  J?(/,  -). 
Jtrindi    in    ogni   segmento    l    di    una    retta   y  =  cost.,    non    appartenente    a    T.,    è 

E  quindi  *),  se  /  è  la  lunghezza  di  /, 

Se  noi  indichiamo  con  M(C),  u(C)  i  valori  di  M,  u  in  un  qualsiasi  punto  C, 
e  con  .rf,  5  gli  estremi  di  /,  avremo  : 

Ora,  come  abbiamo  già  osservato,  lim  j?(/,  y)  =  o.  La  misura  dell'aggregato  Tj 

;  a  zero  per  /  =c©.  E,  poiché  7^t  è  interno  a  7\,    la  misura  dell'aggregato  T 
comune  a  tutti  gli  aggregati  7\  è  nulla. 

Rivolgiamo  ora  dapprima  la  nostra  attenzione  al  problema  di  Diìuchlet.  Su  una 

y  =  cost.,  escluso  al  più  un   aggregato    V    di   misura   nulla   di   tali    rette,    le   u 

e  M)  sono  continue,  e  assumono  nei    punti    comuni  area  una    tale    retta  i  valori 

prefissati  (valori  nulli)*  Sia  AB  una  retta  estèrna   all'aggregato    F-f-  T*  (anch'esso  di 

misura  nulla);  essa  sarà  esterna  agli  aggregati   7\,  da  un  certo    valore  di  /  in  poi;  e 

uindi  virri  la  (3)  per  i  >  iQ  (dove  io  sari  un  intero  dipendente  dalla  retta  scelta).  Se 

Â  è  proprio  un  punto  di  questa  retta,  posto  su  e,  e  se  A  B  è  interno   a  F,  se  /  è  la 

stanza  A  B  avremo  dunque  : 

M,(^)  =  o,     \MAB)\<iïlà     peri>i0. 

E  quindi  la  serie  ut  -j-  («2  —  wt)  -}-  (u  —  «J  -f-  ...  sarà   uniformemente  e  as- 
icnte  convergente  in   ogni   pezzo  finito   di   tale  retta;  ossia  lim  um  è  su  questa 

MM 

retta  una  funzione  continua,  che  nei  punti  comuni  alla  retta  ear  assume  proprio  i 
valori  prefissati. 

Altrettanto  potremmo  dire  delle  rette  x  =  cost. 

Se  noi  dunque  prescindiamo  da  un  gruppo  di  rette  x  s=  cost,  e  da  un  gruppo  di 
fftu  y  =  cost.,  ambedue  di  misura  nuli  a,  il  lim  un  esiste  su  ogni  altra  retta  y  =  cost. 

H«ee 

Ji  =  cost-,  e  vi  rappresenta  una  f unitone  continua,  che  nei  punti  comuni  alla  retta  e  a 
t  mmme  i  valori  prefissati. 

I  runa  eccezionali,  in  cui  non  si  è  dimostrata    l'esistenza  di  u  =  lim  un  formano 

dunque  in  V  un  aggregato  G,  tale  che  le  rette  x  =  cost.,  o  y  =  cost.,  che  contengono 


*)Ê  beo  evidente  che,  se  l  è  un  segmento,  si  ha  j\dx  ^  fìf  âx  Z,  Vi  yj**dx.Gbèvn 
a»  particolare  dell*  nota  formola  di  Schwarz,  Una  proprietà  analoga  vale  per  gli  integrali  di  area,  ecc 
&  Ufi,  hoc.  cit.,  d°  27. 
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punti  di  G,  formano  un  aggregato  di  misura  nulla;  usando  coordinate  polari,  altrenamo 
dimostreremmo  per  un  sistema  di  cerchi  concentrici,  ecc.  Quindi  G  è  proprio  un  ag- 
gregato linearmente  nullo,  nel  senso  definito  al  §  2.  e.  d.  d. 
Osservazione  I.  —  Per  quanto  non  strettamente  necessario,  osserverò  che  si  po- 
trebbe dimostrare  invece  che  i  lim  -:S-JL,    lim      -  esistono  in  tutto  \\  eccetto  che  in  un 

aggregato  di  punti  G'  dì  misura  superficiale  nulla. 

Se  noi  chiamiamo  S;  l'aggregato,  formato  da  quei  punti  di  P  in  cui  vale  Tuna  o 
l'altra  delle 


dM; 


dx 


>«/, 


dM 


dy 


>  Vi         F*r  *^Ì 


l'aggregato  G*  è  {orinato  dai  punti  di  r  comuni  a  tutti  gli  aggregati  S  .  E,  come  so- 
pra per  la  misura  lineare  di  Ty  cosi  ora  si  dimostra  nulla  la  misura  superficiale  di  G. 
(Cfr.  anche  Levi,  Memoria  citata,  ftJ  39-42). 

Osserva  zìos  b  II.  —  Ed  è  bene  già  fin  d'ora  fare  un'osservazione,  che  credo  illu- 
minerà meglio  i  nostri  metodi.  Mentre  L'aggregalo  dei  punti  eccezionali  per  i  lim  -^-*, 

n=x  OX 

Su 
lim  -~-    ha    mis  iura    superficial*    nulla,    l'aggregato    dei    punti    eccezionali    per    lim  uM 

«_co  &y  wmm 

i  notiamo  che  le  uM  si  deducono  con  una  semplice  quadratura  dalle  ^  " ,  -^-5  I  è  un 
aggregato  linearmente  nullo.  E  già  di  qui  si  intuisce  che  se  noi  studiassimo  i  lim  /  uHdxì 
lini  /  undy  (essendo  /  uHdx)  j  undy  funzioni  che  si  deducono  da  un  con  urta  ul- 
teriore quadratura),  i  punti  eccezionali  per  tali  limiti  formeranno  un  insieme  affatto 
nullo  :  vale  a  dire  detti  limiti  esisteranno  in  tutto  I\  A  fortiori  questo  avverrà  per 
lifB  /  dx    !   und  y  ;  ciò  basta,  a  spiegarci  il  ragioni  intime  del   successo  del   metodo  di 

Hilbert  per  il  problema  di  Riemann,  come  vedremo  più  precisamente  più  avanti. 

Osservazione  III. — 'Mostriamo  rapidamente  che  i  nostri  metodi  si  applicano  an* 
che  al  problema  di  Riemann.  A  una  funzione  un  della  nostra  successione  ut ,  ulf  . .. 

Isi  può  naturalmente  aggiungere  una  costante  additiva  :  la  un  soddisferà  ancora  su  e 
alle  condizioni  volute,  e  non  muterà  il  valore  di  /(«„)- 
Fissiamo  tali  costanti,  in  guisa  che  le  uh  abbiano  tutte  uno  stesso  valore  in  un 
punto  A  ài  una  retta  y  =  cost,  esterna  all'aggregato  T  *f-  T*.  Come  sopra  si  dimo- 
strerà che  n  =  lini  um  è  una  funzione  continua  su  tutta  la  retta  considerata  (possedente 
soltanto  una  discontinuità  di  prima  specie  in  un  punto  comune  a  tale  retta  ed  a  e). 
Questa  retta  può  nel  caso  attuale  compiere  l'ufficio  che  precedentemente  compieva 
il  contorno  fi,  essendo  essa  luogo  di  punti,  in  cui  esiste  lini  u  .  E  se  ne  deduce  come 
sopra  resistenza  di  u  —  Ikn  un  in  tutto  r,  eccettuato  al  più  un  aggregato  linearmente 
nullo, 
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'»  dimostreremo  ora  un  secondo  teorema  fondamentale. 

La  sHCttssioni  minimizzante  u^  wj?  ...  possiede  una  funzione  limite  continua  U* 
Questa  funzione  appartient'  alVinsieme  (/<),  e  quindi  assume  generalmente  su  e  i  valori 
prefissali.  Essa  t  armonica  all'interno  di  I\  ed  è  la  funzione  minimisante  cercata  in 
quanto  chi  IÇU)  =  d. 

Io  dimostrerò  questo  teorema  con  tre  metodi  distinti,  che  qui  io  esporrò  l'uno 
dopo  l'altro.  Ciascuno  di  essi  è    suscettìbile   di   svariate  generalizzazioni,   ed   ha  i  suoi 

ira  vantaggi.  L'ultimo  û  ti  più  generale,  ma  anche  il  meno  semplice. 


§  5.  Primo  metodo. 

ci  serviremo  delTosservazione  fatta  poco  fa,  e  che  dimostreremo   ora    rigoro- 
samente, che  l'integrale  indefinito    /  uftdy  tende  per  «-coauti  limite  in  ogni  punto 

di  f\  Sia  R  un  qualsiasi  rettangolo  interno  a  F,  i  cui  lati  sono  paralleli  agli  assi  coor- 
dinali :  anzi  assumiamo  uno  di  questi  lati  come  asse  delk 

l/integrale    /    umdy  avrà,  per  ogni  valore    di    /*,    un    significato   preciso   in   ogni 

pomo  di  if.  Ora  scegliamo  una  retta  %  =  xt ,  che  attraversi  R  e  che  non  appartenga 

»all'aggregato  di  misura  nulla  di  rette  X  —  cost,  eccezionali.  Su  una  tal  rutta  le  un  tcn- 
dono  uniformemente  al  loro  limite   per  n  =00;  e  quindi    /    tiHdy}  f   \un\dy  tendono 

j*to  uniformemente  a   un  limite  finito   per   n  =  00,   cioè   a    /   udjt    f  \u\dyy  dove 

Jq  Jq 

u  =  lim  um . 

Consideriamo  un* altra  retta  qualsiasi  x  =  xo  intersecante  R.  Sarà  ; 

Poiché  il  campo  d'integrazione,  a  cui  è  esteso   quest'ultimo   integrale,    ha  un'area 
minore  di  |(.v0  —  *,)>!  e  fiuttgW^  di  [  -3 — -  ]    esteso  a  questo  campo  è  minore  di  efc, 

irremo  che  il  nostro  integrale  è  minore  di  Y\y(xo — *Jï**î  C  quindi 

(/  I     =  (£\K\ ày)^  +  * V\y(x0 - x,)| .;,    (-i^^i) 

La  serie  ^.c/  è  convergente;  quindi  converge  la  serie  >_  /  jMJrfv  sulla  retta 
x  =r  *o  ;  quindi  la  serie  ut  -f-  M (  -|-  M9  -|-  •  •  •  è  nel  senso  di  Lebesgüe  *)  integrabile 
terarine  a  termine;  e  quindi   anche  sulla   retta   x  =  x0  si  ha  lim   /   uHdy  =  j  udyy 

•)  Car,  la  Nou  sull'integrazione  delle  serie  dì  Livi  nei  Rend»  dell'Istituto  Lombardo,  1905  -190e, 
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quando  quest' ultimo  integrale  si  intenda  nel  senso  di  Lebesgue.  (Si  deve  fare  questi 
convenzione,   perchè    sulla    retta   x  =  xo,  la  u  —  lini  u%  potrebbe   non    esistere  in   un 

aggregato  di  punti  di  misura  nulla,  cosicché  potrebbe  non  esistere  l'integrale  di  Rjemann 
della  funzione  «).  Tanto  basta  però  per  dimostrare  quanto  abbiamo  asserito.  Se  noi 
non  facessimo  uso  dell'integrale  del  Lebesgue,  potremmo  concludere  soltanto  l'esistenza 

di  lim    /    undy.  E  la  dimostrazione  riuscirebbe  meno  breve  e  meno  perspicua. 

Dalle  considerazioni  precedenti  si  deduce  di  più  che  la  successione    /    umdy  tende 

in  tutto  R  uniformemente  al  suo  limite. 

In  modo  analogo  e  anzi  ancor  più  semplice  di  quello  usato  dalFHiLBERT  (ioc.  cit.), 
o  anche  del  metodo  analogo  da  me  usato  nella  Nota  5w/  principio  di  Dirichlet  *),  si 

può  dimostrare  che  il  limite  di    /    undy}  ossia    /   udy  è  armonica  e  quindi  continua 

d 


in  tutto  R. 

Altrettanto  avverrà  quindi  di  U  =  -^-  /    udy.  Ma  sulle  rette  x  =  cost,,  dove  u 

è  continua,  è  U  =  u. 

Escluso  quindi  un  aggregato  di  misura  nulla  di  rette  x  —  cost.,  è  U  =  e*. 

Ma  U  è  anche  funzione  continua  della  x;  la  u  è  funzione  continua  della  x,  quando 
si  escluda  un  aggregato  di  misura  nulla  di  rette  y  =  cost.  Escluse  al  più  queste  rette, 
sarà  dunque  U  ss  ff  su  ogni  altra  retta  y  as  cost.  Quindi  U  =  «,  escluso  al  più  il 
solito  aggregato  linearmente  nullo.  E  resta  così  dimostrato  che  la  successione  delle  un 
ha  una  funzione  limite  continua. 

È  poi  ben  chiaro  che,  essendo  U  =  u  in  tutti  i  punti  di  F,  al  più  escluso  il  solito 
aggregato  linearmente  nullo,  la  U  prenderà  generalmente  i  valori  voluti  al  contorno. 

Che  poi  U  sia  proprio  la  funzione  minimizzante  cercata,  segue  da  ciò  che  U  è 
armonica. 

Si  potrebbe  del  resto,  calcolando  direttamente,    dimostrare  che  I(U)  =  d:   e 
o  col  metodo  di  Hilbert  (loc.  cit.)  oppure  osservando  che  gli  integrandi  degli  integra 
/([/)  e  I(u)  coincidono  in  ogni   punto  di  T,   escluso  al   più  un    aggregato    di  misi 
nulla;  cosicché,  ricorrendo  agli  integrali  del  Lebesgue,  si  ha  /(U)  =  /(«)* 

Ed  è  ben  facile  dimostrare  che  I{u)  ss  d  **). 

Questo  metodo  si  può  considerare  come  un'estensione  del  metodo  di    Hilbert 
problema  di  Dirichlet:  esso  nello  stesso  tempo  rende  ben  nette  le  ragioni   ultime 
tale  metodo.  Essa  usa  in  sostanza  della  sola  proprietà  delle  funzioni  armoniche,  che  I 
derivata  di  una  funzione  armonica  è  ancora  armonica;  e  già  di  qui  si  prevede  che  ess 
varrà  per  tutte  le  equazioni  differenziali  a  coefficienti  costanti. 

Osservazione,  —  Resta  anche  ben  chiara  la  ragione  intima  del  successo  dell'impor- 


tante metodo  del  Levi.  Il  Levi  sostituisce  a  una  successione  minimizzante  u 


_ 


*)  Questi  Rendiconti,  t.  XXII  (1906),  pp.  j8j-j86. 
**)  Levi,  Memoria  duu,  n°  43, 
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un'altra  successione  minimizzante  vx ,  v2 ,  . . .  ,  ogni  funzione  vê  della  quale  si  deduce 
dalla  funzione  ut  corrispondente  mediante  un'integrazione  superficiale.  E  si  intuisce  da 
ciò  che  questa  integrazione  farà  sì,  che  per  la  successione  delle  vs }  v2Ì  . , ,  scomparirà 
{'aggregato  <y  :  vale  a  dire  la  successione   delle   vH  sarà  uniformemente   conver- 

gente in  f  (cfr.  §  6). 

5  6.  Metodo  secondo. 

Il  metodo  seguente  vale,  se  si  suppone  già  risoluto  il  problema  di  Dirichlet  per 
un'area  speciale  e  per  tune  le  aree  simili  più  piccole:  noi  per  semplicità  ammetteremo 
risoluto  il  problema  nel  caso  del  cerchio,  o,  per  meglio  dire,  introdurremo  nei  calcoli 
la  funzione  di  Green  relativa  al  cerchio. 

Siano  C,  C"  due  cerchi  interni  a  F  di  raggi  R\  R"  contenenti  un  punto  0  al 
loro  interno.  Siano  y'>  y"  le  periferie  di  C\  C";    e  s\  $*'  gli    archi    di  y\  y".  Siano 

0"  gli  antipoli  di  0  rispetto  ai  cerchi  C\  C".  Indichiamo  con  r,  r\  r,r  le  distanze 
di  un  punto  generico  da  0,  0\  0",  con  v',  v"  le  normali  a  y\  y"  volte  verso  Fin- 
terno  di  C,  G".  Indicheremo  con  s  l'arco  di  e  e  con  *  la  normale  a  r;  se  e  non  è 
rettificabile  (o  almeno  non  vogliamo  occuparci  di  studiarne  la  rettificabilìtà),  o  se  e 
Don  ha  normale,  sostituiremo  alla  considerazione  di  F  e  di  e  la  considerazione  di  un'area 
e  del  suo  contorno,  che  sia  interna  a  F,  abbia  un  contorno  rettificabile  dotato  di  tangente 
in  ogni  punto,  e  contenga  C  e  C"  all'interno. 

E,  per  non  complicare  le  notazioni,  indicheremo  ancora  con  F  e  con  e  una  tale 
area  e  il  suo  contorno. 

Con  considerazioni  analoghe  a  quelle  del  §  2  si  vede  ancora  che 


■ 


lim  /r(wn,  I)  =  lim    /   /  v(wff ,  L)  =  o, 


se  L  si  annulla  su  e,  anche  se  l'area  F  è  interna  all'area  primitiva. 

Costruiamo  due  funzioni  w\  w*'  continue  in  tutto  F,  cosi  definite.  Sia: 

ti''  =  log-j^r'  in  O  e  wf  =  logr  in  F  —  C, 

A 

Wn  =  log-  ,r"  in  C"  e  w"  =  logr  in   F  —  C", 

A 

dove  con  8\  S"  indico  le  distanze  da  0  ai  centri  ji    L\  C".  Notiamo  che  w*  e  tt'" 
sono    in    C   e  C"   proprio  la  funzione   di  Green    relativa  al   punto   O.   La  funzione 
w*  —  u'"  è  nulla  su  e;  quindi  Um  /p(w«>  u''  —  *"")  —  a 
Ora 
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Integrando  per  parti,  otteniamo: 

Scrivendo  l'equazione  analoga  per  /(«„,  w")  e  sottraendo,  si  ha: 

(à\o%^r  I      Jlog  — 

Il  limite  di  questa  espressione  per  n  —  ce  è  nullo. 

È  focile  riconoscere    l  come    abbiamo    fatto    nel    primo    metodo    per     /  um  d 

f  un  dy  J  che  i  due  precedenti  integrali  hanno  ambedue  un  limite  e  che  quindi  si  ha 


x  e 


frflog-^r  /     dlog-£- 

,    "<-d^dsì-JfU-d^ds'- 


lini 

MI 

Se  si  vuole  evitare  un  tale  studio,  basta  del  resto  osservare  che,  se  Î  cerchi  C%  C* 
sono  generici  *),  allora  le  un  tendono  uniformemente  in  tutti  i  punti  di  y',  y"  a  un  li- 
mite uy  che  è  quindi  funzione  continua  di  s*}  $'\  L'equazione  lim  /(»„,  wf  ~  u'M)=o 
ci  dimostra  dunque 


/      dlog  — 


Quindi  la  funzione  U  =  —     f    u — ,  .      4s*  non  dipende  dalla  scelta  del  cerchio 

C,  ma  dipende  soltanto  dal  punto  0.  Se  ne  deduce  immediatamente  una  dimostrazione 
del  nostro  teorema. 

La  funzione  U  è  così  determinata  in  ogni  punto  O,  interno  al  campo  iniziale  f, 
ed  è  di  più  evidentemente  armonica  in  ogni  cerchio  C\  interno  a  l\  Hssa  è  perciò  ar- 
monica e  quindi  anche  continua  in  tutto  I\  Ora,  se  C  e  generico,  u  è  contìnua  su  y\ 
Il  valore  di  U  in  un  punto  0  interno  a  C  tende  (come  segue  subito  dalla  definizione  di 
U)  al  valore  di  u  in  un  punto  A  di  y',  se  0  si  muove,  avvicinandosi  ad  A,  Quindi 
(essendo  la  U  continua  in  r)  la  U  coincide  con  u  in  tutti  i  punti  di  una  circonferenza 
generica  y'. 

E  perciò  U  —  u  in  tutti  i  punti  di  T,  eccettuato  al  solito  un  aggregato  linearmente 
nullo. 

La  successione  delle  ut  ha  quindi  una  funzione  limite  armonica  e  continua;  e  la 
dimostrazione  si  completa  poi  come  al  §  5. 


*)  Più  precisamente  i  cerchi,  concentrici  per  es.  a  Ci  ,  e  interni  a  T,  che  non   godono  della  se- 
guente proprietà,  formano  un  aggregato  di  misura  nulla. 
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lì 


Osservazione.  —  Come  si  vede,  la  U  si  potrebbe  anche  definire  cosi  (basta  sup- 
porre che  O  sia  il  centro  di  C).  Consideriamo  infiniti  cerchi,  interni  a  \\  il  cui  raggio 
sia  una  funzione  continua  delle  coordinate  del  centro. 

Costruiamo  una  funzione  vm ,  che  sia  uguale  in  ogni  punto  O  di  F  alla  media  dei 
valori  della  un  nel  cerchio  corrispondente. 

La  vn  sarà  pure  una  funzione  continua  in  P:  essa  si  potrebbe  chiamare  una  fun- 
ciotte  mediatrict  della  un .   Per  quanto  abbiamo  visto,  esiste  ed  e  ugnale   a  17  il  lim  vn 

ogni  punto  di  Y  *),  Si  ha  così  una  definizione  diretta  della  17. 


§  7,  Metodo  terzo. 


Come  abbiamo  già  osservato,  il  metodo  precedente  riposa   su    una  proprietà   inte- 
si ha 


graie  delle  funzioni  armoniche  (/,  cioè  che  entro  un  cerchio  C 


/dìog  — 
U-^ds'; 
in 


Ila  quale  proprietà  si  dimostra,  partendo  dalla  conoscenza,  presupposta  a  priori,  della 
funzione  di  Green  nel  caso  del  cerchio, 
possiamo  però  partire  da  qualche  altra  proprietà  integrale  delle  funzioni  armo- 
niche, che  non  presupponga  una  tale  conoscenza. 
Supporremo  invece  di  conoscere  una  qualche  funzione  armonica,  che  in  un  punto 
0  prefissato  ad  arbitrio  diventi  singolare  come  log  r.  Una  tale  funzione  è,  com'è  ben 
noto,  proprio  log  r.  Se  U  è  una  funzione  armonica  in  ì\  e  se  y  e*  una  linea  rettifica- 
bile, per  es.  un  cerchio,  interna  a  \\  è  ben  noto  che 


< 


2"X  V 


'_£_'_  log  r£?l 


al  solito  la  normale  a  y)  è  uguale  a  zero,  o  al  valore  di  U  nel  punto  0,  sccon- 
Joche  O  è  interno  o  esterno  alla  linea  y.  Bisogna  anzitutto  cercare  di  trovare,  per  le 

^sionì  minimizzanti,  una  proprietà,  che  corrisponda  alla  proprietà  sopra  citata  delle 
funzioni  armoniche. 


*)  Queste  (unzioni  mediai! iti  sono  forse  più  semplici  di  quelle  usate  dal  Prof,  Levi.  Sarebbe  inte* 
icrc  se  esse  sono  suscettibili  di   analoghe   applicazioni,   vale  a  dire  se    la   successione   delle 
e  umf&nmmtnU  ole  in  T,   quando    alle  un  si   imponga  la   condizione  di  assumere  in  ogni 

punto  di  e  i  valori  prescrìtti. 

Notiamo  che  nell'intima  sostanza  il  metodo  del  balayagt  di  Poincaré  si  riduce  al  metodo  attuale, 
Qpjfidü  infetti  si  costruisce  la    (unzione  utl  in  y',_,  *    ri0n  si    &    *te°  c^e  un'operazione   di 

Infetti  i  valori  di  un  in  T  —  Y*-%  sono  upuali  ai  valori  di  uf^  ,  ;  il  valore  poi  di  Ut  in  un  punto 
4  interno  a  Ym-t  non  *  (P^  ^A  formoli  di  Poisson)  che  la  media  dei  valori  che  mm  t  assume  sul 
catramo  Y*-t>  quando  si  prenda  come  parametro  individuante  un  punto  B  di  tale  contorno  l'angolo  che 
il  cerchio  jMa&uit-  per  A%  li  e  incontrante  Yn-\  ati  -mgolo  retto  la  con  un  cerchio  fisso,  passante  per 
e  incontrante  ortogonalmente 

Gir«.  Jfofew.  PmUrm9t  i.  XXUi  (19*37).  —  Sump* io  il   13   dicembre   1906.  IO 


In  modo  analogo  a  quanto  dicemmo  nel  secondo  metodo,  si  prevede  che  la   pro- 
prietà cercata  sarà  la  seguente. 

Esiste  in  ugni  punto  O  di  r  il  lini  —  /  («„-— p log  r  ~^\ds;  esso  è  u- 

gnale  a  %cro  se  il  punto  0  è  esterno  a  y,  ed  i  indipendente  dal  cerchio  y,  ossia  dipende 
soltanto  dal  punto  0,  nel  caso  che  O  sia  interno  a  y. 

Noi  non  dimostreremo  questo  teorema,  accontentandoci  di  dare    brevi   cenni,   che 
basteranno  a  ricostruirne  completamente  la  dimostrazione* 

Come  nelle  pagine  precedenti,  si  dimostra  che  esiste  il  lim  /  un       *    ds,  se  gli 

integrali  sono  intesi  al  modo  di  Lebesgue,  o  che  questo  limite  esiste  in  ogni  cerchio 
generico,  se  gli  integrali  sono  intesi  al  modo  di  Riemann.  Come  poi  nel  §  4  si  è  di- 
mostrato che  su  ogni  retta  x  ~  cost,  generica,  esiste  ed  è  contìnuo   il  lini    /    -  ~  d  1, 

■-*•  Ja    ®x 
(a  s=  cost.)  così  si  può  pure  dimostrare  che  sulle  rette  x  =  cost,  generiche   esiste  ed 

è  continuo  il  limite  dell'integrale  indefinito  di  /  ndx.  E  più  in  generale  si  può  di- 
mostrare che  su  un  cerchio  y  generico  esiste  ed  è  funzione  continua  dell'arco  s  il 
lim    /     1— "^i,  o  il  lim   /    -,— logr^5.  Resta  così  dimostrato  per  ogni   cerchio   gene- 

rico  y  l'esistenza  di  lim  —   /  l  un  —7- log  r  ~*-J  ids.  Così  per  es.,  se  consideriamo 

tutti  i  cerchi,  aventi  per  centro  un  punto  A  interno  a  T\  questo  limite  esisterà  per 
ognuno  di  questi  cerchi,  che  sia  interno  a  r,  quando  al  più  si  escluda  un  aggregato 
di  questi  cerchi  di  misura  nulla. 

La  dimostrazione  poi  delle  proprietà,  sopra   enunciate,    del    nostro   limite   si    com- 
pie allora  con   grande   facilita,    partendo,   conic    nel   secondo   metodo,    dalla    relazione 

lim    /    /  f(umf  £)  =  o>  quando  l'integrale  sia  esteso  a  un  campo,  sul  cui  contorno  L 

sia  nullo  *).  Noi  potremo  quindi  definire  in  ogni  punto  0,  interno  a  un  cerchio  gene- 
rico y  (interno  a  r),  una  funzione  U  data  dalla  : 


°=-r.fA*'£ -*'-&)* 


(dove,  al  solito,  r  indica  la  distanza  da  un  punto  generico  di  y  al  punto  0). 

Questa  funzione,  così  definita,  dipende  soltanto  dal   punto    O,   perchè  è   indipen- 
dente dal  cerchio  y  scelto. 

Essa  è  di  più  evidentemente  armonica  entro  y. 

Dunque  la  U  t  una  funzione  armonica  in  tutto  f. 


*)  Cfr.  per  cs.  Levi,  Mem.  cit.,  n°  44,  dove  si  dimostra,  per  quanto  per  altri  scopi  e  in  forma  leg- 
germente digerente,  la  seconda  delle  due  proprietà  enunciate. 
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Ora,  se  y  è  un  cerchio  generico,  l'integrale  —  —   /  1  log  r-j —  —  U       *     J  ti  s   è 

uguale  a  zero,  oppure  a  £/(0),  secondo  che  0  è  esterno  o  interno  a  y. 
Questo  integrale  coincide  dunque  in  tutto  V  con  l'integrale 

i      r  i .        </  n  d  log  r  \  . 

E  per  le  proprietà  ben  note  degli  integrali  di  strato  e  doppio  strato  (che  senza 
difficoltà  si  estendono  agli  attuali  integrali  del  Lebesgue)  si  deduce  che  U=tt  in  tutti 
t  punti  del  cerchio  generico  y.  E  poiché  la  funzione  (armonica)  17  è  continua  in  tutto 
î\  ne  seguirà,  al  solito,  che  C/  =  w,  eccetto  al  più  nel  solito  aggregato  eccezionale  li- 
nearmente nullo.  E  resta  di  nuovo  dimostrato  che  la  successione  delle  u  ha  una  fun- 
zione limite  U  continua  e  armonica. 

La  dimostrazione  del  nostro  teorema  si  completa  quindi  come  al  §  5. 

Osservazione,  —  Noi  abbiamo  cosi  dimostrato  l'esistenza  di  una  funzione  armonica  U,  che  su  e 
assume  generalmente  i  valori  prefissi. 

E  precisamente  per  ogni  direzione  f  vi  sarà  su  e  al  massimo  un  aggregato  eccezionale  di  misura 
nulla.  Consideriamo  le  infinite  direzioni,  che  l'ormano  con  Tasse  delle  x  un  angolo  razionale  con  2  7t; 
case  tornano  un  aggregato  numerabile. 

Consideriamo  su  e  gli  aggregati  eccezionali  corrisponde nti  a  ciascuna  di  queste  direzioni  :  essi  for- 
meranno un  infinita  numerabile  di  aggregati  di  misura  nullt  ;  e  perciò,  considerati  tutti  insieme,  formano 
un  aggregato  G  di  misura  nulla.  Se  noi  consideriamo  un  punto  A  di  e  non  appartenente  a  G,  avremo 
che,  se  un  punto  O  dato  entro  T  si  avvicina  ad  A  lungo  una  qualsiasi  direzione,  che  formi  con  l'asse 
delle  x  un  angolo  e  razionale  con  2*,  è  lim  U(0)  sa  U(A).  È  facile  dedurne  che  questo  avviene  per 
redone  L  Potremo  infatti  costruire  due  rette,  uscenti  da    A,    formanti    fra    loro    un    angolo 


—  («  =  intero)  e  formanti  con  Tasse  delle  x  un  angolo  razionale  con  2  ft,  tale  che  la  direzione  /  sia 
compresa  fra  esse.  Siano  f, ,  t2  queste  due  rette.  E  sia  y  un  cerchio,  interno  a  T,  che  tagli  ts ,  f2  orto- 
gonalmente. Le  rette  f,  T  /,  e  il  cerchio  f  costituiscono  un  triangolo,  sul  cui  contomo  la  U  è  continua. 
Con  metodi  elementari  si  può  risolvere  il  problema  di  Dirichlet  per  un  tale  triangolo,  e  dimo- 
strate quindi  che  la  funzione  armonica  Ut  armonici  entro  questo  triangolo,  è  continua  anche  nel  punto 
i,  perché  nel  punto  A  sono  continui  i  valori  assunti  dalla   U  sul  contorno  del  triangolo  stesso. 

Resta  cosi  dimostrato  il  nostro  asserto  :  vale  ■  dire  che  si  può  trovare  un  aggregato  G  di  punti 
&  cy  di  misura  nulla,  tale  che  se  A  è  un  punto  di  e,  esterno  a  G,  si  ha  Um  u(Ü)  =  u(A%  in  qualun- 
que direzione  n  punto  O,  interno  a  I\  si  avvicini  al  punto  A. 

che  evitare  di  ricorrere  alla   risoluzione  del  problema  di  Dirichlet  relativo  a  questo 
triangolo,  estendendo  invece  a  questo  triangolo  la  formala   di  Green. 

imo  dunque  che  noi  al  5  2  avremmo  potuto,  volendo,  nella  prima  definizione   imporre   alle 
u(xt  j)  la  condizione  cü  assumere  in  ogni  punto  di  e  i  valori  prefissati  (ossia  di   essere   con- 
ni ogni  retta  r,  e  di  assumere  i  valori  prefissati  nei  punti  comuni  ad  r  e  a  e)  quando  si  escluda  al 
più  ito  aggregato  di  punti  di  e,  di  misura  nulla,  e  indipendente  dalla  direzione  della  retta  r  considerata. 

§  8.  L'ordinario  problema  di  Diricbdet 

Questo  paragrafo  è  dedicato  alla  risoluzione  del  problema  di  Dirichlet,  così  come 
mudato  ordinariamente  ;  e  lo   risolve,   imponendo   qualche  condizione   al  con- 


GUIDO     FÜBINI. 


torno  e,  e  ai  valori  prescritti  su  e.  Queste  condizioni  portano  con  se  che  sia  soddisfatta 
l'altra  condizione,  finora  ammessa  (cfr.  §  3),  che  esista  qualche  funzione  uy  che  sul  con- 
torno e  si  comporti  al  modo  voluto,  e  per  la  quale  l'integrale  /(»)  sta  finito  e  deter- 
minato. Noi  supporremo  ora  che  alle  funzioni  u  di  (w)  sia  imposta  proprio  la  condi- 
zione di  assumere  i  valori  voluti  in  ogni  punto  di  & 

Noi  potremo  ripetere  le  considerazioni  precedenti,  e  troveremmo  cosi  in  particolare: 
In  ogni  successione  minimizzante  si  può  scegliere  una  successione  subordinar 
f*a,  . ..  ,  quasi -convergente  in  F,  e  possedente  una  funzione  limite   continua   entro    i\ 
che  su  e  assume  generalmente  i  valori  voluti,  (Non  possiamo  però  dire  che   tale   fun- 
zione assuma  i  valori  voluti  in  ogni  punto  di  e).  La  proprietà  essenziale   delle    succes- 


sioni ng  è  che,  posto  /(«„)  =  d  -\-  -"/   ,  la  serie   V  Q    sia  convergente.  Quindi  se  wt, 

o  I 

wtJ  ...  è  un'altra  successione  che  gode  della  stessa  proprietà,  altrettanto  avverrà  della 


Questa  pure  possiede  una  funzione  limite  continua,  la  quale  sarà  la  funzione  con- 
tinua limite  tanto  della  successione  delle  «n,  quanto  della  successione  delle  wm*  Le  due 
successioni  hanno  quindi  una  stessa  funzione  limite. 

Dunque  per  studiare  questa  funzione  limite,  è  affatto  indifferente  partire  dall'una 
piuttosto  che  dall'altra  successione  minimizzante.  Questa  osservazione  è  fondamentale. 
Noi  potremo  dunque,  per  approfondire  il  nostro  studio  usare  di  successioni  minimi/ 
zanti  particolari. 

Lemma  *). — Se  L  è  una  funzione  finita,  che  non  h  mai  negativa  [positiva]  nell'area 
r,  e  che  e  nulla  sul  contorno  t  di  quest* area,  se  u  e  una  funzione  finita  e  continua  in- 
sieme alle  sue  derivate  prime  in  F  e  su  e,  se  l2u  e  integrabile  in    F,    e   se   A2m    non   è 

mai  positivo  [negativo]  in  F,  allora  l(u  -j-  L)  X  /(«)* 
Infatti 


Ora  /(L)^  o;  e 


/(«  +  L)  -  /(«)  =  2/(1*,  L)  +  /(!> 
I(u}  L)  =  —    f  fL^udxdy^o. 


C.    D.    D. 


Sieno  ora  y  (x,  j),  fy  (x,  y)  due  funzioni,  le  quali  assumono  su  e  i  valori  prescritti, 
e  soddisfano  in  ogni  punto  di  F  alle  -^<?^o,  Atj*^Q.  Supponiamo  che  le  f,  i  siano, 
insieme  alle  loro  derivate  prime,  finite  e  continue,  in  tutto  F  **),  Sia  ut ,  u2i  ...  una  qual- 
siasi successione  minimizzante,  possedente  una  funzione  limite  continua  U. 

Costruiamo  una  nuova  successione  vt  >  v$ , .  .  . .  ponendo  vti  =  un  in  ogni  punto  di 
F,  in  cui  <p  ^_  vm  ^L  4s  vK  =  <p  in  ogni  punto  di  F,  in  cui  un  <;  y  e  vn  =  t|*,  in  ogni 
punto  di  T,  in  cui  un  >  ty.  Per  il  lemma  precedente  sarà  I(vH)  £  /(«  J.  La  funzione 
vn  è  chiaramente  continua.  Quindi  la  successione  delle  vt ,  v a ,  . . .  è  pure  una  successione 


•)  Or.  Hedrick  (Diss.  Göttingen,  1901). 

**)  La  funzione  op  —  ty  non  può  avere  massimi  in  V  ;  e,  poiché  f  =  ty  su  r,  sarà  in  ogni  punto 
di  T  ?  ZÇ  <J>.  fCfr.  Picard,   ÏVttW  d'Analyse,  tome  II  (1893),  pag.  93,  n°  7J. 
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minimizzante.  Essa  (o  una  successione  subordinata)  avrà  dunque  una  funzione  continua 
Emite,  che,  come  sappiamo,  non  può  differire  da  U.  Ma  poiché  è,  per  ogni  valore  di  n, 
Ç^v^^i,  sarà  ?^  U^=^-  E,  poiché  le  funzioni  9,  rh  sono  continue  in  e  e  vi  assumono 
i  valori  prefissi,  altrettanto  avverrà,  in  forza  di  questi  disuguaglianza  della  funzione  £7. 
Se  i*(x,  v)  è  una  qualsiasi  funzione,  che  su  e  assume  i  valori  voluti,  e  se,  posto 
^=  tt(x,  y\  interpretiamo  la  i(  come  una  terza  coordinata  cartesiana   ortogonale,    noi 
avremo  cosi  definita  una  superficie,  che  passa  per  un  contorno  C,  la  cui  proiezione  sul 
f,  e  che  è  definito  dai   valori    prescritti  su  e.  Le   superficie  £  =  <p,  Ï  =  t 
sodo  superficie  passami  per  C,  che  devono  (in  virtù  delle  A2^  ^  o,  ±2ò  ^  o)  soddi- 
sfare a  certe  condizioni  di  convessità,   che  il   lettore  può   vedere  a   prima   vista,  e  che 
vono  a  interpretare  geometricamente  le  condizioni  sopra  enunciate. 

possiamo  trasformare  queste  condizioni.  Comincieremo  intanto  dal  supporre 
che  esista  in  V  una  funzione  continua  |/.(.v,  y),  che  assume  i  valori  voluti  su  e,  e  che 
nei  punti  di  V  possieda  derivate  prime  e  seconde  limitate.  Questa  condizione  è  relativa 
ai  valori  prefissi  su  e. 

diremo  poi  che  esista  una  funzione  À,  finita  e  continua  in  V  insieme  alle  sue 
derivate  prime,  nulla  su  e,  e  tale  che  in  tutti  i  punti  di  P  sia  \à^%\  _^  /,  dove  a  è 
una  costante  positiva  non  nulla.  Questa  condizione  è  relativa  al  contorno  r.  Essa  è  per 
cs.,  soddisfatta,  se  e  è  un  cerchio,  per  es.,  il  cerchio  x1  -|-  y*  =  1. 

In  tal  caso  infatti  la  funzione  — -  £  -j-  ]fz*  -[-  1  —  x1  —  y2 ,  (dove  e  è  una  costante 
positiva)  soddisfa  alle  condizioni  volute,  purché  il  radicale  sia  preso  col  suo  valore  positivo. 

da  queste  due  condizioni  seguono  le  precedenti,  infatti  è  ben 
evidente  che  si  possono  trovare  due  costanti  ht ,  b2 ,  in  guisa  che  le  funzioni  9  =  \l  -\-  ht  X, 
y  =  ji  -}-  hx  à  soddisfino  alle  due  condizioni  precedenti. 

In  particolare  ne  deduciamo  la  risolubilità,  col  metodo  di  minimo,  dell'ordinario 
problema  di  Dirichlet  nel  caso  del  cerchio,  almeno  nel  caso  che  i  valori  al  contorno 
sicno  tali  che  esista  la  corrispondente  funzione  (a. 

Senza  più  oltre  indugiarci  in  questi  e  simili  studii  generali,  facciamo,   per  conclu- 
dere, vedere  che  il  metodo  di  minimo  serve  per  estesissime  classi  di  aree  almeno  negli 
casi,  in  cui  è   valido  il   metodo  del   balayage  di   Poincaré.    Noi  ci  riferiremo  a 
trattazione,  che  di  quest'ultimo  metodo  é  data  dal   Picard    nel  suo    Traité  d*A- 
nalysi,  tomo  II,  pag.  100. 

Sopponi  e  e  sia  tutto  interno  a  un  cerchio  y  ;  e  per  semplicità  supponiamo 

che  per  ogni  punto  generico  A  di  e  passi  un  cerchio  y , ,  interno  a  y,  il  quale 
;a  F  al  suo  interno:   questo  è  il   caso  più    semplice,   in  cui  si    può    applicare  il 
metodo  del  balayage.  E?  per  semplicità,  noi  ci  limiteremo  ad  esso  *). 

Supponiamo  poi  che  i  valori  prescritti  su  e  siano  assunti  su  e  da  una  funzione  IV, 
che  sia  finita  e  continua  entro  il  cerchio  y  insieme  alle  sue  derivate  parziali   dei  tre 


•)  Notiamo  che  invece  di  un  cerchio  yA  si  sarebbe  potuto  scegliere  un'area  qualunque,  il  cui  con- 
tomo passasse  per  At  contenesse  V  dlTimerao,  e  per  cui  esistesse  la  funzione  Xf  di  cui  abbiamo  p.ul.ni> 
più  sopra,  o  per  cui,  in  un  modo  qualunque,  sapessimo  risolubile  il  problema  di  Dimciilit, 


primi  ordini.  Questa  condizione  si  può  rendere  assai  meno  restrittiva,  con  lo  stesso  me- 
todo che  usa  Picard  (loc.  cit.,  (Mg.  101),  seguendo  il  Paraf.  Nella  nostra  ipotesi  inumo 
si  osservi  che  esiste  almeno  una  funzione,  la  funzione  Wr  che  su  e  assume  i  valori 
fissati,  e  per  cui  I{W)  esiste  ed  è  finito,  É  dunque  lecito  parlare  dell'esistenza  di  una 
successione  minimizzante  üfJ  f*2,  ...  . 

Cominciamo  col  supporre  che  in  tutta  l'area  interna  a  y  sia  11  W  ^  o.  (Analoghi 
ragionamenti  varrebbero  se  fosse  Aa  JV  ^  o).  Per  quanto  abbiamo  detto  poco  fa,  si 
può  risolvere  il  problema  di  Diiuchlet  per  l'area  racchiusa  da  y4ì  ossia  si  sa  costruire 
una  funzione  armonica  entro  yY,  la  quale  su  yA  è  uguale  a  W.  Indichiamo  con  /una 
tale  funzione. 

Le  funzioni  W  e  X  possono  ora  compiere  l'ufficio,  che  nella  prima  parte  del  pre- 
sente paragrafo  compievano  le  funzioni  o,  ^.  Esisterà  quindi  una  successione  minimiz- 
zante vt ,  v1 ,  ...  tale  che  in  ogni  punto  di  V  si  abbia  W  £  vn  £  L 

Ma  IV  e  t  sono  continue  in  A  e  vi  assumono  il  valore  prefissato.  Altrettanto  av- 
verrà quindi  e.  s.  della  funzione  continua  1/,  limite  della  nostra  successione  minimiz- 
zante. E,  poiché  la  U  non  dipende  dalla  particolare  sceka  della  successione  minimizzante, 
se  ne  deduce  che  in  ogni  punto  A  di  e  la  U  assume  i  valori  voluti. 

Supponiamo  ora  che  Aa  W  assuma  entro  y  tanto  valori  positivi  che  negativi.  Co- 
struiamo una  funzione  W x ,  tale  che  1^  W  x  =  o,  nei  punti  ove  A,  W z^o,  e  Aa  Wx  =  A  W 
nei  punti  ove  i,Jr>ot  Poniamo  W  =  W%  -f-  W% .  Avremo  che  A2  Wx  =  o  nei 
punti  ove  Aa  W  ^  o,  e  Aa  Wa  =  At  W  nei  punti  ove  A .  W  <  o. 

Potremo  coi  metodi  precedenti  assicurarci  dell'esistenza  in  V  di  due  funzioni  ar- 
moniche u^  ntJ  le  quali  su  e  assumono  rispettivamente  gli  stessi  valori  che  sono  as- 
sunti dalle  Wx ,  IV 2 .  La  funzione  U  ss  ni  —  ux  è  La  funzione  armonica  cercata  (cfr. 
Picard,  loc.  cit.). 


§  g.  Estensione  alle  più  generali  equazioni  del  secondo  ordine 
che  provengono  da  un  problema  di  minimo. 


ra- 


Mentre  finora  noi  abbiamo  applicato  i  nostri  metodi  all'equazione  A3  u  =  ot 
la  quale  il  metodo  di  minimo  era  già  stato  usato  dagli  Aut.  cit.,  ora  indicheremo 
pidamente  come  i  nostri  metodi  si  applichino  senz'altro  alle  equazioni  lineari  del  secondo 
ordine  più  generali,  che  provengono  da  un  problema  di  minimo,  e  per  le  quali  era 
stata  dimostrata  (dal  Prof.  Levi)  soltanto  in  casi  particolari  la  legittimità  del  metodo 
di  minimo.  E  ci  occuperemo  specialmente  della  parte  più  importante  della  ricerca  :  cioè 
della  generalizzazione  dei  §§  2, ...  7. 

Poniamo  /(«)  =   /   /  M{u)dxdyj  dove  *) 

•)  Con  aik  si  intendono  ftuutoni  di  xt  y%  che  hanno  finite  e  continue  tutte  le  derivate,  che  com- 
pariranno nella  seguente  trattazione. 


L'equazione  differenziale  per  la  «,  corrispondente  al  problema  di  rendere  minimo 
l'integrale  /(«)»  è  (posto  a„  =  a]t)  : 

..        d/      du,        d«\,    d  /      du.        du\    ,   (da         da 
h^  =  rx(a''dlc^a-ry)^dy\a''dx^a-dy)+{-dT  +  ^-^   u  = 
L'equazione  \(u)  =  o  £  identica  alla  sua  aggiunta. 

Se  essa  è  quindi  del  tipo  ellittico,  quei  suoi  integrali  particolari,  che  hanno  una 
singolarità  logaritmica  in  un  punto  Ö,  hanno  per  essa  un  ufficio  affano  analogo  a  quello, 
che  nella  teoria  delle  funzioni  armoniche  ha  l'integrale  log  r. 

La  determinazione  di  tali  soluzioni  singolari  è  un  problema  che  è  già  stato  riso- 
luto, com'è  ben  noto. 

Notiamo  però  che  \(u)  non  individua  l'integrando  M(u).  Infatti,  se  è  dato  A  (m), 

dait      dtf_ 

non  sono  eia  dati  i  coefficienti  fl,,,^,,^.  ma  è  soltanto  data  la  A  =  -^r l-^r^  —  *.«• 

o  »j '    *i '    3j '  o x        oy         ** 

Scelti  quindi  arbitrariamente  i  coefficienti  at,n  a2j,  ne  risulta  individuato  ay).  E  ciò  non 
deve  stupire*  in  quantochè  i  problemi  di  minimo  corrispondenti  sono  equivalenti  tra 
loro  *)•  Anzi  questa  indeterminazione  può  essere  talvolta  utile,  come  tosto  vedremo. 

Se  l'equazione  A  (w)  =  o  è  ellittica,  noi  possiamo  supporre  at  t  >  o,  a22  >  o, 
atiazi — a*3">o.  Noi  supporremo  che  queste  disuguaglianze  valgano  in  tutto  il  campo 
r  e  su  e.  Se  le  atl,  a„,  ÄnÄ„ —  a*a  sono  finite  e  continue,  esisterà  una  costante  po- 
sitiva «  ^  o,  tale  che  an  X  *,  d„  ^  a,  atìa23t  —  a*i2  X  7.  in  F  e  su  e;  e  si  potrà 
trovare  una  costante  positiva  non  nulla  fi,  tale  che  sia  in  V 

atì-$>of     (au-P)(a„-^)-a;j>o, 
e  quindi 

jduV   .  dudu  t'du\*       »r/àuY   i    (davi 

data  v(;ì),  è  dato  anche  A.  Se  A  ^  o,  allora,  posto  a  =  atl  =  o,  si  ha 
a  fortiori  M(u)  ^p^tu.  Se  A>o  allora  si  possono  determinare  le  funzioni  »||f 
an  in  modo  che  questa  disuguaglianza  sia  soddisfatta  in  P,  purché  il  campo  P  dato  sia 
sufficientemente  piccolo.  Cfr.  anche  Picard,  Théorie  des  equations,  etc,  [Journal  de  Liou- 
TOJLB  (1890),  pag.  150  e  segg.]. 

Lo  studio  delle  successioni  minimizzanti  fatto  ai  §  4  vale  per  tutti  gli  attuali  problemi. 

Infatti  daDa  /(Af.X«.  si  deduce,  per  quanto  abbiamo  visto,  /  /  A,  (Afjd  xdy  ^  HeH, 
dove  H  è  una  costante  finita  e  determinata  I  H  «  -g-  L  ecc.  ecc. 

>  ?l  ft 

•)  Poniamo  infetti  dapprima   »gJ  s^    a3J  =  ß    e    quindi    aJ5  —  3— -f-  ir*-  —  ^-    Poniamo    pd 

ât}  =  x',    ÄaJ  =  ß'  e    fln  =  T^  +  a     ~  A'  U  diffcrcnza    dci    duc   inteSrali    'W   corrispondenti  e 

a  JffK*-Wl  +  M ^J^jì^j  [jx^;    e,  come  si    riconosce    inorando  per  parti. 

differenza  nan  dipende  che  dai  valori  prefissati  alla  u  su  e.  Cosicché  una    futuione,    cli^    tWOm 
ì  uno  degli  integrali  /(«),  rende  minimo  anche  l'altro. 


I 


■ 


Per  dimostrare  poi  l'esistenza  di  una  funzione  continua  lìmite  per  la  nostra  suc- 
cessione, si  può  applicare  uno  qualsiasi  dei  tre  metodi  dei  §  5,  6,  7. 

D  metodo  dei  §  5  si  applicherà  per  le  equazioni  a  coefficienti  costanti. 

Il  metodo  del  §  6  si  può  applicare,  quando  si  supponga  di  aver  già  risoluto  (per 
es.  col  metodo  delle  approssimazioni  successive)  il  problema  di  minimo  per  un'ara 
piccola  a  piacere  e  per  le  aree  più  piccole,  a  essa  simili,  e  di  aver  quindi  costruito  per 
tali  aree  le  funzioni  di  Greek  *). 

Il  metodo  del  §  7  vale  in  generale,  perchè,  conte  agevole   riconoscere,   la   1 
degli  strati  e  dei  doppii  .strati  si  estende  facilmente  alle  equazioni  lineari  ellittiche  più 
generali  **). 

Naturalmente  si  dovrà  però  ammettere  che  i  coefficienti  di  A  (a)  ammettano  de- 
rivate, alle  quali  sia  lecito  applicare  l'uno  o  L'altro  dei  nostri  procedimenti  (di  deriva- 
zione e  integrazione  per  pani),  e  che  di  più  questi  coefficienti  soddisfino  alle  note  con- 
dizioni, che  permettono  di  assicurare  l'esistenza  di  integrali  particolari  con  singolarità 
logaritmiche. 

§  io.  Estensione  alle  equazioni  di  ordine  superiore  al  secondo. 

È  ben  facile  vedere  che  i  metodi  precedenti  si  applicano  con  ogni  facilita  a  classi 
svariate  di  equazioni  di  ordine  superiore  al  secondo.  Noi  daremo  soltanto  alcuni  esenipü 
particolari,  che,  credo,  basteranno  a  lumeggiare  il  metodo. 

Tra  i  varii  tipi  di  equazioni  sceglieremo  senz'altro  i  più  semplici  :  quelli  cioè  che 
hanno  coefficienti  costanti,  a  cui  è  quindi  applicabile  il  metodo  dei  §  5. 

Anche  qui  vale  l'osservazione,  già  fatta  al  §  9,  che  una  stessa  equazione  differen- 
ziale può  provenire  dal  problema  di  minimo  relativo  a  integrali  distìnti  :  di  questo 
ci  possiamo  servire  in  modo  analogo  a  quanto  si  è  fatto  nel  §  9. 

Cosi  per  es,  studiamo  l'equazione  delle   funzioni   biarmoniche  A2Aaw  =  o.  Il  pro- 
blema classico  di  determinare  una  funzione  biarmonica  in    un   campo    F,    quando  su 
siano  dati  i  valori  delle  u  e  delle  sue  derivate  prime,  equivale  al  problema  di    rende 

l'integrale  /(«)  =    /    /  {lìuydxdyì  quando  si  prescrivano  sul 

valori  di  u  e  delle  sue  derivate  prime.  Se  noi  volessimo  applicare  ì  metodi  pre 
questo  problema,  dovremmo  cercare  qualche  fbrmola,  che  permettesse  di  determinare 
funzione  U  in  T,  quando  si  conoscessero  i  valori  di  U  su  e,  e  di  à3  U  in  r.  Infatti 


minimo 


contorno  e 


*)  Siccome,  come  già  dicemmo,  esistono  (in  casi  assai  anipii)  per  le  nostre  equazioni  delle  solu- 
zioni particolari,  che  hanno  per  esse  un  urBciu  analogo  a  quello»  che  log  r  ha  per  la  A,  u  s=  o, 
anche  per  le  nostre  equazioni  parlare  di  funzioni  di  Green.  (Ctr.  Particola  del  Sommerfeld  nclTfno- 
khpädii  à.  Math.  IViss.  II  A  7  e), 

*•)  L'ufficio,  che  nell'ordinaria  teoria  degli  strati  e  doppii  strati  è  compiuto  da  logr,  sarebbe  nel 
caso  attuale  compiuto  dalle  soluzioni  particolari»  citate  nella  nota  precedente. 


\ 


a  FRTMCIPIO  DI  MINIMO   E   I   TEOREMI   Dì   ESISTENZA   P«R   Ï   PROBLEMI   AL   CONTORNO,  ETC- 


limitazione  per    /   /  (±ztiydxdy  in  V  non  impone  alcuna  limitazione 


/m*«*  m 


57)  dxd>> 


quindi  non  potremmo,  come  precedentemente,  dallo   studio   di  questi   integrali  con- 
jdere  la  quasi  convergenza,  o  la  convergenza  della  successione 

!  con  ut ,  «,,  ...  indico  al  solito  una  successione  minimizzante).  Ora  esiste,  com'è 
noto,  una  formola,  che  permette  di  trovare  la  (7,  quando  sia  noto  \z  U  in  r,  e 
es.  sia  noto,  di  più  che  U  =  o  su  e.  Una  tal  forinola  è  del  tipo 

U(l,  r.)  =  JJ[\  17(a,  y)]G(x,  y,  l  r>)dxdy, 

G  e  però  una  funzione,  che  ha  una  singolarità  logaritmica  per  x  =  E,  y  =  r,.  Uno 
di  questo  integrale  ci  costringerebbe  quindi  a  considerazioni  di  natura  differente 
quelle  fatte  fin  qui. 
La  ragione  di  questo  sta  in  ciò,  che  (a,  IT)1  non  è  una  forma  definite  delle  deri- 

seconde.  ma  si   annulla   se     -^  =  —  -s  lf  anche  se  queste    derivate    non  sono 

nulle. 

NU  a  tutto  questo  si  rimedia  subito,  osservando  che  si  può  assumere  come  inte- 
grale da  rendere  minimo  l'integrale  I(u)=j  £[(5^)  +  2  {dx¥y)  +  (jf)  \dxdy* 

E  infatti  la  differenza  tra  questo  integrale,  e  l'integrale  prima  considerato 

ff(\*Yixdy 

uguale  a 


"/MM®'- 


dx  ds \dyj 

:  si  suppone  lecita  l'integrazione  per  parti  e  se  con  5  si  indica  Parco  del  contorno  e 
(supposto  per  un  momento  rettificabile).  Questa  differenza  dipende  dunque  soltanto  dai 
e  le  sue  derivate  prime  hanno  su  &  Se  questi  valori  sono  prefissati,  que- 
iza  è  una  costante;  e  i  problemi  di  rendere  minimo  Puno  o  Poltro  dei  due 
H  diati  sono  problemi  equivalenti. 
Supposti  dunque  prefissati  i  valori  di  u  e  delle  sue  derivate  prime  su  c7  si  vede 
che  la  integrazione  dell'equazione  l2à9it  =  o  rientra,  come  caso  particolare,  nel  pro- 
Mem  generale  di  rendere  minimo  l'integrale 


>^fjiim+>m+<m^ 


dove  2,  I-,  7  sono  costanti  posiave. 

Gire    Mmtmm    P*l*rm*r  t.  XXIII  (1907),  —  Sumptio  il   14  dicembre  1906. 
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GUIDO     F  UBIMI. 


Si  vede  ora  immediatamente  che  a  questo  problema  si   applicano  senz'altro  i 
todi  precedenti. 

E    campo   (/*)   di    funzioni    sarà   definito,   generalizzando   quanto    abbiamo   de 
per  le  equazioni  del  secondo   ordine.    Supporremo    cioè   che  per  le  funzioni    u  ài 
esista  Pintegrale  /(«)?  e  cne*  escluso  al  più  un  aggregato  di  rette  x  =  cost,  (y  =< 

di  misura  nulla,  gli  integrali  indefiniti  j  —^J*,   /  —jLdx^j  d?dy'  J  dxë~yij) 

sieno  uguali,  a  meno  della  solita  costante  additiva,  a^,  3^  i^~'  5— I.  Su  ogni  retta 

^  se  cost,    (x  =  cost.)  esterna   all'aggregato   eccezionale   di   misura  nulla    le   funzioni 

5—,  ^—  saranno  funzioni  continue  della  x  (della  y)  e  quindi  l'integrale  /  3—  dxl    I  ^   dj  I 

./,  a  meno  della  solita  costante  additiva,  uguale  alla  u:  proprietà,  che  noi  supporremo 
soddisfatta  su  Ogni  retta  y  =  cost,  (x  =  cost.).  Supporremo  infine  ancora  che  la  1 
assuma  in  ogni  punto  di  e  dei  valori  prefissati  e  che  le  sue  derivate  prime  assumano 
generalmente  su  e  i  valori  prefissati.  I  valori  di  queste  derivate  prime  su  e  non  siino 

però  dati  in  modo  arbitrario,  ma  siano  tali  che  la  derivata  ^-    secondo  una  certa  dir* 
zione  >  sia  uguale  a  cos(>.  .v)^— -f- cos(X^)^-  *), 

Indicheremo  al  solito  con  d  il  limite  inferiore  dei  valori  di  /(m),  quando    la 
zione  u  appartiene  a  («),  e  con  p%r  v2Ì  ...  una  successione  minimizzante. 
Posto  /(v.)  =  d  -\-  ti (  sarà  lini  n(  =  o. 

In  questa  successione    sceglieremo   una  successione  subordinata  uK,  na,  ..., 

che,  posto  i(w,)  =  d  -f-  -->- ,  la  serie  V  z\   sia  convergente,  ecc.  ecc.  (cfr.  §  4). 

-=r~rdx*  I  ^—~dx  tendono    a    un   limite 
dx2        J   dxdy 

ogni  retta  >  =  cost,  (escluso  al  più  un  aggregato  di  queste    rette   di   misura  nulla)  1 

che  su  ognuna  di  queste  rette  la  convergenza  è  uniforme.  E  una  proprietà  analoga  : 

dimostra  per   /  -^-fdy,   j  ^      *  dy.  Da  ciò  segue  che  le  — -,  -^-5    tendono  a 

limite  in  ogni  punto  di  P,  eccettuato  al  più  un  aggregato  linearmente  nullo. 

Invece  per  le  ~^-j>  ^   ?■,    -*— ,-  si  può  soltanto    dimostrare   che  esse  tendono; 

un  limite,  quando  si  escluda  un  aggregato  di  misura  superficiale  nulla. 

E,  coi  ragionamenti  del  §  5,  si  dimostra  che  la  successione   /  -^d.x  l  f  -~  dy\ 

converge  equt-uniformemente  su  ogni  retta  y  =  cost,  (x  =  cost.)  ossia  che  la  su 


*)  L'esistenza    di  tau  funzioni  si  può  dimostrare,  imponendo   qualche   condizione  restritova  (cfr. 


me  delle  um  converge   uniformemente  in   tutta   l'area  l\  e  che  la   funzione   limite  u 
sumc  quindi  sul  contorno  e  t  valori  prestabiliti. 

Si  potrebbe,  calcolando    direttamente,    dimostrare    che    è  /(«)  =  d.  Con    metodo 
a  quello  di  Hilbert,  ricordato  al  §  5,  si   dimostra   del   resto  che   u   soddisfa 


'equazione  -*a\«  =  o.  Essa  ha  quindi  una  derivata  prima  ^1  3— I  finita  e  con  tin  uà 

sens  area  interna  all'area  I\  la  quale  naturalmente  deve  coincidere  con  lim  ^— "I  lim  r-*  I 

*  #-*  dx  \«_«  dy  f 

ogni  retta  y  —  cost,  (x  ss  cost.)  in  cui  questo  limite  rappresenta  una  funzione  continua. 

.    ,.  di*        te      dum    du       .,     dnn  .  .  .  ,  J#  .         w 

udì  3—  =  Iim  -5^  j  t~  =  hm  ^r-1  in  tutti  t  punti  di  r,  eccetuiato  al  più  1  aggre- 

»  eccezionale  linearmente  nullo,  in  cui  non  si  è  dimostrata  resistenza  di  questi  due 

tL  Ciò  dimostra  che  la  successione  quasi  convergente  delle  ^-f  I  delle  -^  I  ha  per 

limite   una   funzione   continua.   E   nello   stesso   tempo  resta  dimostrato   che 


,  -.    -  assumono  generalmente  su  e  i  valori  prescritti.  (Ciò  si  dimostra  nello  stesso 

do,  con  cui  si  è  visto,  nel  caso  delle  equazioni  del  secondo  ordine,  che  la  funzione 
*axa.  assume  generalmente  su  e  i  valori  prescritti). 

U  nostro  problema  per  le  equazioni  considerate  si  risolve  completamente,  e  si  ap- 
ìnche  alle  equazioni  di  ordine  2  k  (k  ^  1)  a  coefficienti  costanti.  Il  metodo  si 
»plica  anche  alle  equazioni  a  coefficienti  variabili;  soltanto,  invece  di  ricorrere  agli  ar- 
tici dei  5  Jt  si  dovrà  ricorrere  al  metodo  del  §  6  o  del  §  7  per  dimostrare  che  la  funzione 
[tenuta  soddisfa  entro  V  effettivamente  all'equazione  differenziale  proposta.  Naturalmente 
equazione  differenziale  dovrà  (affinchè  i  nostri  metodi  siano  applicabili)  possedere  inte- 
sali particolari,  i  quali  compiano  per  essa  l'ufficio,  che  gli  integrali  log  r,  r2  log  r  com- 
piono per  le  equazioni  Aa//  =  o,  \\U  =  o.  La  ricerca  di  tali  integrali  è  stata  fatta 
FtiDHOLM  per  alcune  equazioni  [Acta  Math.,  t.  XXIII  (1900)]  e  dal  Somigliana 
di  Matem.,  serie  2a,  t.  XVIII  (1890),  pag.  59  e  t.  XXII  (1894),  pag.  145] 
litri  casi  particolari  per  equazioni  a  coefficienti  costanti.  È  facile  però  riconoscere 
si  può  estenderne  i  risultati  a  casi  più  generali  per  equazioni  a  coefficienti  variabili, 
do  con  ao,  at,  axì  hoJ  è4,  h3  funzioni  regolari  delle  Xs  y  in  un  intorno  del 
x  =  j  =  o,  consideriamo  per  es.  l'equazione  \Mu  =  o9  dove  i  fattori  (simbolici) 
sono  dati  dalle: 

Detta  equazione  equivale  al  sistema: 

v  —  Muf     o  =  Ai;. 

Se  a0a^  —  a\  ]>  o,  b0bi  —  b\  >  o,  l'equazione  \v  =  o  si  riduce  con  un  cambia- 
la f;         ri*  V 

aeoto  regolare  e  reale  di  variabili  alla  5-^  -\-  jr-j  =  o,  dove  £,   7,    sono  due   nuove 


variabili  indipendenti  nulle  del  prim'ordine  per  x  =  v  =  o.  Potremo  dunque  porre 

v  =  log(e»  +  «')  =  bg(*'  +  f)  +/(.v,  y), 

dove  /  è  una  funzione  delle  x,  y  regolare  nel  punto  x  =  _y  =  o.  Introducendo  due 
nuove  variabili  reali  X,  Y  nulle  del  prim'ordine  per  x  =  y  =  o,  potremo  far  sì  che 
l'equazione  M  u  =  v  si  scriva 

££  +  |^  =  log(*>  +  /)  +/(*,  ,). 

Ora  log(xa-f*  y2)  è  uguale  alla  somma  del  logaritmo  di  una  forma  quadratica  a  coef- 
ficienti costanti  delle  Xf  7,  e  di  una  funzione  regolare  delle  X,  F  nel  punto  X=  K=o. 
Quindi  si  avrà  in  sostanza  da  integrare  un'equazione 

!^+!^  =  iog(*x'  +  2(ixy-i-f)+e(x,  n 

dove  oc,  [3,  y  sorto  costanti  tali  che  *  y  —  ß2  >  o,  e  ß  è  una  funzione  regolare  delle 
a-,  y.    Posto    dunque    m  =  w  -f-  f,    dove    i    è    un    qualsiasi    integrale    regolare    deila 

g-te  -f-  5«  =s  Q{X,  F),  saremo  ridotti  all'integrazione  dell'equazione 

(a,  fi,  y  costanti)     |^  +  |^  =  log(*XJ  +  2?X  K  +  T  P), 

che  è  gii  stata  fana  dal  Somigliala  (loc.  cit.). 

E  per  ampie  classi  di  equazioni  lineari  in  2  e  più  variabili  si  possono  poi  estendere 
i  metodi  delTHEDiucK  (Diss.,  Göttingen  1901)  e  di  Holmgren  [Math.  Ann.,  t.  LVTII 
(1^04),  pag.  404]  per  la  determinazione  di  tali  integrali  singolari. 


Genova,  li  8  novembre  1906. 


Guido  Fubini. 
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SULLA  QUESTIONE  DELLA  PIÙ  CONVENIENTE  LUNGHEZZA  DEI  LATI 
NELLE  TRIANGOLAZIONI  GEODETICHE. 


Nota  di  P.   Pizzetii   (Pisa). 


Adunanza  dell'i  i   novembre    1906, 


I.  Un  sistema  di  triangoli  geodetici  di  i°  ordine,  destinati  a  determinare  gli  ele- 
menti geodetici  di  grandi  archi  terrestri,  è  egli  più  conveniente  che  sia  formato  di  grandi 
o  dì  piccoli  triangoli?  Ovvero:  dovendosi  collegare  geodeticamente  fra  loro  due  punti 
lontani,  quale  è  il  più  conveniente  numero  di  triangoli  per  la  catena  semplice  destinata 
ad  un  tale  collegamento  ? 

Il  problema,  pur  di  molto  semplificato  e  limitato  com'è  nella  2a  enunciazione,  non 
e  risoluto  teoricamente,  e  nemmeno  dal  punto  di  vista  pratico  può  dirsi  che  vi  sia  tra 
i  geodeti  una  decisa  tendenza  a  risolvere  la  questione  in  un  senso  piuttosto  che  in  un 
altro.  Là  teoria  può,  soltanto  in  piccola  parte,  fornir  luce  a  quest'uopo,  ancor  quando 
essa  sia  corredata  da  un  buon  numero  di  dati  sperimentali  intorno  agli  errori  medii 
nelle  misure  angolari  e  di  lunghezza  *). 

Si  potrebbe,  all'ingrosso,  ragionare  così  :  la  teoria  della  combinazione  delle  osserva- 
zioni dimostra  come  la  influenza  degli  errori  angolari  nel  collegamento  geodetico  sia 
tanto  più  piccola  quanto  minore  è  il  numero  dei  triangoli  impiegati  (Laplace);  sotto 
questo  punto  di  vista,  i  grandi  triangoli  geodetici  presentano  un  vantaggio  teorico  che 
non  è  certamente  annullato  dal  crescere  dell'errar  medio  angolare  col  crescere  delia 
lunghezza  della  visuale.  Questo  incremento  dell'errar  medio  è,  infatti,  relativamente  pic- 
colo quando  le  misure  angolari  vengano  eseguite  in  buone  condizioni  di  luce  e  col 
necessario  numero  di  reiterazioni. 

Ma  una  conclusione,  così  dedotta,  in  favore  dei  grandi  triangoli  sarebbe  illusoria. 
Si  può  infatti  ad  essa  obbiettare,  dal  punto  di  vista  pratico,  le  difficoltà  materiali  che  il 
più  delle  volte  si  oppongono,  nel  caso  di  visuali  assai  lunghe,  a  quella  ora  accennata 
reiterazione  delle  misure  angolari  che  è  necessaria  per  assicurare  la  bontà  dei  risultati. 
E,  dal  punto  di  vista  teoretico,  è  importante  osservare  che  il  citato  teorema  relativo  al 
crescere  della  incertezza  del  collegamento  col  crescere  del  numero  dei  triangoli  interposti 
è  vero  soltanto  nel  caso  di  una  catena  di  triangoli  non  molto  differenti  fra  loro  e  quando 
si  tenga  conto  solamente  della  influenza  degli  errori  angolari,  non  gii  dell'erróre  nella 


•)  Le  case  dette,  a  questo  proposito,  nel  §  95  del  mio  Trattato  di  geodesia  teoretica  (Bologna,  190s) 
esauriscono  l'argomento.  Valga  la  presente  Nota  a  complemento  di  quel  paragrafo. 


P.     P  I  Z  Z  E  T  T  I. 


lunghezza  del  lato  che  si  suppone  noto  per  la  risoluzione  del  triangolo.  In  quel  dato 
teorico  resta  quindi  del  tutto  fuor  di  considerazione  l'influenza  del  così  detto  sviluppo 
della  base.  E  poiché  le  osservazioni  e  gli  studi  di  questo  ultimo  decennio  hanno  posto 
in  evidenza  quanto  rilevante  sia  Terrore  medio  dovuto  a  questo  sviluppo,  riesce  iodi- 
spensabile  il  tenerne  conto  nell'esame  della  questione  delia  quale  qui  ci  occupiamo.  Le 
poche  considerazioni  che  seguono  hanno  per  iscopo  di  mostrare,  coll'ajuto  di  qualche 
calcolo  schematico  e  taluni  esempi  numerici,  la  parte  essenziale  che  lo  sviluppo  della  base 
deve  avere  nel  problema  delle  più  convenienti  dimensioni  dei  triangoli  geodetici. 


a.  Si  consideri  la  catena  semplice  (v.  figura)  che  collega  i  due  punti  0,6.  Tra- 
scurando la  curvatura  terrestre,  il  che  nel  presente  problema  può  farsi  senza  inconve- 
nienti, chiameremo  A',  Y  le  coordinate  cartesiane  del  punto  6  rispetto  alla  retta  0  I  e 
ad  una  perpendicolare  a  quella. 

Diremo  a,  l'angolo  del  lato  si  (percorso  nel  senso  della  numerazione  crescente  sui 
vertici)  colTasse  delle  x.  Avremo,  tenute  le  notazioni  indicate  in  figura: 

a|  =  o,     ^  =  x,+^,     «,«*,  +  *,  —  x,  —  {,, 

\  =  *»  +  *.  —  **  —  **+*••:£  *_.  ±  t~ 

(-[-  per  n  pari,  —  per  n  dispari) 

sen  xt .  sen  x, . . .  sen  x    . 


st  —  5, 


1  sen  ^  ,  sen  ^ , 
X  =  ±sr 


sen^, 


.  cosa 


dsi  _  _  J        o         per  r  ^  i 
dxr"  I  sé  cotg  xr  per  r  <  1, 

3«;       I       o  per  r  ^  t 
dxr  ~~  )±  1  per  r  <  t, 

(il  segno  -f-  per  r  dispari,  —  per  r  pari). 

Quindi 

BX  1       ^-  f  « 

x—  = >    s,  cos  («.  ±  xr) 

d*.        sen*   _f-  v  »  f/ 


1 


sen^ 


J  jtcos(«.qixf) 


-|-  per  r  dispari 
—  per  r  pari. 

—  per  r  dispari 
«f-  per  r  pari. 
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Poniamo  che  la  forma  dei  triangoli  sia  poco   differente   dalla  equilatera  in  modo 
che  possa  porsi  per  approssimazione: 


a,  =  o        per  i  dispari, 


21?  . 

«.  =  —     per  t  pan, 


*,  =  *,= 


s.  =  i,  =  ■  •  •  =  i. 


Supponiamo  ancora  che  «  sia  pari.  Si  ha  allora  facilmente  dalle  precedenti  forinole  : 


(0 


« 


/  dX  n  —  r  7T  st  % 

\dï  =  — ^.taQsir-TcotgT 

)  d  X  f  s  Tt 


per  r  dispari, 


ÒX  .  s  77 

57  =  0  —  0*,««g- 

idX        «  — r  * 


per  r  pan. 


Ora,  se  m  è  Terror  medio  di  ciascuna  misura  angolare,  e  nella  ipotesi  che  in  ogni 
triangolo  si  siano  misurati  i  soli  due  angoli  x  e  ^  Terror  medio  della  X  è  dato  dalla 
formula  : 

TT  7C  I 

Dalle  (1),  (2)  osservando  che  tang  -7-  =  cotg  —  =  —  si  ottiene  facilmente,  per 
la  sommatoria,  la  espressione 


H-4-^C1  H-  3  H-  s  H- 


+  («-0]  =  ^[5«i-3«1+i64 


D'altra  parte  si  ha  prossimamente  Jf=  —  st  cos  ---  :=  — sl}  donde  s%  =  —  XJ(j0: 
Sostituendo  nella  (3)  abbiamo 


*.  =  y"»*j/5«-3  +  £ 


Questa  espressione  cresce  con  w,  per  n  >  2  ;  il  risultato  è  conforme  all'enunciato 
principio  di  Laplace. 

Supponiamo  ora,  invece,  che  in  ogni  triangolo  si  sia  misurato  anche  il  terzo  an- 
golo (y)  e  fatta  la  compensazione.  Allora,  dalle  note  forinole  che  danno  Terror  medio 
di  una  funzione  di  quantità  compensate,  si  ha  Terror  medio  della  Xf  anziché  della  (3), 
dato  dalla 

■ïtGfï+œH-fzfê+îÊr 
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donde,  valendosi  delle  (i)  e  (2)  : 

(5)  K  =  ^SjY*"'  —  3"'  +  ion=-ymXy2n  —  3  +  ™  • 

3,  Poniamo  ora  che  la  lunghezza  del  lato  iniziale  5,  sia  stata  ottenuta  con  una 
rete  di  sviluppo  ro?nhridale.  Puando  si  supponga  dato  il  metodo  di  misura  della  base, 
e,  dentro  limiti  abbastanza  ristretti,  la  lunghezza  di  questa,  Terror  medio  di  st  può  ri- 
tenersi espresso  dalla  foratola  *): 

(0  mh  =no*)logAl 


dove  h  è  la  lunghezza  della  base  direttamente  misurata,  e  jj,o  un  coefficiente  di  propor- 
zionalità che  dipende  dalla  precisione  colla  quale  furono  misurati  gli  angoli  nella  rete 
di  sviluppo.  La  forinola  (6)  suppone  che  lo  schema  dello  sviluppo  sia  di  quella  forma 
che,  secondo  i  calcoli  di  Helmert,  garantisce  la  massima  precisione,  nella  ipotesi  che 
sia  assegnata  la  quantità  totale  di  lavoro  da  eseguirsi  per  la  misura  degli  angoli  dello 
sviluppo  stesso. 

L'errore  proprio  del  Iato  st  altera  proporzionalmente  ogni  dimensione  lineare  della 
rete  che  ad  esso  si  appoggia,  e  quindi  chiamando  M'[  Terror  medio  della  X  per  quanto 
dipende  dall'errore  del  lato  sì ,  avremo  : 


ovvero,  per  le  (4)  e  (6): 

(7) 


A*.x  =  F„*l°g^ 


Questo  error  medio,  per  un  valore  fissato  di  X,  diminuisce  col  crescere  di  «,  ossia 
col  diminuire  della  dimensione  dei  triangoli.  La  considerazione  dell'errore  proprio  del 
lato  iniziale  conduce  quindi,  rispetto  al  più  conveniente  numero  di  triangoli,  a  conclu* 
sioni  opposte  a  quelle  dedotte  dal  lemma  di  Laplace,  da  principio  citato. 

Si  comprende  quindi  come,  pure  astraendo  dalla  difficolti  pratica  di  misurare  colli 
voluta  cura  angoli  fra  visuali  molto  lunghe,  vi  sia,  anche  dal  punto  di  vista  teorico, 
un  limite  alle  dimensioni  dei  triangoli. 

Sempre  pel  caso  schematico  sopra  considerato,  diamo  i  valori  numerici  ai  quali 
conducono  le  formule  (5)  e  (7),  coi  seguenti  dati  numerici  : 

Supporremo  che  Terrore  medio  angolare  abbia  il  valore  m  —  Q*\}. 

Riguardo  a  ao  e  a  hy  assumeremo  i  valori  corrispondenti  alla  base  di  Berlino  (1880) 
e  al  lato  Eichberg-Müsselberg  dedotto  da  quella  base.  Dalle  Verhandlungen  der  Interna- 
tionalen Erdmessutig  189S  **)  rileviamo 

*  =  2336,        ^  =  36906,         -^  = -. 

JJ  *  ■       J  7  s.         200000 


*)  Vedi  Helmert,  Studien  über  rationelle  Vermessung,  u,  s.  w.»  pag.  61. 
"j  Rapport  sur  Us  triangulations*  par  le  Général  A.  Ferrerò,  pp.  30-31. 
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Questi  dati  introdotti  nella  forinola  (6)  din  do 

[ao  =  0,00000417. 
Supporremo  poi  X  ==  400  Km.,  per  modo  che  le  formole  (j)  e  (7)  diverranno  qui 

Mx  =  o°\588  j/2«  -3  +  £,        MI  =  i-,6«8  log  ^. 
Avremo  pertanto 


per  j,  = 

«  ss 

m;v  = 

juy  = 

iwy  +  Af?  = 

25  Km. 

64 

4*34 

r,7i 

4"\66 

40 

40 

3,4* 

2,06 

3,98 

jo 

32 

3.04 

2,22 

3,76 

80 

20 

2,38 

2,55 

3,49 

100 

16 

2,11 

2,72 

3,44 

m>ì 

12 

1,81 

2,94 

3,4* 

200 

8 

1,46 

3,22 

3,54- 

Nel  caso  qui  considerato  e  coi  supposti  valori  degli  errori  medi,  non  vi  sarebbe 
dunque  convenienza  a  spingere  la  lunghezza  dei  lari  oltre  i  100  Km.  Se  alTerror 
medio  angolare  si  attribuissero  valori  crescenti  colla  lunghezza  della  visuale,  la  colonna 
dei  valori  di  Afv ,  nella  precedente  tabella,  presenterebbe  una  diminuzione  meno  rapida 
e  il  valore  minimo  del  complessivo  errore  medio,  nell'ultima  colonna,  sì  avrebbe  per 
un  valore  di  j,  inferiore  ai  100  Km. 


Così  se  poniamo 

M  ss  o",3 

per  jj  ^    jo  Km., 

o",4 

per  st  —    80  Km., 

0",; 

per  si  =  ioo  Km., 

o",é 

per  sì  >  ioo  Km., 

per  st  =        2j  Km.         40 

50            80            100 
3,76         4,07,         4,64 

133 

+  M?  =        4",66          3,98 

4,66 

200 


4>37- 


Qui  apparirebbe  come  più  conveniente  una  lunghezza  dei  lati  intorno  ai  50  Km. 

Si  osservi  poi  che,  nel  caso  pratico,  le  reti  di  collegamento  presentano  delle  equa- 
zioni di  condizione  assai  più  varie  e  numerose  che  quelle  che  figurano  nel  caso  sehe- 
matico  sopra  considerato,  e  quindi  la  compensazione  riesce  più  completa  in  guisa  da 
ridurre  in  più  stretti  limiti  l'importanza  dell'errore  medio  M'x .  E  invero  l'esperienza  è 
abbastanza  esplicita  in  proposito  :  nel  paragone  fra  due  basi  misurate,  riunite  da  una 
triangolazione,  il  disaccordo  è  quasi  completamente  spiegato  dagli  errori  medi  dovuti 
agli  sviluppi  delle  due  basi,  per  modo  che  l'influenza  della  rete   di   collegamento    deve 

IW    O*    ÈUt*m,  F*Urm*t  t.  XXIII  {iytfj)>  —  Stampato  il  18  dicembre  1906.  12 


essere,  secondo  ogni  probabilità,  piccolissima  *).  Ciò  significa  che,  in  pratica,  i  valori 
dell'errar  medio  M'x  f  pur  accrescendosi  col  diminuire  della  lunghezza  media  dei  lati, 
debbono  tuttavìa  riuscire  notevolmente  inferiori  a  quelli  calcolati  nel  nostro  esempio 
schematico.  Per  modo  che  al  crescere  della  lunghezza  dei  lati,  la  preponderanza  del- 
Terror  medio  Af£  deve  farsi  sentire  ben  più  presto  di  quello  che  non  avvenga  nella 
prima  nostra  tabella  ;  eppenX  anche  per  questo  riguardo,  la  più  conveniente  lunghezza 
delle  visuali  risulta  notevolmente  inferiore  ai  ioo  Km. 


Pisa,  5  novembre  1906. 


P.     PlZZLTTI. 


*)  Chiamiamo  &,  ,  ba  le  lunghezze  misurate   delle  due  basi  ì  d%  ,  A2  ,  . ..  BM  ,  Bz  9  é  *.  taluni  an 
golì,  convenientemente  scelti,  nella  rete  che  collega  le  due  basì.  Dovrà  aversi,  teoricamente 
(B)  log  &j  —  log  b,  =  ^  (log  sen  Af  —  log  sen  B  j. 

Chiamiamo  disaccordo,  e  indichiamo  con  o,  la  differenza  osservata  fra  i  due  membri  della  (J9)  ove 
per  Àr ,  Br  si  pongano  i  valori  degli  angoli  quali  risultano  dalla  compensazione  della  rete  (nella  quale 
compensazione,  naturalmente,  supponiamo  non  si  sia  introdotta  la  condizione  dell'accordo  delle  due 
basi).  Ecco  Ì  valori  di  5  (presa  per  unita  la  settima  decimale  logaritmica)  per  talune  coppie  di  basi 
della  rete  Belga-Germanica  lungo  il  52°  parallelo  (vedi  Verhandlungen  der  Internationalen  kidnussunç 
1898  î  Rapport  sur  les  triangulations)  : 

Basi  :  S           M  Basi  : 

Osten da-Lonim el  -j-  32  ±  46  ßerlino-Königsberg 

LommelBonn  +  38  i  31  Königsberg -Strehlen 

Bonu-Gôttingen  —  12  i  M  Strehlen-Czeustochan 

Il  valore  di  M  nell'ultima  colonna  indica  il  disaccordo  medio  fra  le  due  basi,  calcolato  a  prior 
nendo  conto  degli  errori  medi  nella  misura  delle  due  lunghezze  e  nelle  due  reti  di  sviluppo;  in  guisa 
che  nei  valori  del  M  non  è  considerata  l'influenza  della  rete  dì  e  Piegamento,  la  quale  influenza  si  fa 
invece  sentire  nui  valori  di  5.  Che  i  numeri  Af  risultino  generalmente  superiori  ai  ò  è  da  attribuirsi  il 
caso  ;  ma  ciò  dimostra  che,  negli  esempì  qui  considerati,  l'influenza  degli  errori  della  rete  di  collega- 
mento è  stata  affatto  inapprezzabile.  Occorre  dire  però  che  questo  fatto  non  si  in  tutte  le 
triangolazioni  ;  per  esempio,  nelle  triangolazioni  Russe  il  valore  di  Af  è  in  media  ±  50,  mentre  il  di- 
saccordo 8  osservato  arriva  fino  a  2609. 

Vcggansi,  su  questo  argomento,  i  calcoli  di  Helmert,  Die  Europäische  Lângengr admis sung  in  j2* 
Breite,  Heft  I,  pag,  244. 


« 

M 

-2? 

±3» 

-Ï) 

±$i 

+    4 

±54. 

ÜBER  ME  DARSTELLUNG  EINER  GANZEN  ZAHL  ALS  SUMME 

VON  BIQUADRATEN. 

Liouvtlle  *)  hat  zuerst  bewiesen,  dass  jede  (ganze  positive)  Zahl  als  Summe  einer 
festen  Anzahl  von  Biquadraten  darstellbar  ist,  nämlich  als  Summe  von  53  Biquadraten 
(wobei  o  zu  den  Biquadraten  gerechnet  wird)  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  als  Summe 
von  höchstens  53  positiven  Biquadraten. 

Reaus  **)  hat  die  Schranke  jj  auf  47  reduziert. 

Lucas  ***)  hat  die  Zerlegbarkeit  in  45  Biquadrate  bewiesen  und  diese  Anzahl 
später  f)  auf  41  verkleinen. 

Herr  Fleck  ff)  hat  nachgewiesen,  dass  jede  Zahl  in  39  Biquadrate  zerlegbar  ist. 

Ich  werde  im  §  1  des  folgenden  die  Darstellbarkeit  jeder  Zahl  durch  38  Biqua- 
drate nachweisen  und  im  §  2  einige  daran  anknüpfende  Untersuchungen  anstellen. 

s«- 

Es  besteht  die  (auch  von  allen  genannten  Autoren  zu  Grunde  gelegte)  Identität  : 

,.i  «  («•+/,  -+t>+d'Y = C«W + (*-t>y + («-H)4 + 0-04 

*  >  }+(a+dy+(a-dy+(b+cy+(b-cy+(b+dy+(b^y+(c+dy+(c-j)\ 

Sie  lehn  auf  Grund  des  LAGRANGEschen  Satzes  von  der  Darstellbarkeit  jeder  posi- 
tiven Zahl  in  der  Form  ß*  -f-  b*  +  c *  -J-  d\  dass  das  Sechsfache  jeder  Quadratzahl  in 
12  Biquadrate  zerlegbar  ist,  desgleichen  a  fortiori  das  24-fachc  jeder  Quadratini 

Fur  J  =  c  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (1)   eine   Summe  von  n  Biquadra- 


•)  Liouvtlle  bat  jenen  Beweis  am  Collège  de  France  vorgetragen;  er  ist  in  Le  Besgue's  Exercices 
ïâmûyse  numérique,  Paris  1859,  auf  S.   1 15-115  abgedruckt. 

*•)  Neu  sur  un  théorème  d'Arithmétique  [Nouvelle  Correspondance  mathématique,  Bd\  ÏV  (1878), 
S.  309210]. 

mm)  Sur  position  des  nombres  en  bicarrés,  ebenda,  S.   32 j  325, 

*{■)  Sur  un  théorème  de  M.  LiouviLLE,  concernant  la  décomposition  des  nombres  en  bicarrés  [Nouvel- 
les Àitfuks  de  Mathématiques.  Ser.  2,  Bd.  XVII  (1H78),  S.  S Î^SÎ7i- 

•J-f)  Ober  die  Darstellung  gather  Zahlen  ah  Summen  von  positiven  Kuben  und  aïs  Summen  von  Biqua- 
drato* g**!**  Zahlen  [Sitzungsberichte  der  Berliner  mathematischen  Gesellschaft,   jter  Jahrgang  (1906), 


ten,  da  das  letzte  Glied  verschwindet.  Also  ist  das  sechslache  Quadrat  jeder  durch  die 
Form  ä3  -J-  h2  -f-  2  f  darstellbaren  Zahl  in  1 1  Biquadrate  zerlegbar.  Bekanntlich  ist  jede 
positive  ungerade  Zahl  in  der  Form  a1  -\-  b*  -|-  2  c1  darstellbar,  ebenso  das  Sechzeim- 
fache  jeder  positiven  ungeraden  Zahl.  Folglich  ist  für  ungerades  u  : 

und 

24.4«' =  BU, 

wo  unter  Bv  eine  Zahl  verstanden  wird,  die  als  Summe  von  v  Biquadraten  (d.  h.  von 

höchstens  v  positiven  Biquadraten)  darstellbar  ist. 

Nun  ist  bekanntlich  jede  positive  Zahl,  welche  =  1,  2,  3,  5  oder  6  modulo  8  ist, 

in  3  Quadrate  zerlegbar,  unter  denen  sich  mindestens  ein  ungerades  befindet.  Also  ist 

das  Sechsfache  jeder  solchen  Zahl  in  n-f-12+12^35  Biquadrate  zerlegbar;  d.  h. 

es  ist  : 

6(8«+i)  =  48»  +    6  =  5„, 

6(8«  +  2)  =  48«  +  i2  =  ßJ5, 

6(8«  +  3)  =  48«  +  i8  =  BJs, 

6(8«+5)  =  48»  +  3o  =  £J5, 

6(8w  +  6)  =  48«  +  36  =  B}f. 

Jede  Zahl  >  14J,  welche  modulo  48  einen  von  10,  11,  26,  27,  42,  43  verschie- 
denen Rest  lässt,  ist  *)  gleich  der  Summe  von  3  Biquadraten  plus  einer  positiven  Zahl, 
welche  =  6,  12,  18,  30  oder  36  (mod.  48)  ist.  In  der  Tat  ist  nach  diesem  Modul: 

os  30 +  3* +  3%  *«■  **+•*♦+ 34  +  34,      2  =  i8  +  24  +  24, 

3  =  18 +  3%  4  s  36 +  2% 

6  =  6,  7  =  6+1% 

9  =  6  +  I4  +   l*  +  I4,        12  =  12, 

r4«ia  +  i«+i4,  15  =  30  +  3% 

17  =  30+  i-+  1'  H-  3%    18  =  18, 


20  ~  18  +  i4  +  i4, 

23  =  6  +  l<  +  2S 
28  =  12  +  24, 
3I  =  30 -f  I4, 
34  =l8  +  24, 
37  =  36-fl% 
40=6+I4  +  34, 

4J  =  i2-r-34, 


21  =  36  +  3*, 

24  =  6  +  34  +  34, 

29  =  12  +   I4  +  24, 
32  =  30  +   I4  +  I4, 

3j  =  i8+î4  +  24, 

38  as  36  +  i4+i4, 
4I  =  g  +  ji  +  X4  + 


<>4 


y  =  36  +  i4  +  24, 
8  =  6  +  i4  +  i4, 

13  =  12  +  i4, 

16  =  30+  i4  +  34, 

19  =  18+1% 

22  s  6  +  24, 

2J  =  6  +  14  +  34  +  34, 

30  ==  30, 

33  ===  30 +i4+i4+i\ 

36  =  36, 

39  =  6  +  3% 

44=  I2  +  24+24, 
47  =  30+  I4  +  24. 


46  =  30  +  2% 

Folglich  ist  jede  Zahl  >  145,  deren  Rest  modulo  48  von  10,  11,  26,  27,  42,  43 
verschieden  ist,  =  Ä,.  Die  Zahlen  _  145  sind  in  19,  also  gewiss  in  38  Biquadrate 
zerlegbar. 


hon  Lucas  in  der  auf  S.  91,  Anm.  ■{■)  äderten  Arbeit  hervorgehoben  hat. 


CîBK  Dil   DARSTELLUNG   EINER   GANZEN  ZAHL   ALS   SUMME  VON   BIQUADRATEN. 
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Um  auch  jene  sechs  Ausnahmeklassen   zu    erledigen,    beweise    ich    zunächst    den 


Hilfssatz,  dass 


48»  +  2j  =  B. 


Wird 


ist. 

Wi 

48«  +  25  =  u 

gesetzt  und  u  >  134  angenommen  *),  so  ist 

a  —    l4  —  48«  +        24  =  24(2«  +  1), 
u  —    5*  =  48  n  —      600  =  24(2«  —  25), 
h  —    74  =  48  n  —    2376  =  24(2  n  —  99), 
u  —  134  =  48«  —  28536  =  34(211  —  11 89). 

Von  den  vier  positiven  Zahlen  m  +  1,  2w  —  25,  2w  —  99,  m  —  11 89  ist  eine 
=  5  (mod.  8),  also  =  a2  +  >a  +  ^\  wo  a  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist 
Ihr  24-faches  ist  daher  nach  Seite  92  in  11  +  12  +  12  =  35  Biquadrate  zerlegbar. 
Also  ist,  wie  behauptet, 

48«  +  25  —  ß}6. 
Da  nun  modulo  48 

■        10  =  25  +  3%  11  =25  +  i4  +  34,        26  =  25  +  1% 

27  =  25  +  i4  +  I4,        42  =  25  +  i4  +  24,        43  =  25 +  34  +  34 

ist,  so  ist  vollständig  bewiesen,  dass  jede  Zahl  als  Summe  von  38  Biquadraten  dar- 
stellbar ÌSL 


Die  bekannten  Kunstgriffe  und  die  in  §  1  neu  hinzugefügten  will  ich  jetzt  aus- 
nutzen, um  für  jede  der  48  Restklassen  modulo  48  die  erforderliche  Anzahl  der  Bi- 
quadrate möglichst  zu  reduzieren.  Bei  dreien  dieser  Restklassen  wird  allerdings  die 
Schranke  38  bestehen  bleiben. 

Ich  mache  zunächst  darauf  aufmerksam,  dass  bei  der  Zerlegung  der  Zahlen  8  n  +  2 
und  8  m  +  6  in  3  Quadrate  zwei  derselben  ungerade  sind  ;  für  die  Zahlen  8  rc  +  3 
sind  sogar  alle  drei  Quadrate  ungerade.  Daher  ist 

4811  +  6  =  BVi ,        48«  +  12  =  5J+,        48«  +  r8  =  ßn, 

48* +  30  =  ^,        48*  + 36  =  BH. 

Ich  beweise  ferner  den 
Hjlfssatz: 

48*  +  i=UJi. 
Beweis:  Es  werde 

48«  +  1  =«>  I34 


•)  Djjs  alle  Zahlen  ^  134  in  58  Biquadrate  zerlegbar  sind,  ist  durch  eine  ganz  kurze  Rechnung 
verinücrbar;  siehe  S.  94,  Anm.  •). 
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angenommen;  dann  ist 

u  —     i l  z=  ^Hn  =  24,  2  //, 

«  —    54  =  48  n  —       624  =  24(2  n  —  26), 

//  —    74  =  48^  —    2400  ^24(2«  —  100), 

u  —  134  —  48«  —  28560  =  24(2«  —  11 90). 

Von  den  vier  positiven  Zahlen  2«,  2«  —  26,  2«  —  100,  in  —  11 90  ist  eine 
es  6  (mod.  8),  aiso  =  x'  -f~  y*  -f-  £*,  wo  x  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist; 
ihr  24-faches  ist  daher  ein  B^ .  Also  ist 

«  =  V 

Analog  ergiebt  sich  der 

Hilfssatz  : 

4tn  +  9  =  Bìé,        48h  +  33=Bj6, 


zusammenfassend 

Beweis  :  Es  werde 


24m  +9  =B}6- 

24m  -J-  9  es  u  >  214 


angenommen  *);  dann  ist 

tf—    34  =  24^^  72=24(w  —  5), 

«—    o4=24w  —      6552  =  24 (m  —  273), 
w  —  |j4  œ  24m  —    |o6i6  ss  24  (w  —  2109), 
u  —  214  =  24  m  —  194472  =  24  (m  —  8103). 

Es  ist  modulo  8  einer  der  vier  (positiven)  Klammerausdrücke  rechts  ss  5  (für  gerades 
m)  oder  ^  6  (für  ungerades  m),  also  =x24-/  +  ^%  w0  *  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist,  sodass  u  jedenfalls  in  1-1-35  =  36  Biquadrate  zerlegbar  ist.  Auf 
Grund  der  neun  direkt  bewiesenen  Relationen 

48«+  i=Bìhì  48«+  e  =  ß„,  48«+  9  =  Blb, 
4&n  +  12  =  ÄJ4,  4*"  +  18  =  5n,  48«  +  «  -  «*, 
48"  +  30  =  BJS,        48  n  +  33  =  ÄI4I        48«  +  36  =  Bu 


*)  Dass  jede  Zahl  x  ^  214  ein  5j6  ist,  verifiziert  man  ganz  kurz  folgenderniassen.  Ihr  Überschuss 
ober  das  grösstc  sie  nicht  Übertreffende  Biquadrat  ist  <  2 H  —  20*  =  34481  ;  der  Überschuss  jener 
Differenz  über  das  grösste  sie  nicht  übertreffen  de  Biquadrat  ist  <  tj4  —  124  =  7825  u.  s.  f.  So  ergiebt 
sich,  wenn  3,  ,  *a  ,  ...  Grössen  zwischen  o  (inkL)  und  1  (exkl)  bezeichnen, 

v  =  x*  +  sr, .  34481  =  «J  +  «Î  +  53-782j  =  «Î  H-  «}  +  ac j  +  »,.2465 

=  *?  +  ••-  +  *î  +  »4."°S  =  *Î  +  *"«H4  +  V48o  =  xf  +  •-•  +x6  +  V"4 
=  xt+  ...  +*i  +  V   143  =**f  +  ...  +«J   +  *g.   6S  =  *<  +  ...  +*J  +^-49 
=  x4+^.+JC4o  +  ^io.   ?j  =  xi+  ...  +  *î, +*„-I7  =  *f  +  ...  +  *J1  +  *ll.iJ 
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te  ich  zum  Schluss  folgende  Tabelle: 

48«+    o  =  48(«-4)  +  3o  +  3«  +  3*  =  5)7, 

48n  +    i=Bi6, 

48»+     2  =  4801—1)+  l8  +  24  +  24  =  5)s, 

48n+    3=48(«-2)+i8  +  3«  =  ßH, 

48«+    4  =  48(»-i)  +  3é  +  2^  =  5)s, 

48»  +    5  =  48(n  -  1)  +  36  +  1«  +  24  =  B}i, 

48«+    6  =  ßj$, 

48n+    7  =  48«  +  6+i4  =  5j6, 

48«+    8  =  48«  +  6  +  i«+i«  =  2?}7, 

48»+    9  =  5J6, 

48»+io  =  48«  +  9  +  i4=5j7, 

48n  +  11  =  48»  +  9  +  i«  +  i«  =  ßj8, 

48«+i2  =  5M, 

48»  +  13  =  48»  +  12  +  i4  =  5}s, 

48»  +  14  =  48«  +  12  +  14  +  14  =  Bi6, 

48»  +  15  =  48 (»  -  2)  +  30  +  34  =  B)6, 

48«  +  16  =  48(11  -  2)  +  30  +  1«  +  3*  =  B„ , 

48«  +  i7  =  48n+i  +  2*  =  5}„ 

48«  +  i8  =  5J}, 

48»+i9  =  48«  +  i8  +  i*  =  ßH, 

48«  +  20  =  48»  +  18+  i4+  i4  =  5JS, 

48n  +  21  =  48 («  -  2)  +  36  +  3*  =  Bis, 

48n  +  22  =  48n  +  6  +  2<  =  5)6, 

48»  +  23  =  48»  +  6  +  1*  +  2<  =  ßJ7, 

48n  +  24  =  48 (n  _  3)  +  6  +  3^  +  3^  =  5„, 

48«  +  25  =  5j6, 

48  n  +  26  =  48  »  +  2j  +  i4  =  B}_ , 

48«  +  27  =  48«  +  2;  +  1*  +  i4'  =  5J8, 

48«  +  28  =  48*+  12  +  24  =  5)s, 

48n  +  29  =  48«  +  12  +  14  +  24  =  ß}6, 

48«  +  3o  =  5JS, 

48n  +  3i=48«  +  3o+i4  =  fij6, 

48«  +  32  =  48«  +  30  +  14  +  14  =  Bn, 

48«  +  33  =  5)6, 

48»  +  34  =  48«  +  18  +  24  =  Bu, 

48»  +  35  =  48»  +  18  +  14  +  24  =  B„, 

48» +  36  =  ^, 

48«  +  37  =  48«  +  3é  +  i4  =  5)S, 

48n  +  38  =  48«  +  36  +  14  +  14  =  Bj6, 

48n  +  39  =  4*0»  -  1)  +  6  +  34  =  B}6, 
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48n  +  40  =  48(«  -  1)  +  6  +  1«  +  3*  =  5„, 
48«  +  41  =  48«  -{-  25  +  2*  =  5}7, 
48n  +  42  =  48(n  —  1)  +  9  +  3<  =  5„, 
48«  +  43  =  48(«  -  1)  +  9  +  1«  +  3*  =  5J8, 
48n  +  44  =  48«  +  12  4-  2*  +  2+  =  5j6, 
48«  4-  45  =  48(«  _  1)  4-  i2  4-  34  =  Bn, 

48  «  4"  46  =  48  w  4~  3°  4" 2*  =  -^36  > 

48n  4-  47  =  48n  4-  30  4-  1*  4-  2*  =  5„. 

Berlin,  den  2"°  Dezember  1906. 

Edmund  Landau. 


(0 


(a,  {i,  y,  X  constants) 


The  further  development  of  the  theory  of  automorphic  functions,  u  e,  of  uniform 
functions  of  a  complex  variable  £,  which  are  unchanged  when  £  is  subjected  to  a 
substitution  of  the  form 

y,=   «C  +  E 

Y^  +  8 

and  in  particular  the  effective  application  of  this  theory  to  problems  in  analysis,  geo- 
metry, mechanics,  etc.,  seems  to  depend  largely  on  the  construction  of  an  arithmetic 
theory  of  the  discontinuous  groups  of  linear  fractional  substitutions  of  the  above  form, 
—  the  l-groups  as  I  call  them,  —  with  which  these  functions  are  associated.  The  geo- 
metrical theory  of  the  vgroups  is  well  developed  *).  But  an  arithmetic  theory  does  not 
yet  exist.  Certain  extensive  classes  of  these  groups  have,  however,  been  defined  arithme- 
tically. Fricke  in  particular  has  defined  a  large  class  of  such  groups  as  the  «  reproducing 
groups  »  of  ternary  quadratic  forms.  His  proceedure  was  briefly  as  follows  : 

Let  f(XiJ  îj>  ^j)  te  a  ternary  quadratic  form  with  integral  coefficients.  When  equated 
to  zero  this  form  represents  a  conic,  the  points  of  which  are  rational  functions  of  a 
parameter  X*  This  conic  is  transformed  into  itself  by  a  group  of  co3  eollineatïons  of 
the  form 

<  —  *i,  t  +  *ht*  +  %t*  Ö  -  h  2,  J) 

whereby  the  points  Z  are  subjected   to   substitutions   of  the   type  (i).   If  the  coeffi* 

Es  are  restricted  to  rational  integers  with  determinant  unity,  these  two  simply  iso- 
morphic groups  will  be  properly  discontinuous  in  the  Spiane.  In  this  way  even  form 

p  ^t  O  defines  a  £ -group  If,  and  the  expressions  for  the  coefficients  a,  ji,  y,  S 
can  be  calculated  explicitly,  as  was  done  by  Fricke  **). 


•)  Cf.  Fricke  Klein,   Theorie  der  automorphen  Functionen,  vol.  I,  pp.  6044$  [Leipzig,  1897]. 
*•)  Fricke,  (ji  xite  quadratisch*  Fornum  mit  drei  und  vkft  Variabile*  [Gôitiuger  K 

D«,  I},  I&9J].  AUo  Frjcke-Klein,  loc.  dt,  p*  555. 

Mmd.  Or*.  H*nm,  ?AÌ*tmot  t.  XXUÎ  (1907)  —  Suro  pi  to  I'll  gcniwjo  1907.  1} 
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The  present  paper  aims  at  a  generalization  of  this  proceedure,  which  has  already 
been  suggested  by  Fricke  himself.  The  conk  C3  of  the  preceding  paragraph  is  a  nor* 
mal  curve  for  a  space  of  two  dimensions.  The  contemplated  generalization  consists  < 
replacing  this  Cx  by  a  normal  curve  CM    of  order   n   in  a  space  Sn  of  n  dimec 
This  Cn  is  transformed  into  itself  by  ooJ  colli nearions  of  the  5^,  each  of   which   sub 
jects  the  parameter  £  of  the  points  of  the  Cn  to  a  substitution   (i).    If  as    before 
coefficients  of  the  collineations  be  restricted  to  integral  values  with  determinant  uc 
the  group  thus  obtained  will  be  properly  discontinuous.  In  this  way  every  Cm ,  wl 
can  be  transformed  into  itself  by  a  collineation   with   integral  coefficients   other 
the  identical,  will  define  a  discontinuous  I-group  rc  .  Such  a  Cn  we  may  call  integra 
and  in  the  future  will  use  the  symbol  Cr  to  denote  integral  curves  only. 

It  is  easy  to  show  *),  that  if  one  of  two  curves  Cfl  and  C'm  can  be  transfer 
into  the  other  by  a  collineation  with  integral  coefficients  of  determinant  unity, 
corresponding  groups  Vc  ,  Cv  will  be  simply  isomorphic;  and  that  if  Cm  can  be  tra 
formed  into  C\  by  a  collineation  with  rational  coefficients,  the  groups  Vc  and  PJ 
are  commensurable  **).  We  may  then  in  the  future  confine  ourselves  to  curves  C., 
which  may  be  derived  from  a  certain  canonical  CM  by  linear  transformations  on 
^  with  irrational  coefficients,  without  essentially  restricting  the  generality.  In 
paper,  however,  we  shall  discuss  only  a  special  case  of  this  general  problem.  We  shall 
confine  ourselves  to  the  case  n  =s  4,  and  to  a  particular  form  of  irrational  linear  trans- 
formations, whereby  we  are  led  to  a  new  definition  of  the  Fricke  ternary  form  groups, 
in  which  the  curves  Cm  in  question  are  associated  with  the  corresponding  ternary 
forms  in  an  interesting  way, 

5  I«  The  canonical  C4  and  the  corresponding  rc  . 

All  norma!  curves  of  order  n  in  a  space  of  n  dimensions    are  projectivcly   equi- 
valent. We  take  as  canonical  form  of  the  equations  defining  a  C4  the  following: 

If  the  points  of  this  curve  be  permuted  according  to  the  substitution 
where  ot,  %  y>  ^  iire  rca^  constants,  the  ^  undergo  a  linear  substitution 


fc  =  z.<& 


(»  =  ï»  h  h  4,  î) 


which  is  easily  calculated.  If  it  be  represented  by  the  matrix,  (ot!4),  of  its  coefficients, 


")  by  a  method  similar  to  that  used  in  the  analogous  problem  in  Frjcke-Kliih,  be.  du,  pp.  504-506, 
**)  Two  groups  arc  said  to  be  commensurable,  it  a  subgroup   of  finite    index  of  one    is  simply 
isomorphic  with  a  subroup  of  finite  index  of  the  Other. 
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4»}ß                              Éa'P'  4aßJ                 fi« 

■*T       3«Jt4ï  +  «»o            3(a'ß?J-faß,r)  ß'y-f3aßJX  {S'S 

xJT'     2(*,yS-|-*fiyJ)  «2SJ-f  4*|iyS-|-^y*  2(*fSoJ-f-^yo)  ß'o* 

*y5        iaY^  +  ^y'            3^^^  -f-  ayS1)  oto'  -f  3  {ly^1  fr* 

y4                  4y'o                               6ysSJ  4yoJ                 o< 

■whh  the  relation  jatifcj  =  1.  The   totality   of  the   substitutions  (a! J   for  all  values  of 
y,  X  constitutes  the  group  of  00'  collineations  transforming  the  canonical  C    into 
itself,  whereby  the  parameter  £  =  Ç,  :  Çm  of  the  points  on  this  C    undergoes  the  sub- 
stitution 

If  the  at'k  be  restricted  to   rational   integral  values   with   determinant   unity,  it  is 
dear  that  a,  fa  y,  S  will  be  integers  with  determinant  unity,  and  conversely.   Hence, 
group   Vc    defined  by  the  canonical  C4  is  the  group  of  the  elliptic  modular  functions, 
in  the  usual  notation  *),  the  group  of  sign  (o,  3  ;  2,  6,  00)  **).  This  shows  that 
our  canonical   C4  is  indeed  an  integral  curve. 

5  a-  The  curves  CmmM ,  and  the  diagonal  elements  of  the  matrix  («.J. 

Tbc  curves  which  we  consider  in  this  paper  are  obtained  from  the  canonical  C4 
by  irrational  transformations  of  the  following  form 

where  p,  y,  r,  m,  «,  are  positive  integers.  It  will  appear  subsequently  that  r  must  equal 
order  that  the  new  curve  be  integral.  We  shall  denote  the  curve  obtained  from 
the  canonical  C4  by  the  above  transformation  by  the  symbol  Cmtmtf  *  Moreover,  we 
assume  that  the  numbers  p,  y,  m,  n  are  such  that  none  of  them  contains  a  square 
factor*  and  that  no  three  contain  a  common  factor  of  any  kind,  greater  than  unity. 
The  collinearion  transforming  Cm         into  itself,  and   permuting  the   points  £  of 


•)  Fhicke-Kled*,  loc.  cit.,  p.  383. 

*•)  Clearly  the  same  result  holds  for  the  canonical  CH ,  if  it  be  defined  analogously,  I  e.  by  the 
equations  ^  =  CT"*"1  Çjf1 ,  1  =  i*  2t  3,  . . .  ,  n  +  1, 
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this  curve  according  to  the  substitution 

«£  +  P 
'      >!  +  * 

is  now  easily  obtainable  from  the  coUinearion  (*.'4)  belonging  to  the   canonical  C  by 

means  of  the  irrational  transformation  given  above.  Let  this  collineation  under  which 

C-m*.  is  invariant  be 

■'■*M                                                                                      j 

<!*=£«•*                                                       0=1,2 

,  Î.  4,  !)■ 

As  indicated  in  the  introduction,  it  is   our  purpose  to   impose  on  the  atl  the 

condition 

that  they  be  rational  integers,  and  to  determine    the  numbers  at,  p,  y,  $  in  the 

most  gt- 

neral  way  under  this  condition,  subject  always  to  the  relation  at  S  —  {w  —  i. 

We  consider  first  the  diagonal  elements  of  the  matrix  (atë).  They  are  as 

follows  : 

«■^TO^  +  f+r  +  n 

*„  =  7  K*1  +  **)(«*  +  3  Py)  +  (P*  +  rOü  **  +  Pt» 

«w—^^-f^M+PY. 

««4  =  7[(«i  +  S3)(*»+3Py)-(P2  +  y1)(3«&  +  Py)]- 

■V, =*(*-*• -Y-M» 

In  view  of  the  relation  aX —  fi  y  =  i,  we  have  at  once 

(2)                                                                          *'  +  *4  =  «„+«„, 

(3)                                («' +  *)(4«*- 3)  =  «„  +  «„, 

(4)                                              éa'JJ1  —  6aS  =  «„—  I, 

(5)                                                        P4+Y*  =  «.,-«„. 

(0                                  (P* +  Y')(4PY  + 3)  =  «„-«.,- 

(7)                                            6^f  + 6^  =  «„-!, 

and  further, 

(«  +  S)4-3(*  +  Sy  =  «M+a11  +  St,i  +  *„  +  aiS-i=^-9 

(say) 

(«-^  +  3(«-^  =  aii-aia  +  «„-a444-KiS-i=?^ 

(say) 

(P  +  Y)4+3(P  +  Yy  =  «„+«„  +  «„  -  «„-  «„  -  î  =ÎLf1 

(say) 

(P-Yy+3(P-Y),  =  *,.-*„  +  «,î  +  *44-«ss-'=?1^i 

(say). 

Solving  these  equations  we  have 

(8)                   («  +  *ySBSi(      3+e,^)    \ 

(io)           (p  +  Ty Ä±(_  j  +  Sj  >/i})      e'    e'    £»    6< 

00                 (P-Y)J  =  7(      3  +  %^   ) 
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From  (8),  (9),  (4),  (10),  (11),  (7)  we  have 

«*  =  t(     «  +  «,1^- «,1^  =  7(3+ «ft +  ««„), 

&Ï  =  t(-  6  +  65^  -  *4Vtf  =  t(~  3  +  eY3  +  6a„),    e'  =  ."  =  1. 

The  relation  a  S  —  ß  y  =  i  shows  that  we  have  e  =  e',  and  hence  we  derive  easily 

the  relations 

(12)  fty3  +  ««„  =  «,t/5T  — «,t^+a  =  «,»^-«4l^"  — a 

from  which  we  conclude  that  3  -(-  6x}J  imwf  fe  a  perfect  square.  For,  if  /3~-f-~6^ 

were  irrational  we  should  have 


a.  a. 

ju-t-  *«„;  = 

and  therefore 


?Ü +  ««„)  + 4  =  *.  +  *.> 
?(3  +  6.|f)  =  ^, 


fifa  _  ax  -  a%  -f  4  =  ±-{ax  —  4)(aa  —  4)  =  o 
4  4 

which  is  clearly  impossible,  since  ax  and  a2  are  from  their  definition  =  1  (mod.  4). 

But,  if  3  -j-  6  «j j  is  a  perfect  square,  i~ax,  V^,  f/ö^,  |/ö^,  must  be  rational  in- 
tegers [by  (12)];  in  fact  they  are  all  odd.  Hence  the  right  hand  members  of  equa- 
tions (8)-(ii)  are  integral,  so  that  we  may  place 

(13)  («  +  *)*  =  4,      Q—ty  =  Ai, 

(14)  («-ay  =  4,      (P  +  t)"  =  ^4 

which  gives 

(I5)         (^)=U,W4  q-i/z, 

^2  2 

-4 1 ,  ^a ,  -4  3 ,  -r44  being  positive  integers  (or  zero),  subject  to  the  determinant^  relation 

(16)  4-4  +  4-4  =  4. 

We  proceed  to  derive  the  further  conditions  to  be  imposed  on  the  Ai9  in  order 
to  insure  the  integral  character  of  the  coefficients  oc.f..  The  following  relations  are  at 
once  obtained  from  (13)  and  (14): 

(17)  «•  +  *  =  1(4  +  A),         V  +  f  =  t(4  +  0> 

(18)  («»-«7  =  44,  (^-77  =  44, 

(19)  «*  =  f(4-4>  Pt  =  7^4-^ 

whence  by  (2),  (5) 

«„  +  «J5  =  *  +  *  =  4  4  +  ÎW  -  4>". 

As  a  first  condition,  then,  we  have 

(20)  At  —  A2  =5  Ay  —  A4  ==  o        (mod.  4). 

Further,  *lt  and  a$J  will  each  be  integral  if  and    only  if,  •j{AlA2^ 
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tegral,  which  with  (20)  is  equivalent  to  the  condition 
(21)  AìmsJimiAìm^A4       (mod.  2). 

Again  by  (3),  (6)  we  have 

*„  +  *„  =  7(^+^)0*, -^,-3) 

«„-«„  =  7(4+^X^-^  +  5) 
whence  we  can  conclude  easily  that  (20)  and  (21)  are  necessary  and  sufficient  to  in- 
sure that  a„  and  k     be  integers. 
Finally  we  hawe  by  (4) 

,  A,  -AJA,~A1         \ 

which  is  evidently  a  whole  number.  Hence,  the  necessary  and  sufficient  condition  thai 
a|g,  aM,  1    ,  a    ,  «ss  be  integral  is  that  (20)  and  (21)  ta  satisfied, 

§  3.  The  remaining  twenty  elements  of  the  matrix  (*4fc). 


The  remaining  twenty  elements  of  the  matrix  (aa)  are  easily  calculated  and  are  as 
follows  : 


«sl  =  7C*4  +  P4-r-X4)^, 


=  -r(«4-^  +  ïH-*)j|. 

=  2(«'P  -  «p»  +  Y'X  ~  Y*')j|,       %  =  t(«' Y  +  P*  -  «YJ  -  ^0 j|, 


=  3(«Jr  +  Y^')j|, 


=  2(a^+«^  +  r^  +  Y«,)$,         «1I-7(«'Y  +  *Y5  +  P,S  +  ^')^, 

yp  ym 

=  |(«»y  4,  «Y»  -  ß't  -  M0^,      »,.  =  *(«'*  +  «P'  -  Y3*  -  Y&OjS, 

>m  y  q 

«m  =  tK«'  -  *>(«*  +  3^Y)  -  (P1  -  y0(3«*  +  >T»jf , 

7m 


«4l  ==£[(«'-*)(«*  + 3^y)  + G1' -Y^O^  +  Py)]^. 


-;^t'"' 


«>}  =  i(a+Pr)(aß  +  TS)LL,  %=2(aJì  +  fìT)(«Y  +  M)^, 


s.-<*f-rr>|£, 


tf 


's,  =  W-f*>%> 


.*,¥? 


«M  =  2(a  +  ^)(«Y-ßS)L=,         «4J  =  K«*  +  PyX«p-y*)^. 
%J  =i («jy  -  «y'  -  &'*  +  &*>j|>   s  =  •&>»—  «f*1  -  y'*  +  r*)jS- 


m  the  above  and  making  use  of  (17)  we  find  readily 

t*n + 3  r*»  =  K«'  +  *w  +  -iïVP =7  C4+  4X4 + 4)tfT' 

we  conclude  that,  since  neither  j)  nor  r  contains  a  square  factor,  a  necessary 
that  CmmM  be  an  integral  curve  is  the  equality 

p  =  r. 
The  following  relations  are  now  readily  obtained    from  the   table  of  the  aiè  just 
en  and  the  relations  (17),  (18),  (19)  previously  obtained: 


TV- 


</*>,  +  P«,s  =  7  (4  +  4)^4  4f* 

t*»  -/>*,,=  HA  +  4}M,4#f> 

M4  +  4«%  =  ï(î<  +  4  ~  34  -  At)\>A,Ajn, 

P*H  —  4«\,  =  7(4  +  34  -  4  -iA)\AlA>pn, 

K,  +  3'*,,  =  ±  T(4  +  4X4  +  At)p, 

P*ti  -  3*-«,,  =  3l;4444P' 

/>*.,  +  4»«„  =  |K  +  34  +  34  +  AjfAtAjm, 

P«„  -  4*«.,  -  7  (3  4  +  4  +  4  +  3<)l  ''44*  *' 

î  «,.  +  4  ■  *„  =  (4  +  4  +  4  +  4  + 2)  ^44?*» 

q7,it  —  4mxti  =  (//,  +  4  +  4  +  4  —  2)1 44  f», 

»*„  +  m*u  =  (4  —  4  —  3)^44«"» 
»■4.  —  »»«,«  =  (4  —  4  —  0^44»», 


4  ■  ■„  +  3P  V  =  -K4  -  4  -  4  +  AjVAtAjm, 
4»*,,  —  3J>«„  =  K4  -  4  —  4  +  AJVAtAtpm, 

1*»  +  tf*«  =  K4  +  4)?44*g. 

?*n  -  3/^  =  1(4  +  4)»/44^?' 


4««<}  +  3/»«H  =  |(4  -4— 4+  4)f44/>«> 
4»«„  -  **«*  =  7  (4  -  4  -  4  +  4)i^44M 
?*J4  +  4««45  =  (4  +  4  —  4  —  4  —  2)  A  4?"' 
?  «„  —  4  »  *4S  =  (4  4-  4  -  4  —  4  +  2)  ';4  4** 

Qearly  all  the  radicals  in  the  above  expressions  must  be   integral.    In   particular, 


A,  Ai  4  4  must  be  a  Perfect  square,  and  by  combining  suitably  chosen  radicals  it 
seen  that  another  necessary  condition  that  Cmmf  be  an  integral  curve  is  that  rnnpq 
a  perfect  square. 

Now  the  numbers  m,  »,  p,  q  are  such  that  none  contains  a  square  factor,  and 
)  set  of  three  has  a  common  factor,  greater  than  I.  Suppose  p  has  a  factor  r  in 
»mmon  with  y,  a  factor  s  in  common  with  m,  and  a  factor  /  in  common   with  ». 


Then  p  is  clearly  of  the  form  p* rst^  p*  heilig  prime  to  wi,  w,  and  q.  Similarly  we 
may  write  q'ruVj  m'suw,  and  n'tvtv  for  q,  w,  and  n  respectively,  Here  r,  s}  f,  m, 
t/,  w,  are  numbers  such  that  no  two  of  them  have  a  factor  greater  than  unity  in 
common;  and  the  same  is  true  of/)',  q\  m\  n*.  Hence,  since  pq  m  n  is  a  perfect  squire, 
we  find  readily  p9  « ^  ss  m*  s=  »f  »  I.  We  have  then 


p  =  srt, 


q  =  ru  t>, 


m  =  s  uw, 


n  =  tv  w. 


We  must  now  determine  ^ ,  ^4 . ,  A ,  ^4  in  the  most  general  way  so  that 

(23)  AxAxpq,         A}A^q,        AtAjn,        AxAApm 

are  perfect  squares. 

Let  us  consider  first  the  case  where  none  of  the  A{  are  zero,  and  let 

At  is  ré  st  t  ».  v.  w .  x,  6;  (f  ^  1,  2,  ï,  4* 

here  b]  is  the  greatest  square  contained  in  Ai  as  a  factor,  x;  is  the  largest  factor  of  A-t 
which  is  prime  to  pqmn,  and  the  other  numbers  are  determined  so  that  r  is  a  di- 
visor r,  5,  of  5,  . , .  ,  u>;  of  a.'.  The  four  numbers  (23)  now  become 

AlAjq  =  b]hlr\ssis2.uHtu2JtJ^vviv1,wiw2,rj2.xtx2, 

A^^q^b^y^ss^nn^JtJ^vv^.w^.r^^x^, 

A2A^pn  =  b\b\t\ss2sA,rrir^vv2v^ww2wAAJ^u2u^xtx^ 

Af  A^p  m  =  b]  b\  s\t!t  tt  ,rrjr  n  nx  u^ .  w  w%  w^  .  v4  •  »a  ^  ,  x,  a  $ . 

Since  these  ;ire  to  be  perfect  squares,  we  have 


xx  =  x2  =  x%  =  %4  =  x     (say) 


Also,  since  the  product  of  the  first  two  is  a  square,   uutUM.UUtU    is   a   square,    and 
since  u3  =  u    we  have  ut  ss  m  .  Similarly, 


i,  =  J. 


>.«*n 


^   =  w 


We  may  then  write  : 

Now  5J(5:  is  a  perfect  square.  Suppose  xo  is  the  highest  common  factor  of  f  and  5,, 
and  let  st  =s[s0i  s2  =  s[so;  then  ss\s2  is  a  square  and  hence  we  have  s  =  s[sl. 
Now  merge  $0  with  x  (x  is  then  no  longer  prime  to  pqmti)  and  suppress  the  primes 
on  s[  and  s[.  Then  expressions  (24)  remain  formally  unchanged.  Treating  the  other 
squares  similarly,  the  At  are  given  by  (24),  where  x  is  some  integer  not  yet  deter- 
mined (but  not  containing  a  square  factor),  and  where  we  have 


'   =  V*> 


14  =   H.  U 


:  I 


r  =  rìr], 


W  =  tf ,  ft' 


v  =  vivlJ 


Entirely  analogous  considerations  lead  to  the  same  form  for  the   Ai   in    the  case 
where  one  of  the  Ai  vanishes,  the  corresponding  number  bi  being  then  zero. 
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If  now  we  place 


iat  we  have 

obtain 


determinantal  relation  (16)  shows  that  x  is  either    i    or    2.   We   thus   get   two 
s  of  substitutions  : 


en.-- 


2  21 

2  2 

/    Ä±MS^r    ffi+M5yr\ 
/«?\        /  H      _     U        _fr      _      \ 

The  radicals  in  equations  (22)  now  become  : 


YAtA2pq  =puvjlxbìb2    =qstj\xblb2i 


l/A%AApq  =puvj2xbtb2    =qstj2xbibi, 
\ fA%  AAp  n  =  pvwh2xb2b4  =  nrsh2xb2bA, 
YAtA.pn  z=  pvwhlxblbi  =  nrsbtxblbiJ 


VA  A  A, A   =  utsvrwxb  bb,b  , 
'1234  1   2   3  4  ? 

V^4  A  ùm  =  putvkxbbA  =  mrtkxb,  b. 

1        4*  114.  1  1      ^  / 

V  A^A  pm  =  puwk2xb2b5  =  mrtk2xb2b}, 

\/A2  A4qm  =  q$wh2xb2b^  =  mrvh2xb2b^ 

ÌAxA^qm  =  qswhlxblb}  =  tnrvhlxblb^ 

i  AxA2mn  =  msujtxbtb2  =  ntvjlxbib2, 

\! A  A^tnn  =  msuj2xb^b^  =  ntvj2xb  i  , 

yAtAAqn  =  qruk^b^^  =  ntwkìxbìb4, 

YA2Aiqn  =  qruk2xb2by  =  ntwk2xb2bi. 

then  clear  that  the  (a. J  are  all  integral,  provided  only  certain  congruences  (mod.  4) 
(mod.  2),  which  need  not  here  be  further  specified,  are  satisfied. 

■L  Gire  lfctoM.  />«Jir*M,  t.  XXIII  (1907).  —  Stampato  il  18  gennajo  1907.  14 
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The  totality  of  substitutions  (25)  and  (26),  obtained  by  decomposing  iti,  sv,  and 
rw  into  the  product  of  two  integers  bxh^  htk7  and  jj2  in  all  possible  ways  and 
giving  bt ,  hz ,  b^ ,  b^  all  integral  values  satisfying  the  determinantal  relation 

<fcU*5  -  KKiX  +  M,/,*;  -  w.$*  =  4 

and  subject  to  congruences  (20)  and  (21)  and  the  other  congruences  just  referred  to, 
constitutes  the  group  we  are  seeking.  By  the  form  of  the  substitutions  (25)  and  (26) 
this  group  is  at  once  identified  with  a  Fricke  ternary  quadratic  form  group  (or  with 
a  simple  congruence  subgroup  of  the  latter,  which  we  do  not  regard  as  essentially 
different)  *),  In  fact,  if  our  group  be  denoted  by  [/>,  ç,  w,  »]  and  the  reproducing 
group  of  the  form  P£  —  Q^  —  R£  by  [P,  Q,  R]  and  if  we  use  the  symbol  (a,  b) 
to  denote  the  highest  common  factor  of  a  and  t,  then  the  two  groups  [/>,  q,  my  n] 
and  [P,  Qy  R]  are  essentially  the  same,  if  we  have 

P  ~  ut  —  (pf  »)(w,  h),         Q  =  rw  =  (pi  q)(m,  >/),         R  =  sv  =  (/>,  m)(f,  «> 

This  then  affords  a  new  definition  of  the  ternary  quadratic  form  groups,  exhibiting 
them  as  the  reproducing  groups  of  a  certain  class  of  normal  curves  of  the  fourth 
order  in  a  space  of  four  dimensions. 


Princeton,  New  Jersey,  September  27,  1906. 


John   Wesley  Young. 


•)  Cf.  Fricke-Klein,  Ioc.  cit.»  p,  537, 


Den  Begriff  Polyeder  fasse  ich  nach  Möbius  (Gesammelte  Werke,  Bd.  IL  Seite 
75,  f.)  als  ein  System  dergestalt  mit  einander  verbundener  ebener  Polygone,  den 
lachen  des  Polyeders,  dass  jede  Kante  eines  Polygons  die  Kante  eines  und  nur  eines 
er  übrigen  Polygone  ist,  sie  wird  dadurch  auch  Kante  des  Polyeders.  Das  Polyeder 
oll  nur  aus  einem  zusammenhängenden  Teile  bestehen,  welcher  ganz  im  Endlichen 
erläuft.  Das  ebene  Polygon  kann,  abweichend  von  dem  Mouius'schen,  jedes  zusammenhän- 
gende Stück  der  Ebene  sein,  dessen  Begrenzung  aus  einem  oder  mehreren  geradlinigen 
Kamenzügen  ohne  Doppelpunkte  gebildet  wird,  welche  getrennt  von  einander  verlaufen. 
Die  aufgestellte  Forderung  der  Endlichkeit  des  Polyeders  bedingt  es,  dass  ein  Kantenzug 
alle  übrigen  umschliesst.  Durch  diese  Fassung  ist  ein  sich  später  als  wichtig  erweisendes 
Polyeder  zugelassen,  welches  aus  einem  Eule  eschen  hervorgeht,  wenn  man  in  dasselbe 


*)  VergL  die  Abhandlung  mit  gleichem  Titel  von  Herrn  Paul  Stàckel  in  L  XXII  (1906),  der 
«Rendiconti»,  pp*  141-151  vom  27  Mai  1906  und  meine  vorläufigen  Bemerkungen  zu  derselben  im 
«Supplemento»,  anno  I  (1906),  n°  5  (September-Oktober),  pp,  60-61. 

Die  vorliegende  Arbeit  enthält  in  erweiterter  Form,  wie  sie  die  Bezugnahme  auf  die  STÄCftHl/sche 
erhascht,  den  Inhalt  eines  Aufsatzes,  den  ich  Anfang  Juni  der  Red  Aktion  des  «  Archivs  für  Mathematik 

t Physik*  einreichte,  nun  aber,  der  veränderten  Sachlage  entsprechend,  ebenfalls  in  den  «  Rendiconti  « 
Abdruck  bringe-  Eine  Gegenüberstellung  der  Abweichungen  in  den  Resultaten  würde  ebenso  viel 
a  eingenommen  haben  wie  die  Entwicklung  selbst,  weshalb  ich  Jen  ursprünglichen  Gang  beibehalten 
.  Das  Hauptgewicht  lege  ich  auf  die  Behandlung  des,  von  den  regulären  Körpern  allein  Schwie- 
rigkeiten bietenden,  Dodekaeders,  obgleich  es  mir  nicht  gelungen  ist,  für  den  mitgeteilten  Satz,  der  mir 
1  seit  Jahren  bekannt  ist,  einen  Beweis  zu  erbringen*  Die  im  «Supplemento  a  angeführte  Ausnahme 
nicht,  ihre  Erwähnung  geschah  auf  Grund  eines  nachträglich  hinein  gebrachten  Irrtums*  Es 
zwei  Scharen, 
Die  Bezeichnung  *  singulare  Geodätische  «  für  eine  geodätische  Linie,  welche  an  einer  Ecke  vorbei 
gebt,  im  Gegensatze  zur  «Reguläre"  he  eine  Kante  in  endlicher  Entfernung    von    ihren    Ecken 

öia,  habe  ich  von  Herrn  Stackel  herübergenommen. 
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ein  vieleckiges  Loch  schneidet  und  dessen  Rand  als  Basis  einer  Pyramide  wählt.  Zwei 
in  einer  Kante  zusammenhängende  Flächen  sollen  in  Bezug  auf  diese  Kante  benachbart 
heissen.  Ist  der  von  zwei  benachbarten  Flächen  gebildete  Winkel  Null,  so  fallen  sie 
ganz  oder  zum  Teil  aufeinander.  Im  ersten  Falle  bilden  sie  ein  Dieder,  sofern  mau 
sich  die  zur  Deckung  gelangenden  Kanten  aneinander  geheftet  denkt,  im  anderen  Falle 
tritt  nur  ein  diedrischer  Teil  des  Polyeders  auf.  Ist  der  Winkel  gleich  tz,  so  fällt  die 
Kante  fort. 

Die  Endpunkte  der  Kanten  heissen  Ecken.  Durch  jede  Ecke  gehen  ebenso  viele 
Ebenen  wie  Kanten,  beim  Dieder  ist  diese  Anzahl  zwei.  Es  können  auch  mehrere 
Kanten  einander  unendlich  nahe  liegen.  Dies  tritt  insbesondere  dann  ein,  wenn  ein 
Dieder  geradlinig  geknickt  wird.  Ein  solcher  Knick  besteht  nus  mehreren  paarweise 
sich  deckenden  Kanten;  jedes  Paar  bildet  ein  geschlossenes  Zweieck,  durch  jede  der 
beiden  auf  ihm  liegenden  Ecken  gehen  vier  Kanten  und  vier  Ebenen. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Dîeders  ist  das  2rc-eder,  bestehend  aus  in  sich 
deckenden  Polygonen   i,  2,  3,  . .  .  2;/. 

Die  auf  einander  liegenden  Kanten  müssen  in  einer  der  beiden  Arten  : 

L         12,34,5  6,  ...2»  —  1     2  w,  oder 

II.        2  3,  45,  67,  ...  2 ti  1 

aneinander  geheftet  werden,  nur  ist  es  unzulässig  stets  eine  und  dieselbe  Art  zu  wählen, 
weil  dann  n  getrennte  Dieder  entstehen  würden.  Sind  die  Polygone  regulär  und  von 
gerader  Kantenzahl,  und  wechseln  m  jeder  Ecke  die  Arten  I  und  II  mit  einander  ab, 
so  werden  alle  Ecken  congruent  und  das  Polyeder  kann  als  ein  reguläres  aufge 
werden.  Ungerade  Ebenenzahlen  sind  unzulässig,  weil  dann  durch  jede  Kante  minde- 
stens einmal  drei  Ebenen  gehen  würden;  das  Polyeder  würde  ein  IvEPLER'sches  werden, 
welches  wir  ausschliessen, 

Sa- 

Geodätische  Polygone. 


Analog  mit  der  geodätischen  Linie  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  wird  man  als 
geodätisches  Polygon,  oder  kurz  als  eine  «  Geodätische  »  einen  Linienzug  auf  einem 
Polyeder  bezeichnen,  welcher  nach  der  ebenen  Aneinanderreihung  der  von  ihm  durch- 
laufenen Flächen  zu  einer  Geraden  wird.  Trifft  die  Geodätische  eine  Kante  nicht  in 
einer  Ecke,  so  bilden  demnach  die  beiden  in  den  benachbarten  Flächen  verlaufenden 
Strecken  gleiche  Winkel  mit  der  Kante;  die  auf  ihr  hegenden  Schenkel  dieser  Winkel 
haben  aber  entgegengesetzte  Richtung.  Bei  dem  Dieder  ist  also  die  Geodätische  zugleich 
die  Bahn  eines  von  den  elastisch  gedachten  Kauten  reflektierten  materiellen  Punktes  oder 
Strahls. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Geodätische  von  einem  beliebig  gewählten  Anfangspunkt 
aus  nach  beiden  Richtungen    endlos   um  das   Polyeder   herumgehen   und   dabei  einen 


GEODÄTISCHE   LINIEN    AUF  POLYEDERFLÄCHEN. 


gewissen  Bereich  von  unendlich  oh  wiederkehrenden  Flächen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen eng  schraiBert  überdecken  *).  Solange  keine  Ecke  getroffen  wird,  was  nur 
lusuahmsweise  geschehen  wird,  ist  die  Geodätische  durch  das  Anf;mgselement  ganz 
tatmmit,  wie  aus  ihrem  Bilde,  der  Abwicklung,  sofort  zu  entnehmen  ist.  Von  einer 
Ecke  aus  kann  man  aber  die  Polygonreihe,  oder  «  Kette  »  auf  zwei  Weisen  fortsetzen, 
je  nachdem  man  die  rechts  oder  links  von  der  Geodätischen  verlaufenden  Polygone 
ausschìiesst  **). 

DU  Anzahl  der  überschrittenen  Flächen  wird  endlich,  wenn  die  Geodätische  sich 
scblUsst,  d.  b.  iu  demselben  Anfangspunkt  in  derselben  Richtung  zurückkehrt.  Wählt 
man,  was  offenbar  zulässig  ist,  den  Anfangspunkt  P  auf  einer  überschrittenen  Kante 
AB.  so  kehrt  in  der  Abwicklung  AB  als  Parallele  AiBi  wieder,  und  das  Bild  der 
Geodätischen  ist  die  Verbindungslinie  von  P  mit  dem  homologen  Punkt  Pl  auf  Ax  Bt . 
ielverschiebung  von  PP  auf  der  Kette,  welche  stets  möglich  ist,  sobald 
nur  nicht  auf  PPx  Ecken  von  Polygonen  vorhanden  sind,  welche  auf  verschiedenen 
Seiten  von  PPt  hegen,  erhält  man  eine  ganze  Schar  geschlossener  Geodätischer  von 
gleicher  Länge  in  Uebereinsrimmung  mit  bekannten  Eigenschaften  krummer  Flächen  ***). 

S3- 
Bildung  von  Polyedern  mit  geschlossenen  Geodätischen. 


Die  Polygone  der  Kette  AB,  AiBi  des  vorigen  §  sind  nur  der  Bedingung  unter- 
PPi  vollständig  auf  ihnen  verläuft.  Eine  im  übrigen  beliebig  gebildete  Ket- 
cr  umgekehrt  zur  Konstruktion  eines  Polyeders  mit  einer  Schar  geschlos- 
sener Geodä;  D  man  den  Streifen  nach  den  Kanten  einknickt  und  inner  Erhal- 
tung der  Ebenheit  der  Flächen  AB  und  AiBi  aneinander   heftet,  ein  Verfahren,  wel- 


rmutlich  wird  das  ganze  Polyeder  überall  dicht  überdeckt.  Dass  die  Geodätische  sich 
gewissen  Ecken  immer  wieder  nähert,  ist  evident,  denn  sonst  wäre  sie  verschiebbar,  also  einer  Schar 
benachbart  und  damit  geschlossen,  Dass  aber  hieran  nicht  alle  Ecken  beteiligt  zu  sein  brauchen,  möchte 
ich  vor  Erbringung  eines  Beispiels  bezweifeln  (Stäckel  5  6). 

")  Die  Ansicht  Herrn  Stäckel  s  (J  6)>  dass  es  zu  einer  solchen  «Singulären»  unter  Umständen 
keine  Kette  gäbe,  trifft  nicht  zu.  Vergi,  hierüber  5  î  des  Vorliegenden. 

rkehr  der  Kante  AB  als  Parallele  A%  Bt  kann  sie  als  B*  A'  derart  auftreten,  dass 
6c  abgewickelte  Geodätische  zwei  homologe  Punkte  MM'  verbindet,  und  nicht  die  auftretenden  Wech- 
jerwmkel,  sondern  die  inneren  Winkel  einander  gleich  sind,  so  dass  das  Spiegelbild  von  IT  A*  an  MM* 
pinBci  AB  ist  Dann  bilden  die  durchlaufenen  Polygone  eine  einseitige  Fläche  im  MöBius'schen  Sinne. 
Ali  einer  und  derselben  Stelle  M  M*  sind  natürlich  zwei  Seiten  zu  unterscheiden,  und  wenn  man  die  Geodä- 
<ds  geschlossen  betrachten  will  muss  matt  diesen  Umstand  unberücksichtigt  lassen.  Erst  ein  nochmaliges 
rt  wieder  auf  dieselbe  Seite,  MM*  hat  die  halbe  Länge  von  PPt  .  Vergi.  Stäckel 
9,  ferner  Zoll,  Ueher  Flächen  mil  behüten  geschlossener  geodätischer  Linien  [Math.  Annalen, 
Bd.  LVI1  (1903),  S.  108*133],  Seite  110.  Einseitige  Polyeder  sind  aber  nicht  «Ordinäre  Polyeder»  im 
Same  des  S  1  ter  Stäckel Vhen  Arbeit,  da  sie  keinen  Raum  begrenzen,  während  ich  den  Begrifi 
allgemeiner  fesse. 


dies  stets  möglich  ist,  wenn  man  den  Streifen    nur   lang  genug  macht,  sodass  dessen 

:en  hinreichende  Bewegungsfreiheit  besitzen.  Soll  die  Geodätische  mehrfach  uv 
Polyeder  herum  gehen,  so  sehe  man  zunächst  von  der  Form  der  einzelnen  Polyeder 
ab  und  betrachte  die  stetige  abwickelbare  Fläche.  Dann  kann  man  den  Streifen 
benförmig  winden  und  erst   hierauf  die   Enden    zusammenheften.    Die    an  den  au 
tenden  Kreuzungen  befindlichen  Flächenteile  sind  aufeinander  zu  kleben  ;  die 
hat  auf  ihnen  Doppelpunkte.  Wie  schliesslich   die  Ränder    polygonal  auszubilden 
und  das  Pol  veder  durch  Einfügung  weiterer  Polygone  zu  schliessen  ist,  braucht 
weiter  erläutert  zu  werden. 

Eine   Windung   des    Streifens   ist   äquivalent  mit  einer  vollen  Torsion   de 
Halbe  Torsionen  in  ungerader  Anzahl  führen  auf  einseitige  Flächen.  Nimmt  man 
falls  statt  des  einfachen  Streifens  den  diedrisehen,  welcher  an  den   Enden    ABy 
(Vergi,  die  Fussnote  ***)  auf  S.  109)  offen  ist  und  heftet  die  Ränder  derart  an  eband 
dass  ein  ringförmiger  Kanal  entsteht,  so  hat  man  eine  zweiseitige   Fläche   gewor 
welche  aber  von  zwei  einseitigen,  einer  äusseren  und  einer  inneren,  gebildet  wird; 
ihr  haben  alle  Geodätischen  der  Schar  dieselbe  Länge, 

Es  liegt  nun  nahe,  zur    Kettenbildung   eine   Zerlegung   der   Ebene  in  kong 
Gebiete  in  Betracht  zu  ziehen,  bei  der  von  irgend  zwei  Ecken  A  und  At  gleiche 
parallele   Strecken  A  By  AtBt   ausgehen,    die   nicht   von    PPt    überschrittenen 
wegzustreichen  und  die  so  erhaltene  Kette  zur  Bildung  eines  Polyeders  zu  verwend 
Sofern  verlangt  wird,  dass  das  gan^e  Polyeder  von  kongruenten    Polygonen 
wird,  ist  allerdings  nicht  jede  Gebietseinteilung  brauchbar.  Zur  Diederbildung  reicht 
hin,  dass  ein  Polygon  durch  Umlegen  um  eine  beliebige  seiner  Kanten  mit  einem 
benachbarten  zur  Deckung  gelangt.  Für  räumliche  Polyeder  bieten  sich  reguläre 
und  Vierecke  und  das  nicht  reguläre  Dreieck  dar,  man  erhält  reguläre  Körper  und  1 
sogenannte  gleichseitige  Tetraeder, 

Ist  nun  eins  der  oben   angeführten   Polyeder  gegeben,  so  kann   man  aus  der 
zugeordneten   Gebietseinteilung   noch   unendlich   viele  Ketten  ABf  AiBl  der  v< 
densten  Längen  herstellen,  und  es  wird  beim  Auflegen  einer  gewählten  Kette  auf  \ 
Polyeder,  AlBl  im  allgemeinen  nicht  auf  AB  sondern  auf  eine  andere  Kante* net 
wir  sie  ebenfalls  ^5,-failen.  AB  wird  dann  durch  eine  gewisse  Transformation, 
das  Polyeder  in  sich  überführt,  in  ÄgBt  übergehen,  und  es  bedarj  [ur  Herstellung  j 
blassmen  Polygons  noch  der  Durchführung  der  zugehörigen  Untergruppe  von  Tra 
formationen* 

§4- 
Polyedrale  Mengen. 


Die  Punktmenge,  welche  durch  eine  Einteilung  der  beschriebenen  Art  definiert 
ist  ein  spezieller  Fall  der  folgenden,   welche  zur  Untersuchung  von   Geodätischen  au 
anderen  Polyedern  herangezogen  werden  muss. 


Man  bezeichne  die  Ecken  des  Polyeders  mit  den  Zahlen   I,  2,  3,  . .,  £,   .  .Z,  lege 
das  F  in  eine  feste  Ebene  1*  und  markiere  die  in  ihr  liegenden  Ecken  mit  den 

angeschriebenen  Zahlen.  Man  drehe  sodann  das  Polyeder  um  eine  in  I*  fegende  Kante 

k  zweite  ihr  benachbarte  Ebene  in  P  hineinfällt  und  markiere  abermals  die  Ecken, 
und  so  fon.  Führt  man  dies  Verfahren  für  sämtliche  Kanten  der  jeweilig  in  P  liegenden 
Fliehen  durch,  so  erhält  man  eine  Punktmenge,  die  als  polyedrale  Menge  ;jl  bezeichnet 
werden  möge.  Aus  jeder  Ecke  E  geht  im  al  n    eine  Teilmenge  von  ja  hervor, 

man  kann  aber  auch  die  ganze  erhalten.  Dem  Died  er  entspricht  als  spezieller  Fall  die 
polygonale  Menge.  Polyedern  mit  kongruenten  Seitenflächen  brauchen  noch  keine  po- 
lygonalen Mengen  anzugehören,  wie  das  Beispiel  des  gleichseitigen  Tetraeders  zeigt. 

Zur  Untersuchung  der  Geodätischen  genügt  nicht  die  Bildung  einer  Kette  von 
Polygonen,  wie  schon  aus  dem  Verhalten  der  Singulären  hervorgeht,  deren  Konstruk- 
tion ein  mehrfaches  Umkreisen  der  Ecke  In  verschiedenen  Sinne  erfordert.  (Vergi.  §  5), 
Andererseits  kann  die  Verbindungslinie  zweier  Mengenpunkte  auch  dann  noch  das  Bild 
einer  Singulären  sein,  wenn  der  von  ihr  durchlaufene   Teil  der  Ebene  mehrfach  oder 

:   vollständig  von  den  Polygonen  einer  Kette  überdeckt  ist,  wie  sich  beim  Dodc 
der  zeigen  wird.  Die  Gruppierung  der  Mengenpunkte  E  um  einen  bestimmten  E  bangt 

wesentlich  von  der  Summe  *  der  Kantenwinkel  von  E  ab.  Ist     -    rational,  so  können 

a 

sich  diese  Punkte  zu  regulären  Vielecken  auf  conccntrischen  Kreisen  um  die  ausgezei- 
chnete E  ordnen,  sie  können   aber   auch   überall   dicht   auf  diesen  Kreisen  liegen.  Bei 


irrationalen   Werten  von 


tritt   letzteres    stets    ein;    ein    Unterschied,   der    für   das 


Verhalten  der  Singulären  wesentlich  ist. 

S  5* 
Singulare  Geodätische. 

Im  §  2  wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  die  singulare  Geodätische  g  über 
die  von  ihr  getroffene  Ecke  E  hinaus  auf  zweierlei  Weise  fortgesetzt  werden  kann,  je 
nachdem  man  die  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  von  g  liegenden  Polygone  in  die 
Kette  einreiht. 

Behufs  Ermittlung  der  Fortsetzung  von  g  lege  man  demgemäss  die  Fläche,  welche 
l  enthält,  auf  die  Ebene  P  des  vorigen  Paragraphen,  rolle  das  Polyeder  unter  Fcsthal- 
tung  von  E  so  lange  nach  rechts   und  links   herum,   bis   eine   Flache  auf  die  Verlän- 
gerung des  Bildes  von  g  in  P  zu  liegen  kommt,  und  markiere  auf  jeder  der  beidid 
erhaltenen  Flächen  die  verlan-  nie,   womit  die  Fortsetzungen    auf  dem  Polyeder 

gewonnen  sind.  Die  Gerade  g  bildet  mit  ihren  Fortsetzungen  die  Winkel  ~t  k  d.h. 
man  muss  auf  dem  Polyeder  1t  :  n  mal  um  die  Ecke  herum  gehen  bis  man  \u  tm& 
Fortsetzung  gelangt. 

Es  erhellt  hieraus  erstens,  dass  bei  einem  endlichen  Werte  von  *  beide  Fortsetzungen 


:arl   rodembiri 


von  g  stets  möglich  sind;  zweitens,  dass  deren  Lage  in  Bezug  auf  g  nur  von  <r  abhängig  isL 

Man  kann  also  anstatt  der  Pyramide   ebenso  gut   den    stetig   gekrümmten  Kcgd 
und,  wenn  î/2?:,  sogar  den  geraden  Kreiskcgel  der  Untersuchung  zugrunde  leg» 

Es  ergibt  sich  sodann  der  folgende  evidente,  das  Wesen  der  Sache  kennzeichnende 
Satz: 

Die  beiden  Fortsetze  n  g  sind  parallel  zu  je  einer   Asymptote   der  beiden  re- 

gulären Geodätischen,  welche  zu  beiden  Seiten  von  g  verlaufen,  wahrend  die  ^weiten 
Asymptoten  parallel  zu  g  sind. 

Eine  andere  Deutung  entspringt  aus  der  Hinzunahme  eines  geodätischen  Kreises, 
dessen  Mittelpunkt  M  auf  g  liege.  Liegt  insbesondere  M  in  £,  so  ist  der  Centriwinkd 
des  Vollkreises  gleich  c,  in  jeden  anderen  Falle  ist  er  gleich  2  t:;  liegt  aber  der  Sehern 
E  im  h  reises,  so  ist  dieser  keine  geschlossene  Linie^  sondern    besitzt  auf  jeder 

der  Fortsetzungen  von  g  eine  freie  Endung  ;  g  teilt  ihn  in  %wei  Halbkreise.  Hiervoo 
ul  erzeugt  man  sich,  wenn  man  einen  in  M  befestigten  Faden,  von  der  Lange 
MA  >  ME,  über  g  nach  der  ME  entgegengesetzten  Richtung  hinweg  spannt,  und 
mit  dem  Punkte  A  einen  der  beiden  Halbkreise  verzeichnet.  Nach  t.  :  ts  Umlaufen  geht 

der  bis  dahin  stetig  gekrümmte  Faden  durch  E,  das  Stück  ME  fällt  auf  gi  £( 
auf  die  Fortsetzung,  Eine  weitere   Bewegung  ist  ohne  die   unzulässige  Verlegung 
Mittelpunkts  nach  E  unmöglich. 

Aus  diesem  Verfahren  ergiebt  sich,  dass  die  Variation  der  Singularcn  nur  versebw 
wenn  man  sie  nach  der  Seite  der  ihr  benachbarten  Regulären  vollzieht. 

Der  über  /;  hinweg  gespannte  Faden  ist  unter  Festhaltung  seiner  Endpunkte  M 
und  A  im  stabilen  Gleichgewicht,  wenn  <?  7  2tt.  Ist  <s  >  2~,  so  ist  er  zwar  kürest 
Linie,  wenn  A  in  demjenigen  Winkelraum  9  der  beiden  Fortsetzungen  liegt,  welcher 
g  nicht  enthält,  aber  nicht  geodätische  Linie^  da  die  nach  den  verschiedenen  Seiten  vollzo- 
genen Variationen  beide  positiv  sind.  Ist  c  <  2  77,  so  ist  stabiles  Gleichgew  icht  nur 
nach  der  Seite  der  Regularen  vorhanden,  eine  Verschiebung  nach  der  anderen 
bewirkt  ein  Abgleiten  des  Fadens  vom  Polyeder,  die  zugehörige  Variadon  ist  negarit* 
Liegt  A  im  Winkelraume  p,  so  ist  die  Länge  des  Fadens  ein  Maximum,  aber  er  ist 
wiederum  keine  Geodätische,  denn  beide  Variationen  sind  negativ.  In  jedem  Falle  ver* 
liert  also  die  Problemstellung  ihren  Sinnf  wenn  bei  einer  Variation  die  Ecke  des  Polyeders 
überschritten  wird. 

Die  Gerade  g  mit  ihren  beiden  Fortsetzungen  bildet  aber  nur  einen  Teil  der  * 
ständigen  *  Singularcn,   denn    zu   t*A&   Fortsetzung   gibt   es,   sobald    man  sie  ruc< 
durchlauft,  noch  eine  zweite.  Ich  nenne  g  für  den  Augenblick  o,   ihre  beiden   Fo; 
zungen  —  1   und    -|-  I,   ferner   seien    die  zweiten    Fortsetzungen   von  —  1  und 
bezw.  —  2  und  -|-  2,  etc.  Es  ergeben  sich  dadurch  die  sämtlichen  Zweige  der 
tischen,  und  zwar  gleich  abgezahlt  in  der  Form: 


—  a*...— 2,     _j7     o,     +1,     -Ì-2...4-W. 
-j-<x  (q  und  p    relative    Primzahlen),    so    besteht   die   Singulare   aus 
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Zweigen,  bei  jedem  irrationalen  Werte  von   —  ist  die  Anzahl    der   Zweige   unendlich 

pass,  aber  immer  ist  ihre    Reihenfolge    eindeutig   bestimmt.    Dreht  sich  ein  beüel 
Zweig  um  £,  so  drehen  sich  alle  Zweige  im  gleichen  Sinne.  Die  Singulare  bleibt  sich 
in  unmittelbarer  Nähe  von  E  sogar  nt,  weil  alle  geodätischen  Winkel  erhalten 

bleiben. 

Einer  vollständigen  Singulären  ist  nur  dann  einer  Schar  von  regulären  benachbart, 
wenn  sie  aus  höchstens  zwei  Zweigen  besteht,  wie  man  sofort  erkennt. 

hert  sich  c  der  Null,  so  erhält  man  schliesslich  für  die  im  §  i  hervorgehobene 

mide  ein  Prisma  oder  eine  unendlich  dünne  Nadel.  Wird  v  gleich  Null,  so  hat 
die  Entwicklung  nur  noch  für  das  Prisma  einen  Sinn,  dann  fallt  aber  der  Unterschied 
zwischen  regulären  und  singulären  Geodätischen  fort,  da  alle  nach  unendlich  vielen 
Umläufen  durch  den  Scheitel  gehen,  Fortsetzungen  über  diesen  hinaus  gibt  es  nicht 
mehr. 

Grund  des  Vorstehenden  ist  auch  die  von  Herrn  Stäckel  (§  7)  aufgeworfene 
Frage,  ob  der  Verlauf  der  Geodätischen  nach  der  einen  Seite  den  Verlauf  nach  der 
anderen  in  gewisser  Weise  beeinflusse,  zu  beantworten.  Trifft  die  von  einem  beliebigen 
Punkte  A  nach  beiden  Seiten  ausgehende  Linie  keine  Ecke,  so  findet  eine  solche 
Beeinflussung  nicht  statt.  In  einer  getroffenen  Ecke  hat  man  so  lange  den  Richtungs- 
.-unehmen,  bis  samtliche  Zweige  gewonnen  sind,  und  muss  dann  mit  jedem 
Zweige  in  derselben  Weise  verfahren.  Die  Geodätische  kann  von  A  aus  nacli  der  einen 
Rieh  alar,  nach  der  anderen    singular    verlaufen.  Von    letzteren   Teile    können 

einige  2  ach  Scharen  Regulärer  benachbart  sein,  andere  wiederum  nicht. 

Beispiele  vollständiger  Singtilärer« 

Legen  wir  nun  der  n  p  und  q  eine   Reihe   verschiedener    Werte   bei    und 

betrachten  den  Verlauf  der  Singular*  den  zugehörigen  Polyedern. 

,  %  7t         IC        tç 

(-)  *=i.    *  =  y<  -p  T,  ••• 

g  kehrt  nach  p  Umläufen  auf  ihrer  Bahn  zurück,  p  =  1  ergibt  die  Ecke  des  regulären 
oder  allgemeiner,  des  gleichseitigen  Tetraeders.  Die  geschlossene  Singulare  besteht  aus 
einer  doppelt  zu  durchlaufenden  welche  zwei   Ecken    mit   einander    verbindet, 

die  aber  nicht  zusammenfallen  können. 

(*)  f  =  *      *  =  T,T,T,T. 

Abgesehen  von  den     "     Umläufen,  d.   h.   für   den    Beobachter,    verhält    sich    die 
Reguläre.  Für  p  =  j  gilt  das  Gesagte  ohne  Einschränkung,  die  Ecke 

Kmd.  òri.  >4+i*~    t*t**m*t  t.  XXiU  (lyo;),  —  Sumpaiu  il    19  genanjo  1907. 


lässt  sich  aus  einem  ebenen  Blatte  durch  alleiniges  Biegen  oder  Knicken  herstellen.  Ein 
Beispiel  ist  die  Chr.  WiENERsche  Zickzackfläche  *). 


OD 


q  =  h   *  =  V< 


3*    3*;    3% 


p   >    i   '    2  '    4 

Das  Entsprechen  der  3  Zweige  ist  invai utorisck,  jedem  entsprechen  die  beiden 
übrigen  als  Fortsetzungen,  p  =  2,  der  Würfel.  Sowohl  die  Gruppe  der  Kanten  als  die 
der  Diagonalen  bildet  für  sich  eine  Singulare.  Grenzpolygone  einer  Schar  Regulärer 
sind  aber  nur  die  Quadrate  der  Würfclflächen  und  die  Dreiecke  von  Diagonalen,  weiche 
letztere  ebenen  Sechsecken  benachbart  sind.  In  ähnlicher  Weise  sind  bei  den  folgenden 
Beispielen  die  Grenzpolygone  abzusondern,  was  leicht  geschehen  kann. 

00  ?=4,     *=^y,  Y'  T'  *•• 


q  =  h 


a  = 


51c     57c     J7U 

T'  *',T'"; 

p  =  3  ergibt  im  Falle  (d)  das  Oktaeder,  im  Falle  (e)  das  Ikosaeder,  Auf  beiden  Körpern 
bildet  die  Gruppe  der  Kanten,  auf  dem  Ikosaeder  ausserdem  die  Gruppe  der  Halbie- 
rungslinien der  Seitenflächen  eine  geschlossene  Singulare. 


rt\  „     -  n      .       9*    9*    9*    9*    9* 

CO  ?  =  *    *  =  -p  T'T'T'T1  w 

p  =  Si  das  Dodekaeder.  Die  Gruppen  der  Kanten  und  der  Diagonalen  bilden  zusammen 
eine  geschlossene  Singulare.  * 

Die  hier  aufgezählten  Singula ren  sind  die  einfachsten,  die  allgemeinsten  ergeben 
sich,  wenn  man  zunächst  einen  Zweig  als  geodätische  Verbindung  zweier  Ecken  kon- 
struiert und  dann  die  Linie  vervollständigt.  Für  das  Dodekaeder  bleibt  die  Durchführung 
des  Verfahrens  noch  abzuleiten. 

Werfen  wir  noch  einen  Blick  auf  das  Dieder! 

Sei  ein  Polygon winkel  von  der  Grösse  to(w  <C  ^)  also  i  =  2£a.  Unter  der  im 
§  2  gegebenen  physikalischen  Deutung  der  Geodätischen  führen  die  obigen  Spezialfälle 
u.  a.  zu  folgenden  Sätzen  über  die  Reflektionen  in  einer  Ecke  : 


« 


£0   = 


tp'  i ■'  4 

Das  rechteckige  Billard  ist  das  einzige  gleichwinklige,  auf  dein  ein  beliebig  in  eine 
Ecke  gespielter  Ball  in  seiner  Bahn  zurückkehrt.  Als  nicht  gleichwinklige  Form  dieser 
Eigenschaft  ist  das  gleichschenklig  rechtwinklige  Dreieck  zu  nennen. 

7t  TT 

"•  T'  T 


<*) 


Man  darf  nur  die  früheren  Werte  von  p,  nicht  etwa  gerade  Zahlen  wählen,  weil 
sonst  im  Ausdruck  für  <r  die  Grössen  q  und  p  nicht  relative   Primzahlen  sein  würden. 


*)  Vergi  dessen  Darstellende  Geometrie,  Bd.  II,  pag.  30. 
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Der  dir  und  der  reflektierte  Strahl  bilden  gleiche  Winkel  mit  den  Kanten 

der  Ecke. 


Für  das  regelmässige  «-Eck   ist  gj  = 


—  2  i(n  —  2) 

m>       rr   2: * 


K 


-.   Ist  n  ungerade, 


n  n 

so  sind  Zähler  nnd  Nenner  von  a  relative  Primzahlen,  d.  h.  die  Singulare  hat  2Q1  —  2) 
Zu  eige  in  E.  Andererseits  teilen  aber  die  Diagonalen  die  Kantenwinkel  in  (»  —  2) 
e  Teile;  auf  dem  Dieder  hat  man  also  ebenso  vide  Zweige  wie  Teile.  Fällt  also 
ein  Zweig  der  Singulären  mit  einer  Kante  oder  Diagonale  zusammen,  so  tun  es  alle 
d.  h.  Bei   einem   regulären   Diedi  ungerader  Kanten^ahl  bilden  sämtliche  Kanten 

im  Verein  mit  den  Diagonalen  eine  geschlossene  Singulare. 


§7. 

Die  geschlossenen  Geodätischen  auf  dem  Dodekaeder. 


(0 


Mit  regulären  Fünfecken  lässt  sich  die  Ebene  nicht  einfach  und  vollständig  über- 
decken. Bezeichnet  man  die  Seite  des  Fünfeckes  mit  s,  dessen  Diagonale  mit  üf,  so  ist 

ä  =H^  =  1+j5        6l8o 

s  d  2 

Infolge  dieses  irrationalen  Verhältnisses  erhält  man  durch  Abwälzen  der  Dode- 
kaeder-Flächen eine  überall  dichte  polyedrale  Menge  von  Punkten  und  Geraden. 
Letztere  enthalten  sowohl  Seiten  als    Diagonalen   und    benachbarte  Richtungen  bilden 

einen  Winkel  —  *  Wir  beziehen  demgemäss  die  Punktmenge   auf  ein   schiefwinkliges 

Paralielcoordinaten-Sy stem  der  positiven  x  von  links  nach  rechts,  und  der  positiven  y 

von  links  nach  rechts  unter  einem  Winkel  von  —  nach  unten  gerichtet,  indem    wir 

einen  Mengenpunkt  in  den  Koordinatenursprung,  zwei  Mengengerade  auf  je  eine  Achse 
legen.  Dann  hat  ein  beliebiger  Mengenpunkt  die  Koordinaten 

x  =  as  -f-  ßd,    y  =  y  s  -\-  Sd 

und  der  Strahl  der  ihn  mit  dem  Ursprung  verbindet  die  Gleichung 

x  _«j  +  M 

y   ~yS^idy 

unter  «,  £,  ff  ^  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  verstanden.  Es  genügt  die  Be- 
trachtung von  positiven  x  und  y  da  vom  Ursprung  aus  die  ganze  Menge  in  io  con- 
gruente Winkelräume  zerfällt.  Wir  nehmen  daher 

ai  4"  M  ^  Oj     y  s  -|-  %d  X  o. 
1    ist   die   Abwicklung   eines   geschlossenen   geodätischen    Polygones   jedenfalls 
parallel  einer  Geraden  der  Gleichung  (2),  aber  das  Umgekehrte  darf  nicht  mehr  ohne 
behauptet  werden. 
nennen  einen  Strahl,  der  vom   Ursprung   ausgehend,    auf   einem  die  Ebene 


« 


ii6 
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(3) 


einfach  überdeckenden  Streifen  von  Fünfecken  vollständig  verläuft  und  noch  durch  eine 
weitere  Hcke  dieser  Fünfecke  geht,  einen  erreichbaren  Strahl  und  die  auf  ihm  liegende 
Ecke  einen  erreichbaren  Punkt. 

Die  Gleichung  (i)  lässt  erwarten,  dass  (2)  unendlich  viele  Formen  annehmen 
kann,  welche  nicht  durch  Erweiterung  mit  rationalen  Faktoren  ineinander  übergeführt 
werden  können  Es  kann  also  der  nach  einem  Mengenpunkt  laufende  Strali)  sehr  wohl 
ein  erreichbarer  sein,  seihst  wenn  der  Punkt  kein  solcher  ist,  und  zwar  habe  ich  durch 
eine  lange  Versuchsreihe  gefunden,  dass  dies  stets  der  Fall  ist  : 

Ein  Strahl  der  Gleichung  (2)  führt  stets  auf  iwei  verschiedene  Scharen  geschlossener 
Geodätisc 

Es  wird  nun  notwendig,  alle  Formen,  welche  (2)  bei  gegebenen  xy  annehmen 
kann,  abzuleiten.  Man  zeigt  leicht  auf  Grund  von  (1)  die  Richtigkeit  von 

x     _  as-\-  $d  _     ftj-f(g-J-ft)rf 

oder,  wenn  man  von  rechts  nach  links  liest; 

0  —  *) *  +  *d  _m  tti+ftrf  _     x_ 

(* _ T)7+7^  ~~ Y5  +  Äd"'y 

w  eiche  die  Bildung  einer  unendlichen  Menge  gleicher  Verhältnisse  gestattet.  Ist  zum  B. 
ben  x  :  y  =2  (ji  -J-  &d)  :  (5  s  -f-  6d),  so  schreibe  man  das  folgende  Schema  an, 

i_2  3  ygfj  21  m  55 
—  341  JÓII  17  18  \$* 
in  welchem  jeder  Term  die  Summe  der  beiden  ihm  vorangehenden  oder  die  Differenz 
der  beiden  ihm  nachfolgenden  ist,  und  erhält  aus  jedem  Zahlenquadrat  eine  neue  Vèr« 

hälnisform 

s -\- 2d     _2î-^}d_    31  +  5^  _    5J.+  8J 
—  3  s  +  4  d  "  "  4*  -|-  d  '  ~  s  -f-  $d  "  ~  5  5  =f~  6  rf  * 
Aber  nicht  alle  Formen  ergeben  sich,  denn  es  ist 


d.  h.  nur  solche  entstehen,  bei  denen  die  absoluten  Werte  der  Determinante  der  Coef- 
ficienten  einander  gleich  sind.  Neue  Formen  erhält  man  durch  Addition  oder  Subtraktion 
der  beiden  Zahler  und  der  beiden  Nenner  von  zweien  der  obigen  Reihe  welche  kerne 
Vertikakolonne  gemein  haben  z.  6\ 

(2-7-j-3d)+  5j  +  8d  _  75+  11  d 

(4j+i<Q-f  jj  +  6d  —  9*  +  7<* 
und  hierauf  kann  dann  wieder  das  erstere  Reihen  verfahren  angewendet  w  erden. 

Die  dargelegte  Umformung  ist  in  ihrer  Anwendung  zwar  sehr  bequem,  aber  mit 
Sicherheit  erhält  man  sämtliche  überhaupt  möglichen  Formen  mit  Hülfe  des  folgenden 
Satzes:  Man  kann  die  Gleichung  x:y  =  a.s  -\-  fidiys  -f-  $d  auf  die  Form 

(A x  Ps  +  $d  _  q*  +  0  +  qW 

K**;  ns  nq 
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worin   p  =  *  (y  -j-  8)  —  ß  fr,  </  =  [}  y  —  a  à,  w  =  y  (y  -|-  à)  —  $J  ist;   oder 
die  Form 

»'4 


k'j 


W  ï*  +  fà-  q'*  +  {p'  +  q')d 

bringen,  worin  p'  sc  y(r  -(-  fi),  y'  =  Xot  —  y  ß,  »'  =  a(a  -f~  b)  —  ji*   ist.    Zwischen 

/>,  ç,  f  \  q*  besteht  die  Beziehung 


?    />  +  ?         9'    />'  +  ?*( 


S 


Die  Richtigkeit  der  Gleichungen  (4J  und  (4^)  folgt  aus  (j)t  die  Ermittlung  der  Koef- 
ricienten  ist  dann  einfach. 

Hat  man  etwa  unter  Betrachtung  von  (4J  die  Kocfficienten  pqn  berechnet,  so 
ist  man  imstande,  den  Nenner,  abgesehen  vom  Faktor  *,  mit  beliebigen  Koefficienten 
zu  versehen,  indem  man  den  Ausdruck 

iL  =  (Pl  ±  g*0' +  [?£  +  (*  +  ?)*]' 

bildet  *),  Aber  für  einige  Werte  von  £  und  yj,  und  insbesondere  für  £  =  y  und  4  =  S 
muss  sieb  11  fortheben  lassen*  In  der  Tat  haben  entweder  beide,  oder  es  hat  keine 
der  (  pl  4~  ?7'  UI1^  ql  -f-  (j>  +  ?)^  für  mehrere  Werte  von  ç  und  y,  einen  ge- 

meinschaftlichen Faktor  ».  Ersteres  ist  der  Fall,  wenn  n  Faktor  der  Determinante 


:; 


*9- 


ist  und  dies  trifft  zu,  da  ihr  Wert  gleich  nnf  ist. 

Die  sämtlichen  Werte  von  x  und  y,  für  welche  der  Faktor  n  sich  beseitigen  lässt, 
ergeben  sich  durch  Auflasen  einer  beliebigen  der  diophan tischen  Gleichungen 

plJtqy[  =  g«,     ql  -j-(p-±-q)rt  =  n  % 
Dis  oben  benutzte  Beispiel  führt  auf 

x     _75-f-iorf_    ios-\-ijd         7    10 
y  19s  i$d       '       10  17 

Es  sind  also  die  Gleichungen 

7l  -f-  iotj  =  19a,     io£  +  17KJ  =  19p 
in  Bezug  auf  l  und  y,  aufzulösen.  Man  findet 

x  45  +  7  d 

,  ,.  .v         3  5-1-5  d 

=  +'»    *  =  *;    «-*    ft »5!    y=7^jj. 

Wir  kehren  nun  zur  geometrischen  Untersuchung  zurück.  Um  die  Lage,   welche 


•)  Es  handelt  sich  selbstverständlich  überall  um  ganzzahlige  Koefficienten. 


untere  Kante  horizontal  ist 
die  Ecke  oben  rechts  mit  tx 
»       »       unten     »         o     r 
»       »      links  zwischen 
zwei  Diagonalen  mit        aM. 


ein  erreichbarer  Strahl  g  in  Bezug  auf  die  von  ihm  durchlaufene  Kette  von  Fünfecken 
hat,  genau  zu  kennzeichnen,  bedarf  es  der  folgenden  Festsetzungen. 

Eine  Ecke,  in  welcher  der  Strahl  beginnt,  sei  als  Anfangsecke  mit  at  ({=1,2,}) 
eine  Ecke,  in  welcher  der  Strahl  endigt  als  Endecke  ek  (t  =  1,  2,  3)  bezeichnet,  und 
zwTar  in  einem  Fünfeck,  dessen 

obere  Kante  horizontal  ist 

die  Ecke  unten  links  mit  ak 
»       »      oben      »        »     a 

»       »      rechts  zwischen 

zwei  Diagonalen  mit  e^ 

Dann  wird  durch  eine  halbe  Drehung  des  Fünfecks  jede  Ht  zu  einer  r  und 
umgekehrt. 

Die  nachstehenden  wesentlichen  Tatsachen  sind  leicht  mit  Hülfe  von  3  ausge- 
schnittenen und  entsprechend  aneinander  gelegten  Fünfecken  einzusehen.  Einer  t.  eines 
Fünfecks  kann  nur  eine  ak  (i  ^  k)  eines  folgenden  angeschlossen  werden;  bei cyklischer 
Schreibweise  der  Zeiger  gestattet  die  Reihenfolge  der  natürlichen  Zahlen  eta3y  ***jj  llai 
eine  Verschiebung  von  g  nach  oben,  ohne  (die  natürlich  unzulässige)  Ueber  seh  reitung 
einer  Lücke,  ebenso  die  umgekehrte  Reihenfolge  eta  9  elai,  t%ax  eine  Verschiebung 
nach  unten. 

Soll  daher  g  singulare  Grenzgerade  einer  Schar  von  geschlossenen  Geodätischen  werden, 
so  muss  an  allen  überschrittenen  Ecken  die  Reihenfolge  der  Zeiger  dieselbe  sein,  d+  h. 
entweder  diejenige  der  natitr  liehen  Zahlen  oder  die  entgegengesetzte. 

Eine  Kette  von  Fünfecken  mit  einer  Linie  £,  die  in  ai  beginnt  und  in  ek  endigt, 
geht  durch  eine  halbe  Drehung  um  ihren  Mittelpunkt  in  eine  andere  über,  welche  in 
ak  beginnt  und  in  t{  endigt.  Ist  i  =  k  so  geht  die  Kette  in  sich  selbst  über,  einer 
solchen  kann  daher  keine  ihr  congruente  folgen;  ich  nenne  sie  unselbständig,  weil  sie 
allein  keine  Schaf  geschlossener  Geodätischer  enthalten  kann  und  bezeichne  sie  durch 
U*  In  jedem  anderen  Falle  (i  §  k)  ist  eine  Folge  congruente^  Ketten  möglich;  solche 
nenne  ich  selbständig  und  bezeichne  sie  durch  S.  Einer  U  kann  stets  eine  S  folgen, 
die  zusammengesetzte  Kette  U  -j-  S  ist  daher  auch  selbständig, 

Genau  so,  wfie  auf  den  übrigen  regulären  Polyedern  bilden  S  und  U  -|-  S  nur  je 
eine  Periode  zweier  geschlossener  Geodätischer,  auch  jetzt  wird  die  ganze  Linie  erst 
nach  Vollziehung  der  zugehörigen  Untergruppe  von  Transformationen  hergestellt  sein. 
(Vergi  §  3).  Hiernach  sind  zwei  wesentlich  verschiedene  Scharen  denkbar,  bei  der 
einen  haben  die  zwischen  zwei  Ecken  liegenden  Stücke  der  Singulären  alle  die  gleiche 
Länge,  sagen  wir  5,  bei  der  anderen  wechseln  die  Längen  U  und  S  mit  einander  ab. 
Beide  Arten  treten  wirklich  auf. 

Das  einfachste  Beispiel  wird  durch  die  Geodätischen  geboten,  welche  den  Kanten 
und  Diagonalen  parallel  sind;  die  einzigen  bisher  bekannten.  Es  ist 

x  00  00  00 

y  s  d         s  -J-  d  ' 
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s*e  </,  die  Singulare   ist   ein    ebener    5-cckiger    Schnitt   parallel   zu   zwei 

},  die  zugehöriger»   Regulären  sind  10-Ecke  von  der  Länge  jrf.  In  U  +  S 

H  U  die  Länge  j»  5  die  Länge  d;  die  Singulare  ist  ein  senkrecht  zu  einer  Diagonale 

b  Bùdtkatdirs  geführter  Schnitt,  die  Regulären  sind  6-Ecke  von  der  Länge  3  (s  +  rf). 

Die  Unterscheidung  der  ai  und  e%  tritt  hier  noch  nicht  mit  hinrei c  Deutlich- 

I  hervor,  dies  geschieht  aber  schon  bei  den  aus  (1)  hervorgehenden  Ketten 

x  à      _  s  +jl  _  s  -f  : 

y       '  s  A  s  + 

Die  den  beiden  ingebOri)  ioden  bezeichne  ich  so: 


S  .. 


co) 


LT -J- S  ...  a,— 


s  +  d 

a  — s —  €  a 
2     d      }  2 


d         s  +  d 
a  — e  a  — h — t  a 


oder 


s  +  d 

>     d      *  ' 


(2) 


d  5  +  i 


Verschiebung  nach  unten.  Verschiebung  nach  oben. 

Das  soll  heissen:  Man  lege  (1)  zur  Bildung  von  S  die  Ecke  a2  in  den  Ursprung 
verbinde  ihn  mit  der  Ecke  ex  =  s  -f-  d,  \  =  d,  welcher  sich  \\  ieder  ein  a2  anschlics- 
Die  zweite  Schreibweise  ergibt  die  aus  einer  halben  Drehung  der  ersten  Kette 


lasst.  D 
Harafenr. 


Ebenso  lege  man  (1)  zur  Bildung  von  U  -J-  S  die  Ecke  ax  in  den  Ursprung  und 

sie  «mit  der  Ecke  et:  x  =  rf,  v  —  s,  schliesse  ihr  a^  an,  dann  geht  die  Fort- 

zung   von  g  durch   einen   Punkt  et ,   dessen  Coordinaten  x  =  s  +  d,y  =  d  sind, 

9m  man  den  Ursprung  nach  eta$  verlegt  denkt.  Dem  eM  kann  dann  at  der  folgenden 

node  U  -f-  S  angeschlossen  werden. 

Chnen  wir  nun  noch  in  dem  Ausdruck 
ax  +  M 
-  als  lattai  <fer  Strecke  zwischen  a.  und  aA  sg  ist  in  unserem  Beispiel  —   die 

fuge  von  £7,  -  -^—  die  Länge  von  S,       \   j    die  Länge  von  U  +  S. 

Aber  noch  viel  einfacher  wird  die  Bezeichnung  unter  Benutzung  des  eingeführten 
hemas. 
ist  dann  zu  schreiben 


Fas. 
lam 


n  °  l 

* 

C 


X 

y 

c  1    ì 

*o  1    ' 


o  1 


I  I 


I    2 


U+  S  —  a  - —  et  a 1\  a.  • 

1  i  o    ■    3o  1    *   J 


of  grund  meiner  konstruktiven  Versuche  behaupte  ich  nun: 
Es  gibt  unter  allen  Formen,  welche  die  Gleichung  (2)  annehmen  kann.  Hm  ein^igt 

x  =*s  +  pd 
y       ys  +  §d 
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mit  dem  Zahlenschema 


m  weichem    U  — 


Tf  8  '  T>  T+*  *  Y  +  s>  Y+  ** 

Teilstrecken    von    Singulare n    sind,   aus    welchen    %ivei   verschiedene    Scharen    Regulärer 
hervorgehen. 

Die  beiden   Grenzlagen   von  g   schlîessen   einen   Streifen  ein,    welcher   die  Ebene 
lückenlos  überdeckt.  Verbindet  man  daher  eine  Ecke  der  einen  Grenze  mit  den  Ecken  der 

anderen,  so  erhält  man  erreichbare  Strahlen.  So  führt  das  erste  Beispiel.  —  —  —  =  -r 

y         s         à 

auf  die  Ketten 


TT            °  * 
U  =  a. e 


— und 


n  n 


x     _«,  n  ~h  1j  2«  +  i>  3*1  +  * 

I  2 


I  O 


-  a  — — -J * 


5=  a e.\     U  =  a2— — -^ — e.j     S  =  a 

*'  ao  i    J  *o,        i  i,  i 

worin  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist. 

Einige  weitere  Beispiele  mögen  noch  folgen;  überall  ist  nur  die  eine   Form    von 
U  -f-  S,  welche  eine  Verschiebung  nach  unten  aulässt,  hingeschrieben. 

,  s  X  0  I    I    2  Olli 

(a)  —  = si.  a — ta — e^a^ 

w  -y         o  i  i  2  3o  i   2    '  i  t    >   *' 

_*_  _  69  15  24  _ 


=  h 


y       13  S   8 
0)  —  =  — ^  =  1.1420, 

W  )>  2   I   3  4  ^      * 

und  aus  (c)  abgeleitet  die  beiden  folgenden  (d)  und  (e), 
x 2  »,    j  rc  -j-  1 ,  5  n  -j-  1 .  S  n  ^j  2  w,  3  n  -\-  1 


at—  e^a.' — -ea, 

}  2  3   1  »  3  5    »   * 


12         23 

'21    '     M3    J    ' 


3«+  1,  5«  +  1 
<t,a,  ^ — 4— ^ — ■!—  M. 


»  +  3»8»  +  i 


(d)  ergibt  für  n  =ae  o  das  Beispiel  (a). 


H 


§8. 

Geschlossene  Geodätische  auf  regulären  Diedero  mit 
sechs  und  mehr  Ecken. 


Der  Inhalt  des  letzten  §  gilt  auch  für  das  fünfeckige  Dicder,  da  es  nur  auf  die 
Untersuchung  der  zugehörigen  Menge  p.  ankommt 

Für  die  Menge  des  H-Ecks  habe  ich  ebenfalls  das  Gesetz  der  Kettenbildung 
durch  Induktion  gewonnen.  Ich  bezeichne  für  das  Folgende  zweckmässiger  die  Kante 
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ind  die    Diagonalen,   ihrer  Grösse   nach  geordnet,  durch  50 ,  st ,  s2 ,  ....  Wählt  man 

2  7C 

dann  ein  Coordinatensystem,  dessen  Axen  den  Winkel  —  mit  einander  einschliessen, 
so  ergibt  sich  als  verallgemeinerte  Gleichung  (2) 

(2)  iL  —  «qs°  +  *>s>  +  «,',H 


y       P.'.  +  P,*.  +  P,*,+  ---  ' 

Diese  Gleichung  stellt  stets  einen  erreichbaren  Strahl  dar.  Bezeichnet  man  wie  dort 
die  Ecken,  nach  Ausscheidung  von  zweien  derselben,  cyclisch  mit  den  Zahlen  i,  2,  3,  ... 
so  lässt  sich  einer  Endecke  e.  nur  eine  Anfangsecke  a{_x  oder  ai_hl  anschliessen ;  die 
Kette  ai  —  ek  geht  durch  eine  halbe  Drehung  in  ak  —  ei  über,  etc.  Zu  einer  Richtung 
(2)  gibt  es  eine  Reihe  von  «  Elementarketten  »  SS'  S"  . . .  ,  UU'  U"  . . .  ,  aber  es 
lassen  sich  auch  jetzt  nur  höchstens  zwei  derselben  zu  einer  zusammengesetzten  Kette 
verbinden,  welche  eine  Periode  einer  geschlossenen  Singulären  darstellt,  der  eine  Schar 
Regulärer  benachbart  ist;  die  Perioden  haben  demnach  die  Formen  :  S,  S-f-  U,  C7-f"  &• 
Die  zu  einer  Richtung  (2)  gehörigen  Elementarketten  seien,  ihrer  Länge  (Vergi. 
S.  119)  nach  geordnet, 

*,<*,<*,<*,, .... 

Dann  ist  Kt  stets  eine  U  von  der  Form  ai  —  ex . 

Nur  eine  einzige  solche  Gruppe  gibt  es  wiederum. 

Die  Ketten  sind  durch  das  folgende  Coefficientengesetz  mit  einander  verknüpft: 
K^fCp,    K}=f(K,)-Kr    Kt=f(KJ-K„... 
vo  /(/f)  eine  Funktion  ist,   welche   die   Beziehung   zwischen    den   Coefficienten   von 
KU|  und  K;+t  und  die  Länge  der  Periode  Ki_t  -f-  KUt  angibt.  Natürlich  drückt   ein 
Minuszeichen  aus,  dass  die  Coefficienten  im  Zähler  sowohl,  als  im  Nenner  von  einander 
zu  subtrahieren  sind. 

Man  kann  diese  Subtraktion  auch  in  die  Funktion  /  einbeziehen,  aber  es  entspringt, 
»  viel  ich  sehe,  daraus  kein  Vorteil  für  die  Rechnung. 

Von  nun  an  müssen  die  Fälle  ungerade,  und  gerade  n  unterschieden  werden. 

n  ungerade,     n  =  2p  -f-  1,    p  = . 

An  Stelle  der  bisherigen  Gleichung  (1)  (§  7)  ist  folgende  Gruppe  zu  setzen  : 

(i\  Jl  —  Jo+  5»     A  —  5»  +  5>  iti  _  sp-i  +  sp->      Vi  —  V»  +  V' 

W    s    ~       s       '     5    —       s       '  ""       5     ~~  5  '      5     —  s 

O  I  O  Jl  Jo  1  o  1 

und  hieraus  folgt  das  Coefficientengesetz  : 

A  «Vo  +  «,*,  +  gA  + H  y.  y,  \ 

/\M.+ e.*,  +  fu  +  •••  +  p;:,y7/ 

,  V.  +  ('„  +  «,)j,  +  («,  +  «,)*,  +  •  •  •  +  (y,  +  «,_,)y,  +  (y,  +  y,)y, 
~P,*.  +  (P.  +  P>.  +  (P.  +-P,)*,  +  •  •  •  +  (ftp-,  +  P,_.)y  +  (fy  +  !V,)y  ' 

Mêmi»  Ckt*  MëUm,  Pmlmmt,  t.  XXBI  (1907).  —  Stampato  il  19  gennajo  1907.  16 
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Die  Elementarketten  sind: 

Die  Zeiger  der  at  ek  stellen  eine  dtfl 
möglichen  Anordnungen  dar,  aus  der  dann  ] 
aUe  übrigen  durch  c\  elisene  Veruuschu 
ableitbar  sind.  Die  Anzahl   der    Eie 
taxketten  ist  gleich  der  Anzahl  der 
«-Teilung  des  Kreises  gehörigen  re 
ai  —  ^2;-.  P  Elementar  ketten.        Polygone. 
Je  zwei  benachbarte  können  zu  einer  Periode  verbunden  werden,    Perioden 
also    U  +  U'  =  ap  —  epa^t  —  ^ afJ    U'  -j-  EP,  . . .  Ü**  +  S   und    5,    d.h.  ml 
Ganzen  gibt  es  p  Perioden  und  ebenso  viele  Scharen  Regulärer. 

Beispiel:  n  =  7; 


201 


US  [/' 

st       &       2    JX    lJ     1,     o,     1  '         *    JK    M        l     o,  2,  1       010 


n  =  4p  *). 


CO 

j 

,+.'1 

* 

5Jf-l 2  *!/.-! 

'0                          f, 

/(aofo  +  *.i,    • 

••)=«.'.  +  («. 

+ 

O', 

+  ••■ 

(« 

+  «„_,)*,,_,+  V,.J, 

K,U 
KU' 
K%U" 

•  ■  •  v*  -  V 

•  •  •  V-,  —  «. 

#,S       ...  a,  — V 
/T4Ü      .  ..«,  —  «^ 
Ä'E  17'     .  .  .  a.  —  ^ 

Klt^S 

•    •    *>  -  V« 

Ä"    W  ...  a  —  e 

p  Elementarketten  und  Scharen.  p  Elementarketten  und  Scharen. 

Jedes  Polygon  kann  bei  geradem  n  durch  Parallelverschiebung  aus  jedem  ande: 

abgeleitet    werden,  daher   treten  hier   nur   die  Zeiger  1,    2,  3,   •  ••  — —  =2p- 

auf.  Man  erhält  2  getrennte  Gruppen  von  Scharen,  je  nachdem    man    eine  Kante 
auf  die  x-oder  }'-Axe  legt.  Die  Gruppen  sind  aber  gleichartig. 


•)  In  den  Coefficientengesetzen  sind  die  Nenner  fortgelassen,    da   dieselben   genau    so,  wie  ft 
Zahler  tu  bilden  sind. 
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«=2(2/>+i),  p=^!L—jy. 


(0 


*,*>;    •  ••«.*..-«. 

KMp+I  Up  .  .  .  <ip  —  ep 
p  4-  1  Elementarketten,  />  Scharen.  p  Elementarketten,  p  -j-  i  Scharen  (Für 

p  =  iy  n  =  6  nur  eine  Schar). 
Die  beiden  Gruppen  unterscheiden  sich  wesentlich  von  einander,  die  eine  enthält 
nur  zusammengestzte  Perioden,  weil  nur  U  auftreten,  aber  immer  gibt  es,  bei  geradem 

n>6,  —  Scharen  Regulärer. 


2S» 

— I 

■•  (*,p- 

.+aa.i)V«+" 

»*-« 

•'.> 

x.s 

.  .  . 

«,— 

% 

K4U 
K6U' 

V» 

v. 

V 

.  .   . 

ap- 

ANHANG. 

Ueber  das  Verhalten  der  geodätischen  Linie  in  einem 
vielfachen  Punkte  einer  krummen  Fläche. 

Da  die  Tangentenebene  in  einem  vielfachen  Punkte  unbestimmt  ist,  so  kann  es 
sich  bei  der  Untersuchung  der  Singulären  nur  um  solche  Linien  handeln,  welche  im 
Sinne  des  §  5  auf  der  einen  oder  andern  Seite  des  Knotenpunktes  vorüber  gehen, 
sonst  verliert  die  ganze  Fragestellung  ihren  Sinn.  Als  Geodätische  betrachtet,  muss 
daher  eine  Linie,  welche,  nach  keiner  Seite  abweichend,  den  Knotenpunkt  trifft  in  die- 
sem aufhören. 

In  Hinblick  auf  die  Resultate  des  §  5  reduciert  sich  das  gan%e  Problem  auf  die 
Bestimmung  des  Wertes  der  Winkelsumme  <x  für  jeden  der  Kegelmäntel,  welche  der  Beruh- 
fungskegel  des  Knotens  aufweist. 

Ueber  die  Struktur  einer  Flache  in  der  Umgebung  einer  solchen  Singularität  liegt 
meines  Wissens  nur  eine  Arbeit  von  K.  Rohn  *)  vor,  doch  ist  die  dortige  Untersu- 
chung noch  nicht  soweit  abgeschlossen,  als  dass  an  eine  Bestimmung  von  a  für  die 
speziellen  Formen  des  Berührungskegels  gedacht  werden  könnte. 


*)  (Über  du  Entstehung  eines  beliebigen  x-fachen  Punktes  einer  Fläche  aus  dem  gewöhnlichen  x-fachen 
hmkt  [Leipziger  Berichte,  math.-phys.  Ciasse,  1884]. 


Ich  beschranke  mich  daher  auf  den  Fall  *  =  2,  den  Doppelpunkt  mit  seinen  Ufr  i 
terarten;  dem  biplanaren  und  uniplanaren  Knotenpunkt  *).  Fül  Jen  eigentlichen  Beruh- 1 
rangskegel  ist  die  Frage  bereits  im  §  5  erledigt.  Nur  die  beiden  Ausartungen  des  Ke- 
gels in  Ebenen  sind  also  noch  zu  untersuchen. 

Im  Falle  des  biplanaren  Punktes  sind  solche  Punkte  mit  reellen  oder  imaginären 
Ebenen  zu  unterscheiden. 

Sind  die  Ebemn  imaginär^  so  kann  man  sich,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  dk 
Flächenpartie  in  der  Umgebung  der  Singularität  durch  Rotation  einer  Kurve  um  ih« 
Tangente  entstanden  denken  (§5),  es  ist  a  =  o,  die  Singulare  umkreist  also  den  Kno- 
ten unendlich  oh,  ohne  ihn  zu  verlassen.  Es  ist  hierbei  glekhgiltig,  ob  die  Tangente 
eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  consecuriver  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat  oder 
eine  Rückkehrtangente  vorliegt,  da  die  Singulare  den  Knoten  nicht  überschreiten  kann 

Bei  reellen  Ebenen  ist  der  Zusammenhang  der  Fläche  zu  berücksichtigen,  und 
demgemäss  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Klasse  der  Fläche  um  eine  gerade  Zahl  in 
oder  ûm  eine  ungerade  Zahl  in  —  1  (iî\2)  durch  das  Auftreten  des  Knotens  ernie- 
drigt wrd.  Man  bezeichnet  einen  solchen  Punkt  durch  Bitt^  bezw.  5tü_,- 

Zur  Herstellung  zweier  Ebenen,  welche  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem  der 
Fläche  übereinstimmen,  knicke  man  zwei  ebene  Blätter  nach  einem  beliebigen  Winkel 
a  und  lege  die  entstehenden  Kanten  so  aneinander,  dass  zwei  Ebenen  im  Winkel  t 
entstehen.  Werden  dann  die  Kanten  in  einem  Punkte  zusammengeheftet,  so  zeigt  dieser 
das  Verhalten  des  Aïw.  Der  ausgeartete  Kegel  des  B2ff  besteht  aus  («/es  Mänteln,  jwr 
jeden  ist  g  =  2-  Die  Singulare  hat  auf  jedem  Mantel  %wti  Zweige,  verhält  sich  also 
gan%  regulär.  [Fall  (i)  des  §  6]. 

Schneidet  man  andererseits  die  Kanten  vom  Knoten  nach  einer  Seite  hin  auf, 
und  heftet  sodann  die  entstandenen  Ränder  verschiedener  Blätter  derart  aneinander, 
dass  kein  Durchsetzen  der  Ebenen  eintritt,  so  ergibt  sich  ein  zusammenhängendes  Blatt, 
weiches  den  Zusammenhang  der  Fläche  im  B9m_%  besitzt.  Es  ist  1  =  47;,  die  vollständigt 
Singulare  besteht  aus  4  Zweigen.  [Fall  {ß)  des  §  6J. 

Den  Zusammenhang  der  Doppelebene  des  uniplanaren  Punktes  erzielt  man  folgen- 
dermassen.  Man  zeichne  eine  Curve  mit  «-fächern  Punkt  (n  >  2),  überdecke  die  an 
ihn  grenzenden  Winkel  abwechselnd  2-und  o-fach  und  hefte  die  entstehenden  Ränder 
aneinander.  Dadurch  erhält  mann  schnabel-  oder  zungenförmige  diedrische  Flächen- 
parrien,  welche  das  gestaltiiche  Verhalten  der  Umgebung  des  Knotens  charakterisieren. 

Für  jede  solche  Zunge  ist  dann  w  5= —  durch  den  Winkel  ihrer  Tangenten  gegeben 

und  damit  die  Frage  nach  dem  Verlauf  der  Singulären  erledigt. 

Was   nun   den   von   Herrn  Stäckel  im  §  14   heran   gezogenen   Satz  des  Herrn 


*)  Die  gestahlkhen  Verhältnisse  dieser  Punkte  sind  bekannt  Vergi,  insbesondere  :  F.  Klein,  Vthtr 
Flächen  dritter  Ordnung  [Math.  Annalen,  Bd.  VI  (1875),  pp,  55 1-581  j  ;  K.  Rohn,  Er»  Beitrag  zur  Thtork 
der  biplanaren  und  uniplanaren  Knotenpunkt*  [ibid.,  Bd.  XXII  (1883)»  pp.   124-144]. 
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Iarboux  *)  :  «  Une  ligne  géodésique  est  pleinement  déterminée  par  la  condition  de  passer 
n  un  point  de  la  surface  et  d'y  admettre  une  tangente  donnée  »,  anlangt,  so  ist  bezü- 
lich  der  Singulâren  zu  sagen:  Die  Fortsetzung  eines  Zweiges  ist  abgesehen  von  den 
allen  g  =  *,  2  77  nicht  mehr  eindeutig,  aber  während  bei  der  Regularen  die  Reihen- 
>lge  der  Curvenelemente  eindeutig  bestimmt  ist,  ist  es  bei  der  Singulären  die  Reihen- 
de der  Curvenzwcige  um  den  Knotenpunkt,  oder  mit  andern  Worten:  die  vollstän- 
dige Singulare  ist  unabhängig  von  der  Wahl  desjenigen  ihrer  Zweige,  auf  welchen  man 
ich  das  Anfangselement  der  Curve  verlegt  denkt. 

Hannover,  den  10.  September  1906. 

Carl  Rodenberg. 


*)  laçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  II,  pag.  407. 


DER  INTEGRALLOGARITHMUS  UND  DIE  ZAIILEXTHEORIE. 

Bemerkungen  zu  dem  gleichnamigen  5  Ì9  in  Herrn  Nielsen's 
«Theorie  des  Integrallogarithmus  und  verwandter  Transzendenten  »  *). 

Von  Edmund   Landau  (Berlin). 


Adunanza  del  ij  dicembre  1906. 


Im  genannten  Schlussparagraphen  seines  Buches  (S,  92-94)  erwähnt  Herr  Nielsen 
die  Beziehungen  des  Integrallogarithmus  mf  Verteilung  der  Primzahlen.  Er  zitiert  unter 
Angabe  der  Band*,  Jahres-  und  Seitenzahlen  eine  Reihe  diesbezüglicher  Arbeiten  und 
erwähnt  im  Text  mehrere  Ergebnisse  derselben.  Leider  sind  ihm  nicht  nur  einige  der 
wichtigsten  Arbeiten  unbekannt  geblieben;  sondern  er  hat  auch  die  Ergebnisse  der  Ar- 
beiten, welche  er  zitiert,  nicht  richtig  verstanden,  so  dass  sein  §  39  viele  Unrichtigkeiten 
enthält.  Ich  persönlich  sehe  mich  veranlasst,  dies  zur  Sprache  zu  bringen,  da  auch  mein 
Name  auf  S.  93  genannt  ist;  Herr  Nielsen  schreibt  dort  den  Herren  v.  Koch,  Holm- 
gren und  mir  einen  Satz  zu,  der  weder  bei  einem  von  uns  dreien  steht,  noch  über- 
haupt bisher  bewiesen  worden  ist. 


Es  bezeichne  **)  k{x)  die  Anzahl  der  Primzahlen  ^  x,  Ii,(x)  ^en  Integralloga- 
rithmus  von  x.  Herr  Nielsen  sagt  auf  S.  $y.  «  Wird  als  bewiesen  angesehen,  dass 
«  sämtliche  Nullstellen  der  RiEMANNschen  Funktion  £(x)  von  der  Form  x  —  —  -j-  12, 
«wo  oc  reeü  ist,  sind,  so  lässt  sich  auch  beweisen,  dass  der  Grenzwert 

—       j/x.l0g(A-) 

«  eine  endliche  Zahl  ist,  wie  dies  von  v.  Koch,  Holmgreen  ***)  und  vor   allem 
«  Landau  auseinandergesetzt  worden  ist  ». 

Hiergegen  wende  ich  dreierlei  ein. 

1.  Dass  sämtliche  Nullsteüen  von  £(x)  den  reellen  Teil  j  haben,  vermutet  wohl 
niemand;  denn  man  weiss,  dass 

Ç(-2)  =  o,        Ç(-4)  =  o,        Ç(-6)  =  o,  ... 
ist.  Die  RiEMANN'sche,  bisher  unbewiesene  und  unwiderlegte  Vermutung  lautet  vielmehr 


von 


*)  Leipzig,  Verlag  von  B,  G.  Teubner,  1906. 

**)  Ich  schiiesse  mich  an  Herrn  Nielsens  Bezeichnungswetse  an. 

•*)  Der  Name  Holmgreen  steht  versehentlich  für  Holmgren. 
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so:  alle  Nullstellen,  die  nicht  von  der  Form  —  2ti  sind,  wo  n  positiv  und  ganz  ist, 
aben  die  Form  j  -f-  i*,  wo  «  reell  ist. 

3.  Unter  der  Annahme,  dass  die  RiEMANx'sche  Vermutung  richtig  ist,  ware,  wie 
ik  Herren  v.  Koch  und  Holmgren  in  den  von  Herrn  Nielsen  zitierten  Arbeiten  be- 
wiesen haben,  für  alle  x\2 


(0 


i  -  «(*) 


<A 


lini  sup : 


Vxlogx 
wo  A  eine  absolute  Konstante  bezeichnet  ;  d.  h.  es  wären 

li,  (*)__-*(*) 
ix  log  X 

*-*■  y x  log  x 

endlich.  Für  Herrn  Nielsen  genügt  die  Relation  (i),  um  angeben  zu  können,  dass  für 


x  =  oo  der  Grenzwert  des  Quotienten 


**«(*)  —  «(*) 


existiert. 


t'.vlogx 
3.  In  meinen  drei  Arbeiten,  die  Herr  Nielsen  als  Beleg  für  diesen  Satz  zitiert,  ist 
weder  von  ihm  noch  von  der  v.  KocH'schen  Relation  (1)  überhaupt  die  Rede.  Ich 
habe  don  mit  Absicht  vermieden,  zu  untersuchen,  was  aus  Riemann's  Vermutung  folgt, 
und  habe  dort  auf  dem  festen  Fundament  der  bekannten  Eigenschaften  der  Zetafunküon 
neue  Resultate  erzielt  und  ältere  Ergebnisse  auf  vereinfachtem  Wege  bewiesen. 


:hdem  ich  diese  drei  Punkte  in  eigener  Sache  zur  Sprache  gebracht  habe,  be- 
nutze Gelegenheit,  um  einige  andere  Unrichtigkeiten  in  jenem  §  39  zu  berichtigen. 


4.  Herr  Nielsen  druckt  eine  kleine  Tabelle  zum  Vergleiche  der  Werte  li ((x)  und 
-(*)  abf  welche  eine  Erweiterung  der  ScHEiBNER'schen  aus  dem  Jahre  i860  ist,  Wenn 
Hot  Nielsen  irgend  eine  der  späteren  Tabellen  [z.  B.  bei  den  Herren  Gram  *),  Torel- 
li **),  Phragmèn  ***)]  angesehen  hätte,  so  würde  er  z.  B.  77  (1  000  000)  nicht  gleich 
78493  angegeben  haben,  sondern  entweder  gleich  dem  richtigen  Werte  78498  oder, 
ii  seine  Tabelle  merkwürdigerweise  noch  die  Zahl  1  zu  den  Primzahlen  rechnet  +), 
gleich  78  499.  Auch  andere  Zahlen  dieser  Tabelle  sind  fehlerhaft. 


der  von  Herrn  Nielsen  zitierten  Arbeit  auf  S.  277. 
"•)  Sulla  totalità  dei  numeri   primi  fino    ad    un    limite    assegnato    [Atti    tie  Ila   R.    Accademia  delle 
tut  fisiche  e  matematiche  di  Napoli,  Scr.  II,  Bd.  XI  nooi),  S.  214-âic], 

I  der  dritten  der  von  Herrn  Nielsen  zitierten  Arbeiten  auf  S.  199,  Die  Lings  dieser  Arbeit 
«Hip  übrigens  14  S  weder  94  noch  102  Seiten,  wie  aus  den  Zitaten  auf  S,  9}  bezw.  S.  10 1 

hervorgehen  würde;  auch  schreibt  sich  der  Verfasser  Phragmén  und  nicht  Phragmên. 
f)  Es  hätte  ihm  doch  auffallen  müssen,  dass  alsdann  die  Funktion 

fix)  =  *(*)  +£«(«*)  +f*<*b+ ...  1 

er  auf  S,  94,  Z.  5  definiert,  fur  alle  *^i  unendlich  ist  Dass  seine  Tabelle  1  zu  den  Primzahlen 
geht  aus  der  Angabe  «(100)  =  26  hervor. 


EDMUND     LANDAU, 


Herr  Nielsen  sagt:  «  Eine  solche  Vergleichung  der  beiden  Zahlenwerte  Bf(*)  und 
«77(x)  ist  bis  zu  x~  3000000  von  Gauss  und  Goldschmidt  durchgeführt  worden, 
«  nicht  aber  bis  zu  x  —  10  000  000,  wie  Petersen  bemerkt.  Wenn  ausserdem  Petersen 
<<  behauptet,  dass  li^C*)  m^  "00  bis  zu  diesem  grossen  Wert  von  x  überraschend  gut 
«  übereinstimmt,  hätte  er  doch  auch  bemerken  müssen,  dass  die  Differenz  li]  (x)  —  tz(x) 
«  mit  wachsendem  x  im  grossen  und  ganzen  zunimmt  und  sicher  auch  mit  %  über  jede 
«  Grenze  hinauswächst  ». 


Hierauf  ist  zu  erwidern  : 

5.  Tatsächlich  kommt  bei  Herrn  Petersen  in  den  angeführten  «  Vorlesungen  uhcr 
Funklionstheorie  »  auf  S,  273  der  dänischen  und  S.  254  der  deutschen  Ausgabe  die 
Zahl  10  000  000  überhaupt  nicht  vor,  Herr  Petersen  spricht  von  der  (allerdings  noch 
viel  grösseren)  Zahl  1000  Millionen,  und  es  ist  wahr,  dass  man  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen bis  zu  1  000  Oüo  000  ausgerechnet  hat.  Dies  ist  nämlich  von  Meissel  *)  ai 
führt  worden.  Auch  die  Vergleichung  der  Primzahlmenge  mit  dem  Integrallogarithmus 
ist,  wie  Herr  Nielsen  z.  B.  bei  Meissel,  bei  Herrn  Gram  **)  oder  in  einer  von  ihm  zi- 
tierten pHRAGMi'-N'schen  Arbeit  ***)  hätte  lesen  können,  bis  zu  x=  10  000  000  (und 
weiter)  ausgeführt  worden. 

6.  Herr  Nielsen  erklärt  es  für  sicher,  dass  die  Differenz  lii  (je)  —  ^(*)  mit  * 
über  jede  Grenze  wachst.  Dies  erscheint  schon  darum  nicht  sicher,  weil  die  Herren 
Phragmén  f)  und  E.  Schmidt  if)  bewiesen  haben,  dass  es  noch  mehr  besagt,  als 
die  RiEMANN'sche  Vermutung  über  die  Nullstellen  der  Zetafunktion. 

Ich  bemerke  übrigens  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  nach  Herrn  Schmidt's  Ergeb* 
nissen  für  passend  wählbare,  beliebig  grosse  x 

ist,  und  ebenso,  dass  es  oberhalb  jeder  Schranke  ein  x  giebt,  für  welches 

li.OO  — *oo<  —  A 

t\    J  v    /    -*,    29  log  X 

ist.  Wenn  also  der  oben  erwähnte  Grenzwert 


lim 


ü.oo-^x) 


■—       f/x  log  X 
existiert,  so  kann  er  nur  =0  sein;  dies  folgt  sogar  schon  aus  Herrn  Phragmén's  Sätzen- 


*)  Berechnung  der  Menge  von  Prim\ahìent  welche  innerhalb  der  ersten  Milliarde  natürlicher  Zahle* 
vorkommen  [Mathematische  Annalen,  Bd.  XXV  (1885),  S.  251-257]. 

**)  Rapport  sur  quelques  calculs  entrepris  par  M.  Bertelsen  et  concernant  tes  nombres  premiers 
[Acta  Mathematica,  Bd.  XVII  (1893),  S.  301-314]. 

***)  Siehe  die  oben  erwähnte  Abhandlung,  S.  199-200. 

f)  Siehe  die  oben  erwähnte  Abhandlung,  S.  200. 

ff)  Nicht  F.  Schmidt,  wie  im  Literaturverzeichnis  auf  S.  10 1  bei  Erwähnung  der  betreffenden 
Arbeit  steht, 


j.  Herr  Nielsen  hebt  hervor,  dass  li,(v) —  tc(x)  mit  x  innerhalb  der  Grenzen 
der  Tabellen  ini  grossen  und  ganzen  wächst.  Er  erwähnt  nicht,  dass  der  Quotient 

EM 

fur  x  =  oo    gegen  i  konvergiert.  Dies  ist  wohl  die  wichtigste  bisher  bewiesene  Be- 
ziehung des  Integrallogarithmus  zur  Primzahlmenge;  man  verdankt   sie    Herrn    de    la 

Poussai  *)• 

8.  Schon  TsCHEBYSCttEF  hatte  in  jener  Richtung  einige,  wenn  auch  weniger  besa- 
gende Resultate  erzielt.  Sein  Name  kommt  bei  Herrn  NIELSEN  nur  im  Literatur- 
verzeichnis vor  **);  von  den  beiden  don  genannten  Arbeiten  hat  jedoch  die  zweite 
nichts  mit  dem  Gegenstände  zu  tun.  Herr  Nielsen  hätte  sich  davon  leicht  überzeugen 
können,  da  eine  französische  Übersetzung  der  Abhandlung  im  Band  XII  (1889)  der 
Acta  Mathematica  ***)  erschienen  ist. 


Auf  S.  94  führt  Herr  Nielsen  die  RiEMAKN'sche  Primzahlformel  in    extenso   an. 
Hier  ist  zu  beanstanden  : 

9.  Y+  %ti  hat  nicht  sämtliche  Wurzeln  von  £(x)  ^ozu  durchlaufen,  sondern 
lit  nicht  reellen  f). 

10*  Herr  Nielsen  zitiert  im  Anschluss  an  diese  Formel  nur  die   Untersuchungen 

von  Genocchi  und  Herrn  Gram.  Er  erwähnt  nicht,  dass  die  Formel  weder  bei  Riemann 

noch  bei  einem  dieser  beiden  Autoren  bewiesen  worden  ist,  und  er  kennt  nicht  Herrn 

v.  Mangoldt*s  bedeutende  Arbeit    «  %tt   Riemann's   Abhandlung    über   die   Anzahl   der 

hmxahkn  unter  einer  gegebenen  Grösse  »  ff),  in  welcher  zum  ersten  Male  ein  Beweis 

jener  Formel  erbracht  wird. 

II.  Id  der  Riemakn 'sehen  Formel  hat  f(x)  für  ganfczahlige  x  nicht  die  auf  S.  94, 
t  j  angegebene  Bedeutung  f ff).  Bei  der  von  Herrn  Nielsen  gegebenen  Erklärung 
von  /(*)  ist  also  die  Formel  nicht  richtig. 

Ich  bemerke  noch,  dass  ich  mich  in  dieser  Besprechung  auf  den  meinem  Arbeits- 
gebiet besonders  nahe  liegenden  §  39  beschränkt  habe  und  mich  jedes  Urteils  über 
Jen  sonstigen  Inhalt  des  Buches  enthake. 

Berlin,  den  14.    Dezember  1906. 

Edmund   Landau. 


es  analytiques  sut  la  théorie  des  nombres  premiers    [Annales  de    la    Société    scientifique 
Bruxelles,  Bd.  XX,  Teil  II  (1806  \  S.  \ûï\.  Herr  Nielsen  zitiert  (ohne  auf  den  Inhalt  naher  tinni- 
ti) our  eine  spätere  Arbei:  D  Autors,  in    welcher    die    obige  asymptotische  Relation  noch 
»öcatlich  verschärft  wird. 

*•)  Die  Vornamen  sind  P.  L.,  nicht  S.  L.,  wie  dort  steht. 

~)   S.    287  }2  2 

f)  Stehe  L 

journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  CXFV  (1895),  S.  255-505.  Herr  Nielsen 
nbert  tlUf  im  Literaturverzeichnis  eine  spatere  Arbeit  dieses  Verfassers. 
TU")  Auch  v  Primzahlen  von  2  an  gezählt  werden. 


Or«. 


Pmìtfmo,    t.    XXUÏ   (1907),  —  SllBipmtQ    il    tf    ^cnn-; 


»7 


no 


SULLA  MATRICE  DI  SYLVESTER 
PER  LA  RISULTANTE  DI  DUE  FUNZIONI  INTERE. 

Nota  di  Alfredo  Capelli  (Napoli). 


Adunatila  iti  ij  gcnnijo  1907. 


I.  Date  le  due  funzioni  intere: 
e  formata  la  matrice  quadrata  di  ordine  m  +  n  : 


o     a     a 
0      1 


a      a 


0*) 


OOO 

il  cui  determinante  è  la  risultante,  sotto  la  forma  di  Sylvester,  delle  due  funzioni  /e 
9,  mi  propongo  di  studiarne  la  caratteristica  w-J-fl  —  p,  cioè  quel  numero  che  esprime 
il  più  alto  ordine  di  determinanti  minori  diversi  da  zero  contenuti  nella  matrice  stessa, 
E  precisamente  mi  propongo  di  dimostrare,  il  che  non  mi  consta  essere  stato  fatto  finora, 
che  il  numero  p  così  definito  coincide  col  grado  del  massimo  comun  divisore  delle 
due  forme  algebriche: 

/(*,  1  *J  =  ao  <  +  *4  *7~l  x>  + 

corrispondenti  rispettivamente  alle  funzioni  /  e  9. 

La  considerazione  di  quest'ultime  due  forme  sembra  indispensabile,  perchè  il  grado 
del  loro  massimo  coni  un  divisore  non  è   sempre  anche  il  grado   del   massimo   comun 
divisore  delle  due  funzioni  /(a)  e  9  (.\).  1  due  gradi  coincidono   solamente   quando  a 
e  bo  non  sono  entrambi  nulli. 

D  teorema  enunciato  non  è  soggetto  ad  alcuna  restrizione,  tranne  quella  che  le 
due  funzioni  /  e  <p  non  siano  entrambe  mtlle  identicamente.  Questa  restrizione  è  affatto 
ovvia,  poiché  in  tal  caso  non  si  potrebbe  parlare  di  massimo  comun  divisore  di  /  e  <p 
in  alcun  senso  ben  determinato. 


or 
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a.  E  utile  di  richiamare  esplìcitamente  i  teoremi,  già  ben  noti,  relativi  alle  condi- 
zioni necessarie  e  sufficienti  aftinché  il  massimo  comun  divisore  delle  due  forme  (1)' 
abbia  un  certo  valore  prefissato  r;  tanto  più  che  su  di  questi  teoremi  noi  dovremo  ap- 
poggiarci essenzialmente  in  seguito.  Come  loro  punto  comune  di  partenza  si  può  riguar- 
dare il  teorema  che:  affinchì  le  due  forme  algebriche  (1)'  abbiano  un  divisore  almeno  del 
grado  <r,  è  necessario  e  sufficiente  che  esistano  due  funzioni  intere  PH  7  e  Qm_Q7  rispetti- 
vamente di  gradi  non  superiori  ad  n  —  <7  ed  m —  0  e  non  entrambe  nulle  identicamentej 
per  le  quali  sia  soddisfatta  l'identità: 

W  *._,•/(*) +ß_.?0)  =  o. 

Se  la  matrice  {A)  si  scrive,  invertendo  l'ordine  delle  orizzontali  contenenti  le  h: 
0      0      <r  .  .  .  a      o     .  .  .  o      o 


w 


si  può  facilmente  tradurre  il  precedente  enunciato  nel  seguente:  affinchè  le  (1)'  abbiano 
un  divisore  comune  almeno  dei  grado  <j,  £  necessario  e  sufficiente  che  siano  nulli  tutti  i 
itkrminanti  di  ordine  massimo  contenuti  nella  matrice  che  si  deduce  da  (A)f  sopprimer 
iùtu  le  prime  <r  —  1  orizzontali  e  cosi  pure  le  ultime  g  —  1  orizzontali.  Basta  applicare 
i  noti  criterii  sulla  risolubilità  di  un  sistema  di  equazioni  lineari  ed  omogenee. 

Detta  ÇA)^  la  matrice  rettangolare  così  dedotta  da  (A)\  si  potrà  pertanto  dire  che: 
afanthl  il  massimo  comun  divisore  di  f(xn  x2)  e  <p(x1?  xa)  sia  precisamente  del  grada 
f,  t  mussario  e  sufficiente  che  siano  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  massimo  contenuti 
t*  {A)iay  e  sia  diverso  da  %cro  almeno  uno  dei  determinanti  massimi  contenuti  in  {Aj^^ . 
Od  anche  più  brevemente:  ì  necessario  e  sufficiente  che  la  caratteristica  dì  {A)ir7ì  sia  in- 
feriore e  quella  di  [Af**  uguale  al  numero  delle  rispettive  orizzontali. 

3  Indichiamo  ora  con  5ff  (*  =  1,  2,  .  - .)  il  determinante  di  quella  matrice  qua- 
che nasce  dalla  (Ay  sopprimendone  le  prime  <7  —  1  orizzontali  e  le  ultime  cr  —  1 
nuli  e  cosi  pure  le  prime  e  le  ultime  a  —  1  verticali.  Da  quanto  si  è  sopra  ricor- 
dano segue  manifestamente  che,  se  f(xt ,  x2)  e  ç  (xt ,  x2)  hanno  un  divisore  comune 
che  sia  almeno  del  grado  <r,  dev'essere: 

B,  =  °>   K  =  °j  •  -  -  >  B*  =  °i 

e  queste  condizioni  sono  anche  a  ciò  sufficient!,  come  è  stato  dimostrato  *),  se  i  due 


•)  Cfir.  la  memoria  di  Nòther  :  Ober  den  gemeinsamen  Factor  zweier  binären  Formen  [Sitzungsberichte 
tiysüul-roed,  Sozietät  in  Erlangen  (12  Nov.  1895)].  In  questo  lavoro  il  Nöther  ha  fatto  rile- 
lîo  opportunamente,  l'insufficienza  di  alcune  dimostrazioni  anteriori 


ALFREDO     CAPELLI 


coefficienti  ao  e  bo  non  siano  entrambi  nulli.  Si  ha  dunque  anche  il  criterio  seguente: 
affinchè  il  massimo  commi  divisore  di  /(*,,  xj  e  f(xtì  a;)  sia  precisamente  dei  grada 
r,  l  necessario  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  condizioni: 

B}  =  o,    B,  =  o,  . . .  ,  Br  =  o,    B„t  ^  o. 

Questo  criterio  che  è,  sotto  qualche  punto  di  vista,  più  semplice  del  precedente, 
è  però  soggetto  alla  restrizione  che  i  due  coefficienti  aQ  e  hQ  non  siano  entrambi  uguali 
a  %ero  *). 

Noi  passiamo  ora  a  stabilire  un  terzo  criterio^  esente  da  qualsiasi  restrizione,  cioè: 
affinchè  il  massimo  comun  divisore  di  f(xtì  xa)  e  o(xl5  x3)  sia  del  grado  r,  e  necessario 
e  sufficienti  che  la  caratteristica  della  matrice  (A)  sia  uguale  ad  m -\- n  —  r. 


4.  Esamineremo  dapprima  separatamente  il  caso  in  cui  una  delle  due  forme  /  e 
y,  per  es.  la  /,  sia  nulla  identicamente  senza  che  sia  nulla  identicamente  l'altra.  In  tale 
supposto  la  ^  rappresenta  essa  stessa  il  massimo  comun  divisore  di  /  e  <p  ;  cosicché  si 
tratta  soltanto  di  riconoscere  che  la  caratteristica  della  matrice  {A)  è  in  questo  caso 
uguale  ad  w,  cioè  che  è  uguale  ad  m  la  caratteristica  della  matrice 


(3) 


o 
b 


o 
o 


costituita  dalle  ultime  m  orizzontali  di  (A). 

Ed  invero,  se  bk  è  il  primo  dei  coefficienti  fc0,  hl%  » . .  ,  bm  che  eon  sia   nullo,  la 
caratteristica  della  matrice  (3)  coincide  con  quella  della  matrice  più  semplice  : 


bL     b 


Ì-HJ 


K 


O 


nella  quale  il  determinante  individuato  dalle  prime  m  verticali  è  certamente  diverso  da 
zero,  perchè  uguale  a  b™. 

5*  È  utile  di  osservare  che  il  caso  ora  considerato  è  il  solo  pel  quale  la  caratte- 
ristica della  matrice  (A)  possa  scendere  al  disotto  di  uno  dei  gradi  m  ed  n.  Se,  cioè, 
nessuna  delle  due  forme  /  e  f  sia  identicamente  nulla,  la  caratteristica  di  {A)  si  con- 
serverà sempre  maggiore  od  uguale  a  ciascuno  dei  due  numeri  m  ed  n. 


*)  Per  riconoscere  che  questa  restrizione  è  necessaria,  basta  osservare  che,  per  a0  5=  b0  =  o,  si  ha  1 

Bt  mi  o,        Bx  =  o,  . . . 
nel  mentre  che  il  massimo  comun  divisore  di  f(xt ,  x2)  e  y  (x ( ,  xj  è,  in  generale,  soltanto  di  primo 
grado. 
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La  matrice  formata  dalle  prime  n  orizzontali  di  (Ä)  avrà  infatti  per  caratteristica 
n,  a  quella  guisa  che  la  (3)  ha  per  caratteristica  m. 

n. 

6.  Gè  dunque  lecito  di  ritenere  d'ora  innanzi  che  né  Tuna,  né  l'altra  delle  due 
forme  /  e  ç  sia  identicamente  nulla,  ed  in  questo  supposto,  detta  m  -\-  n  —  p  la  ca- 
ratteristica della  matrice  (A)  ed  r  il  grado  del  massimo  comun  divisore  di  /  e  <p,  dob- 
biamo dimostrare  che  p  =  r.  Dimostriamo  intanto  che  p\r. 

A  tale  oggetto  facciamo  dapprima  l'ipotesi  che  almeno  uno  dei  due  coefficienti  aQ 

e  bQj  per  es.  ao,  sia  diverso  da  zero.  Per  quanto  si  è  già  ricordato   all'art.   3,  si  ha 

allora: 

B  =  o,  . . . ,  B  =  o,    B      ^0, 

onde  è  diverso  da  zero  il  determinante  la  cui  matrice  si  deduce  dalla  matrice  (Â)' 
sopprimendone  le  ultime  r  verticali  e  le  ultime  r  orizzontali,  giacché  questo  determi- 
nante ha  per  valore  *) 

B     ar . 

Essendo  questo  determinante  dell'ordine  m  -{-  n  —  r,  si  ha  dunque 

m  -{-  «  —  p^m-j-fl  —  r, 
cioè  appunto  

7.  Ammettiamo  ora,  in  secondo  luogo,  che  sia  ao  =  b0.  Supponiamo  anzi,    come 
d  è  lecito,  che  sia  precisamente  : 

*o  =  a>  =  •  •  •  =  *,-,  =  °>        K  =  *,=  •••  =  *,__,  =  o 

e  che  almeno  uno  dei  due  numeri  a.  e  b.  sia  diverso  da  zero. 
Possiamo  scrivere: 

essendo 

/,  (*.  >  *,)  =  *i  *r  •' + *.+,  *r ^  *>  +  •  •  •  +  *„  <"'  > 
"  ;  ?.  e*. ,  *,)  =  *.■  *r*  +  ^  *r  *-■  *,+  ■•■+*.  *r  •  ; 

^     cosicché,  se  r  è  il  grado  del  massimo  comun  divisore  di  f(xtì  x2)  e  <p(x,,  a*2),  si  ha 
evidentemente  : 

r  =  r '  -f-  i- 

Se  dalla  matrice  (A)  si  sopprimono  le  prime  2%  verticali   ed    inoltre   le   prime    i 
orizzontali  ed  altre  i  orizzontali   a  cominciare   da  quella   di   posto  n  -f-  1,   rimane  la 


*)  Nel  caso  di  m  =  n  =  r  non  esiste  il  determinante  Br_hl ,  e  il   determinante   dedotto   da  (jf) 
nel  modo  indicato  ha  semplicemente  per  valore  a£. 


M4 
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matrice  : 


(-) 


3     o        o      .  .  .  .  .  .  bm 

iì  cui  déterminante  è  precisamente  la  risultante,  sotto  la  forma  di  Sylvester,   di  jt  e 

«pj .  Poiché  almeno  uno  dei  due  coefficienti  at  e  hi  è  diverso  da  zero,   questa   matrice 

contiene,  secondo  la  dimostrazione  stessa  di  poco  fa,  un  determinante    minore    N,    di 

ordine  m  +  n  —  2  i  —  r*  il  quale  è  diverso  da  zero. 

Ritenuto  ora,  come  ci  è  lecito  per  fissare  le  idee,  che  sia  ao  ^  o,  si  consideri  quel 

determinante  minore  Af  delle  matrice  {A)  i  cui  elementi  si  trovano   nelFincrociamento 

delle  prime  i  orizzontali  e  di  quelle  m  -|-  n  —  li  — ■  r'  orizzontali   di  (A)  che  conten- 

gono  la  matrice  di  N,  colle  verticali  di  {A)  di   posto   i  -J-  1,   i  -\-  2,  . . .  ,  li    e    con 

quelle  m  -\-  n  — -  2$  —  r'  verticali  che  contengono  N.  Sarà  questo  un  determinante  di 

ordine  : 

(m  -J-  »  —  2t  —  r')  -f*  i  =  m  +  n  —  (r1  -|-  t)  s  m  -f»  n  —  r 

che  avrà  per  valore 

0 
e  sarà  quindi  diverso  da  zero.  La  caraneristica  m  -\-  n —  p  della  matrice  (A)  soddisfa 
dunque  alla  condizione  : 

m  -|~  n  —  p7w-)-«-r 

d'onde  segue  come  sopra  :  p  ^  r .  cd.  d. 


m. 


8.  Passiamo  ora  a  stabilire  la  relazione  p  7  r  dalla  quale,  congiunta  alla  relazione 
già  dimostrata  p  ^  r,  seguirà  senz'altro  p  =  r;  cioè  appunto  il  teorema  enunciato  nella 
introduzione. 

Essendo  r  il  grado  del  massimo  coinun  divisore  di/ (jc,  ,  xa)  e  ?(*, ,  xa),  esistono 
(art.  2)  due  polinomii  PH_f  e  Qm_r  non  entrambi  nulli  identicamente  : 

*U- **■*+!.■ —  +  •••  +  *_, 

O,-,  -  Y„*"-'  +  Y,  *"-"•  +  •  •  ■  +  Y„_„ 

pei  quali  si  ha  l'identità  : 

(4)  fv.,/+a,_,?=o. 

Se  ora  consideriamo  anche  l'identità  : 

0)  P-J+Q^f^o, 
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in  cui  : 

a.- =  ?o*-" +?.*-*  + 

vediamo  che  essa  resterà  soddisfatta  prendendo  : 

/       Po=ioeo 

P,=g0t,+g,eo 
p2=g0t*+g,',+g>eo 


+  Pn-„ 
+  ?—> 


(0 


e  similmente  : 


w 


{   />,_,  =goer-,  +  *,«,-,+    *    '    * 

Pr=  g,er-,  +^«r-.+ 

Pr+i  =  sVr-,  + 


\  Pn-,  = 


gn-r'r-, 


lo       =  Yo«o 

?,       =Yo«,  +Y.«o 

?,       =  Yo«a  +  Y.«.  +Y,«o 

?r-,  =  Yo«r-,  +  Y«  «r_»  + 


dove  le  <0,  e, ,  . . .  ,  er_t  si  possono  scegliere  del  tutto  ad  arbitrio,  giacché  in  tal  modo 
à  ha  identicamente  : 

i>_,  =  P„(.*.*r-  +  «/-'  +  •  •  •  +  o. 
fi-,  =  fi_,(«.*"  +  <.*-*  +  •  •  •  +  O, 

cosicché  la  (5)  diviene  una  semplice  conseguenza  della  (4). 

Ciò  posto,  se  gQ  è  diverso  da  zero,  le  prime  r  equazioni  del  sistema  (6)  ci  dicono 
che,  disponendo  opportunamente  delle  eo1  ei9  . . .  ,  erl,  si  può  sempre  fare  in  modo 
^e  k  Poi  Pit  •  •  •  j  A-i  assumano  dei  valori  prefissati  a  piacere;  e  similmente  si  vede 
dalle  (6)'  che  l'identità  (5)  si  potrà  soddisfare  prefissando  a  piacere  i  valori  delle 
Îoï  ?!>  •  •  •  j  1r-i>  semprechè  sia  yo  diverso  da  zero. 

D'altra  pane  almeno  uno  di  questi  due  casi  si  presenterà  certamente  ;  giacché  non 

è  possibile  che  i  due  coefficienti  g0  e  y0  siano  entrambi  simultaneamente   nulli.  Infatti, 

«  dò  fosse,  l'identità  (4)  si  troverebbe  soddisfatta  mediante  due  polinomii  PH__r  e  Qm_r 

I  che  sarebbero  rispettivamente  di  gradi    non   superiori  ad  n  —  r  —  1  ed  m  —  r  —  1; 

H  cosicché  le  due  forme /(.vl?  xa)  e  ^(x,,  x2)  dovrebbero  avere  (cfr.  art.  2)  un  divisore 

"   comune  almeno  del  grado  r  -f-  1,  il  che  contraddice  alla  ipotesi  da  noi  fatta  che  r  sia 

il  grado  del  massimo  comun  divisore  di  queste  due  forme. 

Noi  vediamo  pertanto  che  l'identità  (5)  può  essere  soddisfatta  con  valori  oppor- 
tuni delle  po9  pty  . . .  ,  pn_ty  y0>  y,  j  •  •  •  ?  qm_l  fra  i  quali  ve  ne  sono  certi,  in  nu- 
mero di  r,  a  cui  si  possono  assegnare  valori  scelti  ad  arbitrio. 


Ciò  equiva 
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Ciò  equivale  a  dire  che  il  sistema  delle  m  -\-  n  equazioni  lineari  ed  omogenee  Èra 
le  m  -f  n  incognite  pm%  . . . ,  pMÌ  qQÌ  .  . .  ,  qm^  i 


si  può  risolvere  con  valori  arbitrarli  di  certe  r  incognite  scelte  opportunamente  fra  le 
Poi  •••  £*-i»  ?ö)  •••  f  ?w_i  ■  Ï-*  caratteristica  della  matrice  formata  dai  coefficienti  di 
questo  sistema  di  equazioni,  che  coincide  manifestamente  colla  caratteristica  della  ma- 
trice (A)y  non  potrà  dunque  superare,  secondo  ben  noti  teoremi  *),  la  differenza 
m  +  n  —  r. 

Siamo  così  giunti  alla  relazione: 

ff!  +  »  —  p  ^  f«  +  »  —  f 

d'onde  segue 

p5?r. 


àMflfl 


C,    D.  D* 


Napoli,  dicembre  190e. 


"Hé 

A.  Capblli, 


•)  Cfr.  por  es.  le  mie  /j/farçw«!  di  <ê*rifeJ  atg§brkat  f  edizione  [Napoli,  Peìlerano,  19023,  pag.  187 
e  seguenn. 
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SUIXTNTEGRAZIONE  PER  SERIi:. 

Memoria  di  G.  Vitali  (Genova), 


Aiiuiitiiia  ilei   i)  gennjjo   1907. 


lavori  recenti  hanno  messo  in  evidenza  l'importanza  che  nello  studio  delle 
funzioni  ha  la  trasformazione  proposta  dal  signor  Henri  Liìbksgue  dei  concelti  noti 
sotto  il  nome  di  misura  di  un  gruppo  di  punti  e  di  integrale  di  una  funzione  *). 

I  nuovi  concetti  si  sono  mostrati  indispensabili  per  lo  studio  delle  quistioni  più 
fondamentali  del  Calcolo,  da  tanto  tempo  già  poste,  come  quelle  che  riguardano  la 
costruzione  delle  funzioni  primitive  e  l'esistenza  delle  derivate. 

Gli  integrali  di  LebesgUB  si  presentano  come  una  naturale  generalizzazione  del- 
l'integrale di  Ri  em  a  nn\  non  solo  per  la  maggior  vastità  del  campo  delle  funzioni  che 
risult  ili  **),  ma  anche  per  la  maggior  varietà  dei  campi  acuì  si  può  esten- 

dere una  integrazione. 

Invero  l'integrazione  di  Lkbesgue  estesa  ad  un  segmento  si  può  considerare  come 

lissimo  deirintegrazione  estesa  ad  un  gruppo  misurabile  di  punti. 
In  particolare  il  problema  dell'integrazione  per  serie  non   può  più   essere  considé- 
rai punto  di  vista  speciale  dell'integrazione  estesa  a  dei   segmenti,    ma  si 
devt  studiare  da  quello  più  generale  dell'integrazione  estesa  a  qualunque  gruppo  misu- 
rabile di  punti. 


*)  Liions  sur  l'integration  et  la    recherche  des  fonctions   primitives,    par    Hevri    Lebesgub    [Taris, 
GwîhierA'ïllirs,  1904]  c  G.  Vitalî,  Sui  gruppi  di  punti  [questi  Rendiconti,  t.  XVIII  (1904),  pp.  116-126], 
**)  Veramente  una  funzione  illimitata  può    avere  un   integrale  nel    senso   comune  della  parola  e 
mm  un  integrale  di  Ieblsgue,  Ma  hi  comune  definizione  degli  integrali  di  tali  Funzioni  illimitate  non 
i  fumo  arbitraria  di  quel  bc  il  definire   la  somma  di  UBI  scric  non  convergente  colla  somma 

aàU  serie  che  si  ottiene  aggruppando  in  i.n  modo  stabilito  una  volta  per  sempre  i  termini  della  data. 
bd  resto  potremmo  in  modo  analogo  estendere  il  significato  di  integrale  di  Lebesgue  prefissando  una 
«accessione  di  gruppi 

G,.    G,,...G„,... 

te  coi  la  funzione  è  sommabile,  ciascuno  contenuto  nel  successivo,  e  tendente  al  campo  di  integrazione, 
té  Assumere  per  valore  dell'integrale  il   limite    (quando    esiste)    dell'integrale    esteso  a  Ott  per  n  =  00. 
Mi  dò  non  sembra  opportuno,  perche  dal  punto  di  vista  generale  non  è  preferibile  una   sucecs- 
to  che   un'altra,  e  cambiando  la  scelta  della    successione    può    venire  a  cambiare  il  vi 
Attribuisce  all'integrale. 

Gf*m  MmUm.  ?+i*rmct  (.  XXIll  (1907).  —  Sumpito  LI   5  febbraio  1907.  18 
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Io  dirò  che  una  serie  convergente  ^um(x)  di  funzioni  finite  e  integrabili  i 

dato  gruppo  G  di  punti  misurabile  e  a  misura   finita   è   integrabile   completamenti 
serie  quando  per  ogni  sottogruppo  misurabile  T  ài  G  esistono  e  sono  uguali 

V    /  un(x)dx    e      /    fun(x)àx. 

Per  esprimere  invece  che  ciò  avviene  quando  G  è  un  segmento  (#,  V)  e  Tè 

qualsiasi  dei  segmenti  (a,  a)  (a  <  x  ^    Z>),  dirò  che  y  w.(-v)    è    integrabile  per 

«si 
we/  seme  ordinario. 

Io  darò  una  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  l'integrazione  completa  per 

Per  esprimere  questa  condizione  bisogna   che  io   richiami  la   nozione   di  atta, 
continuità  di  cui  ho  fatto  uso  in  altra  Nota  *), 

Io  chiamo  gruppo  di  intervalli    distinti   un   gruppo    di  intervalli   presi   sopra 
retta,  tale  che  due  qualsiansi  intervalli  di  esso  non    abbiano  punti   interni   comi 
ampiezza  di  un  gruppo  di  intervalli  la  somma  delle  lunghezze  dei  singoli  intervalli 
gruppo. 

Sia  F(x)  una  funzione  finita  della  variabile  reale  x  in  un  intervallo  (#,  b)  ed  a 

Sia  (x,  p)  un  intervallo  parziale  di  (a,  b)  ed  a  £  a  <  ß  £  b. 

Io  chiamo  incremento  di  F  (a)  in  (a,  ß)  la  differenza  F(£)  —  F(a). 

Chiamo  poi  incremento  di  F(x)  in  un  gruppo  di  intervalli  parziali  distinti  di  (, 
la  somma,  se  è  determinata  e  finita,  degli  incrementi  di  F(.v)  nei  singoli  ime; 

Ora,  se  per  ogni  nomerò  c<o  esiste  un  numero  ^  ^>  o  tale  che  sia 
T  il  modulo  dell'incremento  di  F(x)  in  ogni  gruppo  di  ampiezza    minore  di  (a  di 
tervalli  parziali  di  (</,  b)  disùnti,  dico  che  F{x)  è  assolutamene  continua. 

lo  ho  dimostrato  nella  Nota  citata  che  condizione  necessaria  e  sufficiente  perebi 
funzioni  F{x)  sia  un  integrale  h  che  essa  sia  assolutamente  continua. 

Consideriamo  ora  l'integrale  di  una  funzione  sommabile  f(x).  Esso  è  una  fi 
assolutamente  contìnua  e  quindi,  prefissato  un  numero  <i>o,  esiste  un  numi 
tale  che  in  ogni  gruppo  V  di  ampiezza  minore  di  p.  di  intervalli    parziali  di  (a,  b) 

stinti,  il  modulo  dell'incremento  di     /  f(x)dx  è  minore  di  t.  È  quindi  i  /  f(x)d 

Ju  \Jv 

Sia  ora  g  un  gruppo  di  punri  di  (a,  b)  di  ampiezza  minore  di  f*.  Si  possono 

vare  infiniti  gruppi  dì  ampiezza  minore  di  f**  di  intervalli  distinti 


Li' 


ciascuno  contenuto  nel  precedente  e  rinchiudente  g,  tali  che  il  limite  inferiore  delle  I 
ampiezze  sia  la  misura  di  g. 
Sarà  per  ogni  n 


i 


m** 


<< 


•)  G.  Vitali,  SulU  funzioni  integrali  [Atti  dulia  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,   voi. 
(1904-905),  pp,  1021-1054- 


Quindi 


~  //(*)<**  =  //«'**)• 


IX 


Kx)dx   ^  a. 


Si  può  dunque  dire  che  data  una  funzione  sommabile  /(a),  esiste  per  agni  numero 
»  o  un  numero  fi  >  o  fa/e  <;/*  il  modulo  dell'integrale  di  f(x)  esteso  ad  un  qualsiasi 
ìpf  misurabile  di  misura  minore  di  y.  sia  minore  di  <r. 

iralmente,  se  la  funzione  /(.v)  invece  di  essere  definita  in  un  intervallo  è  de- 
a  ìb  un  gruppo  misurabile  di  misura  finita,  valgono  le  stesse  conclusioni. 

Queste  proprietà  degli  integrali  delle  funzioni  sommabili  non  sono  in  sostanza 
D  che  Tasso] uta  continuità  dì  cui  ho  parlato  più  sopra. 

Ora.  data  una  varietà  di  funzioni  sommabili,  si  dirà  che  i  loro  integrali  sono 
Vasiolulamcnte  continui  in  un  gruppo  misurabile  G,  se,  per  ogni  numero  a  >  o, 
ite  un  numero  fi  >  o  tale  che  il  modulo  dell'integrale  di  una  qualsiasi  funzione 
la  varietà,  esteso  ad  un  qualsiasi  gruppo  misurabile  di  misura  minore  di  pi,  sia  mi- 
's di  9. 

In  particolare  adunque:  le  funzioni  di  una  varietà  saranno  equi-assolutamente  con- 
He  in  un  intervallo  (aì  fr),  se,  per  ogni  numero  ü  >  0>  esiste  un  numero  jx  >  o  tale 
i  sia  minore  di  g  il  modulo  dell'incremento  di  qualsiasi  funzione  della  varietà  io  ogni 
appo  di  ampiezza  minore  di  ft  di  intervalli  parziali  di  (a,  b)  distinti. 

In  questo  lavoro  io  dimostrerò  che  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  serie  ^_uh{x)  di  funzioni  finite  e  som- 
Uli  in  un  gruppo  misurabile  a  misura  finita  sia   integrabile  completamente   per    serie 
k  essa  converga  e  che  gli  integrali  delle  sue  somme  parlali  **)  siano   equi-assoluta- 
itinui  (5  I,  §  6  e  §  7). 

Per  l'integrazione  per  serie  nel  senso  ordinario  la  predetta  condizione  sarebbe 
amo  sufficiente,  come  proverò  con  un  esempio  (§  8). 

Però  1  casi  più  comuni  di  integrazione  per  serie  nel  senso  ordinario  rientrano  pie- 
aeatr  nel  caso  di  integTazione  completa. 

Noi  vedremo  che,   quando  le   somme  parziali   della   serie  data  sono  egualmente 
:n  un  senso  (cioè  o  tutte  maggiori,  o  tutte  minori  di  un  medesimo  numero), 
condizioni  indicate  sono  necessarie  e  sufficienti   anche   per   l'integrazione   nel   senso 
Boario  (5  9).  Anzi  vedremo  di  più  che  per  tali  serie  la  relazione 

S/  1'*=/  ldx 

irta  l'integrabilità  completa  per  serie  in  (a,  F). 


•)  v.  H.  Lebesgue,  L  e*,  pag*  116. 

r 

•■)  Chiamo  somme  parziali  le  somme   ^"„  (*)  (f  Ä  *t  *»  h  ■•  ■)• 
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Nella  trattazione  io  mi  valgo  del  teorema  del  signor  Lebesgue  sulla  integrazione 
delle  serie  le  cui  somme  parziali  suno  egualmente  limitate  *). 

In  fine  espongo  i  risultati  sull'integrabilità  delle  serie  a  termini  positivi  ottenuti 
recentemente  da  B.  Levi  **)  riducendo  le  condizioni  che  in  essi  figurano. 

Il  teorema  principale  di  questo  mio  lavoro  dà  origine  immediatamente  al  seguente 
sulla  derivazione  per  serie. 

Una  serie  di  funzioni  avente  le  somme  parziali  equt-assolntamcnte  continue  i  deri- 
vabile termine  a  termine,  fuorché  in  un  gruppo  di  punti  di  misura  nulla,  se  la  serie  delle 
derivate  converge. 

Nell'ultimo  §  di  questo  lavoro  mi  occupo  dell'integrabilità  per  serie  nel  senso  or- 
dinario, e  trovo  una  classe  estesa  di  serie  convergenti,  che  sono  certamente  integrabili 
per  serie,  se  la  serie  degli  integrali  converge  verso  una  funzione  assolutamente  continua. 

Questa  classe  di  serie  è,  oltre  quella  precedentemente  accennata,  una  nuova  classe 
di  serie  per  cui  si  conosce  una  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  l'integrabilità  per 
serie  nel  senso  ordinario. 


i.  Consideriamo  una  serie  j  *À*)  convergente  di  funzioni   finite  ed    integrabili 

T       i 

in  un  gruppo  di  punti  G  misurabile  ed  a  misura  finita  e  supponiamo  che  gli  integrali 
delle  sue  somme  parziali  siano  equi-assolutamente  continui. 

Sia  K  un  numero  maggiore  di  i  e  Gh  il  gruppo  dei  punti  in  cui  qualche  somma 
parziale  è  in  valore  assoluto  maggiore  di  Kh  • 

I  gruppi 

sono  certamente  misurabili;  ciascuno  di  essi  è  contenuto  nel  precedente;  il  gruppo  dei 
punti  comuni  a  tutti  e  nullo.  Dunque  il  limite  della  misura  di  Gh  per  i^co  è  uguale 
a  zero  ***). 

Sia  Vh  =  G  —  Gb .  Sarà 

(0  £tuXx)dx  =  £  £"'<*)'* 4 -£  ÌuX*)dx- 

Per  l'equi-assoluta  continuità  degli  integrali  delle  somme  parziali  posso,  fissato  un 
numero  g  >  o,  trovare  un  numero  \l  >  o  tale  che  l'integrale  di  qualsiasi  di  quelle 
somme  parziali,  esteso  a  qualsiasi  gruppo  di  misura  minore  di  (/,  sia  in  valore  assoluto 
minore  di  i.  Ora  io  posso  scegliere  h  così  grande  che  la  misura  di  Gb  sia  minore  di 
p.  Per  un  tale  h  è,  qualunque  sia  », 


co 


(x)dx 


<*. 


*)  Leeesgue,  L  C*  pag.  114. 
**)  B.  Levi,  Sopra  l'integraiione  delle  serif  [Rend,  del  R.  1st.  Lombardo,  s.  II,  voi  XXXIX  (1906), 
pp.  775'78o]. 

***)  Lebesguh,  L  c,  pag.  109. 
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In  rb  le  ^ur(x)  sono  ugualmente  limitate,  e  quindi 

Um  f  fuXx)dx=  f  tur(x)dx  *), 
e,  per  n  abbastanza  grande, 


(3)  If    £«,(*)<**-    f     Ì»rW^ 


<<T. 


Dalle  (1),  (2),  (3)  consegue,  per  n  abbastanza  grande, 


(4) 


£i,u'Mdx-fr  Zu'^d: 


<  2<r. 


Si  deduce,  che  da  un  certo  n  in  poi  gli  integrali  estesi  a  G  delle  ^_ur(x)  diffe- 
rii 
riscono  fra  loro  a  meno  di  4*.  Ma  <y  è  piccolo  a  piacere.  Dunque  esiste  il 

lim   /  Yttr(x)djc. 

Per  la  (4)  allora,  per  qualunque  a  e  per  h  abbastanza  grande, 

lim  /  zLur{pc)dx  —   (    J"ur(x)dx  Z.2<s. 
Dunque  esiste  il 


che  non  è  altro  che 


e  sarà 


Um  /    fuXx)dx, 

fGg»Äx)dx  "), 

Um  f±uf(x)dx  =  f±ur{x)d: 
—«Jg^  Jg^ 


QueUo  che  ho  detto  per  G  lo  avrei  potuto  ripetere  per  ogni  sottogruppo  misurabile 
di  G  e  quindi  è  dimostrato  che: 

La  convergenza  di  una  serie  e  Y  equi-assóluta  continuità  degli  integrali  delle  sue  somme 
parziali  sono  condizioni  sufficienti  per  l'integrabilità  completa  per  serie. 

2.  Consideriamo  una   serie    Xur(x)  convergente  in  tutti   i  punti   di   un   gruppo 

misurabile  G  a  misura  finita,  e  integrabile  completamente  per  serie,  le  cui  somme  par- 
ziaü  siano  positive.  Io  voglio  dimostrare  che  gU  integraU  deUe  somme  parziaU  sono 
equi-assolutamente  contìnui. 

Se  ciò  non  fosse,  esisterebbe  un  numero  <r  >  o  tale  che,  per  ogni  p.  >  o,  esiste 

n 

un  gruppo  di  misura  minore  di  fx  e  un  n  tale  che  l'integrale  di  ^_ur(x)  esteso  a  quel 

r— 1 

gruppo  sia  maggiore  di  9. 


•)  Lebesgue,  L  c,  pag.  114. 
~)  Lerbsgue,  L  c,  pag.  116. 


Prefissiamo  una  serie  convergente  a  termini  positivi   XfV  Si  può  per  ogni  i  de* 

terminare  un  gruppo  Gt  di  misura  minore  di  [i-  e  un  numero  ni  tali  che 

/\  *- 

Je/-« 
Indico  con  l\  il  gruppo  dei  punti  che  appartengono  a  qualcuno  dei  gruppi 

Certamante  la  misura  di  \\  tende  a  zero  col  tendere  all'infinito  di  s3  ed  è 

co  /  !«,(*)«•* ^i  /  £.,(*)<'*>  ». 

•/ri'-«  JGì**1 

per  ogni  i  ^  s. 

Di  qui  si  vede  subito  che  non  possono  aversi  infiniti  nt  uguali  ad   un    medesimo 

numero  nt  perchè,  se 

*,i     'u  ...  *if  ... 

fossero  i  valori  di  i  corrispondenti,  si  avrebbe  per  ogni  b 

/     £>,(*)<**>*» 

e  poiché  il  limite  per  />  =  oo  della  misura  di  r.  è  uguale  a  zero,  l'integrale  di  5"  «,(*) 
non  sarebbe  assolutamente  continuo,  contrariamente  al  risultato  della  mia  Nota  citata 
Sulle  funzioni  integrali. 

Allora  è  senz'altro 

lim  ni  =  oo, 

e  quindi,  per  l'ammessa  integrabilità  completa  per  serie, 

lini  /    £«,(*)***  =    /    fur(x)dx, 

/    TuXx)dx^a. 

Ciò  è  impossibile,  perchè  il  limite  della  misura  di  Vt  per  i  =  w  è  uguale  a  zero, 
e  l'integrale  di    y  urÇx)dx  deve  essere  assolutamente  continuo. 

Ne  consegue  che  gli  integrali  delle  somme  parziali  della  serie  data  devono  essere 
equi-assolutamente  continui.  Cioè: 

Se  una  serie  convergente  e  integrabile  completamente  per  serie   ha  te  somme  parziali 
positive,  gli  integrali  delie  somme  parziali  sono  equi-assolutamente  continui. 

3,  Ho  gii  nella  prefazione  alluso  al  seguente  teorema  di  Lebesgue: 

Se  le  somme  parziali  di  una  serie  ^  **,(*)  convergente  {in  un  gruppo  misurabile  G 
di  punti  a  misura  finità)  sono  ugualmente  limitate,  la  serie  è  integrabile  completamente 
per  serie. 

La  stessa  dimostrazione  di  questo  teorema  serve  manifestamente  a  provare  che  per 


e  per  la  (1) 
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pit  numero  a  >  o  esiste  un  numero  intero  positivo  na  tale  che,  per  ogni  sottogruppo  Y 
mutabile  di  G  si  abbia 


\fXw-ftl«,i>Ì! 


<  <i  (h  =  o,  1,  2,  . . .). 


4.  Sia  ora  J_  ur(x)  una  serie  convergente,  in  tutti  i  punti  di  un  gruppo  miSUra- 
)üe  G  a  misura  finita,  verso  limiti  positivi  non  nulli  e  integrabile  completamente  per 
iene.  Sia  K  un  numero  maggiore  di  i. 

Indichiamo  con  Gu  il  gruppo  dei  punti  in  cui  tutte  le  somme  parziali 

%UXX)  (*^°> 

sono  maggiori  di  zero  e  minori  di  Kn . 

lV*W  r        r  r 

(j, ,     (j,  ,  . . .  (j,  ,  . . . 

sono  tali  che  ciascuno  è  contenuto  nel  successivo,  ed  ogni  punto  di  G  è  contenuto  in 
qualcuno  di  essi. 

Si  ha  subito  che  il  limite  della  misura  di  G  —  Gn  per  n  =  oo    è  uguale  a  zero. 

Per  quanto  è  detto  al  §  3,  si   può,   fissato   un   numero   g  >  o,  [trovare   un   nu- 
mero mu     tale  che  per  ogni  sottogruppo  Yn  di  Gn  si  abbia 

ht 


<  7  (fc  =  o,  1,  2,  . . .). 


Ora  indico  con 


Ex>       £a>       E5> 


una  successione  di  numeri  positivi  decrescenti  e  tendente  a  zero. 
Potremo  trovare  una  successione  di  numeri  interi  crescenti 


nxJ       n2l       n3>     •  ••   >    Wi> 


<«.- 


tali  che  per  ogni  sottogruppo  Yn    di  Gn    si  abbia 
M  IT  *^*9(x)ix-    f   £*,(*)* 

Per  ogni  intero  n  >  «a  esisterà  un  *  tale  che 

Per  un  tale  n  chiamerò  *„(*)  una  funzione  uguale  a 

I».« 

in  GB  e  nulla  nei  rimanenti  punti  di  G. 

i 

Sia  ora  T  un  sottogruppo  qualunque  di  G,  e  r„_  la  sua  intersezione  con  Gn 


Sari 


lim  /\(*)d*  =  lim  f   £«,(*)<**  =  f   Z  «,(*)* 


Inoltre  è 


•/rv  Jr 


per  ogni  n  che  soddisfi  alle  disuguaglianze 

e  quindi,  per  le  (e*), 

lim     /  *Ä  (x)<f*  »  fin    /     y  f*r00^*  =   /   y  ur(x)dx=    J  lim  <7m(x)dx. 
Si  vede  quindi  che  la  serie 

è  integrabile  completamente  per  serie,  e  poiché  le  sue  somme   parziali  ff„(x)  sono 
sitive,  gli  integrali  di  queste  somme  parziali  sono  equi-assolutamente  continui  (v,  $ 
Poniamo 

La  serie 

e  integrabile  completamente  per  serie.  Se  noi  riusciamo  a   dimostrare  che  gÜ   integral 
delle  somme  parziali  £,(*)  di  questa  serie  sono  equi-assolutamente   continui,   potr 
concludere  che  anche  gli  integrali  delle  somme  parziali  della  serie  data  V  «„(*)  s000 
equi-assolutamente  continui. 
Osserviamo  subito  che,  se 

Zm(x)  è  nulla  in    tutto  CN  .  Dunque  in  ogni  punto  è 

e,  se  il  è  un  qualunque  sottogruppo  misurabile  di  G,  è 

tim   /  Ç#(x)dx=of 
■»■•t/ll 

pel  fatto  dell'integrabilità  completa  per  serie. 

Supponiamo  che  gli  integrali  delle  £„(*)   non   siano   equi-assolutamente  continu 

Esisterà  allora  un  numero  a  >  o  tale  che  per  ogni  f*.  ^  o,  e  per  ogni  numero  tnß 

iVt  si  trova  qualche  sottogruppo  r  di  G  di  misura  minore  di  {/.  per  cui,   almeno 

un  valore  di  n  >  N,  sia 


IA.(«>* 


Prefisso  dei  numeri  positivi 


V     *aj 


>* 


*i> 


tali  che  la  serie  X^x  converga  verso  un  numero  minore  di  — . 

2 
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Indico  con  Tt  un  sottogruppo  di  G  corrispondentemente  al  quale  esista  un  intero 
t.  tale  che 


>' 


\frWä: 
Indicando  con  {H/K)  l'intersezione  di  due  gruppi  H9  K,  ho 

firn  f         CO)*«  fW*> 

» 
e  quindi  posso  trovare  un  iM  tale  che 


1/     *••<*>* 

lt/(G..  /r.) 


>* 


Esiste  un  numero  pl  >  o  tale  che  per  ogni  sottogruppo  r  di  G,   avente  misura 
;    minore  di  fi, ,  è 


|A„(*)* 

l«/r 


<V 


Indico  con  I\  un  gruppo  di  misura  minore  di   (x1   corrispondentemente  al  quale 
esista  un  intero  fa  ^  ».  ^f ,  per  cui 


IX,w 


jc  >  <y. 


Analogamente  a  quanto  si  è  osservato  prima,  si  troverà  un  i2  tale  che 


\f     eoo* 


><T. 


Esiste  un  numero  \l%  >  o  tale  che,  per  ogni  sottogruppo  V  di  G   avente  misura 
minore  di  |x-2,  è 


iXw'* 


>1, 


(X  =  I,   2). 


Indico  con  r    un  gruppo  di  misura  minore  di  (ta,  corrispondentemente   al   quale 
esista  un  intero  r$  ^  wii+I ,  per  cui 


Esisterà  un  »}  per  cui 


ir  it&dx 


><r. 


(X  =  i,  2,  3), 


Si  può  trovare  un  numero  |x}  >  o  tale  che,  per  ogni  sottogruppo  r  di  G  avente 
misura  minore  di  p.3,  sia 

JKtìi(x)dx  <Y), 
ecc.  ecc. 

Sia  Q    il  gruppo  di  punti  di  (G„  /r.)  in  cui  Ç    y6  o. 

I  gruppi  U;.  sono  a  due  a  due  perfettamente  distinti. 

BLmd.  Cmu  MmUmt.  PaUrmê,  t.  XXIII  (1907).  — Sumpato  U  $  febbrajo  1907. 


»* 


i|6 


o.  vii 


Ma 


"  =  !",• 

Dunque 
qualunque  sia  /.  Ciò  è  impossibile,  perchè  per  l'integrabilità  completa  per  serie  della 

î,W  +  î[L,W-CW] 

è,  come  abbiam  visto, 

lim   /  Çn(x)dx  =  o. 

Dunque  gli  integrali  delle  somme  parziali  di  questa  serie,  e  quindi  della  seri« 
^  wf(x)  sono  equi-assolutaniente  continui. 

Concludendo  : 

Se  una  serie  converge  verso  una  pincione  maggiore  di  cero  in  tutti  punti  di  un  ag 
gregato  a  misura  finita  G,  e  se  in  G  e  integrabili-  completamente  per  serie,  gli  integrali 
delle  somme  parziali  della  serie  sono  equi-assolutamente  continui. 

5.  Dal  precedente  teorema  si  ricava  subito  che  : 

Se  una  serie  Y  «,(*)  converge  verso  una  funzione  minore  di  %cro  in  tutti  i  punti 

di  un  aggregato  a  misura  finita  G,  e  se  in  G  è  integrabile  completamente  per  serie9  gli 
integrali  delle  somme  parziali  delle  serie  sono  equi-assolutamente  continui. 

Basta  infatti  osservare  che  la  serie  ]T[ —  ",(*)]  si   trova   nel  caso   del  teorema 
precedente. 

6.  Supponiamo  ora  che  V  «,(A")  s^  ÖM  serie  convergente  qualunque  in  G  e  inte- 

ra? 

grabile  completamente  per  serie. 

Esisteranno  dei   valori   che  non   sono    assunti  da  ^  UXX)   c^e  ul    uo    gruppo  di 

r—  I 

punti  di  misura  nulla.  Sia  tale  il  valore  A. 
La  serie 


SULL1 


7BR  SE 


issume  il  valore  zero  in  un  gruppo  di  punti  di  misura  nulla  GD,  assume  valori  mag- 

di  zero    in  un  gruppo    Gt  e  valori   minori  di  zero  in  un  gruppo  Ga.    In  Gt  la 

serie  è  integrabile  completamente  per  serie  e  quindi  (convergendo  essa  verso  valori  mag- 

cro)  gli  integrali  delle  sue  somme   parziali   sono   equi-assolutamente  continui. 

Si  Tede  allo  stesso  modo  che  in  G3  gli  integrali  delle  somme  parziali  di 

sono  equi-assolutamente  continui.  Dunque  in  G,  +  G2  gli  integrali  delle  somme  parziali 
di  —  A  -\-  5   UXX)  solì0   Pure    eq^i-assolutamente  continui.    Go  è   di    misura   nulla. 

G  -\-  Gt  -\-  G3  =  G,  Dunque  —  A  «fr*  7  K.  (x)  ha  gli  integrali  delle  somme  parziali 

-    1 

equi-assolutamente  continui  in  G.  Lo  stesso  allora  è  evidentemente  di  V  **,(*)*  Perciò: 
5*  MM  Uffa  convergente  t  integrabile  completamente  per  serie,  gli  integrali  delle  sue 
somme  parziali  sono  equi-assolutamente  continui, 

7,  I  risultati  dei  §§  1  e  6  si  riassumono  nel  seguente 

Teorema.  —  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  serie  di  funzioni  finite  e 
sommatili  in  un  gruppo  misurabile  a  misura  finita  sia  integrabile  completamente  per  serie  i 
dx  essa  converga  e  che  gli  integrali  delle  sue  somme  parziali  siano  equi-assolutamente  continui. 

8,  Li  convergenza  di  una  serie  e  Tequi-assoluta  continuità  degli  integrali  delle  sue 
»rame  parziali,  pel  fatto  che  sono  condizioni  sufficienti  per  l'integrabilità  completa  per 
serie,  sono  anche  sufficienti  per  l'integrabilità  per  serie  in  senso  ordinario. 

Esse  non  sono  però  necessarie  per  l'integrabilità  per  serie  nel  senso  ordinario,  ossia 
dalHmtgrabilità  per  serie  nel  senso  ordinario  non  consegue  sempre  l'integrabilità  com- 
pleti per  serie*  Basta  a  provar  ciò  un  esempio. 

Sia  (a,  b)  un  segmento,  e  sia 

x,ì    #1  >  ♦  »  •  *#*  •  «  « 

uni  successione  di  numeri  maggiori  di  a  crescente  e  tendente  a  b. 

Indichiamo  con  jl  U  punto  di  mezzo  del  segmento  (xmì  x-+I),  e   indichiamo  con 

2k  .       ,  2k 


—  X. 


in  (**>  y„)>  a  — 


h  (j.»  *.+>)  e  nLllk 


9,  la  funzione  uguale  a 
od  rimanenti  punti. 
La  serie 

0)  «.  M +  £[«„*,(*)-•■«] 

converge  verso  zero  in  ogni  punto  di  (a,  b),  ed  è,  per  ogni  x  £  b, 

Hm  /    *.(*>  —  4 

"  t/  <t 

«  quindi  la  serie  (1)  ò  integrabile  per  serie  in  senso  ordinario,  ma  nel  gruppo  G  somma 
degli  intervalli  (xm ,  ym)  è 

\(x)  =  iT, 


/.■ 


i48 

per  ogni  «,  e  quindi 
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lim    /  om(x)dx  ^ 


La  (i)  non  è  dunque  integrabile  completamente  per  serie. 
Vi  sono  però  dei  casi  estesi,  come  proverò  nel  §  seguente»  in  cui  le  due  tmegr* 
bffitft  per  serie  si  equivalgono. 
9.  Supponiamo  che  la  serie 

Î  «,(*) 

sia  convergente  verso  una  funzione  s(x)  integrabile,  ed  abbia  tutte  le   somme   parziali 
positive  in  un  gruppo  G  di  misura  m. 

Fissato  un  numero  e  piccolo  a  piacere,  esiste  un  numero  p  >  o  tale  che,  per 
gruppo  T  di  misura  minore  di  fi,  si  abbia 


<•■ 


Ur 

Sappiamo  che  se  Gm  è  il  gruppo  dei  punti  in  cui  tutte  le 

fcfci 


(*  =  0,    I,   2,.. 


em, 


differiscono  da  *(x)  per  meno  di  e,  il  limite  della  misura  di  Gm  per  n  =  00  è  uguale 
ad  m. 

Esiste  adunque  un  n0  tale  che  il  complemento  l\rt  di  G«0  in  G  sia  di  misura  mi- 
nore di  fi. 

É  certamente 

f"fuXx)dx>   f    [s(x)-t]dx 

>  /      s(x)dx  —  tm 

>  £s(x)dx-t- 
e,  poiché  e  è  piccolo  a  piacere,  ogni  punto  limite  di 

fXuXx)dx 

fs(x)dx. 
Ciò  premesso,  consideriamo  una  serie 

Î  «,(*) 

rwi 

convergente  verso  una  funzione  5(x)  ed  avente  tune  le  somme  parziali  positive  e: 
poniamo  che  essa  sia  integrabile  per  serie  in  senso  ordinario. 


(*  =  1,  a, , 


è  maggiore  o  uguale  ad 
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Sia  G  un  sottogruppo  di  (a,  ft),  e  r  il  suo  complemento. 
Per  quanto  precede,  ogni  punto  limite  di 

/  JL  un(x)dx  (*=i,  2,  ...) 

è  uguale  o  maggiore  di    /  s(x)dx9  e  ogni  punto  limite  di 

/  Z  uu(x)dx  (n=  1,  2,  ...) 

è  uguale  o  maggiore  di    /  s(x)dx. 
E  poiché 

f  =lim   f  fu%{x)dx=   f  s(x)dx=:   fs(x)dx  +   l  s{x)dx, 

•-*»•/«     ^=ì  «/a  »'G  JV 

devono  sussistere  i  limiti  per  n  =  00  di 

f±u,(x)dx    e      f£»n(x)dx 
ed  essere  uguali  ad 

J'  *(x)dx    e      /  s(x)dxj 
e  peraò  la  serie 

i  inarabile  completamente  per  serie. 

Si  può  dunque  dire  che  per  una  serie  a  somme  parziali  positive,  l'integrabilità  per 

urie  nel  senso  ordinario  porta  l'integrabilità  completa  per  serie. 

00 

Anzi  si  può  dire  di  più  che  basta  sapere  che  per  una  serie  2lwr(x)  a  somme par- 

r— 1 

Òdi  positive  vale  la  relazione 


Km  ft£uXx)dx=  /**£«,(*)<**, 

"-"Ja     r»>  Ja     r=l 


Per  concludere  che  essa  h  integrabile  completamente  per  serie. 

Ê  manifesto  che  le  stesse  cose  valgono  per  le  serie  le  cui  somme  parziali  sono 
ugualmente  limitate  in  un  senso,  cosicché  si  può  concludere  che: 

Per  le  strie  le  cui  somme  parziali  sono  egualmente  limitate  in  un  senso,  la  conver- 
ga loro  e  Y equi- assoluta  continuità  degli  integrali  delle  somme  parziali  sono  condizioni 

mussane  e  sufficienti  per  l'integrabilità  per  serie   1  sia  che  questa  integrabilità  si  voglia 

intendere  nel  senso  completo,  sia  che  si  voglia  intendere  nel  senso  ordinario,  sia  infine 

che  si  riduca  alla  semplice  uguaglianza    /    ^T  dx  =  lim   1    X^*)  • 

Osservazione.  —  Gli  stessi  ragionamenti  precedenti  possono  essere  usati  per  pro- 


vare  che  se  una  serie  fiuX*i  ha  Ie  sue  Mmoae   parziali    ugualmente  limitate   in    un 

senso  in  un  gruppo  G  e  se    /   y  Hr(.v)rfx  =  lini   /   y^,  0*)d.v,    essa   è   integrabile 

completamente  per  serie,  e  quindi  la   convergenza   dì   essa   e    l'equi-assoluta   continuità 
degli  integrali  delle  sue  somme  parziali  sono  necessarie  e  sufficienti   anche   perchè   sia 

/  Y  ut  (x)  d  x  =  lim   /    >  ur  (x)  d  x. 

io.  Le  osservazioni  del  §  precedente  riducono  l'integrazione  completa  delle  serie 
a  somme  parziali  ugualmente  limitate  in  un  senso  alla  condizione 

^_urdx  =  lim   /    Y  ardje, 

G'-1  rt="t/G  ^ 

dove  G  indica  il  gruppo  totale. 

m 

È  manifesto  però  che  in  questi  casi  non  può  bastare  la  sola  convergenza  di  N_  ur 
e  nem  manco  la  sua  convergenza  verso  una  funzione  sommabile.  Invero,  se  indichiamo 
con  sn(x)  la  funzione  uguale  ad  n{ti  +  i)  nei  punti  del  segmento  i  ,    —    j  e 

nulla  nei  rimanenti  punti  di  (o,  i),  vediamo  subito  che  la  serie 

',«  +  Ì[^(v)-*.0-)] 

*•   ■■ 

ha  le  somme  parziali  positive  e  converge  verso  o  in  ogni  punto  di  (o,  i),  eppure  non 
è  Km   /    sn{x)dx  =  o,  poiché  per  ogni  n  è     /   sH(x)d  x  =  i. 
gì«  Supponiamo  che  le  wf(x)  siano  positive,  che 

converga  in  G,  e  che  converga  pure  la  serie 

Si  vede  subito  che 

è  integrabile,  perchè  se  K  >  i  e  Gm  è  il  gruppo  in  cui 

è 

£  /*  uXx)dx=  f  £«,(*)<**  ^£  fuX*)dx. 

^-»*/Gw  JCm'=l  t-iJG 

Ma  il  limite  della  misura  di  Gm  per  m  =  oo  è  uguale  alla  misura  di  G,  dunque 

£«,w 

è  proprio  integrabile. 
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a  per  e  piccolo  a  piacere  esiste  un  n  per  cui 

£  fuxx)dx<:tì 

'ffu,(x)dx<  f±uXx)d.x, 
e,  poiché  e  è  piccolo  a  piacere, 

Î  f  *,w*é  f  I***)**- 

Ma  dal  §  9  nsulta 

£  fur{*)dx^  ffuX*)**, 
dunque  è  proprio 

Xe  consegue  immediatamente  che: 

Una  serie  a  termini  positivi  convergente  h  integrabile  completamente  per  serie  se  la 
strie  degli  integrali  dei  suoi  termini  I  convergente, 

É  fàcile  vedere  che  la  convergenza  di  una  serie  a  termini  positivi  è  una  conse- 
guenti della  convergenza  della  serie  degli  integrali  dei  suoi  termini.  Infatti  se  m  >  o 
è  la  misura  del  gruppo  di  punti  in  cui  la  serie  data  diverge,  si  ha  subito  un  gruppo 
r  di  misura  maggiore  di  ~  m  in  ogni  punto  del  quale 

per  im  medesimo  »,  per  cui    f  Y  ur  (x)dx  >  —  Hm. 

Ma  H  si  può  prender  grande  a  piacere  ed  allora  non  converge  più  la  serie 

f  fur(x)dx. 

r-l  JG 

Deve  esser  dunque  m  =  o,  e  y  «,(*)  converge  dappertutto  fuori  che  in  un  gruppo 
4  punti  di  misura  nulla.  Cosicché: 

Se  la  serie  degli  integrali  dei  termini  di  una  serie  a  termini  positivi  converge,  con- 
verfe  la  serie  stessa,  fuori  che  in  un  aggregato  di  punti  di  misura  nulla,  ed  è  integrabile 
impktamente  per  serie. 

Come  ho  gii  osservato  nella  prefazione,  l'integrazione  delle  serie  a  termini  positivi 
>ta  gii  studiata  dal  Levi  il  quale  giunge  appunto  al  i°  dei  precedenti  risultati.  Da 
Elle  risultato  egli  deduce  che  se  una  serie  i  convergente  e  converge    la  serie  degli  inte- 
grali dei  valori  assoluti  dei  suoi  termini  essa  t  integrabile  per  serie. 
In  modo  analogo  noi  possiamo  arrivare  a  quest'altro  risultato: 


If2 
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Se  la  serie  degli  integrali  dei  valori  assoluti  dei  termini  di  una  serie  converge,  con- 
verge la  serie  stessa  fuori  che  in  un  aggregato  di  punti  di  misura  nulla  ed  l  integrabile 
completamente  per  serie. 

13.  Noi  abbiamo  visto  or  ora  che  per  le  serie  a  termini  positivi  la  convergenza 
delle  serie  degli  integrali  porta  la  convergenza  della  serie  stessa  fuori  che  in  un  gruppo 
di  punti  di  misura  nulla. 

Ciò  non  avviene  necessariamente  per  serie  di  altra  specie,  ed  in  particolare  nem- 
meno per  quelle  le  cui  somme  parziali  sono  positive. 

Così  per  es.,  se  si  indica  con  sn{x)  la  funzione  uguale  ad  i  nei  tratti 

e  nulla  nei  rimanenti  punti  del  segmento  (o,  i),  si  vede  che  la  serie 


converge  verso  — ,  mentre  per  ogni  n  e  per  ogni  p 

l'.(*)-v,(*)l=i 

per  un  gruppo  di  punti  di  misura  j  e  quindi  la  serie 

§51 

non  può  convergere  che  al  massimo  in  un  gruppo  di  punti  di  misura  ^ , 

13.  Facciamo  ora  un'osservazione: 

L'eqoi-assoluta  continuità  è  un  caso  particolare  della  cqui-continuità  *).  Dai  teoremi 
di  Arzelà  ricaviamo  subito  che,  se  le  somme  parziali  di  una  serie  convergente  sono 
ugualmente  continue,  la  serie  è  convergente  in  ugual  grado. 

Dunque  Tequi-assoluta  continuità  delle  somme  parziali  di  una  serie  convergente 
porta  alla  convergenza  in  ugual  grado  della  serie. 

Cosicché,  perchè  una  serie  sia  integrabile  completamente  per  serie  è  necessaria  la 
convergenza  in  ugual  grado  della  serie  degli  integrali. 

Ora  noi  abbiamo  visto  che  per  le  serie  convergenti  ^  **,(*)  le  cui   somme    par- 

ziali  sono  ugualmente  limitate  in  un  senso  in  un  gruppo  G,  basta  che  sussista  la  relazione 

f±«Ax)dx  =  ±fuXx)dx, 

perchè  si  abbia  l'integrabilità  completa  per  serie.  Noi  abbiamo  dunque  questo  risultato 
curioso  che,  per  le  serie  y  ",(-*)  a  somme  parziali  ugualmente  limitate  in  un  senso, 
la  condizione 


*ì  Cfr.  C.  Arzelà»  Sulk  scrk  di  funzioni  [Mem.  Acc.  Bologna,  s«  V,  t.  VITT  (1899^1900),  pp.  3-58, 
91-134]  e  G,  Vitali,  Sopra  le  arie  di  funzioni  analitiche  [Annali  di  Matematica,  s.  Ili,  t,  X  {1904), 
pp.  65-82]. 


trascina  con  sé  la  convergenza  in  ugual  grado  della  serie 

mi 

n  tutto  G,  cosicché  in  particolare  per  tali  serie  avviene  questo,  che,  se  esse  sono  inte- 
grabili termine  a  termine  quando  l'integrazione  è  definita,  ossia  estesa  ad  un  segmento 
allora  la  serie  degli  integrali  è  uniformemente  convergente  in    tutto  il  segmento; 
di  più  poi  è  valida  l'integrazione  indefinita  per  serie. 

14.  Per  l'integrabilità  per  serie  nel  senso  ordinario  di  una  serie  convergente 

£«,« 

si  nel 


richiedono  tre  condizioni: 
t°  U  serie 


I  /  KM* 


converge  verso  una  funzione  assolutamente  continua; 
2°  la  funzione 

Î  ■,(*> 


è  integrabile; 


e 


rOo  OC  /"** 

he  la  1*  condizione  debba  essere   soddisfatta  è  evidente   pensando  al  risultato  di  una 
più  volte  citata:  V assoluta  continuità  k  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
iam  sia  un  integrale. 

Dimostrerò  che  esiste  un'ampia  classe  di  serie  per  cui  la  1*  condizione  trascina  con 
<_  due.  Cosicché  per  tali  serie  l'assoluta  continuità  della  somma  della  sette  degli 
Ugrali  i  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  sia  lecita   l'integrazione  per  serie  nel 
so  ordinario. 
Poniamo 


*.(*)=    Î    »r(*> 


Diremo  che  un  punto  xo  è  un   punto  di   convergenza   regolare   per  la  serie   data, 
uando  si  può  trovare  un  numero  m  e  un    intorno  di  x0  tale  che   sia   finito  il  limite 

tiore  di  |£M(x)|  per  n  che  varia  da  m  ad  00  e  per  x  che  varia  nell'intorno. 
Un  punto  che  non  sia  di  convergenza  regolare  sarà  chiamato  punto  di  convergenza 
lare. 

I  punti  di  convergenza  singolare  formano  evidentemente  un  gruppo  chiuso. 
Ê  precisamente  quando  questo  gruppo  è  di  misura  nulla   che  la   prima  delle  con- 
dizioni per  l'integrabilità  per  serie  nel  senso  ordinario  diventa  una  condizione  sufficiente. 
Supponiamo  adunque  che  il  gruppo  dei  punti  di  convergenza  singolare  sia  di  mi- 
nulla  e  che  sia  verificata  la  prima  coudizione. 
Poniamo 


ïS4 
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Se  (a,  [i)  è  un  intervallo  parziale  di  (a,  A),  è  certamente 

4 


g£  *,(*)**  =  *(»-*«• 


Se  (a,  p)  è  un  intervallo  di  punti  tutti  regolari,  estremi  compresi,  pel  teorema  di 
Lebesgue  sull'integrabilità  per  serie  delle  serie  a  somme  parziali  ugualmente  limitate,  è 

y  /     ur(x)dx=   /    ^uXx)dx} 

~Ja  Ja    '-< 

poiché  esiste  certamente  un  numero  m  nie  che  sia  finito  il  limite  superiore  di  | /?„(*)! 
per  n  che  varia  da  m  ad  oo  e  per  x  che  varia  in  (*,  ji)  *). 

Poiché  $>{x)  è  assolutamente  continua,  prefissato  un  numero  a  >  o,  possiamo 
trovare  un  numero  £>otale  che  il  modulo  dell'incremento  di  &(x)  in  un  gruppo  di 
intervalli  distinti  di  ampiezza  minore  di  t  sia  minore  di  \l. 

Dividiamo  (<i,  F)  in  un  numero  finito  di  parti  di  ampiezza  così  piccole  che  la 
somma  di  quelle  che  contengono  (magari  come  estremo)  qualche  punto  di  convergenza 
singolare  sia  minore  di  e  **). 

Indichiamo  con  Ü  le  parti  che  contengono  punti  di  convergenza  singolare  e  con 
S  le  rimanenti. 

Sarà 


Essendo 


r±uXx)dx=   f     £ur(x)dx+   f     tuXx)dx 

—Al; uXx)dx = f~Z  **&)**> 

per  n  abbastanza  grande  sarà 

\f    ÌK(*)dx-   f    £ur(x)dx'<,. 

Poi,  indicando  con  A*  l'incremento  di  '!'  in  un  tratto  H,  abbiamo 
lim   /      £ur(x)dx=  J  Ä<1», 
e  quindi,  per  «  abbastanza  grande, 

£  ur(x)dx  —  £** 


Ma 


1/- 


<*■ 


II  a  *l  <  », 


*)  Difatti  ogni  punto  di  (a,  ß),  estremi  compresi,  si  può  rinchiudere  in  un  intorno  per  cui  sia  sod- 
disfatta una  tale  condizione,  e  quindi  esiste,  per  un  teorema  di  Borel-Leblsgue  (v.  Lebesgue,  L  c, 
pag.  104)  un  numero  finito  di  tali  intervalli  che  racchiudono  ogni  punto  di  (*,  ß).  Allora  è  evidente 
che,  ecc.  ecc. 

**)  Ciò  è  possibile  perchè  i  punti  di  convergenza  singolare  formano  per  ipotesi  un  gruppo  di  mi- 
sura nulla,  che,  essendo  chiuso,  è  rinchiudibile. 
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quindi,  per  n  abbastanza  grande, 

<3*> 


e  poiché 
si  ha 


\£ZuXx)dx-f=ZuXx)d 


•(*)-/_!;•,(*)* 

^2«"'" 


^3'- 


Ma  1  è  piccola  a  piacere  e  ^  S  vicino  ai  —  a  quanto  si  vuole,  dunque  esiste 

TUr(*)dx 


i: 


e  questo  è  proprio  <&(£). 
Dunque: 

Se  il  gruppo  dei  punti  di  convergenza  singolare  di  una  serie  convergente  data  ì  di 
misura  nulla,  l'assoluta  continuità  della  somma  della  serie  degli  integrali  ì  condirne 
ntussaria  e  sufficiente  perchè  sia  lecita  l'integrazione  per  serie  nel  senso  ordinario. 

Questo  risultato  sotto  forma  meno  generale  io  l'avevo  già  dato  nella  mia  Nota 
Sopra  V'integratone  di  serie  di  funzioni  di  variabile  reale  (Bollettino  dell'Accademia 
Gioenia  di  Scienze  naturali  in  Catania,  maggio  1905). 

Ora  viene  naturale  la  domanda:  Quando  il  gruppo  dei  punti  di  convergenza  sin- 
golare ha  misura  maggiore  di  zero,  la  precedente  condizione  è  ancora  sufficiente  per 
l'integrabilità  per  serie  nel  senso  ordinario? 

La  risposta  è  negativa. 

(n2  K     n2  K  -4-  i\ 
— r> 3") 

[JT=  o,  1,  2,  . . .  (n  —  1)]  e  nulla  nei  rimanenti  punti  di  (o,  1),  la  serie 

'.(*)+ì:i>.*.(*) -'.co] 

converge  dappertutto  fuori  che  in  un  gruppo  di  punti  di  misura  nulla  *)  verso  lo  zero. 
La  serie  degli  integrali  dei  termini  di  questa,  estesi  al  tratto  (o,  x),  converge  verso 
x,  e  quindi  verso  una  funzione  assolutamente  continua,  ma  non  è  lecita  l'integrabilità 
per  serie  nel  senso  ordinario. 

Genova,  30  novembre  1906. 

Giuseppe  Vitali. 


•)  Poiché  il  gruppo  dei   punti  in  cui  sn  (x)  ò  ^6  o  è  di  misura  -^  e  la  serie  V  —5-  converge. 


SULLO  SVILUPPO  DI  ALCUNE  SPECIALI  FUNZIONI  DI  UNA  VARIAI 
IN  SERIE  DI  FUNZIONI  SFERICHE. 

Nota  di  Adolfo   Viterbi  (Pavia). 


Adunami   del  aj  dicembre   1906. 


I.  In  talune  questioni  di  Analisi  applicata  si  presenta  il  problema  seguente,  che  riflette 
lo  sviluppo  di  una  funzione  di  una  variabile  reale  x  in  serie  di  polinomi  di  Legendre 
della  variabile  stessa  : 

Data  una  funzione  9  (a)  della  variabile  (reale)  a,  la  quale  funzione  sia  per  tutti  i 
valori  di  xì  compresi  fra  —  i  e  4*  Ji  rappreseti  labile  mediante  una  serie  di  polinomi 
di  Legekdre: 


(i) 


*«  =  £*-*• 


ove  designi  Xn  il  polinomio  di  Legendre  (in  x)  *)  d'ordine  n  {ti  ss  o,  i,  2,  . ..),  dedurre 
dai  coejjkiwti  Afl,  ht ,  b3l  . .,  l'espressione  dei  coefficienti  dello  sviluppo,  in  serie  di  poli- 
nomi Xn,  di  una  funzione  della  forma: 


« 


f(x)  -  ?  M 
/W"  P(x) 


quando  sia  P(x)  un  polinomio  qualunque  in  a,  soggetto  all'unica  condizione  che  nessuna 
delle  sue  radici  sia  compresa  fra  —  1  e  -|- ■  1. 

Così  /(a)  è  senza  dubbio,  in  generale,  rappresentabile,  in  tutto  Pintervallo  accen- 
nato, mediante  una  serie  di  polinomi  di  Legendre.  Diremo  an  (n  =  oy  1,  2,  . ..)  i  coef- 
ficienti dei  singoli  Xn  nello  sviluppo  cercato. 

Ora,  come  è  noto,  non  esiste  un  metodo  generale  il  quale  permetta  di  porre  in 
evidenza  la  legge  di  formazione  dei  coefficienti  dello  sviluppo  di  /(a),  facendo  così  ri- 
scontro al  metodo  dei  coefficienti  indeterminati,  per  la  deduzione  dello  sviluppo  di  /(a) 
in  serie  di  potenze  di  xt  dall'analogo  sviluppo  di  9(a).  Infatti  un  tale  metodo  dovrebbe 


*)  È  quasi  superfluo  ricordare,  poiché  cosa  universalmente  nota,  essere  :  Xn  =    m  Q     — ^— - — -, 
ove  si  usi  il  simbolo  n  a  rappresentare  i  fattoriali- 
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tente  essere  fondato  sopra  fa  ben  nota  relazione  ricorrente  *): 

(»  +  i)X„,  -(2»  +  i)x.Y.  +  »X,_,  =  0, 

fri  ire  polinomi  consecutivi  di  Legendre. 

(Quando,  in  particolare,  sia:  n  =  o,  la  (3)  si  riduce  alla: 

')  X,  =  x 

I   =  1). 

Come  è  facile  verificare,  la  (3)  convenientemente  applicata,  permette  di  stabilire  un 

astenia  di  relazioni  ricorrenti,  con  le  quali  ciascuno  dei  coefficienti  alrn+i  (*—  1,  2,  ...) 

risulta  espresso,  mediante  una  combinazione  lineare  dei  2  m  coefficienti  [ove  m  designi 

grido  di  P{x)]  che  nello  sviluppo  di/(  v)  immediatamente  lo  precedono  e,  ben  s'intende, 

tìfe  hm,  A  sua  volta  ciascuno  dei  coefficienti:  &m%*  (/  ss:  o,  1,  2,  ...  m  —  1)  risulta 

espresso  mediante  una  combinazione  lineare  degli  m  -j-  j  coefficienti  an  che  lo  precedono 

fri*».. 

Cosi  appunto  gli  m  coefficienti:  ao,  aìf  ..-  am_t  rimangono  indetcrminati.  E  questi 

i  dovranno  calcolare  direttamente  mercè  la  nota  relazione: 

►glia  determinare  completamente  lo  sviluppo  di  /(*),  in  serie  di  polinomi  di 

Però  non  è  difficile  ottenere,  con  opportuni  artifìci,  le  cercate  espressioni  dei  coef* 
Eft  £,,  ati  ,..  am_t  sotto  una  forma  generale  e  semplice,  espressioni  che,  associate 
predette  relazioni  ricorrenti,  pure  opportunamente  trasformate,  permettono  di  porre 
evidenza  la  legge  di  formazione  di  tutte  le  an . 
A  stabilire  appunto  l'algoritmo  generale  che  conduce  allo  scopo  indicato,  vale  a 
dire  a  risolvere  la  questione  enunciata,  è  dedicata  la  presente  Nota. 

a*  Per  fissare  le  idee  consideriamo  prima  il  caso  particolare  semplicissimo,  in  cui  sia  : 

P(f)  =  y  -  *, 

detto  y  un  numero,  in  modulo,  >  1,  mentre  siano  sodisfatte  le  condizioni  (molto   late 
dd  resto)  **)  a  che  sia  :         — ,  suscettibile,  per:  \x\  £  1  dello  sviluppo  pure  ben  noto: 

y      x 

àtm  designino  le  Ym  (n  =  o,  I,  2,  , .  *)  le  singole   funzioni   sferiche   di  2a  specie  di 

grado  n.  Ciò  facciamo,  si  perchè   la   discussione   dettagliata    di   questo   caso,  fre- 

tpxmissimo  a   presentarsi,  faciliterà  poi    Tesarne   del   caso   generale  nel  quale  non    sia 


•)  *.  Heime,  Handbuch  der  Ku%eîjunctiûfumy  vol.  I,  pag,  91.  Siccome  poi  nel  seguito  si  dovrà 
Ò«re  di  Subente  quest* opera  e  precisamente  soltanto  il  suo  1°  volume,  ci  serviremo  della  semplice  indi- 
Grioac  H»  a  designare  appunto  il  volume  in  parola  dell'opera  accennata, 

•)  *.  Heine,  SS  *7  *  45- 


P(x)  sottoposto  ad  alcuna  restrizione,  all'infuori  di  quelle  enunciate,  si  perchè  lo  studio 
del  caso  in  discorso  dà  occasione  allo  svolgimento  di  alcune  particolari  considerazioni. 
Possiamo  pertanto  alla  (2)  dare,  in  questo  caso  particolare,  la  forma: 

(2')  (>-*)/(*)  =  ?(*)■- 

Allora,  in  virtù  della  (3),  abbiamo  fra  i  coefficienti  designati  rispettivamente  con 
aB,  tB,  il  seguente  sistema  di  relazioni  ricorrenti  *): 

(I)  l  2»  +  lf  -.  (2W  +  3)« 

/ <u  =  Tfr<y**  -  ^  -  o4i)fr» -!)'■-■  * * * *  ■•* 

Le  (I)  permettono  di  dedurre  il  valore  di  ciascun  coefficiente  an  dai  due  che  im- 
mediatamente Io  precedono,  quando  n  sia  >  1,  mentre  naturalmente  ai  resta  espresso 
in  funzione  di  tfo .  Perciò  i  coefficienti  in  discorso  potranno  risguardarsi  come  noti,  solo 
quando  sia  noto  il  coefficiente  ao. 

Ora,   in  virtù  della  (4): 


2  J-  y  — 


M 


(ix. 


donde,  sostituendo  a: 


V  -   A 


il  suo  sviluppo  (5)  e,    ricordando  le   ben  note  relazioni 


sia  ^-  ti, 


/     X:  Xr  il  x  =  o    quando  :    p 
t/  -1 
p+i  2 

JL.  x:dx  =  i^+ì> 

le  quali  servono  appunto  a  stabilire  la  (4),  ricaveremo  facilmente: 

(n)  *.  =  Ì>A- 

Della  convergenza  della  serie  che  figura  in  questa  relazione  è  assai  facile  accertarsi. 
Infatti  dalle  nostre  premesse  risulta  essere  la  serie: 

convergente  in  ugual  grado  nell'intervallo  costituito  dai  valori  di  x,  compresi  fra  —  1 
e  -f-  1.  Di  più,  per  ogni  valore  di  questo  intervallo  è: 


oppure  : 


I 

< 
< 

I 

\y  —  x 
1 

y-l 
I 

y-x 

y -ir1 

m)  Queste  relazioni  si  potrebbero  dedurre  direttamente  anche  da  una  formula  dimostrata  datl'HEiNE 
nel  $  20  dell'opera  citata. 
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a  seconda  rispettivamente  che  y  è  >  o  <  o.  Da  tali  considerazioni  risulta  evidente 
l'equiconvergenza  e  perciò  l'integrabilità  termine  a  termine  (nell'intervallo  in  discorso) 
della  serie: 


T  1U-CO 

— —  ?    hK  c-  D-  D- 

y  —  xhb  * 


3.  Procediamo  ora  allo  studio  del  caso  generale,  nel  quale  sia  P(x)  un  polinomio 
qualunque  di  grado  m. 

Per  porre  le  formule  che  ora  stabiliremo,  sotto  un  aspetto  tipico,  generale  converrà 
considerare  l'espressione  di  P(x),  mediante  una  combinazione  lineare  dei  polinomi 
XS=i),X„...Xm.Siz: 

tale  espressione,  ove  i  coefficienti  pi  si  calcolano  in  modo  di  per  sé  evidente. 
Indi  pongasi  la  (2)  sotto  la  forma: 

.  (?)  ?(*)=/(*)?/>>*>• 

I  fc— o 

f         Di  più  consideriamo  lo  sviluppo,  secondo  i  polinomi  di  Legendre,    dei   singoli 
prodotti: 

h     n  \n  =  0,  1,  2,  ...      / 

La  reiterata  applicazione  della  (3)  mostra  senz'altro  (come  del  resto  si  può  dedurre, 
per  altra  via,  dalla  forma  stessa  dei  polinomi  Xn)  che  : 

(«)  XhXn  =  fc^X^b_H. 

D  calcolo  dei  coefficienti,  àf'n)  si  fa  assai  facilmente  e  può,  come  è  chiaro  essere 
'  eseguito  con  varii  metodi  diversi.  Essi  possono  risguardarsi  come  parametri  noti,  molto 
più  che  del  loro  calcolo  si  occupò  in  modo  particolare  F.  Neumann  *). 

Le  (8)  permettono  allora  di  stabilire  fra  i  coefficienti  an  il  seguente  sistema  di  re- 
lazioni ricorrenti: 

n-t-atTm   m  \        n+tH—irm—im—i  T     «+w-2Vr  w  m-i  I    rm—  2   m— 2  J     I 

•+ «.(*.£!+*  «£r  ' + - +PÙ 

2  2 

co  {  +*.-,(p^s-,ì+p„y:zr-i)+~+p1c(r-,))+"- 

quando  sia  m  un  numero  pari. 


•)  v.  F.  Neumann,  Beiträge  %ur  Theorie  der  Kugelf unctionen.  Lipsia,  1878  (II  Parte). 

i 

! 
1 

i 


r6o 


ADOLFO    VITERBL 


Quando  invece  sia  m  un  numero  dispari  avremo  il  sistema  di  relazioni  : 


*  T 

(iiix){  +^tO'.^'w,+p^c;^j+-"+/>^-,',o+' 


=  *_. 


ttf—t    a 


+«„_.*.<; 


Queste  relazioni  si  potranno  ritenere  valide  per  tutti  i  valori  di  nt  compresi  quelli 
inferiori  a  m,  purché  nelle  relazioni  corrispondenti  a  questi  ultimi  valori  si  stabilisca 
di  ritenere  nulli  tutti  i  coefficienti  */,  che  risulterebbero  affetti  da  indice  negativo. 

Le  (III),  (IH,)  mostrano  all'evidenza  che,  come  si  era  asserito,  la  completa  deter- 
minazione dei  coefficienti  am  richiede  che  si  calcolino  direttamente  i  primi  m  di  questi. 
Vale  a  dire,  una  volta  calcolati  direttamente  gli  m  integrali  deiìniti: 


(9) 


/:. 


PO) 


(fc  =  Ot    1,2,..,»-  ì% 


le  relazioni  ricorrenti,  testé  considerate,  permetteranno  di  ricavare  {'espressione  di  tutti 
i  coefficienti  an. 

Ora,  per  calcolare  gli  m  integrali  io  parola,  in  guisa  da  ottenere  formule  semplici 

i 


e  generali  ad  un  tempo,  consideriamo  lo  sviluppo  in  serie  di  Legkndre  di 


P(.v) 


A  mo- 


tivo delle  condizioni  alle  quali,  come  fu  presupposto,  sodisfa  P(.v),  possiamo,  in  base 
a  ben  noti  teoremi  dovuti  segnatamente  al  Dini,  ammettere  che  la  reciproca  di  tale  po- 
linomio sia  effettivamente,  in  tutto  l'intervallo  che  ha  per  estremi  —  i,  -\-  i,  rappre- 
sentabile mediante  una  serie  di  funzioni  Xn.  Sia  pertanto: 


(io) 


P(x) 


Da  questa  relazione  possiamo,  ricordando  pure  le  (8),  dedurre  le  altre: 


(io') 

ove  si  sia  posto  brevemente: 


m 


=  X*K.Xm 


<* 


I»    *> 


m  —  i\ 


H=h 


htm   Z-  L*-f  ^H+k-iq  ' 


Ed  è  evidente   come  la  (io)   rappresenti   ciò,  a   cui  si    riduce   la   (io1),   quando: 
h  —  o,  nel  qual  caso  si  potrà,  ad  ottenere  maggiore  simmetria  nelle  formule,  porre  : 

Si  trasformino  quindi  gli  integrali  (9)  col  sostituire  in  essi  a  <p(x),  pf  v  %p\%  --•» 

X 

pT\  k  loro  espressioni  offerte    rispettivamente   dalle  (io),   (io').   Tenendo   presente 


o. 
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b  (4)  sarà  allora  facile  ottenere  le  relazioni  seguenti: 

(IV)     ^-^j^-j^dx^W+i^j^    (»  =  *,,,,...*-,). 

La  convergenza  delle  serie  che  figurano  nei  secondi  membri  di  queste  relazioni,  è 
facile  a  stabilirsi,  mercè  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  alla  fine  del  n°  2. 

Le  (IV)  appunto,  associate  alle  (III)  [0  eventualmente  alle  (HI,)]  costituiscono 
evidentemente  il  cercato  sistema  di  relazioni  ricorrenti,  atto  a  determinare  i  coefficienti 
incogniti  £B,  in  quanto  questi  codl;ciu\ti  si  ricavano  da  tale  sistema,  espressi  mediante 
ì  coefficienti  phr  bnJ  sn,  i  quali  sarebbero  i  dati  del  problema  ed  i  coefficienti  c[t,h\  ì 
quali  sono  da  risguardarsi  come  parametri  fissi. 

4*  Quanto  fu  ora  esposto  si  estende  facilmente  anche  agli  sviluppi  in  serie  di  fun- 
zioni sferiche: 

2Mi(tt-v)ii*f/p — -yiPA;  _n(ii-v)(„ — -yj™y-iy 
Dan         KY  }   dxv ~~      112«     u  ;"     dx"+v 

dove  1  sia  un  numero  intero  fisso  non  >  di  «.  Tali  sviluppi  si  presentano  nella  rap- 
presentazione di  funzioni  di  due  variabili  mediante  serie  di  funzioni  di  Laplace. 
Diremo  brevemente  X{*  le  funzioni  teste  considerate. 

Fra  funzioni  siffatte  corrispondenti,  ben  s'intende,  ad  un  medesimo  indice  v,  sussi- 
stono relazioni  ricorrenti  ben  note  del  tipo  della  (1)  *). 

Di  più  fra  due  di  tali  funzioni  sussistono  pure  relazioni  integrali  caratteristiche  di 
forma  analoga  a  quelle  che  si  hanno  fra  polinomi  Xw. 

Queste  possono,  come  è  noto,  porsi  sotto  la  forma  **): 

2 


(~>dr^(x*  —  if d*+\x*  —  if À   _y     's*i-H* K    * 

J_t  /-v  dx^  1  oppure 

a  seconda  rispettivamente  che  p  è  —  w,  oppure  diverso  da  ». 

Cosi,  applicando  in  modo  di  per  se  evidente  tutte  le  relazioni  accennate,  sari  pos- 

_*_ 
sibile,  detta  y(x)  una   funzione   della  forma:   (x2 —  i)a  +  (*)  [ove  sia  +  (x)  simbolo 
di  una  funzione  uniforme  di  x]  rappresentabile  (per  x  compreso  fra  —  1  e  -f-  1)  me- 
diante una  serie  della  forma: 

■        V 

dedurre  relazioni  che  esprimano  la  legge  di  formazione  dei  coefficienri  an  dello  sviluppo 
io  serie  di  funzioni  À^vl  della  funzione  : 

JW~  p(xy 

[P(x)  abbia  sempre  il  medesimo  significato  sin  qui  attribuito  a  tale  simbolo]. 


•)  v,  Heine,  $  65, 
■•)  ▼.  Heine,  S  62. 

ma.  On.  ÌUàmv.  P*U*m*f  %.  XXIIt  (1907).  —  Sump« to  il  6  febbnjo  1907. 


Cioè  si  potranno  dedurre,  in  primo  luogo,  relazioni  le  quali  esprimano  ciascon 
coefficiente:  an+lm  (w  =  v,  v  *f-  i,  . , ,)  mediante  i  %m  coefficienti  che  lo  precedono 
immediatamente  e  i  coefficienti  iv,  ì^tì  ...  e  ciascun  coefficiente:  av^m_k  (f  =  i,  2,  ...  m) 
mediante  i  im  ~  i  coefficienti  che  lo  precedono  e  i  coefficienti  bv  [av  designi  il  coef- 
ficiente che  figura  nel  primo  termine  dello  sviluppo  di  /(*)}  In  secondo  luogo  si  potrà 
dedurre  direttamente  dalle  accennate   proprietà   integrali   l'espressione  di   ciascuna  delle 

Per  ottenere  allora  espressioni  possìbilmente  semplici  e  simmetriche  converrà  ricer- 
care le  rappresentazioni  di  P(x)  e  di:   yr-ç  rispettivamente  mediante  una  combinazione 


lineare  di  polinomi 


d'  •  *(x>  —  i)w 


ed  una  serie  di  polinomi: 


2nUn        dx*~* 


(«  =  v,  v  +  r,  . .  0« 


Ciò  non  presenta  alcuna  difficoltà  sostanziale.  Infatti,  per  P(x)  la  rappresentazione 
in  parola  si  ottiene  in  modo  di  per  sé  evidente. 

L*accennato  sviluppo  di:   n,  v   si  ricaverà  invece   facilmente,   considerando  lo  svi- 

P{x) 

luppo,  in  serie  di  polinomi  XhJ  della  funzione 

JL   J_ 

dxvP(x)' 

Anche  ora  la  natura  del  polinomio  P(x)  mostra  come  la  funzione  in  parola  sia 
effettivamente  suscettibile  di  un  tale  sviluppo  e  corne  la  serie  di  Legendre,  che  serve 
a  rappresentarla,  sia  equiconvergente  e  perciò  successivamente  integrabile  termine  a  ter* 

mine  per:  |x|  <  1. 

(f       1 
Cosi,  con  semplici  integrazioni  (in   numero  di  v)  dello  sviluppo  di  :  -^  jw^r  ?  m 

serie  di  polinomi  Xnì  si  otterrà  lo  sviluppo  cercato  di:  gy-c  ■ 

Ciò  premesso,  sarà  facile,  in  primo  luogo  determinare  gli  sviluppi  dei  prodotti: 
2-»  Il  (11  —v)  Il  a     d*^(x*  —  iydh**{x*  —  l)fc      /^v^+r,,,. 
1.3  ...  (2K  —  i)iU        dx"+v  dx*-*  U  =  v>v+r 

mediante  combinazioni  lineari  di  polinomi: 

2»n(n  —  *)Tlnd*Xn 

nan  dx*  ' 

Del   pari   le  (n)   permetteranno    pure   di   calcolare   facilmente    le   espressioni   di 

av ,  . . ,  ,  av^m ,  in  guisa  da  ottenere  tutti  gli  elementi  necessari  a  stabilire  un  sistema  di 

relazioni  che,  per  il  caso  ora  in  esame,  faccia  perfetto  riscontro  alle  (III),  (IV).  E  dopo 

quanto  fu  detto  nei  §§  precedenti  sarebbe  superfluo  soffermarsi  più  oltre  su  questo  ponto. 


*  + 


j 


Pavia,  dicembre  1906. 


Adolfo  Viterbi. 


Beltrami  definiert  in    seiner  klassischen   Abhandlung    Teoria  fondamentale   degli 
tante  *)  einen  Raum  von  konstantem  Krümmungsniass  und  drei 
Dimensionen  —  auf  die  ich    mich    der    Einfachheit    wegen    beschränke  —  durch    den 
Ausdruck  des  Linienelements 


(i)  ds  =  ^dx\  +  dx\  +  dx\  +  dx% 

%*àm  die  vier  Koordinaten  eines  Punktes  *f1  xj,  x^  x  durch  die  Gleichung 

*'  +  *;  +  *:  +  *î  =  «' 

verbunden  smd* 

Er  zeigt,  dass  die  geodätischen  Linien  durch  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zwi- 
schen den  drei  Koordinaten  xgi  X^$  tf  bestimmt  sind.  Ich  will  der  Einfachheit  wegen 
eine  solche  Linie  eine  gerade  Linie  und  die  Gesammtheit  der  Punkte,  die  eine  Gleichung 
tischen  den  drei  Koordinaten  xtl  Xi,  x%  erfüllen,  eine  Ebene  nennen. 

Wenn  zwei  Linienelemente  deren  Komponenten  (dxiy  dx2j  i$%  dx)  und  (Sx,, 
K*  &*,i  %  x)  s*nd  von  dem  nämlichen  Punkte  ausgehen,  nennt  sie  Beltrami  senkrecht 
tu  einander,  falls 
(?)  ltxtdxt  +  ixIdx2  -f-  ix  dx  -f-  Ixdx  ss  o 

Da  älnüiche  Ausdrücke  viel  auftreten,  will  ich  einen  Ausdruck  wie  a^-f-a^-l-«  (i 
iura  mit  («,  ß)  bezeichnen.  Damit  schreibt  sich  (3) 

(Sx,  dx)  -\-  Üxdx  =  o. 

h  dieser  Definition  steht  die  gerade  Linie  (x(  =  o,  x9  =  o)  auf  der  Ebene 
i  =  o  senkrecht  d.  h,  sie  steht  auf  jedem  Linienelement  senkrecht,  das  vom  Punkte 
(xg  =  o,  x3  =  o,  x?  =5  o)  ausgeht  und  in  der  Ebene  x5  =  o  liegt. 

Das  Gleiche  gilt  von  den  Geraden  Çxt  =  o,  je  =  o),  (x  =  o,  xt  =  0)  und  den 
Ebenen  x.  =  o  bezw.  x,  =  o. 


*)  Annali  di  Matematica  pura   ed   applicata,   s.    II,   t,    U    (1868-69),   pp.    252*255  ;    Opere,   t    I, 


Wenn  man  durch  einen  Punkt  0  mit  den  Koordinaten  /â .  1},  /  ,  /  drei  Ebenen 
legt,  von  denen  je  zwei  sich  in  einer  geraden  Linie  schneiden,  die  auf  der  dritten 
Ebene  senkrecht  steht,  und  auf  diese  drei  Ebenen  eine  passende  Koordinatenbestinimung 
gründet,  so  zeigt  Beltrami  dass 

(4)  Ç+Ç+Ç**1-»* 

(5)  |r(*C  +  W,  +  *%  +  W)  =  ^(d<  +  d<  +  dx\  +  '*) 

wird.  Beltrami  beweist  dies  indem  er  zwei  einfache  Fälle  nacheinander  behandelt, 
Ich  will  im  folgenden  den  Beweis  direkt  führen,  wobei  es  nur  darauf  ankommt  mö- 
glichst die  Rechnung  zu  vermeiden. 

Ich  lege  durch  den  Punkt  O  eine  Ebene  P,  deren  Gleichung  sei 

(6)  0,  x  —  0  =  o. 

Von  einem  Punkt  Y  mit  den  Koordinaten  (vt,  y%9  y  ,  y)  lege  ich  dann  nach 
einem  Punkt  Z  von  P  eine  Gerade  so,  dass  sie  in  Z  auf  P  senkrecht  steht.  Sind 
^,  £a,  £},  ^  die  Koordinaten  von  Z,  so  muss  sein 

(7)  ü,0  +  *a  =  «a 

(8)  (p,  t  -  0  =  o    oder    (/»,  0  »  (/>,  /). 

Sind  S^(,  S^y  Ä^,  Ä^  die  Komponenten  des  von  Zausgehenden  Linienelementes 
85  der  Geraden  KZ,  rf^,  d^2,  d^  ,  rf^  die  eines  von  Zaus  gehenden  Linienelementes 
ds  der  Ebene  P,  so  muss  weiter,  weil  S  5  zu  ds  senkrecht  sein  soll, 

(?)  (H  <k)  +  M<:  =  o 

sein,  für  alle  rfj  der  Ebene  P  d.  h.  wenn 

(io)  (/>,  ^0  =  ° 

und  nach  (7) 

j  (fc  <**)  +  ldl  =  ° 

erfüllt  sind,  Es  muss  also  Faktoren  X,  p.  so  geben,  dass 

K  =  *a  +  m, 

H  =  **,  + i**, 

ist.  Wegen  (11),  (7)  und  (8)  folgt  hieraus 

o  =  M>,  0  +  M1, 
so  dass  man 

X  =  «'v,        (*  =  —  (J>,  l)v 
setzen  kann,  also 

H  =  *[*•*  -Os  Ofc] 
5*  =  — 0,  On 


(,2) 

wird 


(«  =  I»  2>   î) 


Weil  eine  Gerade  durch  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  drei  Koordi- 
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naten  xt ,  xa ,  *5  gegeben  wird,  gelten  wie  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie 
für  einen  Punkt  der  durch  Y  gehenden  Geraden  die  Gleichungen 

.L    .  L  *i=y*  +  9*i  0  =  1,2,3). 

Also  ergibt  sich 

Òti    —    P     «O 

uod  damit  geben  die  (12),  wenn  man  ^-  =  <7  setzt, 

(13)  fc[i  +  '0,  0]  =  Ji  +  °a2Pi  (i  =  1,  2,  3). 
Darans  folgt  nach  (8) 

(  (P>  9[i  +  »G,  Ol  =  (P>  j)  +  •«*(&  P) 

Hiemit  ist  der  Punkt  Z  bestimmt. 

Setzt  man  1  -f-  a(p,  I)  =  N,  so  liefert  (13)  mit  (8) 

und,  weil  (^,  ^)  =  a1  —  ^,  <r(p,  /)  =  N  —  1  ist, 

(14)  (y,  K)  =  a*-NK\ 
Weiter  findet  sich  aus  (13) 

0>  <)N  =  (j,y)  +  °a2(j>,y); 

oder  mit  Benutzung  von  (14) 

a>N  -  N2?  =  a2  -  /  +  aa2(p,  y), 
das  sich 

und,  mit  N%  aus  (14), 

(15)  «'*Q>,  /->)  =  [g2~^>0]2-/ 
schreibt. 

Nimmt  man   statt  der   Ebene  P  die  xt  =  o,  wobei  der  Punkt  Z  nach  Z0  gehen 
möge,  so  ergeben  die  abgeleiteten  Formeln  für  diesen  Punkt: 

*  =  —  -J-,   *,  =  °>   ^=y,i   ?,=y,i   *2  =  *2  —  (yî  +  ^)  =  yî+/- 

Da  nun  nach  Beltrami  die  Entfernung  FZ  durch 

^rz    ,--(,,0 

gegeben  wird,  so  folgt  

Analog  diesem  Ausdruck   bestimme  ich  jetzt  das  Verhältnis   von   zwei   Grössen 
l   und  i  durch  die  Gleichung 


also  durch 


Es  folgt 


e  _  w  -  o,  or 


—  i. 


oder  nach  (15)  und  (13*) 

Indem  ich  durch  den  Punkt  Ö  noch  zwei  Ebenen  Q  und  R  lege  mit  den  Gleichungen 

(?,  x  —  0  =  o,    (r,  x  —  0  =  o 

kann  ich    noch   zwei  Grössen  ?i/£,  \ift  ähnlich  wie  -^-,  definieren,  die  dann 

!       J  t^'O.  ?)-(?,  0* 


(17) 


J  fV(r,  r)-(r,   0' 
werden. 

Jetzt  soll  die  Annahme  eingeführt  werden,  dass  im  Punkte  0  je  zwei  der  drei 
Ebenen  P,  Qy  R  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  die  auf  der  dritten  Ebene  senkrecht 
steht. 

Um  auszudrücken,  dass  die  Schnittlinie  von  Q  und  R  auf  P  senkrecht  ist,  hat 
man  in  den  Gleichungen  (12)  für  die  {,,  (,i  £,  1  l  die  /, ,  lt,  l},  l  und  für  die  S-i( 
^ti>  ^^j>  ^^  diejenigen  txt1  %xt,  hx^  Sx  zu  setzen,  welche  den  beiden  Gleichungen 

(?,  Sx)  =  o,    (r,  8x)  =  o 
genügen.  Ersetzt  man  v  durch  einen  anderen  Faktor  t,  so  folgen  die  Gleichungen 

ft', -?,'.  =  *[«**,—  (ft  Q'J 

?,r,-?,'-I  =  'r[fli/']-a,>  oü 

q,r,-<l,r,  =  *[«'/>, -Q>,  0',]» 
die  man  mit  Hilfe  von  unbestimmten  Grössen  at,  xt,  x}  in 

(«,  ?,  r)  =  T[a'(/s  *)-(/>,  OC  «)] 

zusammenfassen  kann,  wobei  X  i  ai  Pa  Y3  —  (K>  P»  Y)  gesetzt  ist-  Setzt  man 

*,  =  *.,     «.  =  4.     0£;  =  /,> 
so  erhält  man 

,lffv  (*>  ft  0  __  «'O«.  *)  -  (ft  OC.jO 

u  ;  C,î,0  ~«*(ft0-~(ft  0(>.  0' 

und  hieraus  folgt  ferner 

00  (i'  ft  0  _       (ft  of 

V;     L  ,  (ft  ft  0      *'(ft  Ä  -  (ft  0' 

also  nach  (17) 


(20) 


g,  _«(ft  t-y) 


1  /     P.  ft  0 
y  O»  ft  0(ft 
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Aus  (18)  entnimmt  man 

Lasse  ich  nun  in  (y-j  den  einen  Faktor  Q>,  / — y)  stehen  und  ersetze  den  andern 
durch  die  letzte  Gleichung,  so  erhalte  ich  : 

-mo  noch  /,  —  yt  =  w„  l1  —  y1  =  vJli  l}—y}  =  u>}  gesetzt  ist. 
In  ganz  entsprechender  Weise  finde  ich  : 

(r  )'-  Tijtéhb*  '• rt + ft  "°ft  '•  «t]- 

(t)'=  7WÔ)[^  p'  j)  +  ft  ")ft  *  «t} 

Benutzt  man  die  in  den  xx,  xa,  *3,  af,  aa,  a^  identische  Gleichung 
(/>,  *)(*>  ft  0  +  (ft  x)(a,  r,  />)  +  (r,  x)(a,  />,  ?)  =  (a,  *)(/>,  ?,  r) 
ao  entsteht 

<ai)  £_±|LMi  =  ±.  [(w,  w)  +  _^_  0,  wy] . 

Es  ist  aber 
<«/,  «,)  +  -Jr  (/,  «;)'  =  (/,/)  +  (y,  y)  -  2  (/,  y)  +  -£-  [(/,  /)'  -  2  (/,  /)(/,  y)  +  (/,  ?)'] 

=  [(/,0-2(/,y)][i+^A]  +  ^  +  a1-/. 

Da  I  +  0  =  -£  und  (/,  J)[,  +  Ö^ö]  +  «'  somit  =(/,  Q-£ +«■  =  -£ 
ist,  wird 

(«/,  «,)  +  -Jr(J,  «,)'  =  -£-[*  -  2(1,  y)a>  +  (/,  y)>]  -  f 
and  nach  (21) 

g,  0  +  Sa  _  [«*  -  (*,  yff 
V        -        l'y1 

Ich  nehme  nun,  um  die  vier  Grössen  £  ganz  festzulegen,  an,  dass  zwischen  ihnen 
die  Gleichung 

bestehe.  Dann  gibt  die  letzte  Gleichung 


(23)  1  = 


_        bly 


«*  -  ft  7) 


und  die  (17)  zeigen  dass 

,  ,  ,  '     Ya'(j>,p)-Q>,i)r^-(hy) 

=  'H  (ft   i  -  J) 

'     Wft  *)-(?,  0*  «*-(*»  >) 


e,= 


abl 


(',  '  -  y) 


,V(r,   r)  —  (r,  /)'  r— Wj) 

ist.  Diese  vier  Gleichungen  (23)  geben  den  Zusammenhang  zvischen  den  beiderlei  K 
diottra  des  nämlichen  Punktes. 

Nach  den  Formeln  (20)  ergibt  sich 


<(4)=->fv),/(^. 


0 


und,  nach  einer  hei  Formel  (20)  benutzten  Umwandlung, 

Bildet  man  die  zwei  entsprechenden  Gleichungen,  so  liefert  die  Addition 

(24)  d(>\)+d{yi)  +i(^)"-^*  'y>  +  jrO>  dy)\ 

Nach  Ausführung  der  Differenziation  wird  die  linke  Seite 

Nach  der  Annahme  (22)  ist  aber  (ç,  ;)  =  fea  —  £*  und  (;,  d;)  = — >(^1 
man  dies  ein,  so  heben  sich  im  Vorigen  einige  Glieder  fort  und  es  bleibt  übrig 

-  *f  +  *£  +  £('«.  '0  +  /f  +  r*g*  -  H^jf  • 

Also  ergibt  (24)  die  Gleichung 

:;  [(^;,  ii) + ^ + pft|?  -  &Y = (^  ^ + </ + f  a  «. 

Schreibt  man  aber  (23) 


«'  -  (/,  v)  = 


so  folgt 


bly 


so  dass  die  letzte  Gleichung  schliesslich 

(dl,d§  +  dV      (dy,dy)  +  dy* 

V  f 

d.  Il  die  oben  unter  (5)  angeführte  Beziehung  liefert. 
Freiburg  i.  Br.,  Januar   1907. 
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LE  CONGRUENZE  W  CON  SUPERFICIE  MEDIA  PIANA. 
Memoria  di  Umberto  Sbrana  (Bra). 


Adunanza  del  13  gennajo  1907. 


Le  superficie  di  Bonnet  sono  quelle  la  cui  superficie  media  è  un  piano.  Nel  pre- 
sente lavoro  mi  propongo  di  determinare  tutte  quelle  superficie  della  detta  specie  che 
sono  di  più  W. 

Trovo  che  queste  superficie  si  determinano  mediante  le  funzioni  elementari  circolari 
e  logaritmiche,  che  dipendono  da  costanti  arbitrarie,  e  che  appartengono  alla  totalità  di 
quelle  i  cui  raggi  di  curvatura  sono  legati  dalla  relazione: 

* *    —    CAtl   -± ! >, 


— ^r-1  =  sen  »   '     ' 
21  iT 


s 

t 

ds 

dx 

dt 

dx 

ds 
dy 

dt 

dy 

con   T  costante,  delle  quali  è  ben  nota  la  costruzione  geometrica  di  Darboux. 

Mi  propongo  poi  più  in  generale  la  ricerca  di  tutte  le  congruenze  rettilinee  che 
hanno  per  superficie  media  un  piano  e  che  sono  W. 

La  loro  determinazione  dipende  dall'integrazione  dell'equazione  alle  derivate  parziali 

terze: 

r 

dr 

dx     ax     ax     =  o 

òr 

dy 

per  la  funzione  incognita  ^  =  ^(x,  y). 

Considero  poi  in  modo  speciale  le  congruenze  corrispondenti  a  quell'integrale,  con 
due  funzioni  arbitrarie,  della  precedente  che  è  l'integrale  generale  dell'equazione  del  se- 
condo ordine  la  quale  si  ottiene  eguagliando  a  zero  una  funzione  lineare,  omogenea,  a 
coefficienti  costanti  di  r,  5,  t. 

PARTE  Ia. 
Le  superficie  di  Bonnet  che  sono  W, 

i.  La  più  generale  congruenza  C  avente  per  superficie  media  il  piano  y  =  o  si 
ottiene  con  la  seguente  costruzione: 

Si  prenda  una  superficie  arbitraria  S  e  si  proiettino  i  suoi  punti  sul  piano  y 

Rmi.  Ckt,  Msiêm.  P*Urm;  t.  XXIU  (1907).  — Stampato  U  6  febbrajo  1907. 


Si  ruoti  poi  l'immagine  ottenuta  di  un  angolo  retto  intorno  all'origine,  e  si  conducano 
pei  nuovi  punti  le  parallele  alle  normali  di  5  nei  punti  corrispondenti. 

Per  ottenere  poi  la  più  generale  congruenza  di  questa  specie  normale,  basta  pren- 
dere per  5  una  superficie  ad  area  minima. 

Le  superficie  normali  a  C  sono  allora  quelle  di  Bonnet  *). 

Le  coordinate  di  un  punto  di  S  sono  allora  espresse  in  funzione  dei  parametri 
T,  to  deUe  linee  di  lunghezza  nulla  dalle  formole: 


(0 


y = t/ì(i  +  •wx'—f  /**(» + onto* 

K  =  ~-  J   2tF(t),/t  +  -L  J  2t0Fo(t0)<Ìto, 


con  F(t),  F0(tJ  funzioni  della  sola  t  e  della  sola  t0. 

I  coseni  direttori  della  normale  ad  5  nel  punto  (t,  to)  sono  dati  dalle  seguenti: 


00 


Y  = 


I       T  —  T„ 


z  = 


Indicando  con  x( ,  yt ,  ç,  le  coordinate  del  punto  P, ,  posizione  finale  della  proie- 
zione del  punto  P  =  (t,  t0)  di  S  sul  piano  %  ^,  si  avrà  : 


/  2tF(t)<*t  +  J  2ToF0(Te)iÌTo 


(3) 


*,  = 


y*(i  -  t*)F(T)i<r-f  JCi  -  <)Fo(T0)dTo 


IX|^  =-  i-F(r)(i  -f-rO,      ZJt|3  =  -    ^F0(t0)(,  +  O; 


Per  mezzo  delle  (2),  (3)  si  trova  che: 

2      va    t     ;j       ^     âî^  2 

se  quindi  indichiamo  con  /  la  porzione  del  raggio  di  C  che  passa  per  P  compresa 
fra  Pt  stesso,  e  il  punto  in  cui  il  detto  raggio  incontra  una  delle  superficie  normali  a 
C,  t  sarà    determinato  dall'equazione: 

4t  =  i(l  +  t')F(t),/t  +  Ì(|  +  T:)F0(T0)dro, 

la  quale  ci  dà: 

(4)  ' =  T.A1  +  T')fWrfT  +  T.A1  +  <WO<Ki 

a  meno  di  una  costante  additiva. 


•)  Bianchi,  Legioni  di  Geometria  diffcrtniiak,  Vol  II,  pag.  22. 
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Dalle  (2),  (3)  si  traggono  i  seguenti  valori  per  i  coefficienti  delle  due  forme  fon- 
damentali di  C: 

c=7dXdxl=F(y)(r0-r)  ydXdxl  =      F0(t0)(t0-t) 

t       \-dx  dX  „       \-dx  dX 

L'equazione  di  secondo  grado  che  fornisce  i  valori   delle   ascisse  p,,  pa  dei  due 
fuochi  del  raggio  (t,  t0)  di  C  si  riduce,  a  causa  delle  ultime,  a  questa: 


dalla  quale  si  trae: 


4 


t 


P.  =  "H*  -  OC»  +  TT0)^F(T)F0(T0), 

P.  =  -  T(y  -  -OO  +  **ÙYF(?)F0(tJ. 

a.  I  due  raggi  principali  di  curvatura  di  una  5f  delle  superficie  di  Bonnet  normali 
a  C  sono  manifestamente: 

00  ',  =  '  — Pu      r2  =  t  —  P2- 

La  condizione  affinchè  5,  sia  W  è  questa: 

*fr.,O_0. 

essa  si  ridurrà,  tenendo  conto  delle  (4),  (5),  all'altra: 

Ä-[(T  -  T0)(I  +  TTJ(I  +  t')F(t)|/F(T)F0(to)] 
=  ^[(T  -  0(1  +  TT0)(I  +  <)F0(T0)yF(T)F0(T0)]. 

Questa  ci  dice  che,  indicando  con  <J/  una  conveniente  funzione  di  t,  t0  ,  si  dovrà 
avere  : 

(*  -  00  +  TTo)0  +  t')F(t)|/f(t)f0(to)  =  14, 

('  -  To)0  +  ttJ(x  +  t:)Fo(t0)^F(t)F0(t0)  =  |Ì . 
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Risolvendo  queste  ultime  rispetto  a  F(t),  /*0(to),  si  trova: 


P(T)  = 


I+< 


(9 


(È±X 

tA  J~(T-Tey(i  +  TT0y(i+<)'    a+    • 

Inversamente  è  chiaro  che  se  d/  è  tale  che  i  secondi  membri  delle  (6)  risultino 
rispettivamente  il  primo  funzione  della  sola  t,  il  secondo  funzione  della  sola  t0  ,  le  (6) 
stesse  ci  determinano  F(t),  F0(t0)  in  modo  che  le  superficie  di  Bos'net  corrispondenti 
alla  superficie  5  data  dalla  (i)  sono  W. 

Ora  deriviamo  logaritmicamente  la  prima  (6)  rispetto  a  tB,  la  seconda  rispetto  a 
T,  otterremo  così  le  due  equazioni: 

a*4>      a^ 

"'->  +  — ^  +  5^-^  =  0, 


i  + 


T  —  T_ 


»+". 


(7) 


a^         d'i? 


2T 


I+T1  T  — 


1   + 


2t„    _,_  ara-r,, _ dr| 

,"^3   ai      aj* 
a  t.,      a  t 


o. 


Deriviamo  poi  le  (7)  prima  rispetto  a  t,  indi  rispetto  a  to  ;  troveremo  in  tal  modo 
le  seguenti: 

I  a»<|>  dty     a^  a^     a^  a^    a^  a3! 


a^a-ra-r    d-rd^dr*    d*d<d-a   ar'aTaT„ 


/a+v 
fei 


(£)'  va?.; 

_dj+_a^   _a^_a^     a3fr  a^    a^  aN» 

.aTdrôaT0     dragar*     d^d^dr      dv'd?dr0 


(«tf  ('^0) 


ì=°» 


(8) 


3  u         o 

(ft)" 


O-O'    (i+«J 


-,=0, 


dröri 


VaTo;  (ir) 

;ar       Vardr J  d^dr,      \dr'J     ,.    i-t;  _2_  IT» 

pïV  /a*  y      ^'cV+t^+Ct-tJ+Ci+ttJ-0' 

a^  afr    /  a^  y  aN^J/aj+y 


f-2/-7X^v-Ì- 


^+; 


Ora  faremo  vedere  che  il  sistema  delle  (7),  (8)  è  un  sistema  di  Mayer. 


,=0. 


(I) 


I  -v-\  1~r'  I     *     I     T°    1 


i. 


a£ 


(«J    '   (!+".)• 


On  se  si  scrivono  per  le  (8)*  le  tre  condizioni  di  integrabilità  che  sono  : 

a  /  y+  \     a  /  a^  \      a  /  a^  \     _a_W\ 
a  /  ^'M_  d  /a»n 

trova  che  esse  si  riducono  all'unica  : 

ajj^a^ 

aT'ar0  (,  +  Tp(, +T;)        a*r     i  *      i 

dT 

ajjd^ 
_a^a^  (i  +  tQ(i+tQ        a*r     i  t.     -i 

i  (idle  vedere  che  questa,  divisa  per  «^ — '    „•> — i — *4ri   è  identica   a  quelli 


ottiene  dividendo  la  seconda  delle  (7)  per  ^-,  la  prima  per  ~-  e  sottraendo 

ro  a  membro.  Vediamo  dunque  che  il  sistema  delle  (7),  (8)*  è  effettivamente  un 
di  Mayer  per  la  funzione  incognita  ^  ;  come  tale  sappiamo  che  la  sua  integra- 
si riduce  a  quella  di  un  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  misto,  quando 


1 
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si  prendano  per  funzioni  incognite  4s  e  le  sue  cinque  derivate  prime  e  seconde.  Nell'in- 
tegrale generale  entreranno  quattro  costanti  arbitrarie. 

Procedendo  effettivamente  all'integrazione  del  sistema  delle  (7),  (8)*,  con  uno  dei 
noti  metodi,  si  trova: 


(?) 


U  =  2j  T> [l  fé1  ~  T')  COS  q.  +  2  t  sen  «,] [(i  -  -Q  cos  q,  -f-  2 t0  sen <rj 
J  lV  K1  —  T1)  cos  <r, -f- 2  t  sen  nJÏCi  —  t'0)  cos  *,  +  2 to  sen  *,] 

)  1  j/K1  -  T')cosq,  +Tr'sengl][(i  —  rffcosg,  +  2T0senT]"|       f 

(  T  |/  [('  -  T0  cos  ff.  +  2  T  »»  ffJ  [C1  —  TÓ)  «*  ff,  +  2  To  sen  ffJ  J 

con  T,  e,  aty  <Jt  costanti  arbitrarie. 

4.  Dalle  (6),  tenendo  conto  della  (9)  e  delle  (5)*,  si  traggono  per  F(t),   F0(t0) 

i  valori  seguenti: 

i      pM  = aiTsenQT.-Q 

(io)      '  [(1  —  ^€08^  + 2Tsen «,][(! --TJ)cos<r, --2Tsen<rJ' 


^(O  = 


21  Tsen(ff2  —  ffj 


[C1  —  0«s  ^-f2T0 sen  (t2][(i  —  t>)  cos  *t  +  2to  sen  *J 

Sostituendo  nelle  (3)  le  espressioni  precedenti  di  F(t),  Fo(T0)t  eseguendole  qua- 
drature, e  fissando  opportunamente  i  valori  delle  costanti  additive,  si  trova: 


TT 


Xj=  I1— (cos«,  —  cosff,)4~  I'm,  cos  ^ —  rû)icosff2-|-  T  cos  ff,  are  tang  i(t  cos  ffj —  sensj 

—  r  cos  ff 2  are  tang  j  (t  cos  ff  2  - —  sen  ff2)  -f-  T  cos  ff  a  arc  tang  i  (to  cos  <t2  —  sen  ff  2) 
—  jTcos  fJt  arc  tang  i  (t0  cos  sm  —  sen  er,), 


—  o% 


^  =  T—  (sen  ff2  —  sen  ffj  -f*  F wi  sen  gi —  Twj  sen  a3  -|-  Tsen  <r|  are  tang  i  (t  cos  ffL  — ■  sen  a^ 

—  Tsen  g2  are  tang  i  (t  cos  ff2  —  sen  ff  j  -(-  Tsen  ff2  are  tang  i  (t0  cos  ff2  —  sen  ff2) 
—  Tsen  gi  arc  tang  i  (ro  cos  <st  — sen  ffj. 
Ponendo  in  queste  in  luogo  degli   architangenti  le   loro   espressioni  per  logaritmi, 
indi  mettendo  in  evidenza  cos  ff,  e  cos  vl ,   sen  <rt  e  sen  ff2  ,   e  tornando  a  sostituire  ai 
logaritmi  gli  architangenti,  esse  si  trasformano  nelle  altre: 

'  =r  T\  are  tang  I  i  — « cos  »7,  —  *  — — — 2  sen  ff  I  —  o>   I  cos  ff, 

L  \  *  —  ^o  T  —  To       7        J 

—  T  arc  tang  1  i  — * — —  cos  ff ,  —  *  — t — e  sen  9\  —  m  I  cos  ^  ( 
,=o, 

,  =  I  arc  tang  (  t  — *- cos  ff,  —  i    "^    °  sen  ff ,  I  —  ca,    sen  <j, 

L  V  *  -  %       x      *  -  \      7       J 

—  T\  arc  tang  I  i  — * cos  <r  —  i -^t — s  sen  ff,  |  —  c*>, 


C»)1 


sen  7. 


Ora  introduciamo  i  parametri  w,  ^  legati  a  t,  t0  dalle  relazioni: 


(11)   tang^  =  r 


T  —  T, 


-cosff,  —  f — ! — ^-senff.  tang u  =  t — ^cosa,  —  1 — ! — ^senff, 

t — ta  t  —  t  '        t — «1         ! 
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allora  le  precedenti  divengono: 

(12)  x=T(t*~ (û2}zosgj — T(u — bii)cos9|9  y,=o,  ^=T(v — cu1)sencJ — T(u — cu^n^. 

Risolvendo  le  (11),  e  tenendo  presenti  le  (2),  si  trova: 

cosottangv — cos^tangw .t-J-t0 X        sen?ttangv —  segttjtmgu .tto —  1 Z 

sen(*t  —  »J  "t  —  T0""y*  senfo— *J  "t— t0  "  -  7  ' 

Da  queste  si  deducono  le  seguenti  espressioni  di  X,  K,  Z: 
/   „       cos  <r  cos  u  sen  x>  —  cos  vm  cos  tf  sen  1* 

COI 

(«3: 


03) 


con 


X  = 

A 

_    cos  «  cos  v  sen  (<r,  —  ffj 
~  "IT 

7  „  sen  Ji  cos  M  sen  v  —  sen  ffa  cos  v  sen  w 
Z-  Ä  * 


13)^  A^^cos2tisen3t'-f-cos3i'senafi-j-cos2wcos2i'senJ(Tf — <j3)— 2senwseni/cosï*cos^cos(<ii — erj. 
Ora  introduciamo  i  parametri  g ,  vt,  ponendo: 

(11)*  B-^  +  «n     *  =  -^  +  "4; 

allora  le  (12)  divengono: 

xt  =  licosa,  -f-  f(  cosa^,     y-  =0,     ^  ss  i*  sena,  -f-  t/(  sena,. 
5.  Il  piano  x^  lo  possiamo  considerare  come  una  superficie  di  traslazione  generata 
dalle  due  rette  rjT  r3  partenti  dall'origine: 


V°  =  a,  cosa. 


jcui  =  v.  cos 


y°  =  o,    £(IÌ  b  «t  sena, , 


j*) 


,<*> 


,a ,     y-'  —  o,     £  '  =  v,  sen  ^ , 
Le  rette  f% ,  r3  si  possono  poi  considerare  come  due  curve  a  torsione   costante  e- 
guale  per  la  prima  a  -i==r,  per  la  seconda  a ™  •  Basta  perciò  fissare  i  coseni  diret- 
tori X4 ,  ftlS  vâ  della  binormale  nel  punto  ui  di  rì  con  le  forinole  : 

X^sen^cosf  — -^  +  6>  \,      ft|  =  senf  —  4^  +  coV,      ^ä-^W^+i»! 

e  quelli  di  r9  con  le  altre: 

^sen^cos^  +  '^y,      P:  =  Scn^  +  ^j,      V=  — W*,cosf^-f  »A. 

Ora  se  osserviamo  le  (13)1  tenendo  presenti  le  (n)*,  vediamo  che  X,  Yy  Z  sono 
i  coseni  direttori  della  retta  intersezione  dei  due  piani  osculatori  nei  punti  ut ,  vt  di  rx 
e  di  r2. 

Da  quanto  abbiamo  detto  segue  che  si  può  dare  la  seguente  costruzione  geometrica 
delle  nostre  superficie: 

Si  prenda  un  piano  ir,  e  in  esso  due  rette  arbitrarie  r% ,  r% .  Si  concepiscano  poi  rì  ì 
rz  come  due  curve  a  torsioni  costanti  egtmli  e  di  segno  contrario,  ed  il  piano  tz  come  super- 
ficie di  traslazione  generata  dalle  due  curve  stesse. 

Si  conduca  poi  per  ogni  punto  P  di  k  la  retta  intersezione  dei  piani  osculatori  in  P 


alle  dut  curve  generatrici  passanti  per  P  stesso.  Si  ottiene  così  una  congruenza  che  ha  per 
superficie  ortogonali  k  più  generali  superficie  di  Bonnet  che  sono  W,  e  che  hanno  tt  per 
superficie  media. 

La  costruzione  data  da  Darboux  *)  per  le  superficie    IV  i  cui  raggi    principali  di 
curvatura  sono  legati  dalla  relazione: 


(14) 


a     -  l  =  sen    '    '      3  , 
21  iT     ' 


à  dice  che  le  nostre  superficie  appartengono  appunto  a  questa  classe. 

6.  Proveremo  ora  direttamente  la  relazione  (14)  per  quella  5,  fra  le  superficie 
normali  a  C  che  si  ottiene  fissando  nella  (4)  la  costante  additiva  in  modo  che  per 
T  =  T    =  o  si  abbia  :  t  =  o. 

Cominciamo  dall  osservare  che,  tenendo  conto  delle  (io),  si  trova: 

(15)  2/=   f F(t)(i  +T>)dr-f-    rOF0^X^<)àro  =  iTlogA 

con 

A  __  [(1  —  t1)cos<ti  -f  2Tseng,][(i  —  tjcos^-f  a^ser^gj 
tO  —  r)  cos  ^  +  2  t  sen  *j  [(1  —  ì5  cos  <rt  +  2  ra  senffj  ' 
Ora  il  valore  (9)  di  ^  può  scriversi: 


0  anche: 


^^t'+iè). 


Da  quest'ultima,  tenendo  conto  della  (15),  si  trae: 

f  f(t)o  +  t»)«t  +  r>0(O(i  +  o/t. 

I  =  4*  P  cos  aa =-^s . 

Derivando  questa  rispetto  a  t,  e  usando  la  prima  delle  (5)*,  si  trova  la  seguente: 

fF(T)(i  +  t*)<f  r  +  r°F0(To)(i  +<)dr0 
ÎT(t-  00  +  ^J^FMF0(To)  =  sen^-  -$ , 

la  quale,  come  risulta  dalle  (y)  e  dalle  (a),  h  identica  alla  (14). 

Osserviamo  poi  che  se  indichiamo  con  x\  y\  ^  le  coordinate  di  un  punto  di  Sì 

si  avrà: 

*'  =  *,  +  **,    y'  =  tYf    K'  =  ^+tZ, 

nelle  quali  xt ,  ^  sono  date  dalle  (io)*;   X,  K,  Z  dalle   (2),  e  t  dalla  (15),  Vediamo 
dunque  che: 

Le  coordinate  di  un  punto  di  una  qualsiasi  delle  nostre  superficie  W  si  esprimono 
per  due.  parametri  r,  t.  ,  mediatile  le  sole  funzioni  ragionali,  logaritmiche  e  circolari. 
Proponiamoci  infine  di  vedere  di  quale  natura  è  la  superficie  5  ad  area  minima  gè» 


*)  Cfr.  Bianchi,  1.  e,  voi  li,  pp.  64-65. 


atrice  delle  speciali  congruenze  C  trovate.  Per  far  ciò  eseguiamo  nella  seconda  delle 
i)  le  quadrature,  tenendo  conto  delle  (io);  troveremo: 


y  =  —  log 


I  — 

"7T,  —  1               T  4-  T„ 

-  cos  <r — °sen  <r 

a 

I  —  1 

TT     I                             T  _i-    T 

i 

x  =  —  T(w  —  dii)sencr|  -|-  T(v  —  wa)sen<ra, 

y  =  Tlog  cosi*  —  Tlog  cosz>, 

^  =r  T(m  —  cùi)cos«ti  —  T(ü  —  o)a)cosffa; 
le  quali  ci  dicono  che  5  è  una  superficie  di  traslazione,  per  la  quale  si  possono  pren 
dere  per  curve  generatrici  le  due: 

— — 4-^  +  **•  h 

x  cosgì  -f  ^  sen  *  a  =  o,    ^  =  —  T log  cos    -y  —  +  w,    , 
L'equazione  di  S  è  la  seguente  *): 

/  £\  -ri  r  a- cos  a,  4- ^  sen  a.    »       1        — ,  r.vcos*  -|-  çsena      , 

(i6)   v  =  Tlog  cos      -     -     J-   '    2         f  j.^      _  Tlog  cos     --      '    '  vl  +(u   L 

L    Tsen(s3  —  s,)       '      'J  L    Tsen(*3 —  ?,)       '      *J 

7.  Calcolando  per  mezzo  delle  (j)  i  valori  di  p, ,  p4,  tenendo  presenti  le  (11)   e 

le  (13),  si  trova  che: 

P.  =  -  P»  =  A  T> 

ove  A  ha  il  valore  dato  dalla  (15)*.  Ciò  posto,  è  facile  vedere  che,  usando  le  (12),  le 
(ij),  e  b  precedente,  per  le  coordinate  xil\  yil)9  ^l)  di  un  punto  Pi  della  falda  focale 
£HÌ  della  congruenza  C,  si  hanno  le  seguenti  espressioni: 

!       =  T(v  —  tojcos  Ta  —  T(u  —  ójJ  cos  *7J  -|-  T[cos  at  cos  u  sen  #  —  cos  <racos  t>  sen  w], 
a  Tcos  u  cos  t>  sen  Qit  —  q2), 
-=  T(i>  —  to,)  sen  g2  —  T(w  —  cojsen  q^  T[sen  s  j  cos  usen  v  —  sen  cra  cost' sen«]. 
Le  coordinate  xfi*,  yxi) ,  ^  del  punto  P2  di  SU),  seconda  falda  focale  di  C,  saranno 
te  dalie  altre: 

l  x{*}  s  T(f  —  cua)  cos  <?a  —  T(n  —  6>â)  cos  a,  —  T[cos  at  cos  «  sen  v — cos  cracos  v  sen  u], 
(17)*  ^yal  =  —  Tcos  w  cos  v  sen  (ti  —  g2), 

ç(1)  =  T(v  —  cü,)  sen  ^  —  T(ii  —  (uj  sen  ai  —  T[sen<r v cos  u  sen  i>  —  sen *%  cost; sen  u\ 


•)  È  facile  vedere  che  5  è  la  più  generale  superficie  ad  area  minima  di  traslazione,  avente  le  due 
generatrici  piane.  Per  provare  ciò  basta  osservare  che   se  le  due  curve   generatrici   di  5  si  sup- 
pongono tracciate  nei  due  piani  di  equazioni: 

x  cos  o-j  -f-  1  Sen  d,  =  o,    x  cos<Ja  -f-  1  sen  ffa  sa  ot 
allora  l'equazione  di  S  deve  essere  della  forma: 

y  =  <1>  (x  cos  <rl  -|-  ^  sen  s,  )  -f-  **  (  v  c°5  g2  +  ^  sen  <*a  )• 
Tenendo  conto  dell'equazione  delle  superficie  minime  cui  deve  soddisfare  y  si  trova  che  quest' ul- 
coin  cid  ere  con  la  (16), 

ami.  Càt*~  Mmttm.  P*Urmot  |.  XXIU  (1907),  —  Sump*to  il  9  febbrajo   1907.  *J 
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Fino  ad  ora  non  abbiamo  fatto  alcuna  distinzione  fra  reale  ed   immaginario, 

tivamente  alle  nostre  superficie.    1  re   nel  reale   si  vede   subito  che:  o  do 

scegliere  le  costanti  T3  a,,  <r3,  w(,  wâ  reali,  con  uy  v  pure  reali;  oppure  dovremo  ; 
dere  T  immaginaria  pura  eguale  a  —  ip* ,  con  p  reale  <xf  e  nz  immaginarie  coniu 
cosi  pure  wl  e  t^,  con  w,  v  immaginarie  coniugate* 

Nel  primo  caso  la  relazione   fra  i  due   raggi  di   curvatura  è  la  (14);   S 
sono  applicabili  sul  paraboloide  rotondo  immaginario  di  equazione: 

xt+f  =  STiir. 

Nel  secondo  caso  la  relazione  fra  i  due  raggi  di  curvatura  si  riduce  all'altra: 

r,-'.-senl/.+ 

2p1    _serm    ip    ' 

S*"  ed  S*"  sono  una   applicabile  propriamente,  l'altra  impropriamente,   sul  parabole 
rotondo  reale  di  equazione  : 

x>+f  =  8p\. 

Supponiamo  di  trovarci  nel  primo  caso.  Le  linee  fi,  v  sono  allora  le  assintotiche 
reali  tanto  su  5U)  quanto  su  5<J>. 

Dalle  (17)  si  deduce  poi  subito  che,  considerata  la  porzione  di  S°*,  o  di  S**< 
rispondente  a  tutte  le  coppie  di  valori  di  w,  v  fra  o  e  2  -,  tutta  la  superficie  si  ottieni; 
dando  al  pezzo  considerato  degli   spostamenti   aventi  per  componenti  rispetto  agli  assi 
X)  yf  %  te  seguenti  : 

in 7T  Tcosffa  —  %m*  Tcoss, ,     o,     miz  jTsen<ra  —  2  wz  Tseu<st, 
con  ff]  m  numeri  interi,  positivi,  negativi,  o  nulli  qualsiansi. 

Consideriamo  la  linea  u  =s  ao  di  5<l>.  Dalle  (17)  si  trae: 
[licosa,  —  xu>sen<Ja  +  r(i*0 —  «*,)  sen  (a,  —  aj]1  -f  y»1  =  T1  cosa»0sen>(9l  - 

Ora  ruotiamo  gli  assi  nel  piano  x%  di  un  angolo  eguale  a  n2\  nelle  nuove  coor- 
dinate xj,0,  v^0,  {{?  *a  precedente  si  scriverà: 

tó1  +  ï*(»0  -  «,)  sen  («,  -  «,)]*  +  tf  =  T  cos'  »,  sen'  («,  -  .J, 

Da  quest'ultima  che  è   soddisfatta   anche  dai    punti  della  curva  w  ss  no   di  S111, 
deduce  che  le  due  linee  u  =  uo  di  5(lt  e  di  S (2>  giacciono  sullo  stesso  cilindro  drcok 
retto,  avente  per  asse  la  retta  m  ss  uq  dei  piano  x%  corrispondente  alle  curve  stesse, 
per  raggio  rcoswosen(^i  —  aa). 

—  li  TZ 

Se  è  uo  =  — ,  o  uo  ==  — ,  il  cilindro  si  riduce  al  proprio  asse;  in  questa  retta 

coincidono  le  due  assintotiche  corrispondenti  di  Su\  5(J!. 

Risultati  analog  Ili  si  troverebbero  per  le  assintotiche  dell'altro  sistema  di  Su,  Sil> . 

Possiamo  quindi  asserire  che: 

Due  assintotiche  corrispondenti  sulte  due  falde  dell'evoluta  di  una  delle  nostre  super- 
fide  1  sono  tracciate  sullo  stesso  cilindro  circolare  retto.  Al  variare  di  questa  coppia  di 
assintotiche,  si  ottengono  infiniti  cilindri  i  cui  assi  formano  un  sistema  doppio  di  retti  pa- 
rallele sul  piano,  superficie  media  di  1. 
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Trattazione  della  questione  generale. 

8.  Ci  proponiamo  ora  di  ricercare  più  in  generale  quelle  congruenze  che  hanno  per 
superficie  media  un  piano,  per  es.  il  piano  xy,  e  che  sono  W.  Terremo  perciò  pre- 
sente la  costruzione  geometrica,  ricordata  nel  §  i,  delle  congruenze  aventi  il  piano  detto 
per  superficie  media.  Supporremo  che  l'equazione  della  superficie  S  generatrice  di  una 
di  tali  congruenze  r,  sia  data  sotto  la  forma: 

Adotteremo  poi  per  le  derivate  di  %  le  notazioni  di  Monge. 
Le  coordinate  xo)  jioJ  ^  di  un  punto  P  della  superficie  media  di   r,  e  i  coseni 
direttori  X0,  F0,  Z0  del  raggio  di  essa  passante  per  P  stesso  saranno  dati  dalle  seguenti: 

(  *o  =  —  yì      y0  =  x9      ^  =  0 

(l8)      ]  x  =         -P  Y  =         ~q  Z  =  l 

(   °     VT+f  +  f'      °     Yi+p*  +  f9      °     fr  +  p'  +  f 

Eseguendo  mediante  queste  il  calcolo  dei  coefficienti  delle  due  forme  differenziali 
di  r,  si  trovano  poi  le  forinole: 

«-ff^^+rUr  ™-r=$^j>>  iE-u+nF+*G=o. 

L'equazione  di  secondo  grado  in  p  le  cui  radici  sono  le  ascisse  pl5  p2  dei  fuochi 
del  raggio  (x,  y),  si  riduce  perciò  a  questa: 

..  +  l±p1±jL  =  0, 

P  T       rt  —  s1  ' 

esclusa  l'ipotesi  che  5  sia  sviluppabile.  Avremo  dunque: 

1  9)  9'        V?=7t    '     Pa  VF=7i 

Indichiamo  ora  con  x,,  v, ,  £,;  xt,  v,,  ^  le  coordinate  di  due  punti  corrispon- 
denti sulle  due  falde  focali  S,,  S2  di  T;  tenendo  conto  delle  (18),  (19),  troveremo: 


(20) 


__  p q  _       1 

*,  =  -  y  +  ,, ,  p      »   >»  =  x  +  ^==t>   <*  = 


Ys2  —  rt      Jx  Ys2  —  rt      ^  Ys2  —  rt 

Posto: 

Vs2  —  rt 
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dalle  prime  (21)  dedurremo  le  seguenti: 


dx   dy        dx  dy        dy  dy  dx 


(21) 


àlLàxx_àx1àKL=_d^  da 

dx  dy         dx  dy  dx''         dy 

dx   dy        dx  a  y 


.45-n 


Le  quantità  analoghe  L, ,  Mt ,  Nt  relative  ad  5,  si  otterranno  evidentemente  dalle 
precedenti  nelle  quali  si  cangi  li  in  —  lì. 
Sussistono  poi  le  formole: 

=  -At-p- 


d'y,   _    _fldr__    dQ  _      da  d'u 

dxdy~  dy         dy         dx       "dxdy 


d'y,  d*         da         3ü  d'U 

d'i,       d'a 


-  B. 


dxdy' 
d'U 

qdxdy' 


(22)      / 


dx1 


=  -  aÂZ  -  2r5T  -  PzZi  =  —  A-Pz. 


d'u 


d'j,  „ds  du        d'u  D        d'u 

^-         -U  —    -2ÌTT-    -?„,  =  — fi  — ? 


d* 


dx 


dx 


'dx2 


dx1 


dX_d^a 

dx'~  dx''' 


d/   ~       "d>       2Sdy      Pdy'~~    '      Pdy" 


(»3) 


d'>,  di  da         &Q_         R  d'O     cT{,      d*fl 

l    d/   "~         d>~       d?"~?d/_         *      ?d/'    d/~d/' 

La  condizione  affinchè  la  congruenza  r  sia  W  è  espressa  dalle  due  eguaglianze: 
D  ~  E?  y     D'  ~  D'  ' 


nelle  quali  D,,  D',,  D"  rappresentano  i  coefficienti  della  seconda  forma   fondamentale 
di  St;  Da,  D'tì  D"  quelli  analoghi  per  5,.  Escludiamo  così  però  l'ipotesi  di: 

D'  =  Z)'  =  o, 

che  poi  esamineremo  a  pane. 

Ora,  usando  le  (21),  (22),  e  le  analoghe  per  S2 ,  si  trova  che  le  (23)  si  riducono 
a  queste: 

AL-^B M        ALx  +  BMt        AxL  +  BtM _  A1Lì-\-B2Ml 
A^  +  B^M-  AxLt-\-BvMv'     AtL  +  BtM~  A^  +  J3rAf/ 

Queste,  nell'ipotesi  che  non  si  abbia: 


(24) 

L        L, 

M  ~Af,' 

danno  luogo  alle  altre: 

^       B      JL      B 

(2ì) 

A~,  -  B,  »     X :  =  fi 
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Ê  da  escludersi  la  condizione  (24),  perchè  ne  seguirebbe,  a  causa  delle  (21): 

â     K     K 

Lt~  m-  n; 

le  normali  in  due  punti  corrispondenti  di  St ,  5a  sarebbero  parallele,  quindi   St , 
riderebbero. 
Nell'ipotesi  che  r,  5,  t  sieno  diverse  da  zero,  dalle  (25)  si  traggono  le  due: 

As—Br         At^Bs        Att  —  BaJ  _  Ats  —  B2r 
Ats—B%r^  Aj  —  B^'     Att  —  Bvs~  Ats—BXT> 

qua  fi,  tenendo  conto  dei  valori  di  A^  B,  Atì  B^  Aiy  B3  dati  dalle  (22),  ed  eseguendo 
>li,  si  riducono  all'unica: 


=  o. 


f 

s 

t 

dr 

dx 

ds 
dx 

dt 

dx 

dr 
dy 

ds 
dy 

dt 

dy 

quindi 


io.  Esaminiamo  il  caso  che  abbiamo  lasciato  da  parte  di: 

z);  =  d;  =  o. 

Si  avrebbe  allora,  esclusa  per  le  ragioni  dette  l'ipotesi  di: 

At  =  B,  =  0, 

Ats  —  £^  =  0,      Att —  5^  =  0. 
Queste  ultime  si  riducono  alle  seguenti: 

hü  <g 

"  dy 


ancora  : 


dx 


=  o, 


ade  integrando  si  trova: 


r  r  =  ct, 

e  costante  arbitraria. 

Affinchè  la  congruenza  sia  W  sarà  poi  necessario  che  si  abbia: 

D"  ~  D"  ' 

1  1 

Con  un  calcolo  analogo  a  quello  eseguito  per  le  (23)  si  trova  che  da  quest'ultima 
deduce  la  (26).  Poiché  la  (26)  è  soddisfatta  nell'ipotesi  che  lo  sia  la  (26)*,   così   è 
ro  che  ad  ogni  integrale  della  (26)*  corrisponde  una  soluzione  del  problema  per  la 
ile  si  ha: 

d;  =  z>;  =  o. 

Abbiamo  anche  escluso  fino  ad  ora  che  r,  j,  t  sieno  nulle.   Ora   se  è  r  =  o,   o 
=  o,  dalle  (20)  si  trae  in  ambedue  le  ipotesi  che  una  delle  due  falde  focali  di  r  si 
riduce  ad  una  curva.  Se  si  suppone  infine  che  sia  s  =  o,  dalle  (22)  segue  che  Af  B} 


À2l  B2  sono  nulle,  che  si  ha  quindi: 

DÌ^DÌ^  D'I  =  I);1  =  o. 

Si  ha  cioè  che  alle  rette  parallele  agli  assi  x,  y  corrispondono  su  Sx  ed  Sa  le  linee 
assintotiche. 

Possiamo  dunque  asserire  che:  Tutte  le  congruente  che  hanno  per  superficie  media 
il  piano  xy,  e  che  sono  W  sono  quelle  che  si  ottengono  prendendo  per  superficie  S  ge- 
neratrice un  integrale  dell'equazione  del  ter^o  ordine  {26). 

Risulta  poi  subito  inversamente  dalle  (18)  che,  data  una  di  tali  congruenze,  è  indi- 
viduata a  meno  di  una  traslazione  parallela  ali  asse  ^,  la  corrispondente  superfìcie  inte- 
grale della  (26),  ed  essa  si  ottiene  con  una  quadratura. 

il.  Si  ha  un  integrale  della  (26),  con  due  funzioni  arbitrarie,  prendendo  l'integrale 
generale  dell'equazione  di  secondo  ordine: 

(27)  sen  ffj  sen  ffa .  r  —  sen  (<ti  -J-  <ra) .  s  -\-  cos  t  cos  <ra ,  t  =  o, 

con  <Jt ,  ff1  costanti  qualunque,  che  è  : 

(28)  x.  —  *!  (*  cos  *,  +  y sen  O  H~  ***2  (x  cos  *,  +  y sen  O* 

supposto  Gt-^vl\  e  che  nei  caso  di  a,  =  a2  è  invece: 

(28)*  1  =  yft  (x  cos  <rt  +  y  sen  a,)  +  /,(*  cos  a(  +  y  sen  *t> 

con  4>t,  4>a,  /t,  /a  simboli  di  funzioni  arbitrarie. 

Se  si  prende  per  superfìcie  fondamentale  S  una  di  quelle  date  dalla  (28)*,  dalle 
(20)  si  deduce  subito  che  Sa  degenera  in  una  curva. 

Supponiamo  invece  che  5  sia  data  dalk  (28)  ed  esaminiamo  la  corrispondente  con- 
gruenza r. 

Introduciamo  i  parametri  a,  v  con  le  posizioni: 

x  cos  «t2  4"  y scn  ffa  „         * cos  ffi  H~  y sen  *t 

sen(fft  —  da)        " U'  sen(ffa  — <rf) 

Le  coordinate  di  un  punto  deEa  superficie  di  traslazione  S  saranno  date  allora  da 

queste  : 

i  x  =  u  sen  rjt  -\-  vseriG3i    y  =  —  u  cos  fff  —  v  cos  <ra , 

j  {  =  *  [«  sen  (a|  —  rjjj  +  <I>3  [v  sen  (ff,  «  a,)]. 

Poniamo  ora: 

d  4*t  __  sen  <ps        d  ti>a sen  <pa 

d  1*  "  ~  cos  <pt  '       </ v  '  "  cos  <pa 

con  ç1 ,  fa  funzioni  rispettivamente  della  sola  u  e  della  sola  v.  Si  trova  che   i   coseni 

direttori  della  normale  ad  5  sono  proporzionali  alle  tre  quantità: 

cos  gi  cos  <pi  sen  <pa  —  cos  <r  cos  <p2  sen  <px , 

sen  ff;  cos  ç§  sen  <pa  —  sen  ffa  cos  <pa  sen  ç, ,     cos  çl  cos  ?a  see  (ff,  —  ffa). 

Consideriamo  nel  piano  ^  =  o  le  due  rette  r  1 ,  r a  di  equazioni  : 


(2?) 


(30) 


x    —  U  COS  ff 


t  p 


s=  u  sen  a. 


as  t/  cos  ffa,    y  "  =  t;  sen  ffa, 
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eccepiamole  come  due  curve,  prendendo  per  coseni  direttori  delle  loro binormali  questi: 
V  =-  sen  *,  cos  yv ,      \l'  =  —  cos  nt  cos  ot ,      v1  =  sen  fM  ; 
a"  =  sen  i2  cos  yfl ,     \j"  s=  —  cos  *,  cos  ^ ,     v"  =  sen  çf . 

Si  vede  allora  che  le  tre  espressioni  (30)  non  sono  altro  che: 
jjl'V  —  jaV,     v"V  —  v'V,     V>'  —  X>", 
sta  sono  proporzionali  ai  coseni  direttori  della  rena  intersezione  dei  due  piani    oscu- 
x>ri  ad  rtl  r2  nei  punti  u,  v. 

Dalle  (18),  (29)  segue  poi  che: 

xo  =  w  cos  <t|  ~|-  i;  cos  <r2 ,     vo  =  m  sen  <?,  -|-  v  sen  ?a ,     ^  =  °- 

12*  Riassumendo  possiamo  dire  che  la  più  generale  congruenza  corrispondente  ad 
ìa  superficie  5  di  equazione  (28)  si  può  generare  cosi  *): 

Si  prendano  net  piano  xy  due  rette  arbitrarie  rìt   fa,  e  si  fissi  in  ogni  punto  di  esse 

triedro  principale  ne!  modo  più  generale.  Si  consideri  poi  il  piano  xy  stesso  come  una 

perfide  di  traslazione  avente  per  curve  generatrici  rt ,  rl3  e  per  ogni   suo  punto   P   si 

riduca  la  retta  intersezione  dei  due  piani  osculatori  alle  due  rette  generatrici  passanti  per 

sttsso. 

Le  congruenze  normali  trovate  nella  Parte  I*  appartengono  manifestamente  a  questa 
isse. 

Osserviamo  di  più  che  la  questione   risoluta  nella   Parte  T  si   ridurrebbe  a  quella 
Ha  integrazione  del  sistema  costituito  dalla  (26),  e  dall'altra: 

2j>yj-(i+j>3)*-(i+?>  =  ° 

Ile  superficie  ad  area  minima.  Si  troverebbe  naturalmente,  a  causa  della  (16),  che 
ntegrale  generale  del  sistema  detto  è: 

— .  r  x  cos  9  4-  y  sen  v.    .  «  t  f  a*  cos  cr  -4*  v  sen  tl  "1    , 

=  riogeos    -=r-    .  — ^  -4-oi,    —  r log  cos       «-    V  '+w      4-f 

n   Tf  Qtf  <rr>  *|9  «*tj  e  costanti  arbitrarie. 

Ehi  significato  geometrico  di  *sì  t  vì  si  deduce  che  per  una  delle  congruenze  con- 
lerate,  con  un  movimento,  possiamo  sempre  ridurci  al  caso  di  sa  =  —  9 ,  La  (27) 
ridurrà  allora  a  questa: 

r  =  cotgav*, 

re,  posto: 
c  =  cotg^i? 

incide  con  la  (26)*,  Possiamo  quindi  dire  che:  Le  congruente  corrispondenti  alle  super- 
it  S  date  dalla  (28)  sono  le  uniche  fra  quelle  da  noi  considerate,  per  le  quali  avviene 
tß  ad  un  certo  sistema  coniugato  di  5,  e  di  53,  corrisponde  un  sistema  doppio  ortogo- 
rfc  di  rette  sul  piano  xy  uedia.    Questo  sistema  k  quello  delle  Inssettrici  del 

ttema  doppio  di  rette  parallele,  corrispondenti  alle  assintotiche  di  5^  S2 . 

13.  Poiché  le  proiettivi  tu  trasformano  le  linee  assintotiche  di  una  superficie  X  nelle 


- 


■)  Da  questa  costruzione  si  vede  clic  le  congruenze  considerate  appartengono  ad  una  classe  nota 
.1  la  superfìcie  media  di  traslazione;  cfr.  Bianchi,  L  c,  voi.  II,  pag.  62. 
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lince  analoghe  per  la  trasformata  i  ,  così  è  chiaro  che,  applicando  ad  una  I 
nostre  congruenze  W  una  affinità  che  trasformi  il  piano  xy  in  sé  stesso,  on 
una  nuova  congruenza  l\  delia  stessa  specie,  Sieno  S  ed  5I  le  due  superficie  i 
della  (26)  corrispondenti  a  V  e  a  r J  ;  vogliamo  vedere  in  che  relazione  esse  su 
di  loro. 

La  più  generale  affinità  di  quelle  dette  è  definita  dalle  seguenti: 

(30  ]?,  —  *,*  +  Ky  +  ***  +  d*9 

fa«** 

con  a, ,  bt ,  ...  k  costanti  qualsiasi. 

Se  indichiamo  con  X>  Y,  Z  i  coseni  direttori  di  una  cena  orientazione. 
X, ,  Yt ,  Z,  quelli  dell'orientazione  corrispondente,  si  avrà  : 

X. 


00* 


Z.  ~  *    Z  ^  k    Z  T  A  ' 


Z 


I  z   •    *  z 

Supponiamo  date  le  equazioni  di  S,  St  sotto  la  forma: 

Applicando  le  (31)*   ai  coseni   direttori  dei   due  raggi   di  F,  r, ,   passanti 
punri  corrispondenti  P  =  ( —  v,  x),  P,  =  ( —  yx ,  xj  del  piano  xy,  si  troverà 

Applicando  poi  le  (3 1  )  a  P,  P  ,  si  ottengono  le  altre  : 
(33)  *,=»,*  —  *,>  +  <,    yt  =  4jr^  *,*  —  << 

Usando  le  (33),  le  (32)  si  possono  scrivere  cosi: 


(30 


t&  -  C». -<.».)& -«.. 


*§i  =  (a,»,-«,»,)fi-,,. 


Da  queste,  integrando  e  tenendo  presenti  le  (33),  si  deduce: 


04) 


*.  = 


a.  b,  —  a.b 


1  -'-*  + 


fc.e.  —  *.f. 


«.  C  —  a.  e. 


+  "   t^?  +  *. 


con  A  costante  arbitraria. 

Le  (33),  (34)  ci  dicono  che  S:  è  legata  ad  5  da  una  affinità.  Si  verifica  pc 
direttamente  che  se  5  è  un  integrate  della  (26)  altrettanto  accade  di  St  dedol 
mediante  le  (33),  (34)  nelle  quali  ax ,  btì  . ..  A  sono  costanti  arbitrarie. 


Bra,  dicembre  1906. 


Umberto   Sera 


§  i*  Énoncé  du  problème 


On  sait  que  la  théorie  des  fonctions  analytiques  d'une  seule  variable  est  intimement 
liée  à  celle  de  la  representation  conforme,  et  quelle  clarté  cette  considération  de  la  repré- 
sentation conforme  a  jetée  sur  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions.  Dans  ces 
conditions,  j'ai  été  tenté  de  rechercher  s'il  ir  y  aurait  pas  quelque  chose  d'analogue  en 
ce  qui  concerne  les  fonctions  de  deux  variables.  Je  n'ai  obtenu,  bien  entendu,  que  des 
résultats  partiels  et  fragmentaires,  niais  avant  de  les  exposer,  je  voudrais  rappeler  en 
quelques  mots  les  propositions  fondamentales  bien  connues  relatives  aux  fonctions  d'une 
variable* 

On  peut  se  proposer  deux  problèmes  distincts  : 

Soit  Z  =  X  -|-  ïY  une  fonction  analytique  de  \  =  x  -\-  iy.  Soit  dans  le  plan 
des  £  un  arc  de  courbe  l  et  sur  cet  arc  un  point  m  ;  soit  dans  le  plan  des  Z  un  autre 
arc  de  courbe  L  et  sur  cet  arc  un  point  Àl  Est-il  possible  de  déterminer  la  fonction 
analytique  Z,  de  telle  façon  qu'elle  soit  régulière  dans  le  voisinage  du  point  m;  que 
Z  soit  au  point  M  quand  ^  est  au  point  m  et  que  Z  décrive  la  courbe  L  quand  ^ 
it  la  courbe  /?  Cela  c'est  le  problème  local,  et  l'on  sait  qu'il  comporte  une  infinité 
de  solutions. 

Soit  maintenant  dans  le  plan  des  £  une  courbe  fermée  l  limitant  un  certain  do- 
te d;  soit  dans  le  plan  des  Z  une  courbe  fermée  L  limitant  un  domaine  D.  Est  il 
possible  de  déterminer  la  fonction  analytique  Z,  de  telle  façon  qu'elle  soit  régulière 
dans  le  domaine  d,  que  Z  parcoure  la  ligne  L  (ou  le  domaine  D)  quand  £  parcourt 
la  ligne  /  (ou  le  domaine  d)}  Cela  c'est  le  problème  étendu;  et  le  principe  de  Dirichlet 
nous  apprend  qu'il  comporte  une  solution  et  une  seule. 

On  peut  se  poser  deux  problèmes  analogues  en  ce  qui  concerne  les  fonctions  de 
deux  variables*  Soient  Z  =  X  -}-  i  Y  et  Zf  =  Ä"'  -J-  i  Y*  deux  fonctions  analytiques  des 
deux  vai;  ç  =  je  -j-  iy  et  ^  =  x '  -J-  iy\  Nous  pouvons  envisager   l'e- 

space i  4  dimensions  des  ^  et  celui  des  ZZ\ 
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Soit  alors  dans  l'espace  ^'  une  portion  de  surface  à  3  dimensions  s  et  sur  cette 
surface  un  point  m.  Soit  dans  l'espace  des  ZZ*  une  portion  de  surface  à  3  dimensions 
S  et  sur  cette  surface  un  point  M.  Est-il  possible  de  determiner  les  fonctions  Z  et  Z' 
de  telle  façon  qu'elles  soient  régulières  dans  le  voisinage  du  point  m,  que  le  point  ZZ' 
soit  en  M  quand  le  point  ^K.'  est  en  m  et  Ç*^J  décrive  S  quand  le  point  fg  décrite? 
C*est  le  problème  local 

Soit  maintenant  dans  l'espace  des  1^  une  surface  fermée  à  3  dimensions  s  limitant 
un  domaine  à  4  dimensions  d.  Soit  dans  l'espace  ZZ'  une  surface  fermée  \  3  dimen- 
sions S  limitant  un  domaine  D.  Est-il  possible  de  determiner  les  fonctions  Z  et  Z'  de 
telle  façon  qu'elles  soient  régulières  dans  le  domaine  dy  que  le  point  ZZ'  parcoure  S 
ou'fl  quand  le  point  ^  parcourt  s  ou  dì  C'est  le  problème  étendu. 

Dans  le  cas  où  ce  problème  étendu  est   susceptible   d'une  solution,  on  ne  saurait 
dire,  sans  un  abus  de  langage,  que  cette  solution  nous  fournit  la  representation  conforme 
de  d  sur  D,  Ce  mot  de  représentation  conforme  suppose  en  effet  la  conservation    des 
angles.  Nous  dirons  donc  simplement  que  nous  obtenons  ainsi  la  représentation  r 
Mire  de  d  sur  D. 

Une  première  remarque,  presque  évidente,  c'est  que  le  problème  local  ne  comporte 
pas  toujours  une  solution.  En  effet  les  fonctions  X}  K,  X\  Y'  doivent  satisfaire  aux 
équations  différentielles  : 

(  \  dX_d_Y      d_X_        dY 

W  dx  ~  dy  '      dy   ~       dx 

et  à  trois  autres  systèmes  analogues  que  l'on  déduit  de  (1)  en  accentuant,  soit  les  lettres 
X  et  K,  soit  les  lettres  x  et  y,  soit  les  quatre  lettres  à  la  fois*  Ces  quatre  systèmes 
réunis  forment  un  système  (ibls).  Soient  alors: 

les  équations  des  surfaces  s  et  S,  Supposons  alors  que  le  point  q£  reste  sur  la  surface 
s  et  exprimons  tout  en  fonction  de  y,  a',  y'. 

Désignons  par  des  d  ronds  les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  ces  trois 
variables,  x  étant  liée  A  ces  trois  variables  par  l'équation  de  la  surface  x  =  s.  Conti- 
nuons à  désigner  par  des  d  ordinaires  les  dérivées  par  rapport  aux  4  variables  suppo- 
sées indépendantes.  Nous  aurons  alors: 


PÖ 


àX__dX       dXdy 
dy     "  Jy    '   dx  dy 


plus  onze  autres  équations  que  Ton  déduira  de  (2)  en  changeant  y  en  x*   ou   en  y'; 
ou  bien  X,  en  Y,  X'  ou  Y\  L'ensemble  de  ces  1 2  équations  formera  le  système  (2bi*). 

Si  alors  entre  les  8  équations  (tbu)  et  les  12  équations  (2bii)  on   élimine   les   16 

A  X     dY 
dérivées  partielles  y- ,  -,  -  ,  etc.,  il  restera    j  équations  linéaires  entre  les  12   dérivées 

d  X 

partielles  -^— ,  etc.;  c'est  ce  que  nous  appellerons  le  système  (3). 


LES  PONCTIONS  ANALYTIQUES  DE   DEI 


d'Y  dy  +  dX'  d'y  ~^dY'  dy 


D'autre  part,  si  le  point  ZZ'  reste  sur  la  surface  S  dont  l'équation   est   X  =  «I>, 
on  aura: 
/  ^  àX 

avec  deux  autres  équations  déduites  de  (4)  en  changeant  y  en  x'  ou  y'  et  qui  avec 
(4)  formeront  le  système  (41*)«  On  remplacera  dans  le  système  (3)  les  trois  dérivées 

ajf     ax     ax 

dy9     <5jc"     dy' 

par  leurs  valeurs  données  par  le  système  (4b")  et  il  restera  4  équations  entre  les  trois 
fonctions  inconnues  K,  A*',  Y'  et  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables  in- 
dépendantes v,  a\  y.  On  aurait  donc  à  trouver  trois  fonctions  inconnues  satisfaisant 
à  quatre  équations  différentielles,  ce  qui  en  général  est  impossible. 


§  2.  Principes  de  la  classification  des  surfaces. 


A  ce  point  de  vue  les  surfaces  s  peuvent  se  répartir  en  plusieurs  classes, 

II  peut  arriver  qu'aucune  transformation  ne  transforme  s  en  elle-même.  Je  m'explique; 
les  transformations  que  je  vais  envisager  sont  celles  qui  changent  le  point  x,  yf  x\  y' 
dans  le  point  X,  Y,  X\  V  de  telle  façon  que  X  -f-  i  Y  et  X'  +  i  Y*  soient  fonctions 
analytiques  de  x  -(-  iy  et  x'  -f~  */• 

Ce  sont  les  transformations  que  j'ai  envisagées  dans  le  §  précédent,  ce  sont  les 
seules  que,  sauf  avis  contraire,  j'envisagerai  désormais. 

Qu'arrive-t-il  alors  si  aucune  transformation  de  cette  forme  ne  transforme  s  en 
elle-même?  11  en  résulte  évidemment  que  si  le  problème  local  comporte  une  solution, 
il  n'en  comporte  certainement  qu'une.  Car  si  deux  transformations  T  et  Tt  changeaient 
i  en  S,  la  transformation  inverse  T~l  changerait  S  en  s,  de  sorte  que  la  combinaison 
TT~l  changerait  la  surface  s  en  elle-même. 

.s  verrons  plus  loin  comment  on  peut  dans  ce  cas  reconnaître  si  le  problème 
local  comporte  une  solution  par  des  calculs  qui  peuvent  être  longs  mais  qui  restent 
élémentaires. 

Si  au  contraire  il  existe  des  transformations  qui  changent  s  en  elle-même,  le  pro- 
blème local  ne  saurait  comporter  une  solution  sans  en  comporter  plusieurs.  Nous  som- 
mes ainsi  conduits  à  étudier  les  transformations  des  surfaces  s  en  elles-mêmes  et  à  fon- 
der sur  ces  transformation:,  et  les  groupes  quelles  forment  une  classification  de  ces 
surfaces. 

Nous  nous  attacherons  surtout  aux  groupes  continus  formés  de  semblables  trans- 
formations. Soit  s  une  surface  quelconque;  soit  G  le  groupe  de  5,  c'est-à-dire  le  groupe 
des  transformations  qui  n'altèrent  pas  s;  soit  s'  une  autre  surface,  soit  G*  le  groupe 
de  s\ 

Soient 
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les  diverses  substitutions  de  G.  Si  le  groupe  G'  est  le  transformé  de  G  par  uael 
formation  U  quelconque,  c'est-à-dire  si  les  diverses  transformations  de  G'  sont 

U-'TtU,     U-'T^U,  ... 

nous  dirons  que  G  et  G\  ou  bien  encore  que  s  et  s'  appartiennent  à  la  même  < 

Pour  que  le  problème  local  soit  possible,  il  est  évidemment  nécessaire  que  s  et  j 
appartiennent  à  la  même  classe  et  par  conséquent  que  leurs  groupes  soient  isomo 


§  3,  Classification  des  groupes. 


Je  ne  ferai  pour  le  moment  intervenir  dans  li  classification  des  surfaces  s  qoc 
transformations  infinitésimales  de  ces  surfaces  en  elles-mêmes;  de  sorte  que  nous  a1 
a  rechercher  les  groupes  continus  G  qui  n'altèrent  pas  ces  surfaces,  et  parmi  ces  grou] 
continus  nous  sommes  d'abord  amenés  à  distinguer  les   groupes   continus  finis  et 
groupes  continus  infinis. 

Envisageons  d'abord  les  groupes  continus  finis.  Leurs  substitutions  doivent,  comme 
nous  l'avons  dit,  être  de  la  forme  suivante: 

fc  t\  ti  «iï/fc  CX-ffo  €%f&*  &/&»*  Ol 

où  ^  et  £  sont  les  variables  complexes  x  +  *_v  et  x*  -J-  iy\  où  ^  et  ^  sont  loin 
imaginaires  conjuguées  x  —  iy  et  xf  —  iy\  où  /(^  ^*),  ffe  1')  sont  des  fonctions 
analytiques  de  ç  et  de  ^',  et  où/0(^,  Q,  .£Cvo>  O  som  imaginaires  conjuguées  4 
/(\j  O»  /  (îj  O-  Si  nous  considérons  le  groupe  formé  par  les  substitutions 

en  nous  abstenant  momentanément  de  considérer  ^  et  ^,  ce  groupe  est  un  groupe 
continu  fini  à  2  variables. 

Or  on  sait  former  tous  les  groupes  continus  finis  à  2  variables;  les  méthodes  de 
Lie  permettent  de  le  faire*  Je  me  bornerai  à  renvoyer  à  Lie  lui-même  *)  ou  bien  à 
Campbell  **), 

On  verra  que  ces  groupes  se  ramènent  à  27  types  dont  les  principaux  sont  le 
groupe  linéaire  général  i  deux  variables  et  ses  sous-groupes,  le  groupe  des  substitutions 
linéaires  a  une  variable  portant  séparément  sur  ^  et  sur  %\  le  groupe 

(q,  xq,  . . .  ,  xrq,  yq,  />,  xp,  afp  +  rxyq) 
et  leurs  sous-groupes. 

Toutefois  ces  groupes  ne  sont  pas  ainsi  mis  encore  sous  la  forme  qui  nous  con- 
vient. En  effet  dans  la  théorie  générale  des  groupes,  on  considère  un    groupe   d'ordre 


*)  SophUS  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  III.  Abschnitt,  Abtheilung  l  et  2  (Leipzig, 
Teubner,  i%j). 

**)  Campbell,  Introductory  Treatise  on  Lie's  Theorie  of  Finite  Continuous  Transformation  Groups 
(Oxford,  Clarendon  Press,  1903)» 
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r  comme  dérivé  de  r  substitutions  infinitésimales 

et  alors  toutes  les  transformations  infinitésimales  du  groupe  sont  de  la  forme 

*,T,  +  a*T*+ f-«rTr> 

où  les  coefficients  at ,  a2 ,  ...  <xf  sont  réels  ou  imaginaires. 

Au  contraire,  dans  des  recherches  comme  celle-ci,  il  convient  de  définir  un  groupe 
dérivé  de  r  substitutions  infinitésimales 

celui  dont  toutes  les  transformations  infinitésimales  sont  de  la  forme 

/«  coefficients  a  *'tanf  fot«  r&fc. 

Soit,  pour  prendre  un  exemple  simple,  le  groupe  dont  toutes  les  transformations 
infinitésimales  sont 

(■ +  »■»;}£ +  («'  +  *P9$, 

o,  ß,  a',  ß'  étant  4  constantes  réelles. 

Au  point  de  vue  ordinaire,  ce  groupe  est  d'ordre  2  et  dérive   des  2  substitutions 
fondamentales 

éL    M. 
df  df 

Au  point  de  vue  nouveau,  il  est  d'ordre  4  et  dérive   des   4   substitutions  fonda- 
mentales 

d£         df       d£         df 

di'       dï     df      df 
Pour  bien  faire  comprendre  ce  qu'il  y  a  à  faire,  j'opérerai  sur  le  groupe  linéaire 
général.  Ce  groupe  dérive  des  8  substitutions  fondamentales  suivantes  [  j'écris  partout 

p  et  p'  au  Heu  de  ^,  ££}: 

A=p,    A'=p';    B  =  ip,    B'  =  ïp';     C  =  ïpt     C  =  tf 
d  =  i(.iP  +  <n    D'  =  x!  (M  +  zïp'), 
avec  les  équations  de  structure: 

(4,  B)  =  4,    (A',  B')  =  A',    {A,  C)  =  A',    ÇA',  C)  =  A 
(A,D)  =  2B  +  B',    {A',  D')  =  2B'  +  B,    (A,  D')  =  C,    (A',  D)  =  C 

(5,  C)  =  —C,    (B,  C)  =  C,  etc. 
Au  point  de  vue  nouveau,  nous  devons  regarder  le  groupe   comme   d'ordre    16 
et  comme  dérivé  des  16  substitutions 

A,    A',      5,    B'y      C,     C,      A    D' 
iAy  iA\    iB,  iB',    iC,  iC,    iD,  iD'. 
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Quant  aux  nouvelles  équations  de  structure,  elles  se  déduiront  aisément  des  an- 
ciennes; ainsi  l'équation 

nous  donnera  : 

{A,  B)  =  A,    (iA,  ff)  =  ÎA}    (A,  ÌB)  =  i  A,    (iA,  iB)  =  —  A. 

Le  groupe  linéaire  étant  ainsi  envisagé  comme  d'ordre  16  et  ses  équations  de  struc- 
ture étant  formées,  on  aura  A  rechercher  tous  ses  sous-groupes  ;  on  sait  qu'il  y  a  des 
méthodes  générales  pour  les  former. 

Je  citerai  seulement  quelques  exemples;  nous  pouvons  prendre  le  groupe  dérivé 
des  huit  substitutions 

(i)  |*4    (PA\    S,    B\    e^-^C,    e^'^C,    c-*D,    e~^  D\ 

où  6  et  Ô'  sont  des  angles  réels  quelconques,  ou  bien  encore  : 

(2)   %'C—*C\    <a'C+xC),    iB,    iB',    A+*D>    i{A—*D\    A'+a'D',    <J'— *'D'), 

où  öl  et  %'  sont  des  constantes  quelconques,  réelles  ou  complexes. 

Quand  on  suppose  en  particulier  0  =  Û',  le  groupe  (1)  se  réduit  au  groupe   réel 

G)  A    A\    B,    B',     C,    C,    D,    D-; 

quand  on  suppose  at  =  a'  =  —  1,  le  groupe  (2)  se  réduit  au  groupe 

(4)     C~C,    i(C+C),    iB,    iB',    A  —  D,    i(A  +  D),    Ä  —  D',    i(A '  +  D') 

qui  est  celui  des  transformerions  qui  n'altèrent  pas  l*h ypersphère  : 

VU  +  K'C^  *< 

On  peut  se  demander  si  ces  groupes  peuvent  toujours  se  ramener  aux  groupes 
réeh  étudiés  par  Lie  (1.  c,  HI.  Abschnitt,  pages  360  et  suiv.).  Nous  remarquerons  d'a- 
bord que  tous  les  groupes  (1)  sont  isomorphes  et  se  ramènent  au  groupe  réel  (3)  par 
un  changement  de  variables,  en  posant  : 

i— ;(,**!   *'  =  *>*'• 

De  même,  tous  les  groupes  (2)  sont  isomorphes  et  se  ramènent  au  groupe  (4) 
par  un  changement  de  variables,  en  posant  : 

K=  —  *Zn     £—  —  «%« 

Mais  il  n'y  a  pas  moyen  de  ramener  par  un  changement  de  variables  analogues 
le  groupe  (4)  au  groupe  (3).  Le  problème  que  nous  nous  proposons  ici  est  donc  plus 
général  que  celui  qui  a  été  résolu  par  Lie  dans  le  chapitre  cité.  Mais  il  présente  avec 
lui  une  grande  parenté  et  il  peut  être  résolu  par  des  procédés  analogues  sur  lesquels 
nous  n'insisterons  pas  ici. 

Supposons  donc  que  Ton  ait  formé  par  ces  moyens  ua  groupe  g  d'ordre  r,  dont 
toutes  les  transformations  sont  de  la  forme: 

'  k.  t!i  /U,  il,  i'{h  ï)l 

f  et  f  étant  analytiques,  et   dont   d'autre   part    chaque    transformation    finie   est   une 
puissance  réelle  d'une  transformation   infinitésimale,  tandis  que   chaque   transformation 
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infinitésimale  est  une  combinaison  linéaire  X  coefficients  réels  de  r  transformations  fon* 
d  omental  es. 

Les  considérations  qui  precedent  permettent  de  former  tous  les  groupes  g  qui  sa- 
tisfont i  ces  conditions;  quand  on  connaîtra  Tun  de  ces  groupes  g  on  formera  im- 
médiatement le  groupe  G  correspondant  qui  a  pour  transformations: 

Mais  il  n'est  pas  encore  certain  qu'à  ce  groupe  G  corresponde  une  classe  de 
surfaces  s  et  c'est  ce  qu'il  nous  reste  à  examiner. 

Si  le  groupe  G  est  d'ordre  î,  il  existe  un  système  de  lignes  à  une  dimension  qui 
sont  inaltérées  par  le  groupe,  et  qui  sont  définies  par  des  équations  différentielles. 
Toute  surface  â  3  dimensions  engendrée  par  ces  lignes  est  inaltérée  par  le  groupe;  de 
sorte  qu'à  ce  groupe  G  correspondront  une  infinité  de  surfaces  s  dépendant  d'une 
fonction  arbitraire  de  deux  variables. 

Si  le  groupe  G  est  d'ordre  2,  il  existe  un  système  de  surfaces  A  2  dimensions 
qui  sont  inaltérées  par  le  groupe  et  qui  sont  définies  par  des  équations  différentielles. 
Toute  surface  h.  3  dimensions  engendrée  par  ces  surfaces  à  2  dimensions  est  inaltérée 
par  le  groupe;  de  sorte  qu'à  ce  groupe  G  correspondront  une  infinité  de  surfaces  s 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable. 

Si  le  groupe  G  est  d'ordre  3,  il  existe  un  système  de  surfaces  à  3  dimensions 
qui  sont  inaltérées  par  le  groupe  et  qui  sont  définies  par  des  équations  différentielles. 
A  ce  groupe  G  correspondent  donc  une  infinité  de  surfaces  s  dépendant  d'une  constante 
arbitraire. 

Jonc  le  groupe  est  d  ordre  3  au  plus,  il    y    a  toujours   une   classe  correspon- 
dante de  surfaces  i.  Qu'arrive-t-il  maintenant  si  le  groupe  est  d'ordre  plus  élevé?  Soient 

^iï  A^  , . ,  ,  Ar 
les  transformations  infinitésimales  du  groupe;  on  aura: 


dl  T"*df  '  "*</<.  T"*^' 

où  Xk  et  X[  sont  des  fonctions  de  ç  et  i\  tandis  que  Xck  et  X'oi   sont   les  fonctions 

imaginaires  conjuguées  de  ^  et 

Si  /  est  le  Ier  membre  de  l'équation  de  !a  surface  5,  la  fonction  /doit  satisfaire  à 

l'équation  aux  dérivées  partielles 

Ak  =  o} 

sinon  identiquement,  du  moins  pour  /  =  o. 
Formons  donc  un  déterminant  de  4  lignes 

l-^i  X'k  Xok  X'ok\, 
prenant  4  des  r  valeurs  I,  2,  . . .  ,  r.  Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter: 

i°  Ou  bien  tous  les  déterminants  ainsi  formés  s'annulent  identiquement;  alors  le 
jpe  G  n'est  pas  transitif,  il  existe  une  infinité  de  surfaces  s,  définies  par  des  èqua- 
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tions  différentielles  et  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  qui  ne  sont  pas  altérées 
par  le  groupe. 

C'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  le  groupe  dérivé  de 

iB  =  ip  —  iJ0, 

J'ai  écrit  £,  />o,  etc.,  au    lieu  de  j-3   4- ^  etc.  Le  groupe  étant  d'ordre  4,  on  n'a  qu'un 
seul  déterminant, 

t  o     — ^         o 

o  i'  o      —  *J 

tf   —  *      i    —  ^ 

qui  est  identiquement  nul,  et  on  voit  en  effet  que  les  surfaces 

où  K  est  une  constante  arbitraire,  ne  sont  pas  altérées  par  le  groupe, 

2°  Ou  bien  tous  les  déterminants  ne  s'annulent  pas  identiquement;  mais  ils  s'an- 
nulent tous  à  la  fois  quand  on  a  : 

(5)  F  (h  l\  Kof  Ö  — * 

L'équation  (5)  définît  alors  une  surface  à  3  dimensions.  Cela  nécessite  quelques 
explications.  Le  itr  membre  de  l'équation  (5)  est  complexe,  de  sorte  qu'il  semblerait 
que  cette  équation  équivaut  à  deux  équations  ràlks  entre  x,  y>  x\  y*  qui  définiraient 
une  surface  à  deux  dimensions.  Les  équations  de  cette  surface  à  deux  dimensions  de- 
vraient alors  s'écrire  : 

{    F(h  t$  Ci  O  —  °j 

Fo  étant  ce  que  devient  F  quand  on  chage  i  en  —  *  dans  ses  coefficients. 

Mais  on  doit  observer  que  Xak  et  X'ùk  sont  imaginaires  conjugués  de  Xk  et  X'k. 
Donc  quand  on  changera  *,  ^  i\  ^,  ^  en  —  1,  ^,  ^,  £  £,  il  arrivera  que  Xk  et  Xoè 
s'échangeront  de  même  que  X\  et  X'oh  et  les  déterminants  ne  changeront  pas.  On  aura 
donc  : 

H*  G  **»  O  =  ^0fo>  &  *>  o. 

de  sorte  que  les  deux  équations  (jb,i)  ne  sont  pas  distinctes  et   définissent  par   consé- 
quent une  surface  à  3  dimensions. 

S'il  existe  une  surface  s  inaltérée  par  le  groupe,  ce  ne  pourra  être  que  la  surface 
(5);  je  dis  maintenant  que  cette  surface  (5)  n'est  effectivement  pas  altérée  par  le  groupe. 
Soit  en  effet  T  une  transformation  quelconque  du  groupe;  alors  les  substitutions  infini- 
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tèsimales 

T~lAhT 

seront  les  transformées  par  T  des  substitutions  fondamentales  Ak  du  groupe. 

Si  on  forme  un  déterminant  A  avec  4  substitutions  Ah  comme  on  vient  de  l'expli- 
quer, puis  qu'on  forme  de  la  même  manière  un  déterminant  A'  avec  les  4  substitutions 
T~l  Ak  T,  ce  déterminant  A'  sera  le  transformé  de  A  par  la  transformation  T. 

F  est  par  définition  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  A  ;  de  même 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  A'  sera  le  transformé  de  F  par  T. 

Mais  comme  T  fait  partie  du  groupe,  les  substitutions  T~l  Ak  T  sont  des  combi- 
naisons linéaires  à  coefficients  constants  des  Ah;  les  déterminants  A'  seront  donc  aussi 
des  combinaisons  linéaires  des  A;  le  plus  grand  commun  diviseur  des  A'  sera  donc 
égal  à  celui  des  A  à  un  facteur  constant  près.  Donc  F  se  reproduit  à  un  facteur  constant 
près  quand  on  lui  applique  la  transformation  T.  Donc  la  surface  (5)  n'est  pas  altérée 
par  cette  transformation.  c.  q..  f.  d. 

C'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  le  groupe  (4)  où  les  fonctions  qui  jouent 
le  rôle  de  Xki  etc.  sont: 


iB 

l 

0 

~lo 

0 

iB' 

0 

< 

0 

-C 

C-C 

l' 

—  i 

C 

—  Ko 

KC+C) 

l' 

i 

-<o 

—  lo 

A  —  D 

i-ï 

-«' 

*-t 

-*o*ó 

i(A  +  D) 

1+*' 

«' 

-I-£ 

\o\o 

A'  —  D' 

-«' 

i-*'J 

—  t*£ 

x-tf 

i{A'  +  D') 

«' 

*  +  C 

—  lot, 

—  I  —  l 

En  formant  les  déterminants  A  on  voit  qu'ils  ont  pour   plus  grand  commun   di- 


viseur 


Le  groupe  n'altère  donc  pas  l'hypersphère 

3°  Ou  bien  les  déterminants  A  sont  premiers  entre  eux.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas 
de  surface  s  inaltérée  par  le  groupe  G. 

C'est  ce  qui  arrive  pour  le  groupe  (3);  nous  voyons  en  effet  que  deux  de  nos 
déterminants  A  (obtenus  respectivement  avec  les  substitutions  A,  A\  fi,  C  ou  A,  A\ 
B\  C)  s'écrivent: 


o 
1 
o 


1 
o 

Ko 
o 


=  il  -  os 


I 
o 

o 


=  QC  -  Cï 
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et  n'ont  aucun  commun  diviseur;  les  déterminants  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  que 
si  l'on  a: 

1  =  1%         ï  =  ïGy 
ce  qui  définit  une  surface  a  2  et  non  pas  a  }  dimensions. 

Je  terminerai  en  citant  un  exemple  d'une  classe  de  surfaces  s  où  le  groupe  G  est 
continu  d'ordre  infini.  Soit  en  effet  la  surface 

{  =  îo- 
Cette  surface  est  évidemment  inaltérée  par  le  groupe 

Ott  x'*  *o>  &  ? (öi  /Oc*  t0>  ?(0.  fJs+%  Ol 

où  f  est  une  fonction  réelle  arbitraire,  /  et  fo  deux  fonctions  complexes  arbitraires,  ima- 
ginaires conjuguées  Tune  de  l'autre. 

§  4.  Définition  des  invariants- 

Proposons-nous  le  problème  suivant,  analogue  au  problème  local.  Soit  s  une  sur- 
face quelconque  et  m  un  point  sur  cette  surface;  soit  S  une  autre  surface  et  M  un 
point  sur  cette  surface.  Peut-on  trouver  une  transformation  qui  change  s  en  S',  S*  avant 
avec  S  au  point  M  un  contact  du  tf  ordre? 

Noos  pourrons,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  m  et  M  sont  à  l'ori- 
gine des  coordonnées.  Nous  mettrons  alors  l'équation  de  la  surface  S  sous  la  forme: 

(1)  F(X,  Y,  X',  F)  =  0 

et  nous  supposerons  F  développé  suivant  les  puissances  de  X,  F,  X\  Y';  nous  avons 
besoin,  pour  notre  objet,  de  connaître  ce  développement  jusqu'aux  termes  du  nc  ordre 
inclusivement,  ce  qui  suppose  : 

N  =  (»  +  00  +  0(«  +  3)(«  +i)  _  , 
24 

coefficients  arbitraires,  que  nous  appellerons  les  coefficients  A  ;  mais  nous  pouvons  aussi, 
sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  F  est  de  la  forme 

F  =  X—  *(F,  X\  Y') 
et  il  ne  reste  plus  alors  que 

(K  +  l)(»  +  2)(tt  +  3)  ■ 

jv   _  6  I 

coefficients  arbitraires  réels  que  nous  appellerons  les  coefficients  A\ 
L'équation  de  la  surface  s  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  x  =  ?,  (a,  v,  u'),    y  —  ça (*,  »,  "')>     **  =  9,  («S  *>>  *>)>    /  =  Ç4  (»1  «S  «0, 

?i  ?  ?a  ?  ?j  ?  î4  ^tam  4  fonctions  réelles  développables  suivant  les  puissances  de  3  para- 
mètres «,  i/,  c&  ;  nous  avons  besoin  de  ce  développement  jusqu'aux  termes  du  ne  ordre 
inclusivement,  ce  qui  suppose  4JV'  coefficients  arbitraires  réels  que  nous  appellerons  les 
coefficients  B. 
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Ici  encore  ce  nombre  peut  être  réduit;  car  nous  pouvons,  sans  restreindre  la  gé- 

supposer 

y  =  w,    x*  =  v,    y*  —  zv 

ii  ne  reste  plus  alors  que  N'  coefficients  arbitraires  réels  que   j'appellerai  les   coeffi« 
b\ 
Enfin,  les  équations  de  la  transformation  peuvent  s'écrire  : 

et  ^,  étant  deux  fonctions  analytiques  complexes  développables  suivant  les  puissances 
S  (et  de  ç* :  nous  avons  besoin  des  termes  jusqu'au  nc  ordre,  ce  qui  fait 

lents  arbitraires  complexes,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

N"  =  2n*  +  6» 

ients  arbitraires  réels  que  nous  appellerons  les  coefficients  C. 
Cela  posé,  nous  pouvons  dans  les  équations  (3)  séparer  les  parties  réelles  et  ima- 
es,  ce  qui  nous  donne: 

4)  «=?„   r=9„  X'  =  t„   r  =  ?4, 

9  étant  des  fonctions  développées  suivant  les  puissances  de  x,  v,  *',  7'. 
Si  dans  les  équations  (4)  on  remplace  a,  y}  x\  y*  par  leurs  valeurs  (2),  on  aura 
',  Y,  X\  I"  en  fonctions  de  w,  v,  tt',  sous  la  forme  : 

=  \  («,  y,  »l     Y  =  ö,(«,  »,  «0»     X»  =  »,(«,  v,  or),     P  =  e4(tt)  „,  «>) 

ce  seront  les  équations  de  la  surface  5'. 
Pour  exprimer  que  5  et  5'  ont  un  contact  du  tf  ordre,  substituons  dans  F,  à 
*a  place  de  X,  K,  X\  Y*  leurs  valeurs  (5);  nous  aurons  F  développé  suivant  les  puis- 
sances de  h,  v,  u/;  c'est  ce  que  nous  appellerons  le  développement  (6).  La  condition  à 
exprimer  c'est  que  tous  les  termes  de  ce  développement,  jusqu'au  nc  ordre  inclusive- 
ment, sont  nuls.  Comme  les  tenues  de  degré  zéro  sont  nuls  d'eux  mômes,  cela  fait 
^efficients  qui  doivent  s'annuler.  Et  ces  coefficients  sont  égaux  à  des  polynômes 
entiers  par  rapport  aux  Ay  aux  B  et  aux  C  et  d'ailleurs  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  A. 

:s  avons  donc  iV'  équations  à  satisfaire.  Si  nous  considérons  les  A  et  les  B 
(c'est-à-dire  les  deux  surfaces  s  et  S)  comme  donnés  et  les  C  (c'est-à-dire  la  transfor- 
mation) comme  inconnus,  nous  avons  ÌV"  inconnues.  Pour  n  <9,  nous  avons: 

ÏAT  >  N\ 
c'est-i-dire  plus  d'inconnues  que  d'équations.  Pour  n  ^  9  nous  avons 
AT  <  N'f 
e'est-i-dtre  plus  d'équations  que  d'inconnues. 

Le  problème  serait  donc  toujours  possible  pour  n  <  9  et  généralement  impossible 


me 


pour  «^9;  mais  il  convient  d'examiner  la  chose  de  plus  près.  Supposons  que  l'on 
élimine  les  C  entre  les  N'  relations,  combien  restera- t-il  de  relations  distinctes  entre 
les  A  et  les  5?  Pour  nous  en  rendre  compte  nous  allons  procéder  par  differentiation, 
Supposons  que  Ton  ait  écrit  les  equations  (i)  et  (2)  sous  la  forme  particulière  où 
les  A  et  les  B  se  réduisent  aux  A*  et  aux  B'\  ce  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  ne  re- 
streint pas  la  généralité.  Nos  relations  seront  satisfaites  quand  les  deux  surfaces  s  et 
5  seront  identiques  et  que  la  transformation  se  réduira  à  la  transformation  identique; 
c'est-à-dire  quand  chaque  A*  sera  égal  au  B'  correspondant,  quand  chaque  C  se  ré- 
duira à  la  valeur  C0  (Co  étant  égal  suivant  les  cas  a  o  ou  à  1)  qui  correspond  à  la 
substitution  identique.  Donnons  ensuite  aux  A'  et  aux  C  des  accroissements  infiniment 
petits,  de  telle  sorte  que  Ton  ait  : 

^  =  j3*  +  84,        C=C0  +  J5C. 

En  différentiant  nos  iV  équations  nous  obtiendrons  N'  relations  linéaires  entre  les 
N*  différentielles  8<d'  et  les  AT"  différentielles  C.  Ces  relations  sont  toutes  distinctes, 
et  en  effet  chacune  d'elles  ne  contiendra  que  l'une  des  différentielles  $A\  et  cela  avec 
le  coefficient  1.  Par  exemple,  celle  d'entre  elles  que  l'on  obtiendra  en  égalant  à  o  le  coef- 
ficient de  u2vw  du  développement  (6)  ne  contiendra  que  le  ÙA*  du  coefficient  de 
Y'X'Y'  dans  le  développement  (1). 

Éliminons  maintenant  l'un  des  ÌC}  que  nous  appellerons  $Ct,  Cette  différentielle 
figurera  dans  Tune  au  moins  de  nos  relations,  sans  quoi  on  pourrait  satisfaire  à  nos 
relations  en  annulant  tous  les  bAf  et  sans  annuler  tous  les  SC;  supposons  donc  que 
8C,  figure  dans  la  relation  qui  contient  §A\\  alors  en  retranchant  cette  relation  de 
chacune  des  autres  après  l'avoir  multipliée  par  un  coefficient  convenable,  on  éliminera 
8  C(  et  il  restera  Nf  —  1  équations  linéaires;  elles  seront  toutes  distinctes,  car  chacun 
des  îiAf  autres  que  8^'(  figurera  dans  une  de  ces  équations  et  dans  une  seule. 

En  y  faisant  8^  =  o,  nous  aurons  des  équations  de  infime  forme  sur  lesquelles 
nous  pourrons  opérer  comme  sur  les  précédentes,  en  éliminant  8  Cà  et  réduisant  d'une 
unité  le  nombre  des  relations,  à  moins  que  1  on  ne  puisse  y  satisfaire  en  annulant  tous 
les  Syf,  sans  annuler  tous  les  8  C,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  ainsi  que  le  nombre  cherché  des  relations  distinctes  est  égal  à 

JV'  -  N"  +  P, 

P  étant  te  nombre  de  manières  de  satisfaire  aux  équations  données  en  annulant  tous 
les  S^'  sans  annuler  tous  les  8  C. 

Or  toute  solution  de  ces  équations,  où  %A*  =  o,  et  où  par  conséquent  la  surface 
S  ne  change  pas,  correspond  à  une  transformation  infinitésimale  qui  change  S  en  elle- 
même,  ou  tout  au  moins  en  une  surface  présentant  avec  S  un  contact  d'ordre  n  au 
point  If. 

Donc  P  n'est  autre  chose  que  l'ordre  de  ce  groupe.  Il  ne  faudrait  pas  croire  que 
P  est  Tordre  du  groupe  G  défini  plus  haut.  En  effet  nous  ne  devons  prendre  parmi 
les  substitutions  du  groupe  que  celles  qui  conservent  le  point  Af,   ce    qui    réduit    déjà 
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de  3  unités.  D '.nitre  part,  supposons  par  exemple  que  le  point  M  sort  l'origine, 
que  .ns  UD  polynôme  du  ne  ordre  en  x,  y,  x\  y\    s'annulant  i  IV 

(c'est-à-dire  en  M);  ce  polynôme  sera  transforme  en  une  serie  ordonnée  sui- 
ït  les  puissances  de  x,  y,  *',  v\  et  s'annulant  d  Torigine;  si  dans  cette  série  Us 
d'ordre  n  et  d'ordre  plus  petit  sont  identiques  au  polynôme  primitif,  la  transfor- 
correspondante  sera  une  de  celles  que  Lie  appelle  dans  son  Chapitre  28  une 
formation  d'ardre  n  -f  *-  Au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  elle  correspondra  i 
C  nuls  et  devra  être  regardée  connue  une  transformation  identique.  De  ce  fait 
rc  Tordre  se  trouve  réduit.  Ainsi  P  n'est  pas  égal  a  Tordre  r  de  G,  mais  c'est 
l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des  transformations  de  G  qui  conservent  l'origine 
M  et  qui  sont  au  plus  de  Tordre  n  au  sens  de  Ue.  On  voit  que  pour  n  très  grand, 
P  se  réduit  ir  —  3, 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  nombre  de  nos  relations  distinctes  eutre  les  A'  et  les  B*  est 

AP  _  jV"  4-  P. 

Ces  relations  expriment  que  les  deux  surfaces  S  et  5  peuvent  être  transformées 
façon  i  être  amenées  à  avoir  un  contact  d'ordre  «.  Si  s  est  donnée,  il  faut  que 
les  coefficients  de  S  satisfassent  a  Ar' — A""+P  conditions,  c'est-à-dire  que  N' — N"-\-P 
fonctions  de  ces  coefficients,  que  nous  appellerons  les  invariants  du  n*  ordre  de  notre 
Surf  au  S,  aient  des  valeurs  convenables;  je  n'insiste  pas  sur  les  détails  de  la  démons- 
tration qui  devrait  être  conduite  comme  dans  tous  les  cas  analogues. 

rivons  donc  i  la  règle  suivante  qui  nous  fait  voir  l'importance  de  ces 
invariants:  pour  que  deux  surfaces  s  et  S  puissent  être  transformées  l'une  de  l'autre,  il 
faut  qu'aux  points  correspondants  tous  les  invariants  de  tous  les  ordres  des  deux  surfaces 
aient  même  valeur. 


§  5.  Étude  de  quelques  cas  simples. 

Supposons  d'abord  que  le  groupe  G  se  réduise  a  la  substitution  identique,  c'est-à- 
dire  que  i  et  S  ne  soient  inaltérées  par  aucune  transformation;  nous  savons  que  si  le 
problème  local  admet  une  solution,  il  n'en  admet  qu'une.  Considérons  un  système  quel- 
conque d'invariants,  3  au  moins;  soit  mi  un  point  de  s.  Pour  savoir  quel  est  le  point 
Mt  de  S  qui  peut  correspondre  a  mtJ  il  faut  chercher  quel  est  le  point  de  S  qui  a 
mêmes  invariants  que  m%.  Le  point  Ml  est  déterminé  par  cette  condition;  de  sorte  que 
nous  savons  quel  est  le  point  de  5  qui  peut  correspondre  à  chacun  des  points  de  5 ;  il 
reste  à  vérifier  si  la  correspondance  ainsi  définie  entre  les  points  des  deux  surfaces,  dé- 
finit une  transformation  de  la  forme  cherchée. 

Supposons  maintenant  que  le  groupe  G  soit  d'ordre  1  ;  les  points  de  S  qui  ont 
mêmes  invariants  que  mt  sont  alors  en  nombre  infini,  ils  forment  une  ligne  sur  S;  si 
d  ailleurs  la  transformation  de  s  en  S  est  possible,  elle  Test  d'une  infinité  de  manières, 
Je  sorte  que  n'importe  quel  point  Mx  de  la  ligne  L  peut  correspondre  à    mt.   Consi- 
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derant  donc  ud  point  mx  quelconque  de  s7  ec  la  ligne  L   correspondante   de  S, 
choisirons  arbitrairement  sur  cette  ligne  le  point  Mt  qui    doit    correspondre  à  mr; 
transformation,  si  elle  existe,  sera  alors  entièrement  déterminée  ;  comment  verrons-Q< 
alors  quel  est  le  point  M2  qui  doit  correspondre  à  un  autre  point  ml  de  i  ?  Sup 
d'abord  que  les  points  mt  et  mt  soient  infiniment  voisins;  il  doit  en  être  de  même 
M,  et  Af3.  Si  les  points  mt  et  Af(  sont  donnés,  la  transformation,    si   elle  existe, 
entièrement  déterminée,  on  peut  développer  Z  —  Z   et  Zf  —  Z\  suivant  les  pu 
de  x. — £,  et  \ —  \,  (en  supposant  que  Ton  aZ— Z^  Z'  =  Z\  au  point  Mt  <. 
l'  =  jfj  au  point  wj  et  il  est  facile  de  calculer  les  premiers  coefficients  du  develop] 
ment  en  fonctions  des  coordonnées  des  points  mt  et  Mt.  Connaissant  ces  premiers 
ficients  nous  saurons  comment  la  grandeur  et  la  direction  du  vecteur    infiniment 
MtMJ  dépend  de  celles  du  vecteur  mtm3;  le  point  m3  étant  donné,  nous  en  déduirons 
donc  le  point  Mz. 

Si  maintenant  mt  et  w,  ne  sont  pas  infiniment  voisins,  joignons  mi  à  m,  par 
ligne  quelconque  située  sur  s;  il  s'agit  de  déterminer   la    ligne   correspondante   sur 
Pour  cela  considérons  un  segment  Ri1  de  la  ligne  nt%m2  et  le  segment  corresponi 
MM'  de  la  ligne  AfÀf2.  Soient  x,  y,  x',  /  les  coordonnées  de  m;  X,  F,  X\  Y 
de  M;  soient  x  +  cix,  y  +  dy,  xf  +  dx\  f  +  dy*  celles  de  m';  X  +  dX,  Y  +  d 
X'-\-dX\  F-f-JF'  celles  de  M\  D'après  ce  qui  précède,  nous  avons  une  relation  entre 

x,  y,    x',  /,    X,  F,    X',  F 

4*,  dyf    dx\dy\    dX,  dY,    dX\JV 

et  si  la  ligne  mgMt  est  donnée  de  façon  que  x,  y,  x',  y\  Jx,  dy,  dx\  dy'  puissent 
être  regardées  comme  des  fonctions  connues  d'un  paramètre  unique  t  et  de  sa  différen- 
tielle dty  cette  relation  nous  fournira  une  équation  différentielle  entre 

t        y      y        y,      V,        dX         dY         dX>  dY> 

h    A'    '       '     '    It*     dt>    "37  '    ~dF' 

qui  déterminera  les  fonctions  inconnues  X,  F,  X\  F'  en  fonctions  de  t  et  par  con- 
séquent la  ligne  MtM2. 

On  opérerait  d'après  les  mêmes  principes  si  le  groupe  G  était  d'ordre  plus  grand 
que  i,  Nous  examinerons  plus  loin  avec  plus  de  détails  le  cas  du  groupe  (4)  du  §  J. 

Quelques  mots  encore  au  sujet  de  l'exemple  cité  plus  haut,  et  où  le  groupe  G 
est  d'ordre  infini.  Supposons  que  la  surface  S  se  réduise  au  plan 

X  =  o. 


A  quelles  conditions  doit  satisfaire  la  surface  s  pour  que  le  problème  local  pui 
être  résolu  ?  En  tous  les  points  de  j,  on  a  X  =  o. 

Soit  F(x,  y,  x\  y')  :==  o  l'équation  de  la    surface   s;    on    aura,    en   différentiant, 
cette  équation  : 
/  N  dFj      1    dF a      >    dF  t   ,    t    dF 

(0  T-Jt  +  jJy  +  jï 


, 


àxdx  +  jydy  +  Tï'dx'  +  ry'dy'  =  °- 


Mais  comme  cette  équation  de  la  surface  s  peut  également  s'écrire  X  =  o,    nous 


aurons  : 

dX  j      ,    dX  j      ,    dX  j   .    .    dX 

7x-**+7j*1  +  72**  +  7?d*  =  0- 

Les  quatre  dérivées  de  X  sont  donc  proportionnelles   aux    quatre   dérivées   de   F, 
non  pour  tous  les  points  de  l'espace,  mais  pour  tous  les  points  de  s. 
Cela  posé,  considérons  les  équations 

X  ss  0}      Y  ss  K0  yo  étant  une  constante. 

Elles  définiront  une  surface  à  deux  dimensions  que  j'appellerai  *(F0)  et  qui   sera 

tout  entière  sur  s;  je  me  propose  de  former   l'équation  différentielle    de    ces    surfaces 
<j(Fo).  Nous  aurons: 


ou  bien  : 
ou  sur  s  : 


dY  A        l_dY  1        >dYA 

T7dx  +  -iïdy- 


dx' 


dX  ,         dX  .      ,   dX  .  , 

IÎ*s-7^iy+W 

dF.  dF.  dF.  , 
-j-dx  —  -j— «y  -f  -j—<dx 
dy  dx    -     '    dy' 


^dY  A   . 

+  dydy  =°. 

dX  .  , 

dF  .  , 


Nous  avons  ainsi  trois  équations  entre  x,  y,  x\  y*  et  leurs  différentielles.  Ce  sont 
les  deux  équations  différentielles  (i)  et  (2)  et  l'équation  F  =  o.  Entre  ces  trois  équa- 
tions éliminons  y*  et  dy\  il  restera  une  équation  différentielle  : 

0)  Ux  +  idy  +  l'dx'  =  o, 

où  :.  r,  :'  sont  des  fonctions  connues  de  x,  y}  x'. 

L'équation  (3)  doit  satisfaire  à  une  condition  d  *intégrabiluc,  facile  a  former  Si 
cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  le  problème  local  ne  peut  pas  être  résolu.  Si  au 
contraire  elle  est  satisfaite,  je  dis  qu'où  aura  une  solution  de  ce  problème.  En  effet,  dès 
que  l'équation  (j)  sera  intégrée,  on  aura  la  valeur  de  X  et  celle  de  Y  en  tous  les  points 
de  la  surface  s.  Donnons  A  x$  et  a  y'  des  valeurs  quelconques  x'Q  et  y'o;  nous  aurons 
alors  la  valeur  de  la  fonction 

Z=X  +  iY 

en  tous  les  points  de  la  tigne  J,  intersection  de  la  surface  s  avec  le  plan  à  2  dimensions 

**— K*  y'=y'o- 

Or  quand  on  connait  une  fonction  analytique  d'une  variable  le  long  d'une  ligne, 
on  la  connait  dans  tout  le  plan.  Nous  connaîtrons  donc  la  fonction  Z  pour  toutes  les 
valeurs  de  ^  quand  on  aura  x!  =  x[  -\r*y0i  ma*s  comme  v',  et  v',  ont  des  valeurs 
arbitraires  quelconques,  nous  connaîtrons  Z  pour  toutes  les  valeurs  de  -  et  de  ^\  Nous 
savons  que  Z  est  fonction  analytique  de  ^,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

dZ 
en  supposant  Z  exprimé  en  fonction  de  \  =  x  -f-  iy9  de  ^  =  x  —  iy9  de  {"  et  de  ^. 


20O 

HENRI    POINCARÉ. 

Cette  équation  a  lieu  en  tous  les  points  de  l'espace,  < 

st  nous  en 

déduisons 

. 

d*Z 

ce  c 

}ui  nous 

apprend  que 

ip    est  fonction  analytique 

de  ^.  Il  reste  à  montrer  i 

est 
tout 

fonction  analytique  de 

La  fonction  X  +  iY 
l'espace,  mais  en  tous 

dX 
dx 

-\  ce  qui  s'exprimerait  pai 
dZ 

étant  définie  par  l'équation 
les  points  de  s: 

dx  '      dx           dx 

-  la  relation 
(3),  nous 

aurons,    j 

non  pas 

iX 

dy 

dX 

dx' 

-A  —  *     —-BdF 

dy  '       dy            dy 

~     dx"     dx'  ~     dx' 

rdF 
~  c77' 

+  cd-L 

+  Ldy'  » 

A, 

dX           dF       dY          dF 
dy'  —Adyr%      dy'   ~      d y' 

J3,  C  étant  des  fonctions  indéterminées. 

j  y 

Mais  l'équation  -, —  =  o  équivaut  à 

~^7x~" 

ou 

dX       dY       iX 

dx  ~-  dy  '      dy  — 

dY 
dx' 

=  0, 

d'où 

(A+Cy  +  B>  =  o 

=  0; 

ou, 

puisque 

Ay  B  et  C  sont  essentiellement  réels  : 

d'où 

ce  qui  équivaut  i 

A  +  C  =  B  =  o, 

dX       dY       dX 

dx'  —  dy'  '      2p  — 

dZ 
7?  =  °' 

if 

2FJ 

d 

.que  y 

équation  qui 

est  ainsi  satisfaite  en  tous  les  points  Je 

5.  Or  nous 

avons  vu 

une 

fonction 

analytique  dt 

S  ^,  et  cette  fonction  étant 

nulle    en 

tous    les 

points 
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j  y 

devra  être  identiquement  tiuEe.  De  sone  que  liquation  ^T  =  °  devra  être  satisfaite 

dans  tout  l'espace.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  remarquer  que  Féquation  (3)  admet  une  infinito  de  solutions  et  que  Y 
peut  être  remplace  par  une  fonction  arbitraire  reelle  quelconque  de  Y.  Dans  ces  con- 
dictions  Z  se  trouve  remplacé  par  une  fonction  arbitraire  reelle  quelconque  de  Z.  Quant 
à  la  seconde  fonction  Z'  =  A*'  -f-  i  Y\  elle  peut  évidemment,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  être  tout  à  fait  quelconque. 

§  6.  Le  problème  mixte. 

Nous  allons  introduire  un  problème  nouveau  que  nous  appellerons  le  problème 
mixte  parce  qu'il  tient  pour  ainsi  dire  le  milieu  entre  le  problème  local  et  le  problème 
étendu. 

Supposons  que  les  surfaces  s  et  S  ne  présentent  pas  de  point  singulier. 

Supposons  que  le  problème  local  puisse  être  résolu  dans  le  voisinage  de  chacun 
des  points  m  de  la  surface  s.  Si  alors 

?(fc  K%  Îoï  O  =  0 
est  l'équation  de  la  surface  s  et 

r*(z,  z,  z0,  z;)  =  o 
celle  de  la  surface  S,  on  peut  trouver  des  fonctions 
(0  z=Hhe\  ffWfca 

analytiques  dans  le  voisinage  du  point  tny  et  telle  que  l'on  ait  identiquement  dans  le 
voisinage  de  ce  point  m  : 

(2)  »i/fc  o»ffc  x'),/..(w  o</.:&»  £)]=?&  **,  w  oUh  t,  *.,  o. 

i  étant  une  fonction  analytique  de  fc  ^',  -n,  ^  dans  le  voisinage  du  point  m. 
Nous  devrons  supposer  de  plus  que  le  déterminant  fonctionnel 

iZdZ*      dZ'dZ 

di  dz'        d%    d£ 

ne  s'annule  pas  au  point  m9  sans  quoi,  en  résolvant  les  équations  (i)on  ne  trouverait 
pas  pour  {  et  ^  des  fonctions  analytiques  de  Z  et  de  Z\  U  s'ensuit  que  la  fonction 
i,  qui  est  finie  et  analytique  au  point  w>  ne  s'annule  pas  au  point  m, 

fonctions  /,  /',  ty  dépendant  du  point  w,  nous  mettrons  ce    fait   en   évidence 
en  posant  ; 

/«,  O  =  Z(m);    ffc  i')  =  Z'(m);    fo(^  O  =  Z0(m);    fifa,  $  =  Z>o{m) 
et  en  èa.  m;  £  -\  ^,  ^),  ou   simplement   y  (m),    au  lieu  de  ^(jç,  i\  ^,  ^). 

Nous  retenons  donc  que  la  fonction  ^  (f»)  est  finie»  analytique  et  différente  de  zéro 
dans  le  e  de  m. 

D'autre  pan  U  peut  se  faire  que  le  problème  local  admette  plusieurs  solutions  mi 
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une  infinité  de  solutions.  C'est  même  seulement  dans  ce  cas  que  la  question  dont  raxa 
allons  nous  occuper  peut  presenter  de  l'intérêt.  S'il  en  est  ainsi,  nous  désignerons 
Z(w),  Z*{nt)%  Tune  des  solutions  du  problème  local  au  point    m    et    nous   chou: 
cette  solution  arbitrairement,  mais  une  fois  pour  toutes. 

Nous  devons  nous  demander  maintenant  s'il  existe  des  fonctions 

qui  restent  analytiques  en  tous  les  points  de  s  et  telles  que  Ton  ait  une  identité  de 
forme  (i)  où  la  fonction  ^  reste  analytique,  finie,  et  différente   de    zéro    en   tous 
points  de  s.  C'est  là  ce  que  nous  appellerons  le  problème  mixte. 

Nous  supposerons  que  les  deux  surfaces  s  et  S  sont  continues    au   point   de 
analytique,  de  telle  sorte  que  les  fonctions  o  et  <I>  soient   analytiques  pour  toutes 
valeurs  des  variables  que  nous  avons  à  envisager. 

Si  le  problème  local  n'admettait  qu'une  seule  solution,  c'est-à-dire  si  la    surface 
n'admettait  aucune  transformation  en  elle-même,  le    problème  mixte    doit  évidi 

résolu  par  l'affirmative.  Soient  en  effet  Z(w)  et  Z'{m)  les  fonctions  relatives  à 
point  m  de  5;  soient   Z(w'),    Z'(w')   celles   qui    sont    relatives  à  un  autre  point 
de  sy  et  qui  existent  d'après  nos  hypothèses.  Ces  fonctions   substituées   à   la   place 
f{\i  0>/'Ck  O  sarisf013*  à  h  condition  (1);  il  doit  en  être  de  même,  par  conno 
analytique,  des  fonctions  qui  sont  la  continuation  analytique  de  Z(m),  iT'(w/).  Orsi 
problème  local  n'admet  qu'une  solution,  ces  deux  solutions  doivent  être  identiques,  d'où 
il  suit  que  Z(w'),  Z'(w')  ne  peuvent  être  autre  chose  que  la  continuation  analvoquc 
de  Z(w),  Z'(ro). 

Comme  nous  supposons  que  le  problème  local  admet  une  solution  en  tous  la 
points  de  j,  nous  savons  que  les  fonctions  Z(w'),  Z'(m')  sont  analytiques  et  ne  pré- 
sentent aucune  singularité  dans  le  voisinage  du  point  m*.  Donc  on  peut  poursuivre  U 
continuation  analytique  de  Z(w),  Z'  (m)  sur  toute  la  surface  s  sans  rencontrer  aucune 
singularité.  Ces  fonctions  avec  leur  continuation  analytique  nous  donnent  donc  la  so- 
lution du  problème  mixte. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  la  surface  s  admet  des  transformations  en  elle- 
même,  la  solution  du  problème  n'étant  plus  unique;  nous  savons  bien  que  Z{iri\ 
Z'fa')  n'ont  pas  de  singularité  près  de  m\  nous  savons  bien  que  Ton  peut  poursuivre 
par  continuation  analytique  les  fonctions  Z(tn\  Z'(m);  mais  nous  ne  savons  plus  â 
Z(w'),  Z'(m')  sont  les  continuations  analytiques  de  Z(w),  Z'(/w),  La  question  est 
donc  de  savoir  si  ces  continuations  analytiques  de  Z(w),  Z*  (m)  (nous  dirons  simple- 
ment désormais  si  «  les  fonctions  Z(nt)  et  Z'(;w)»)  peuvent  présenter  des  Singulair 
sur  la  surface  s. 

Il  s'agit  de  savoir  quelles  peuvent  être  ces  singularités.  A   cet   effet,    nous    r< 
querons  que  si  nous  posons: 

Z(m)  =  F[Z(m'l  Z'  (m%    Z'  (m)  =  F  [Z(m'),  Z'  [m% 
la  substitution  : 

[z,  z-,  z0>  zoî  F[z,  z-],  F[z,  Z'\  Fu[Z'o,  z;],  Fm[z„  z;j] 
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sera  une  substitution  du  groupe  fondamental  G  relatif   à    la    surface    S.    D'ailleurs,  si 

Z{ttt),  Z'{m),  o  ie  fonctions  de  ^  et   de   ^',    présentent  une  singularité 

dans  le  voisinage  du  point  m*\  comme  d'autre  part  dans  le  voisinage  de  ce  point  Z(m'), 

Z'{mf)  sont  des  fonctions  analytiques  régulières  de  \  et  de  £*  et  que  réciproquement 

^  et  i*  sont  des  fonctions  analytiques  régulières  de  Z(w'),  Z'(w'),  il  faudra  bien  que 

les  fonctions 

F(Z,Z>),    F'(ZyZ') 

[c'est-a-dire  Z{tn),  Z' (m)  considérées  comme  fonctions  Je  Z{m'\  Zf (/«')]  présentent 
une  singularité.  Nous  sommes  donc  encore  ramenés  à  l'étude  du  groupe  fondamental 
G  de  la  surface  S. 

Nous  pouvons  déjà  tirer  de  là  la  conclusion  suivante.  Supposons  que  pour  aucune 
des  substitutions  du  groupe  G,  les  fonctions 

F(Z,  Z*),    F  (2,  Z') 

ne  présentent  aucune  singularité  en  aucun  point  de  la  surface  5.  C'est  ce  qui  arrivera 
dans  un  très  grand  nombre  de  cas  et  qui  sont  précisément  les  plus  imponants.  Nous 
verrons  en  particulier  que  c'est  ce  qui  arrive  si  la  surface  S  est  une  hypersphère.  C'est 
li  ce  que  nous  appellerons  la  condition  A. 

Il  arrivera  alors  que  les  fonctions  Z(jn\  Z  (m)  peuvent  être  prolongées  analyti- 
quement  sur  toute  la  surface  s  sans  présentât  aucune  singularité  en  aucun  point  de 
cette  surface.  Il  reste  à  montrer  que  ces  fonctions  sont  uniformes.  C'est  ce  qui  arrivera 
si  nous  supposons  de  plus  que  la  surface  s  est  simplement  connexe;  dans  ce  cas  en  effet 
si  la  fonction  Z(m)  n'était  pas  uniforme,  deux  de  ses  déterminations  ne  pourraient  s'é- 
changer qu'en  tournaut  autour  d'un  point  singulier  et  nous  avons  vu  qu'il  n'y  en 
avait  pas. 

Donc,  pour  les  surfaces  simplement  connexes  qui  satisferont  à  la  condition  Ay  toutes 
les  fois  que  le  problème  local  pourra  être  résolu  en  chaque  point  de  la  surface,  le  pro- 
blème mixte  admettra  une  solution. 

Je  n'ai  pas  l'intention  de  pousser  jusqu'au  bout  la  discussion  de  la  condition  A.  Je 
me  bornerai  a  quelques  remarques  : 

i°  Je  suppose  que  les  fonctions  Z(w),  Z'(m)  puissent  être  définies  de  façon  à 
être  des  fonctions  continues  du  point  iff.  En  d'autres  termes  nous  savons  que  le  pro- 
blème local  admet  une  solution  autour  de  chaque  point  de  s  ;  et  je  suppose  de  plus  que 
les  deux  solutions  de  ce  problème  qui  correspondent  à  deux  points  infiniment  voisins 
soient  infiniment  peu  différentes  l'une  de  l'autre.  Soit  encore: 

Z(m)  =  F[Z(m'),  z>01    2'W  =  F[zO')>  Z'O')]. 

Nous  avons  vu  que  la  substitution  définie  par  les  deux  fonctions  F  et  F'  appar- 
tient au  groupe  G  de  S;  mais  nous  devons  distinguer  dans  ce  groupe  les  transforma- 
tions infinitesimales  et  leurs  combinaisons  qui  forment  un  groupe  continu  G0  faisant 
partie  de 

Je  di*  qu'avec  notre  nouvelle  hypothèse,  la  substitution  F,  F'  fait  partie  r 
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lement  de  G,  mais  de  G }.  Ht  en  effet  cette  substitution  peut  erre  désignée  par  (m,  i 
puisqu'elle  dépend,  d'après  sa  definition,  des  deux  points  m  et  w\ 

Joignons  m  et  m*  par  un  arc  de  courbe  quelconque  situò  sur   s  et   décomp 
cet  arc  en  une  infinité  d'arcs  infiniment  petits 


Alors  la  substitution  (w,  m')    pourra    être    regardée   comme   la  combinaison 

substitutions  : 

(m,  m,),  (m(,  mj>  ...,  (m,_,,  O,  (mu,  m'), 

qui  sont  infinitésimales.  Elle  appartient  donc  a  G0.  Il  suffît  donc  alors  que  la  cond 
A  soit  remplie  par  toutes  les  transformations  de  G0. 

2°  Je  suppose  que  la  condition  A  soit  remplie  par  toutes  les  transformations  m 
nitésimaks  de  G,  je  dis  qu'elle  le  sera  encore  pour  toutes  les  transformations  finies 
G0.  Et  en  effet  si  elle  Test  pour  deux  transformations,  elle  le  sera  également  par  1 
produits.  Le  théorème  de  Càuchy  sur  l'ìntégrabilité  des  équations  différentielles  ; 
de  compléter  aisément  la  démonstration. 

3°  Il  est  aisé  de  voir  que  les  substitutions  de  G  ne  peuvent  jamais  présenter  < 
tains  genres  de  singularité;  par  exemple  elles  n'auront  jamais  de  pôle   si   la  surface, 
est  tout  entière  à  distance  finie;  car,  le  point 

Z(m),     Z'(m),    Z0(m),     Z» 

devant  se  trouver  sur  la  surface  5,  ses  coordonnées  ne  pourront  devenir  infinies. 

4°  Eues  ne  pourront  pas  non  plus,  au  moins  dans  des  cas  très  étendus,  presenti 
de  points  de  ramification  algébrique,  mais  ceci  exige  plus  d'attention.  Pour  pouvoir  Te 
poser  plus  facilement,  je  vais  changer  pour  un  instant  de  notation  et  écrire:  xt  et 
au  lieu  de  /T(wt'),  Z'(w');  et  x  et  y  au  lieu  de  Z(m\  Z'(w).  Alors  on  aura: 

x  =  F(x(,vj,    j—Ftxifyt% 
d'où  Ton  tirera 

*,=•(*,  y),    j,  =  *(*>,); 

et  pour  l'équation  de  la  surface  Si 
Je  poserat  ensuite: 


*.  =  *(*.,  y.,  *S»*Ä 

*•  et  >«  ^tant  '^  imaginaires  conjugue«  de  x^  et  v„ .  On  aura  alors  l'identité 

*,  =  *!(*>  ft  *o»;0. 
4»  étant  une  fonction  régulière  et  différente  de  zéro  au  point  considéré. 

Soient  a,  b  les  valeurs  de  Z(m),  Z'(w)  qui  correspondent  au  point  m'  de  la  surface 
j;  soient  at,  bt  les  valeurs  de  Z(m'),  Z'  («»')  qui  correspondent  à  ce  même  point  m'. 


les  fonctions  analytiques  de  deux  variables  et  la  représentation  conforme. 
que  nous  appelons  le  «  point  considéré  »  c'est  le  point  x  =  a,    y  =  £,   xt  ;=  44 , 

Dans  des  cas  très  étendus,  le  groupe  G   relatif  à   la   surface   S  comprendra   une 

*  jüon: 

T  =  (Z,  Z\  Zo1  Z'0;  Zti  Z>„  Z°t,  Z,°), 

changeant  La  surface  S  en  elle-même,  changera  le  point  Z  =  ay  Z'  =  bf  en  Zï  =  ai9 

;  et  de  telle  façon  que  dans  le  voisinage  de  Z  =  a}  Z'  =  £,  les  fonctions  Zi , 

soient  analytiques  en  Z  et  Z'  et,  réciproquement  que  dans  le  voisinage  de  Zi=an 

=  4\t  les  fonctions  Z,  Z'  soient  analytiques  en  Z(    et   Z\    Si   cette   condition   est 

nplk  nous  pourrons  toujours  supposer  que 


a  =  a 


»  > 


*  =  ft 


Si  en  effet  il  n'en  était  pas  ainsi,  nous  pourrions  appliquer  a   Z(wi'),  Z'(ro')   la 

öbstitution  inverse  de  T  et  nous  obtiendrons  de  nouvelles    fonctions    YÇmT)    K'(m'), 

que  Ton  ait: 

Y(m')  =  a,        Y'(m')=b 


*  c'est-à-dire 


pour 


Z(m')=aiy       Zl(m')  =  b„ 

Z{tri)  =  a,         Z'  (wi)  =  />, 

omis  que  Z(w),  Z'(m),  considérées  comme  fonctions  de  F  (m'),   F'(w'),  présenteraient 
un  point  de  ramification, 

Nous  pourrons  alors,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer: 

a  =  b  =  at  =  bt  =  o. 

S'il  en  est  ainsi,  les  fonctions  F(xif  y,),  F'(-Vi>  JÜ   s'annulent  et  présentent  un 
at  de  ramification  pour  xt  =yt  =  0.  Si  nous  envisageons  les  fonctions  inverses: 

fonctions  seront  développables  suivant  les  puissances  de  x  et  dey.  Pourjc=y  =  o 
s'annuleront  ainsi  que  le  déterminant  fonctionnel  : 

_àxLdy_y  _  d(*,,  y,) 
dx    dy         dy    dx       '   ö(x,  y) 

Cela  posé,  nous  aurons  successivement: 

4»,  =  <H,     4»,  s=«fT*f ,  ..-. ,  4^  ss  4>Jw, 

où  Ton  a  posé  pour  abréger: 

Cela  nous  permet  d'écrire: 

La  fonction  '}>  ne  s'annulant  pas  à  l'origine  par  hypothèse,  il  en  est  de  même  de  ty9  et 
par  conséquent  de  Hm. 


à  =  dx1dyjL 


Soit  : 


_3(*,1     ,Q_  d(*.* 


A    =      V      '  "y  = 


H** 9  yùH*n  vj 


D  est  clair  que  \H  présente  un  zéro  d'ordre  n  pour  x  =  y  =  o. 
Nous  pouvons  toujours  supposer 

*.  =  «*  +  1»,»  TÄ<j 
r,a  et  r/2  étant  des  séries  développées  suivant  les  puissances  de  sr  et  dt  y  et  commençant 
par  des  termes  du  2d  degré.  Car  on  peut  toujours  ramener  les  fonctions  0  et  H*  A  cette 
forme  par  un  changement  linéaire  de  variables.  Maïs  nous  allons  faire  d'abord  une 
hypothèse  de  plus;  nous  allons  supposer  que  xt  et  par  conséquent  xn  est  fonction  seu- 
lement de  x.  On  a  alors: 

dxn  dyMm 


A    = 


dx   dy  > 


et  comme   pour  x  =  y  =  o  on  a  -~-  se  %n ,  on  voit  que  — ~  doit  présenter  un  zéro 
d'ordre  w.  Il  vient  alors  en  difFérentiaot  <i>    =<J>7/  : 

Ff  TI 

dym    dy  *  dy     ]        dy 

Le  Ier  membre  présente  un  zéro  d'ordre  n}  et  Hm  ne  s'annule  pas.  Il  faut   donc 

rf<t> 

que  l'équation  *l>  =  o,   entraine    -j—  =  o  aux  quantités  près  d'ordre  n  en  x,  _y,  x0,  _y0; 

c 'est-a-dire  que  les  deux  surfaces 

4*  =  o,     -p-  =  o 

présentent  un  contact  d'ordre  w.  Comme  on  peut  prendre  l'entier  n   ainsi   grand  que 

l'on  veut,  on  doit  conclure  que  l'équation  4*  =  o  entraîne  —  —  o.    Pour    la    même 

d*t> 
raison,  elle  doit  entraîner  -r —  es  o. 

Mais  cela  n'est  possible  que  si  l'on  a: 

*  =  /*(*»  Xo)fX*iy>  *al  )'o)> 
fj  ne  s'annulant   pas  pour  x=j^xo  =  )0=o;   c'est-à-dire  si    l'équation  de  la  sur- 
face S  se  réduit  à 

/(*>  *a)  =  & 
C'est  là  one  forme  d'équation  très  particulière  et  admettant  un  groupe  G  continu  d'ordre 
infini. 

Seulement  nous  avons  fait  au  début  une  hypothèse  très  particulière,  à  savoir  que 
xt  est  fonction  de  x  seulement  et  il  reste  à  faire  voir  que  l'on  peut  toujours,  par  un 
changement  de  variables  convenable,  ramener  au  cas  où  cette  hypothèse  est  vérifiée. 

Je  veux  montrer  qu'il  existe  une  fonction  E(.t,  y)  développable  suivant  les  puis- 
sances de  x  et  y,  et  telle  que  ion  ait  identiquement 
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torn  développoble  suivant  les  puissances  de  ;.  Posons: 

étant  homogène  de  degré  n  en  x  et  y.  Nous  aurons  d'abord: 

ÊJ  =  ^    fi,  =  «- 

couinerons  ensuite  par  approximations  successives  £3  et  p3,  puis  *}  et  ^,  etc. 

I-  déterminer  <;,  et  £„  nous  aurons  une  identité  de  la  forme: 
lt  (a  x,  o)  =  «£„(*,  y)  +  ^  *"  -f-  termes  connus 
t  on  pourra  déterminer  ln  et  $H  sans  difficulté.    On  pourrait  même  supposer  !J>tj  ss  o 
moins  que  Ton  n'ait: 
aw~l  =  I. 
Quant  à  la  convergence  des  séries,    on    rétablirait   par  la    méthode    des  fonctions 
ajoranœs. 

On  pourrait  alors  prendre  pour  variables  nouvelles  X  et  y  au  lieu  de  x  et  y  et 
'recommencer  le  raisonnement  précédent.  On  verrait  ainsi  que  l'équation  de  S  doit  être 
*fe  la  forme: 

/Ute  y\  So(*o>  iü]  =  °. 

5°  Comme  les  deux  surfaces  5  et  5  jouent  un  rôle  identique,  il  est  clair  qu'au 
Ucb  d'envisager  le  groupe  G  de  la  surface  St  on  aurait  pu  tout  aussi  bien  envisager  le 
groupe  g  de  la  surface  5. 

$  7.  Transformations  de  fhypersphère. 

Je  suppose  que  la  surface  s  soit  «  fhvpersphère  »  : 

et  je  me  propose  de  déterminer  le  groupe  G  correspondant.  J'observe  d'abord  que  cette 
ersphère  se  change  en  elle-même  par  les  substitutions  linéaires: 

+  b" 1'  +  c"  '   a"  l  +  WÎ£  ~f  c"  /  ' 
pourvu  que  les  coefficients  a,  b,  ...  satisfassent  aux  conditions  : 

aaa  +  «'<  -  «"<  =  ii„  +  *'*;  -  *"  *■'  =  -cca-c'co  +  c"c"0, 
\*K  +  «'h'0  -  *"K  =  K  +  *'<  -  b'-C  =  ca0  +  c-ao-  f'<  =  o, 
fai  -4-  ab'  —  ab"  =  t«  -f  Ve'  —  V  <"  =  ca  4- c  a'  —  c'a"  =  o. 

Les  substitutions  (2)  forment  évidemment  un  groupe  que  j'appellerai  I\  C'est  un 
ipe  continu  d'ordre  8  qui  est  précisément  le  groupe  (4)  du  §  3.  Les  groupes  di- 
itinus  contenus  dans  ce  groupe  V  sont  précisément  les  groupes  hyperfuchsiens  dé- 

par  M.  Picard. 
H  reste  i  savoir  si  r  est  identique  à  G,  ou  si  P  est  un   sous-groupe    de   G.  J'é- 
tablirai d'abord  que  G  ne  contient  pits  d'autre  substitution  infinitesimale  que  celles  de  i\ 


(*) 


(. 
I;    a'\ 


A  cet  effet,  j'aurai  avantage  à  transformer  l'óquation  de  Fhypersphère  en  posant 


d'où: 


*—  I_X>        ^—1  — 


t  — 


*o  = 


i  —  -V, 


L'équation  de  Fhypersphère  devient  ainsi: 

(4)  *  +  *o  +  jy}'o  =  °- 

Appliquons  à  nos  variables  une  transformation  infinitesimale  en  changeant  x  et  y  en 
x  -(-  S  et  y  -f-  r,.  Pour  que  cette  transformation  n'altère  pas  l'hypersphère,  il  faut  que 
Ton  ait  l'identité: 

(5)  S  4-  K  +  *  Jo  +  *W  =  (*  +  *o  +  JJÜk 
4*  étant  une  fonction  analytique  de  x,  arflî  y,  yo. 

Développons  Ç,  n,  ço,  tî0,  A  suivant  les  puissances  de  y  et  de  yo  et  écrivons: 

£pv,  . . .  ,  d^v  représentant  l'ensemble  des  termes  en  y^yl* 

L'identité  (5)  nous  donnera  en  égalant  les  termes  en  Jf*j£: 

(6)  Ëp  +  ^  +  \,.,),0  +  ^-...J  =  (*  +  *o)+|w  +  y^o^i.»-!  • 

On  voit  que  Ton  peut  avoir  une  série  d'identités  de  la  forme  (6)  où  figureront 
seulement  des  fonctions 

^flWf  lesquelles  ta  différence  |x  —  v  sera  constante.  Nous  pourrons  donc  considérer  sé- 
parément les  fonctions  de  la  forme  (7)  correspondant  à  une  différence  donnée  fi  - —  v, 

Nous  devons  observer  de  plus  que  dans  L,  l'indice  v  doit  être  nul,  car  la  fonc- 
tion l  ne  dépend  que  de  x  et  de  y.  Inversement,  dans  ^  l'indice  p.  doit  être  nul. 
De  même  dans  ^v_,  on  doit  avoir  v  =  i;  dans  n*  lf  on  doit  avoir  fj.  =  1.  Donc 
on  aura  L,  =  o  par  exemple  si  v  n'est  pas  nul. 

Faisons  d'abord  p.  —  v  =  o,  nous  aurons  la  série  d'identités  : 

Êo„  +  ^  =  (*  +  <)i>0,     ^ioV0  +  <1V  =  (.t  +  x0)+iI+yy^öoJ 


lu      & 


4.. 


On  voit  que  les  rapports  p-1-,  |23,  ...  ,      jT*        sont  divisibles  par  x-|-xo. 

Donc  in  sera  divisible  par  (x  -f-  x0)^'  et  cela  quelque  grand  que  soit  p,  c'est-à- 
dire  que  Ion  devra  avoir 

,.  .  ♦«=»•> 

dou  : 

S™  +  &  =  (*  +  *oHoo>   »i.oJ'o  +  '»o, y  =  y*. <L 

ou,  en  posant  m(0  =  Çjr,  «",  aa  Co>0: 

C  +  ^-fc.. 
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Nous  aurons  d'ailleurs 

puisque  5  ne  contient  pas  d'autre  terme,  et  il  restera: 
(8)  5  +  *;o  =  (*  +  *o)0:-O, 

où  l  et  £  dépendent  seulement  de  x;  £0  et  Ç0  seulement  de  x0. 

Cela  n'est  possible  que  si 

/  dï  dt0 

-j-  =  —  j-2-  =  const. 
ax  dxn 


Ce  qui  nous  donne  les  4  solutions  suivantes  : 

r  =  ix,    Z0  =  —  ixo>    £  =  «*%    Z0  =  —  ix2o>    •n  =  ixy,    *0  =  —  ix0y0 

'o  *"  "o  '       *'  Jt       ''o         Jq 


(  1      <•  =  »*,    ;0  =  —  **0,    ;  =  *x,    t0  =  — »*„,   > 

W  j  3°      C  =  »,    £0  =  —  »,    l  =  S0  =  o,    ï)  =  *>,    Ti0  =  —  iy0 
\4°      ^  =  ^o  =  °»    £  =  *>    So  =  —  h    *)=»„  =  o. 

Supposons  maintenant: 

(t  =  v+  1; 
nous  aurons  la  suite  d'identités: 

Ê,o  +  »- >  =  (*  +  *oW..»    "'»Jo  =  (*  +  *,)  +  ,.  +  JJo'Ko 
o  =  (*  +  O  +  j,  +  <L  =  (*  +  0+«  +  +M  =   *  *  * 

On  verrait  comme  plus  haut  que  tylt  =  o,  et  on  en  déduirait 
a  et  y  dépendant  seulement  de  x,  et  p0  de  x0 .  Il  reste  alors  : 

«  +  P.  =  (*  +  *Jt; 

ce  qui  comporte  les  4  solutions  suivantes  : 

!Y=i,    *  =  *,      ?„  =  *„,  £  =  *?,  £0  =  o,  n  =  va,  i)0  =  *o 

Y  =  o,     a  =  t,       ß0  =  —  i,  \=  iy,  ;o  =  o,  »  =  o,  *„  =  —  * 

a  e  e 

Y  =  o,     a  =  i,       ßo  =  —  i,  Ç  =  y,  l0  =  o,  q  =  O,  n0  =  —  I 

Y  =  t,     z  =  ix,    $o  =  ix0,  l  =  ixy,  l0  =  o,  -n  =  iy',  r>0  =  ix0. 

Ces  solutions  ne  conviennent  pas,  car  elles  ne  donnent  pas  pour  Ç  et  E0  d'une  part, 
pour  ti  et  vip  d'autre  part,  des  fonctions  imaginaires  conjuguées.  Mais  en  faisant 
;x  =  v  —  1  on  trouve  4  nouvelles  solutions  : 

l  =  °»  lo  =  *.v„»       *>  =  *>        ^  =  yl 

(  iob'")  y  S  =  o,    *„  =  —  *?<»       *  =  *»  ^o  =  ° 

^  >É  =  0,      $0=V0,  Tl=—  I,         ti0  =  0 


l—Oy        50  =  — »X, 


?o>      r.=  — »X,      »>.  =  — *?. 


qui  sont  imaginaires  conjuguées  des  précédentes.    En   ajoutant   les   solutions  (10)   e* 
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-**oJo>    n=  —  ix  +  iy\    <no  =  ixQ  —  iyl 
qui  conviennent  au  problème. 

Si  nous  faisons  maintenant  [a  =  v  -(-  hf  il  vient,  en  supposant  h  >  o, 

£*«  =  (*  +  -V)<Wo>    *M**J0  =  0  +  *«)4Wi  +  ysAto  ' 
On  verrait  comme  plus  haut  que  tfc+io  est  nul  et  on  en  déduirait: 

?^  =  0  +  *0K^.o- 

Le  Ier  membre  ne  dépendant  pas  de  *o,  il  doit  en  être  de  même  du  second;  ce 
qui  entraîne 

^1.0  =  Si«.  =  o: 
il  n'y  a  pas  de  solution.  Si  on  supposait  h  <  o,  on  arriverait  au  même  résultat,  car 
on  obtiendrait  des  relations  qui  seraient  imaginaires  conjuguées  des  précédentes.  Le 
problème  ne  comporte  donc  pas  d'autres  solutions  que  les  solutions  (9)  et  (11).  Ces 
solutions  sont  au  nombre  de  boit,  elles  ne  peuvent  donc  être  autres  que  les  huit  trans- 
formations infinitésimales  du  groupe  V  qui  est  d'ordre  8.  c.  Q.  F.  d. 

Je  mets  maintenant  de  nouveau  l'équation  de  i'hvpersphère  sous  la  forme  (1)  et 
je  me  propose  de  démontrer  que  le  groupe  G  ne  contient  pas  d'autres  transformations 
finies  que  celles  de  I\  Soit  en  effet 

r=(^';Z,  Z') 

une  pareille  transformation.  Je  ne  restreindrai  pas  la  généralité  en  supposant  que  pour 
X  —  x!  =  °»  oa  a  %  —  Z'  —  o. 

Supposons  en  effet  que  cette  transformation  T  transforme  le  point  ^  =  a,  ç' =  a' 
dans  le  point  Z  sa  ji,  Z*  =s  ji';  je  supposerai  de  plus  qu'aucun  de  ces  deux  points 
n*est  sur  t'hypersphère.  Je  supposerai  encore  que  le  déterminant  fonctionnel  de  la  trans- 
formation F,  c'est-a-dire  le  déterminant  fonctionnel  de  Z  et  Z'  par  rapport  à  \  et 
X\  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  a,  £  =  a'.  Cela  est  permis  puisque  ce  déterminant  n'est 
pas  identiquement  nul  et  que  le  point  x,  se'  est  arbitraire. 

Parmi  les  substitutions  du  groupe  r,  il  y  en  a  une  qui  change  l'origine  en  un 
point  quelconque  £  =  c,  ^  =  c%  pourvu  que  ce  point  ne  soit  pas  sur  l'hypersphère; 
ce  qui  veut  dire  que  l'on  peut  choisir  les  coefficients  a,  b,  ...  de  ta  substitution  (2) 
de  telle  façon  que  les  relations  (3)  soient  satisfaites,  que  c"  =  \  et  que  c  et  c'  aient 
des  valeurs  quelconques,  pourvu  que  ces  valeurs  ne  satisfassent  pas  à  l'égalité 

Soient  alors  A  et  B  celles  des  substitutions  du  groupe  f   qui    changent 
en  le  point  a,  a'  pour  A^  ou  en  le  point  {i,  [i'  pour  B.  Alors  la  substitution 

ATB-1 


,  origine 
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formera  le  point  ^  •=  £  =  o  en  lui-même.  Elle  fera  d'ailleurs  partie  du  groupe  G 

je  A.  T  et  5  en  font  partie  ;  elle  pourra  donc  être  substituée  à  7\  D'ailleurs  son 

linant  fonctionnel  ne  s'annule  pas  à  l'origine.  c.  a  F.  d. 

Soient  Gt  et  Vt  les  sous-groupes  formés  des  substitutions  de  G  et  de  F  qui  changent 

ne  en  elle-même,  H  est  clair  que  Vt  sera  un  sous-groupe  de  G,  et,  d'après  l'hy- 

que  nous  venons  de  justifier,   T  fait  partie  de  Gx .  Quant  au  groupe  Ti ,  il  est 

de  toutes  les  substitutions  (2)  qui  sont  telles  que 


c  =  c  =  o, 


a"  =  b" 


Nous  ne  restreindrons  pas  non  plus  la  généralité  en  supposant  que  T  est  tel  que 
fou  ait  (pour  1  =  £  t=  o,  c'est-à-dire  à  l'origine) 

dZ 


it 


=  o. 


dZ' 


=  5'. 


I*) 


Supposons  en  effet  que  l'on  ait  à  l'origine  : 
dZ  dZ_  d?_ 

d^—A'    di'-B>     d^—AJ    di' 

tfous  pourrons  combiner  la  substitution    T   avec    une    substitution   du   groupe   r(J   et 
lis  obtiendrons  ainsi  une  substitution  Tt  appartenant  comme  T  au  groupe  Gt  et  qui 

géra  ^  et  t  en 

Zi  =  aZ-\-bZ\ 

Z\  =  a'Z-\-b'Z\ 
Les  coefficients  a,  b,  a\  b*  sont  assujettis  aux  conditions  : 

{*»,+«";«**  +  <*'  =  * 

qui  ne  sont  autre  chose  que  les  conditions  (5);  il  faut  choisir  a,  b  de  façon  que  ces 
conditions  (3)  soient  remplies  et  que  l'on  ait  : 

a  A  -|-  b  J'  =  o. 

Cela  est  toujours  possible.  La  substitution   Tt  satisfait  d'ailleurs  à  la  condition  im- 
dZt 

pOSéc   j-j-'  =  O.  C.    Q.    F.    D, 

Ajoutons  que  le  déterminant  fonctionnel  de  Zt  et  Z^  par   rapport  à  £  et  à  t  ne 
s'annule  pas  à  l'origine,  puisque  celui  de  T  ne  s'annule  pas. 

Soient  G3  et  l\  les  sous-groupes  formés  des  substitutions  de  Gt  et  Ti  qui  satisfont 
à  l'origine  à  la  condition 

dZ 


it 


=.  o, 


Il  est  clair  que  r,  sera  un  sous-groupe  de  G,  et,    d'après   l'hypothèse  que    nous 
venons  de  justifier,  T  fait  partie  de  G3.  Quant  à  Ta,  il  est  formé  de  toutes  les  substi- 


tu  rions  de  l\  pour  lesquelles  cm  a: 
d'où,  d'après  les  conditions  (12), 


*=*„  =  o, 


<r  =  a   =  o. 


où 


H  se  compose  donc  des  substitutions  qui  changent  ^  et  ^r  en 


Ainsi  T  fait  partie  de  G,  de  G,  et  de  G,.  D'ailleurs  :  T  est  le  plus  grand  groupe 
continu  contenu  dans  G  ;  Vt  est  le  pius  grand  groupe  continu  contenu  dans  Gt  ;  I\  est 
le  plus  grand  groupe  continu  contenu  dans  Ga-  Comme  T  fait  partie  de  G,  il  change 
tout  groupe  continu  contenu  »Jans  G  en  un  groupe  continu  contenu  dans  G;  donc  tout 
sous-groupe  de  P  en  un  sous-groupe  de  T;  donc  T  en  lui-même.  De  même  T  change 
î\  en  lui-même  et  l\  en  lui-même. 

Si  donc  on  a 

on  devra  avoir  identiquement 

A  et  B#  étant  des  constantes  de  module  1,  si  a  et  A'  sont  des  constantes  quelconques 
de  module  t.  Cela  n'est  possible  que  si  l'on  a: 

Il  est  aise  de  verifier  que  1  equation  de  l'hypersphère  ne  pourra  rester  inaltérée  que 
si  les  constantes  n  et  p  se  réduisent  à  Punite,  c'est-à-dire  si   T  fait  partie  de  F1. 

Donc  il  n'existe  pas  d'autre  substitution  qui  n'altère  pas  Thypersphère  que  celles 
du  groupe  V.  Les  deux  groupa  G  et  Y  sont  identiques.  c.  q.  f.  d. 

Nous  allons  maintenant  vérifier  que  les  fonctions 

ai  +  bf  +  c  a-î  +  b'K'  +  c' 

*  —  a"  1  +  b"  *'  +  c"'         '~a"^  +  a"^'-f c" 

ne  présentent  aucune  singularité  en  dehors  de  l'hypersphère. 
La  seule  singularité  possible  serait  obtenue  pour 

(14)  rtc +**?  +  **•** 

Mais  eu  vertu  des  relations  (3)  l'équation  de  l'hypersphère  peut  s'écrire: 

,1{i  l(4K  +  »*  +  0(M-  +  M.'  +  O  +  (*l+*t'  +  ^X<^+£C+O 

^ÎJ  I  - («"<  +  y\'  +  o«<, -f «?; + o 

Si  l'équation  (14)  était  satisfaite,  le  second  membre  de  (15)  devrait  s'annuler,  ce  qui  est 
impossible,  car  le  i*r  membre  est  essentiellement  positif. 

Comme  d'ailleurs  l'hypersphère  est  simplement  connexe,  les  conditions  du  §  pré- 
cèdent sont  remplies;  c'est-à-dire  que  si  Tune  des  deux  surfaces  s  et  S  est  une  hy- 
persphère  et  si  le  problème  local  peut  être  résolu  dans  le  voisinage  de  chaque  point, 
le  problème  mixte  comportera  une  solution, 
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§  8*  Le  problème  étendu. 

Reprenons  notre  surface  s  limitant  un  domaine  d  et  notre  surface  S  limitant   un 
tine  D.  Nous  supposons  le  problème  mixte  résolu  ;  nous  connaissons  donc  des  fonc- 
Z  et  Z\  analytiques  en  tous  les  points  %,  £  de  la  surface   s  et  transformant  s 
5.  Pouvons-nous  en  déduire  la  solution  du  problème  étendu,   c'est-à-dire    pouvons- 
trouver  des  fonctions,  analytiques,  non-seulement  en  tous  les  points  de  la  surface 
mais  en  tous  les  points  du  domaine  d  limité  par  cette  surface  et  transformant  s  en 
«  d  en  Dì  Les  fonctions  Z  et  Z\  qui  nous  fournissent  la  solution  du  problême  mixte 
qui  sont  régulières  sur  la  surface  5,  présentent-elles  des  singularités  à  Tintérieur  de  d? 
La  réponse  nous  est  fournie  par  un  théorème  de  M.  Hartogs  *). 
D'après  ce  théorème,  une  fonction  de  deux  variables  %  et  £  sera  analytique  à  Fin- 
tar d'un  domaine  d  à  4  dimensions,  pourvu  qu'elle  le  soit  sur  la  surface  s  à  3  di- 
rions qui  limite  ce  domaine, 

La  démonstration  pourrait  se  rattacher  à  des  considérations  que  j'ai  développées  à 
ropos  d'une  question  entièrement  différente  dans  le  Bulletin  Astronomique,  tome  XVI. 
foir  aussi  mes  Levons  de  Mécanique  céleste,  tome  II.  Soit  F&  ^')  'a  fonction  en  question» 
hypothèse,  elle  est  régulière  dans  un  domain*,  prenant  tous  les  points  de  s 

les  points  suffisamment  voisins;  je  dis  qu'elle  est  régulière  dans  tout  le  domaine  d. 
Considérons  un  contour  y  dans  le  plan  des  ^  et  Taire  [i  limitée  par  ce  contour.  Je 
irai  qu'un  point  ^  =  a  satisfait  i  la  condition  A%  s'il  existe  une  valeur  af  de  7^  telle 
ae  le  point  a,  a  appartienne  a  d;  je  dirai  que  Taire  ß  satisfait  à  la  condition  A  si 
ses  points  satisfont  à  la  condition  A.  Je  dirai  qu'un  point  £  =  a  satisfait  à  la  con- 
ion  B,  s'il  existe  des  valeurs  ar  de  £  telles  que  le  point  a9  a*  fasse  partie  de  5.  Je 
rai  que  Taire  $  satisfait  à  la  condition  B,  s'il  existe  des  valeurs  de  ^  qui  associées  à 
point  quelconque  de  ji  donnent  un  point  appartenant  au  domaine  o\ 
L'ensemble  de  ces  valeur  de  ç'  forment  alors  dans  le  plan  des  £  une  certaine  aire 
0',  et  en  associant  un  point  quelconque  de  ß  avec  un  point  quelconque  de  fi\  on 
obtiendra  un  domaine  à  4  dimensions  (4  (s'  faisant  partie  de  S,  Il  est  clair  qu'un  point 
l  =  a  quelconque  satisfait  à  la  condition  B  s'il  satisfait  à  la  condition  A.  Soit  en  effet 

*(Z,  *o,  t\  O  =  0 
l'équation  de  s;  le  domaine  d  pourra  être  défini  par  l'inégalité 

4>>  o 
le  domaine  S  par  les  inégalités 


*)  Hartogs,  Einige  Folgerungen  aus  der  CAVCKYschen  ìnkgraìjormd  bet  Funktionen  mehrerer  Ve- 
rmierikhen  [Sitmngsb,  der  matb.-pbysik.  Klasse  der  K.  B,  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München, 
t.  XXXVT  (1906),  pp.  22j-24aj. 
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Soit  ì=a;  nous  aurons  par  hypothèse  des  valeurs  de  i'  pour  lesquelles  <&>o 
d'autre  pan  pour  £  très  grand  on  aura  «I>  <  o,  puisque  la  surface  s  est  fermée,  d'd 
il  résulte  que  le  domaine  d  ne  s'étend  pas  à  l'infini.  Donc  par  continuité  4*  pourra  ] 
des  valeurs  comprises  entre  —  fi  et  s.  e.  Q. 

On  déduira  de  là  que  dans  le  voisinage  de  tout  point  ^  =  a  satisfaisant  à  b  < 
dition  A  ü  y  à  une  aire  (i  satisfaisant  à  la  condition  B,  et  par  conséquent  que 
aire  (i  satisfaisant  à  la  condition  A  peut  être  décomposée  en  aires  plus  petites  saris 
à  la  condition  B. 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  F  est  uniforme  dans  d.   Considérons  en 
un  contour  fermé  y  dans  le  plan  des  ^  soit  F0  la  valeur  initiale  de  F  quand  on 
d'un  certain  point  de  ce  contour,  et  Fi  la  valeur  finale  quand  on  en  a  fait  tout  le  i 
Il  faut  démontrer  que 

D'abord  la  différence  Ft  —  F0  est  une  fonction  de  %%  susceptible  d'être  poursu 
par  continuation  analytique.  Supposons  d'abord  que  Taire  fi  limitée  par  le  contour 
satisfasse  à  la  condition  B,  alors  pour  les  valeurs  de  £  appartenant  à  l'aire  ß',  on  ; 

F,-F0  =  o, 

puisque  la  fonction  F  est  uniforme  dans  le  domaine  Ä  et  par  conséquent  dans  le 

maine  fi  {i'. 

Cette  différence  sera  donc  encore  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  ^\ 

Si  Taire  $  ne  satisfait  pas  à  la  condition  By  on  la  décomposera  en  aires  plus 

satisfaisant  à  cette  condition. 

La  fonction  F  est  donc  uniforme,  il  reste  à  montrer  qu'elle  ne   présente  pas 

singularité,  c'est-à-dire  que  l'intégrale 


/ 


b-ayFdt, 


où  a  est  un  point  quelconque  satisfaisant  à  la  condition  A,  où  p  est   un  entier 
quelconque,  intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé   quelconque  entourant  le   poii 
a  ;  que  cette  intégrale,  dis-je,  est  toujours  nulle.  Or  c'est  ce  que  Ton  verrait  en  ra 
nant  sur  cette  intégrale  comme  nous  avons  raisonné  sur  la  différence  F  —  F  . 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  une  démonstration  spéciale  pour  le  cas  où  la  ; 
face  s  est  une  hypersphère.  Soit 

Z=F(hl')  =  X+iY. 

Sa  partie  réelle  X  satisfera  aux  équations: 

d'X  d'X  d'X         d'X 


(l)  aldi.' 

et  par  conséquent  à  l'équation 


dïd^~  did£-  dïd£ 


=  o 


d'X 


+ 


d'X 


d^d^      di'd^ 


=  o. 


Si  alors  nous  faisons 

i  —  x  +  *>»    *»  =  *  —  »>» 
t  =  «•  +  »'/>  ^  =  *'  —  »y'i 

l'équation  (2)  pourra  s'écrire: 
(3) 


AV      d*X    ,   d'X    .    d'X    .   rf'X 

*  X  =  7F  +  77  +  ÎJF  +  1^  =  °- 


I  l'équation  de  Laplace;  la  fonction  X  étant  par  hypothèse  régulière  dans  k*   do 
mainc  #,  c'est-à-dire  pour  les  points  voisins  de  Thypersphère 

VL  +  fÙ*^  h 

pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  sphêriques,   ou    plutôt   de    leur   généralisation 
pour  4  dimensions;  nous  pourrons  donc  écrire: 

(4)  X-  1K+1  fi.(U.  +  î'O— ", 

Pm  et  Qm  étant  des  polynômes  homogènes  d'ordre  n  en  x,  y,  x\  y*  satisfaisant  h  l'é- 
quation (3);  ou  ce  qui  revient  au  même  en  £,  ^,  ^',  ^  satisfaisant  à  I  equation  (2)* 
La  fonction  X  ne  peut  d'ailleurs  être  développée  sous  cette  forme  que  d'une  seule  manière. 
Soient  alors  DtX<  7J,X,  D}X,  D4X  les  4  dérivées  partielles  de  A'  qui  s'annulent 
en  venu  des  équations  (i),  il  viendra: 

Idp.  +  IDKU«.  +  ï'O'-"]  -  °- 

Nous  remarquerons  que  DPu  et   D  Q«    sont    des    polynômes    sphêriques    d'ordre 
n  —  t-a-dire  que  l'on  a  : 

i(DP„)  =  s(DQJ  =  o. 
Posons  pour  abréger 

_  i  _  n  —  k,    R  =  iKo^rl'^ 

et  supprimons  l'indice  n  de  Q  quand  il  ne  sera  pas  indispensable.  II  viendra  : 

o,(ö*)  =  *'D<2  +  *#~ (<^  + t,j|)  +  *<*  -  ihX Qä1-1, 
ß.CßK1)  =  RkDQ  +  *#-•(<'!!  +  ^^)  H-*C?^-  +  *(* - iH'Cß^ 

En  combinant  la   1      et  la  4cmc  de  ces  relations  et  appliquant  à  2  le  théorème  des 
fonctions  homogènes,  on  trouve  : 

s(QR')  =  J?'iÖ  +  **»-(«  ß)  +  2*ßÄ*-'  +  *(* -  i)(^  +  ('Ofin 
ou,  en  remarquant  que  iQ  =  o,  ^  -f-  *'  ^  =  ^ : 

i(ßÄl)  =  »i**-  g  +  *(*  +  0  QRk~\ 


d'où 

S(QRk)  =  o     puisque     k  -\-  i  =  —  n. 

Il  est  clair  que  l'on  aura  : 

A[D(ßtf')]  =  o 

et  que  D{QRk)  est  homogène  d'ordre  —  n  —  4;  on  a  donc: 

H\  étant  un  polynôme  sphérique  d'ordre  n  -(-  2,  dont  l'expression  est  donnée  par  les 
formules  précédentes.  Dans  ces  conditions,  les  équations  (1)  peuvent  s'écrire: 

et  comme  une  fonction  ne  peut  se  développer  que  d'une  seule  manière  en  série  de  ta 
forme  (4),  on  devra  avoir  séparément  : 

£>,?„  =  o,    //;  =  o,     ö,(ö.,^)  =  o- 
On  aura  donc  : 

(5)  Q.*l=r+}'. 

Y  étant  fonction  ût  ;  et  ;'  seulement,  Yo  fonction  de  in  et  i0  seulement.  On  en  rire: 

QnRh  est  une  fonction  rationnelle.  Donc  il  en  est  de  même  de  F;  il  suffit  pour  s'en 
assurer  de  donner  à  ^  et  £  des  valeurs  constantes  dans  l'identité  (y).  Il  en  est  de 
même  de  Y .  Posons  donc: 

1  y  »  o        y   ? 

o 

Uj  V,  UoJ  VQ  étant  des  polynômes  premiers  entre  eux;  il  viendra: 
(6)  Q,VVn  =  {UVo  +  U0V){lla  +  tCT*' 

V  divise  le  Ier  membre,  il  est  premier  avec  U  et  avec  Fo,  donc  avec  UV0  et  avec 
U Fv-\-UoV;  donc  il  divisera  le  facteur  Otto  Hh^t' <©)***'  Or  ce  facteur  n'admet  aucun 
diviseur  dépendant  seulement  de  ^  et  £j  il  faut  donc  que  Ton  ait 

ce  qui  est  impossible,  puisque  QH  est  de  degré  >/,  et  que  le  second  membre  contient  un 
facteur  de  degré  m  -\-  2.  On  a  donc: 

et  par  conséquent 

ce  qui  montre  que  A'  reste  régulier  dans  tout  le  domaine  i  intérieur  a  rhypersph^c. 

c.    Q.    F.    D. 

On  voit  la  différence  avec  le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable.  Dans  ce  cas 
l'équation  (4)  deviendrait: 

et  l'équation  (é)  : 
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V  serait  un  diviseur  de  ç" ,  VQ  un  diviseur  de  ^  et  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour 
que  Q,  soit  nul;  on  trouverait  au  contraire: 

r  =  K-,   r0  =  c   u=u0=h   ß.  =  <•  +  £, 

ou  bien 

§  9.  Le  problème  sur  rhypersphère. 

Supposons  que  la  surface  5  soit  une  hypersphère  et  la  surface  5  une  surface  in- 
finiment voisine  de  l'hypersphère.  Soit 

...  .  .  .  «.  +  *'£=! 

1  équation  de  5;  soit 

celle  de  5,  <J/  étant  très  petit.  Nous  poserons 

£  etc.  étant  très  petits.  Il  s'agit  de  savoir  si  Ton  peut  trouver  des  fonctions 
satisfaisant  à  l'identité 

co         tf0  +  ^  +  ïr<+iï'  =  *+(.«o  +  t.x-w=9' 

Nous  avons,  pour  écrire  cette  identité,  négligé  les  carrés  de  Ç.  J'ajoute  que  £  et  Ç' 
doivent  être  fonctions  seulement  de  ^  et  de  ^',  et  £o  et  Xj0  de  ^  et  ^. 
En  différentiant  cette  identité,  on  trouve: 

,  *°^*°dï^*°dï~  di'^1*        dx!' 
^  {     y    .     dt     ,       dV       db    .      „       d<u 

En  différentiant  une  fois  de  plus  on  trouve: 
D,,  Da,  -D,,  -D4  ayant  (ainsi  que  A)  la  même  significati  e*4ent, 
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On  en  conclut  qu'on  a  pour  des  indices  i  et  h  quelconques: 

et  par  conséquent 

(4)  A  A  ?  =  o, 
ou  bien  encore 
(4bi>)                                                  AA?  =  A  0.9  =  0. 

La  solution  générale  de  Péquation  (4)  est 

XmJ  YnJ  [/,,  Vn  désignant  des  polynômes  sphériques  d'ordre  n  et  d'ailleurs 

Comme  la  fonction  9  doit  rester  régulière  pour  R  =  o,  il  restera  : 

ou 

(5)  v  =  X+YRt 
avec 

Les  òquations  (41"*)  nous  donnent: 

fl,A(0)  =  0. 
Nous  avons  d'ailleurs: 

de  sorte  que  les  équations  (4*")  deviennent 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  séparément 

ZX(T„)  =  o,      DXY)  =  o. 

Calculons  maintenant  Di  Dk(Y  K);  nous  trouvons,  en  nous  reportant  aux  fc 
qui  donnent  Dt(QRk)  8  y  faisant  k  =  i,   ß  s  K,  Z).  K  =  o: 

J>.<r«)  =  <4f  +  *-4f  +K' 


(6) 


Les  équations  J5,(K)  =  o  nous  apprennent  que  Y  est  1a  somme   d'une   f< 
de  %  et  de  ^  et  d'une  fonction  de  3^  et  £.  Il  en  résulte  immédiatement   qu'il 
de  même  des  seconds  membres  des  équations  (6)  et  par  conséquent  que  l'on  a 

D;i)à(rA)  =  o. 
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Comme  DtDrf  =  of  on  aura  de  même: 

DiDhX=DiDkY=o. 
Pour  R  =  1,  ç  se  réduit  à  $  qui  est  une  fonction  connue ,  et  on  a  d'ailleurs 

Si  donc  nous  posons; 

Q  =  X+Y, 

onction   Q  régulière  à  l'intérieur  de  Thy  per  sphère  et  satisfaisant  i  A  ß  —  o  se  ré- 
*  à  4  sur  la  surface  de  Fhypersphère.  La  fonction  Q   est  donc    entièrement   déier- 

ï  et  peut  être  regarda  comme  une  donnée  de  la  question. 

A  cause  des  équations  (7)  on  devra  avoir  : 

O.X>fcfi  =  o, 

C'est  là  une  première  condition  pour  que  le  problème  étendu  comporte  une  solution. 
Nos  équations  prouvent  que   Y,  l\  À\  Di  X,  D}  X,  D^X  sont  égaux  à  une  fonction 
l  et  de  ^\  plus  une  fonction  de  ^  et  de  V  ;  écrivons  donc: 

17  et  F-  sont  fonctions  de  £  et  ^  ^0  et  PJ  fonctions  de  ^  et  ^ . 
Nous  pourrons  écrire: 

Wt  dépend  de  ç  et  %\  et  #7  de  ^  et  ^ .  On  a  alors  : 

tr^F.  +  u  +  S-g,    r.-r.+t^( 

Quant  à  Jf^7  #^,  fV°i7    W°4i    il   sont    naturellement    imaginaires   conjugués    de 
r,,  ff.,  W^  WA  et  nous  ne  les  écrirons  pas  explicitement. 
On  a 

£>.X  =  DtQ  =  y.  +  y? 

comme  Q  est  une  fonction  connue,  les  fonctions  V i  doivent  être  regardées  comme 
nnues. 
La  comparaison  des  équations  (3)  et  (9)  nous  donne  alors: 

d*         V  -LT!M*dU  4-r        ^  ..V     L,dU  -L  C 

di  -'1  +  *  iK  +  S'  dï-'t+U  +  l  dt  +  C" 

C  étant  des  consumes;  on  tire  de  là  par  intégration: 


o) 


Ç  =  ETf  +  c<  +  c4*«  +yCFJd^+  r  <*<•)• 
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Il  faut  donc  que 

soient  des  différentielles  exactes,  et  c'est  là  la  seconde  condition  pour   que   le  prèH 
sait  possible. 

Posons  ensuite  : 


rLes  fonctions  y\  et  V  dépendent  seulement  de  ^  et   ^'   et  elles   sont  entién 
déterminées,  à  trois  constantes  prh  pour  chacune  d'elles  (à  savoir  pour   n,    C , 
la  constante  d'intégration). 
Cela  posé,  les  équations  (io)  nous  donnent: 
et  comme  Y=  U  -j-  Uoi  on  aura,  d'après  (j)  : 
Les  fonctions  X  et  K  seront  donc  déterminées  à  un  certain  nombre  de  cob 
près.  Pour  que  le  problème  se  trouve  résolu,  il  faut  et  il  suffit  que  la   valeur  de 
déduite  des  équations  (ir)  satisfasse  aux  conditions 

D .  Y  =  o. 

Car  alors   on  pourra   poser   F=  £/-(-  Ua  et  les   équations  (io)   nous   donneront  b 
solution  du  problème.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  trouve  : 

Dt  Y  =  Di  Q  -  ~  —  4^  =  K  +  K  —  K  —  K  ~  C,  —  Q 
i  d%        d^  i  «      ■  i  »  ! 

avec  trois   autres   équations   analogues,   et   par  conséquent  que    Ton    peut  choisir  fa 

constantes  de  façon  que 

Di  Y=o. 

Les  deux  conditions  énoncées  plus  haut  sont  donc  suffisantes. 

Quelque  incomplets  qu'ils  soient,  les  résultats  précédents  suffiront,  je  pense,  pour 
montrer  à  quel  point  le  problème  qui  nous  occupe  se  présente  sous  un  jour  di 
pour  les  fonctions  d'une  variable  et  pour  celles  de  deux  variables.  J'espère  pourtant 
que,  quand  on  aura  mis  la  chose  au  point,  les  considérations  de  ce  genre  rendront  pour 
les  fonctions  de  deux  variables  des  services  analogues  A  ceux  qu  elles  ont  déjA  rer 
pour  les  fonctions  d'une  variable. 


Paris,  janvier  1907. 


Dai     tmiitomti  itila    R.   .-tfi.i  I  fi"  Jcmcitre  1107),  pp,  76-fta  (teddU   J  «907), 


Onorevoli  collegbij 

Nel  pomeriggio  del  dì   i%   del   passato   mese   di   settembre   periva   miseramente  a 

re  Annunziata  il  nostro  Socio    Corrispondente   Ernesto   Cesàro,   vittima   di   uno 

ciò  dt  amore  paterno  per  togliere  uno  dei  figliuoli  alle   onde  furiose  del   mare  in 

Vano  riusciva  lo  sforzo,  e  padre  e  figlio  discesero  insieme  nel  sepolcro. 

enfio  suscitò  negli  animi  gentili  di  ogni  parte    d'Italia  larga   commise- 
ebbene  pochi  forse  abbiano  potuto  misurare  in  tutta  la  sua  grandezza  la  grave 
soigurc  toccata  alla  scienza  in  quel  giorno  disgraziato.  Essa  fu  tale,  che  ben  a  ragione 
egregio  Presidente  mostrò  il  desiderio   che  se   ne   tenesse  qui   particolare  dì- 
1,  Ed  io,  che  ebbi  la  fortuna  di  noverare  il  Cesàro  tra  i  miei  discepoli,  e  di  es- 
ìli legato,  da  oltre  venti  anni,  d'amicizia  affettuosa,  non  esitai  ad  assumere  il  pietoso 
di  portare  alla  sua  memoria  un  ultimo  tributo  di  gratitudine  e  di  ammirazione. 


T  » 


*  * 


I  casi  della  vita  del  Cesàro  si  potrebbero  restringere  in  poche  parole,  ma  sono 
Imente  intrecciati  colle  vicende  de*  suoi  studi  e  della  sua  opera  scientifica,  che  non 
ova  ü  fame  parola  separata»  Nacque  in  Napoli  il  dì  n  marzo  del  1859  da  Luigi, 
modo  \  e  di  Torre  Annunziata  e  dalla  seconda  moglie  Fortunata  Nunziante. 

ìbc  la  prima  ed  Convitto  nazionale  Vittorio  Emanuele  della   città  nativa, 

>vc  segui  i  corsi  secondari  fino  alla  quarta  classe  del  ginnasio;  indi,  e  ciò  fu  nel  1874, 
issò  a  Liegi  per  continuare  la  sua  istruzione  nella  scuola  delle  miniere.  Ivi  era  stato 
'eceduto,  al  medesimo  scopo,  dal  fratello  maggiore  Giuseppe,  il  quale,  fissatosi  poi  nel 
dgio,  vi  conquistò  bella  riputazione  nella  scienza  ed  al  presente  vi  onora  il  nome  ita- 
come  dotto  e  stimato  professore  di  mineralogia  nell'Università    di    Liegi,  Aiutato 

fratello  ottenne  la  iscrizione  alle  classi  preparatorie  per  la  Scuola  delle  miniere  dopo 

brillante  esame  di  prova  riuscendo  primo  tra  i  compagni. 
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Senonchè,  fin  dai  primi  anni  della  sua  dimora  a  Liegi,  rovesci  di  fortuna  ingoia- 
rono la  sostanza  famigliare,  e  le  sue  condizioni  economiche  diventarono  subitamente  dif- 
ficili. Il  disagio  crebbe  alla  morte  del  padre  avvenuta  nel  1879,  ed  al  disagio  andò 
compagna  anche  la  interruzione  degli  studi,  seguitati  irregolarmente  e  non  compiuti, 
che  udranno  scolastico  1882-83.  Nel  frattempo  egli  vagò  tra  Liegi  e  Torre  Annun- 
ziata, fermandosi  tra  l'altro  un  anno  a  Parigi,  dove  conquistò  la  stima  e  la  benevolenza 
di  Hermite.  Trascinato  da  forza  prepotente  verso  le  matematiche  pure  perdette  ogni 
passione  per  la  carriera  dell'ingegnere  e  non  si  presentò  agli  esami  per  il  diploma  finale. 

Nel  1883  si  ridusse  a  Roma:  chiese,  e  gli  fu  concesso,  di  iscriversi  all'ultimo  anno 
di  corso  quale  aspirante  alla  laurea  in  matematiche.  Giunse  qua  nudo  di  beni  di  for- 
tuna, con  moglie  ed  una  bambina  di  pochi  mesi,  provveduto,  come  unico  mezzo  di  sus- 
di  un  assegno  decretatogli  dal  Municipio  di  Torre  Annunziata  per  aiutarlo 
negli  studi,  ma  con  fama  assicurata  ui  un  ingegno  portentoso  per  le  matematiche  e  di 
una  potenza  di  lavoro  veramente  singolare.  II  Cestro  si  presentò  a  noi  con  lettere  di 
calda  raccomandazione  di  un  suo  maestro,  il  prof.  Eugenio  Catalan,  che  era  allora 
giustamente  considerato  come  il  migliore  ed  il  più  attivo  fra  i  cultori  della  matematica 
nel  Belgio.  11  giudizio  lusinghiero,  che  il  Catalan  formava  sul  valore  del  Cesaro,  era 
ampiamente  confermato  dalla  produzione  scientìfica  già  notevole  del  giovane  geometra, 
il  quale  aveva  saputo  attirare  sopra  di  se  l'attenzione  di  matematici  eminenti,  ed  in  specie 
dell'  Her: mite,  con  numerosi  lavori  su  q  Mistioni  spinose  di  aritmetica  e  particolarmente 
di  aritmetica  asintotica,  sulle  probabilità  geometriche,  sulla  serie  armonica,  sulla  formula 
di  Stirling,  sui  poliedri,  sui  numeri  bernoulliani  ;  lavori  inseriti  negli  ultimi  volumi  della 
«Nouvelle  Correspondence  Mathématique»,  pubblicata  dal  Catalan;  ne'  primi  volumi 
della  nuova  rivista  «  Mathesis  »  edita  a  cura  dei  professori  Neuberg  e  Mansion;  e 
nelle  «  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  »  di  Parigi,  Ma  sovra  tutti  eccelleva  una 
grossa  Memoria  di  350  pagine  dal  titolo  modesto:  Sur  diverses  questions  d'arithmétique, 
stampata  tra  quelle  della  Società  delle  Scienze  di  Liegi  con  rapporto  favorevole  del  Ca- 
talan. Nella  quale  Memoria,  oltre  a  vari  risultati  sommamente  ingegnosi  appartenenti 
in  proprio  all'autore,  è  la  prima  dimostrazione  sistematica,  subordinata  ad  un  unico  con- 
cetto, di  una  quantità  sterminata  di  proposizioni  relative  alla  teoria  dei  numeri  sempli- 
cemente enunciate  da  Liouville  ne'  primi  tomi  della  seconda  serie  del  suo  giornale,  e 
di  altri  teoremi  di  aritmetica  asintotica  scoverti  dal  sig.  Berger,  e  che  dal  Catalan 
erano  stati  riprodotti  nella  «  Nouvelle  Correspondance  Mathématique  »  colla  qualifica- 
zione di  teoremi  straordinari. 

r 


♦ 
♦  * 


A  Roma  il  Cesaro  frequentò  con  diligenza  esemplare  i   corsi  delle  Matematiche 
superiori,  e  dalle  cose  apprese  a  lezione  andava  traendo  materia  a  nuove  ricerche  sue 


personali:  fra  esse  piacenti  segnalare  alcune  su*  gruppi  di  sostituzioni,  ed  altre  sugli  zeri 
delle  funzioni  olomorfe,  nelle  quali  ultime  con  rara  eleganza  si  trovano  felicemente  am- 
pliate alcune  proprietà  studiate  dal  Laguerre. 

Sebbene  dotato  di  ingegno  vivacissimo  e  versato  in  ogni  ramo  delle  matematiche, 
sebbene  non  gli  facesse  davvero  difetto  la  maestria  dell'espositore,  come  n'aveva  dato 
prove  non  dubbie  nelle  conferenze,  che  io  solevo  tenere  co'  miei  allievi,  pure  mi  con- 
fessò più  volte,  che  il  pensiero  degli  esami  lo  tormentava  e  non  sapeva  risolversi  a  su- 

:  il  cimento.  Di  fatti  si  presentò  al  solo  esame  di  Analisi  superiore  con  esito,  non 
è  a  dire,  splendidissimo. 

Terminato  Tanno  scolastico  si  ritirò  a  Torre  Annunziata  per  prepararsi  in  quiete 
agli  esami  speciali,  che  ancora  gli  rimanevano  a  dare,  e  per  allestire  la  dissertazione  di 
laurea.  Soggetto  della  dissertazione  era  il  calcolo  isobarico:  fautore  prendeva  le  mosse 
da*  risultati  già  noti  per  gli  studi  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  delle  equazioni 
algebriche,  ma  colla  sua  mente  elastica  allargando  la  forma  e  il  contenuto  del  calcolo 
faceva  rientrare  nel  suo  dominio  la  teoria  dei  numeri  di  Eulero  e  di  Bernoulli,  la 
serie  di  Lagrange,  il  calcolo  alle  differenze  finite  e  delle  equazioni  alle  differenze  miste. 
Sebbene  la  dissertazione  non  sia  mai  stata  pubblicata  per  intero  e  fors'anco  non  mai 
terminata,  larghi  saggi  di  essa  comparvero  nel  «  Giornale  di  Matematiche  »  di  Napoli 
e  nelle  «  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ». 

Ma  la  compilazione  della  tesi  di  laurea  non  lo  assorbiva  completamente  :  attesoché 
vanno  riferiti  a  quel  tempo  altri  svariati  lavori  sull'aritmetica  asintotica,  sulle  serie  e 
sulla  Geometria  cinematica.  I  quali  studi  di  Geometria  cinematica  meritano  particolare 
considerazione,  perchè  contengono  il  primo  accenno  all'impiego  de'  metodi,  che  il  Ce- 
stro costimi  poi  in  un  corpo  di  dottrina  col  titolo  di  Geometria  intrinseca. 

Naturalmente  tutta  questa  esuberanza  di  produzione,  caratteristica  di  mente  irre- 
quieta, Io  distolse  per  sempre  dall'adempiere  alle  formalità  per  il  conseguimento  della 
.a  e  del  titolo  dottorale. 


Nel  1886,  quantunque  sfornito  di  gradi  accademici,  seguendo  il  consiglio  degli 
i,  si  presentò  a  concorsi  banditi  per  cattedre  di  Matematica  vacanti  ne'  Licei  e  nelle 
Università,  confidando  che  il  merito  de'  suoi  lavori  avrebbe  incontrato  equa  estimazione 
presso  le  persone  chiamate  a  giudicarlo.  E  non  s'ingannò,  perchè  riuscì  vittorioso  in 
entrambe  le  gare.  Con  decreto  reale  del  i°  ottobre  188 6  fu  nominato  professore  mo- 
re di  Matematica  nel  R.  Liceo  Mamiani  di  Roma,  e  con  altro  decreto  reale  del  29  no- 
nbre  successivo  elevato,  a  decorrere  dal  i°  dello  stesso  mese,  al  grado  di  professore 
lario  di  Algebra  nell'Università  di  Palermo.  In  seguito  a  questi  successi,  uniforman- 
dosi alla  proposta  della  Facoltà  di  Scienze  e  con  autorizzazione  del  Mini  lief 
dell'Università  di  Roma  conferiva  per  titoli  al  Cesàro  il  diploma  di  laurea  in  ma 
riche  pure. 
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Una  volta  entrato  Dell'arringo  universitario  cominciò  pel  Cesaro  una  vita  nuovi. 
Egli  viveva  trovato  la  sua  via:  era  nato  professore  e  nell'esercizio  del  magistero  fu  ve- 
nte insuperabile  e  per  zelo  e  per  intelligenza,  con  poca  soddisfazione  forse  degli 
svogliati,  ma  con  sommo  gaudio  ed  insigne  profitto  degli  operosi.  A  Palermo,  oltre  l'Al- 
gebra, insegnò  per  cinque  anni,  colla  qualità  di  incaricato,  anche  la  Fisica  matematica. 
Nel  1891  passò  professore  ordinario  di  Calcolo  infinitesimale  a  Napoli,  dove  successiva- 
mente fu  per  giunta  incaricato  prima  dell'Analisi  superiore  e  poi  delle  Matematiche 
superiori.  Con  decreto  reale  del  18  agosto  1906,  per  secondare  un  suo  desiderio,  fu 
destinato  professore  ordinario  di  Meccanica  razionale  a  Bologna.  Ma  la  inopinata  sua 
fine  impedì  che  il  provvedimento  avesse  materialmente  effetto. 

Nell'insegnamento  dell'Algebra  usci  subito  dal  cammino  che  era  diventato  tradizio- 
nale nelle  nostre  Università.  Nel  tracciare  il  nuovo  indirizzo  si  inspirò  alla  celebre  In- 
troducilo in  Analysin  infinitorum  di  Eulero  ed  al  Cours  d'Analyse  algébrique  di  CàUCHY, 
per  quanto  b  comportavano  le  condizioni  attuali  della  scienza.  Anche  nell'insegnamento 
del  Calcolo  infinitesimale  seppe  portare  dell'originalità,  se  non  nell'indirizzo,  certamente 
nella  ricchezza  e  nella  scelta  sapiente  delle  applicazioni.  I  due  corsi  di  Analisi  algebrica 
e  di  Calcolo  infinitesimale  videro  la  luce  per  le  stampe:  anzi  il  secondo  ebbe  due  edi- 
zioni. Entrambi  poi  vennero  fusi  insieme  in  una  traduzione  tedesca.  L'eleganza  della 
forma,  la  semplicità  de*  mezzi  impiegati  pur  negli  argomenti  più  ardui  e  spinosi,  la 
grande  varietà  delle  applicazioni  li  rendono  di  studio  dilettevole  e  suggestivo.  Questi 
pregi  li  faranno  sempre  consultare  con  profitto  da*  giovani,  ï  quali  amano  procurarsi 
una  coltura  da  un  lato  soda  ed  estesa,  dall'altro  lontana  da  una  critica  esagerata  ed 
intern  pesti  va,  che  spenga  l'attitudine  alla  ricerca  originale. 

Come  insegnante  di  Fisica  matematica  e  di  Matematiche  superiori,  il  Cesaro  tenne 
dei  corsi  sulta  teoria  matematica  dell'elasticità,  sulla  teoria  matematica  del  calore,  sull'i- 
drodinamica, sulla  geometria  intrinseca,  sulla  geometria  non  euclidea  e  sull'aritmetica 
asintotica.  Egli  si  proponeva  di  venirli  mano  mano  pubblicando,  ma  non  ebbe  tempo 
di  farlo  che  per  due,  vale  a  dire  per  la  Teoria  matematica  dell'elasticità  e  per  la  Geo- 
metria intrinseca.  Nell'opuscolo  sulla  Teoria  matematica  dell'elasticità  non  è  propria- 
mente novità  di  risultati,  ma  vi  brillano  le  doti  di  concisa  perspicuità,  che  distinguono 
tutti  i  lavori  di  Casaro,  e  vi  sono  condensati  in  breve  spazio  i  risultati  più  importanti 
conseguiti  da  scienziati  italiani,  fino  al  tempo  in  cui  l'opuscolo  venne  alla  luce,  in  una 
via  aperta  da  due  celebri  Memorie  del  Betti  e  del  Beltrami. 

Il  libro  sulla  Geometria  intrinseca,  che  ebbe  anche  una  traduzione  tedesca,  con 
miglioramenti  ed  aggiunte  all'originale  italiano,  rappresenta  la  sintesi  di  ricerche  diu- 
turne ed  originali  dell'autore,  dirette  a  rifondere  in  una  trattazione  metodica  ed  uni- 
forme gli  svariatissimi  problemi,  i  quali  cadono  nel  dominio  della  Geometria  differen- 
ziale intesa  in  senso  lato. 


Ignoro  se  tra  i  manoscritti,  che  egli  ha  lasciato,  sia  il  materiale  per  gli  altri  corsi. 
Sarebbe  deplorevole  che  non  vi  si  trovassero  per  esempio  le  lezioni  sull'aritmetica  asin- 

i;  su  questo  soggetto  il  Cesako  si  poteva  ben  dire  un  creatore,  e  so,  da  lettere 
scrittemi  in  diverse  occasioni,  delle  fatiche  che  egli  andava  durando  per  dare  alle  le- 
zioni stesse  forma  definitiva  per  la  stampa. 


« 


Ma  le  occupazioni  richieste  od  occasionate  dagli  obblighi  dell'insegnamento  non 
rappresentavano  che  una  parte  secondaria  nell'attività  intellettuale  del  CesAäO,  Dalla  no- 
mina a  professore  sino  al  giorno  della  morte  mise  fuori  parecchie  centinaia  di  Memorie 
sopra  quasi  tutti  i  rami  delle  matematiche,  die  riesce  pressoché  impossibile  a  classificare 
con  sicurezza. 

Procedendo  all'ingrosso  se  ne  possono  formare  quattro  gruppi.  Un  primo  gruppo 
abbraccia  i  lavori  di  aritmetica  asintotica,  a1  quali  si  collegano  le  ricerche  sul  calcolo 
delle  probabilità  e  sue  applicazioni  a  quistioni  disparatissime  di  aritmetica,  di  geometria 
e  di  analisi.  Un  secondo  gruppo  comprende  le  Memorie  che  hanno  per  obbiettivo  le 
operazioni  infinite,  o  in  qualche  modo  vi  si  connettono,  come  le  indagini  sui  limiti, 
sulle  serie,  sui  prodotti  infiniti,  sui  numeri  bernoulliani  ed  euleriani.  In  un  terzo  gruppo 
vanno  collocate  le  Memorie  sulla  Geometria  intrinseca  e  nel  quarto  finalmente  quelle 
sulla  Fisica  matematica  e  sulla  Meccanica. 


Sarebbe  impresa  lunga  ed  in  questo  momento  superflua  l'entrare  in  un'analisi  anche 
sommaria  di  unta  e  cosi  eterogenea  produzione  scientìfica  :  noi  consentono  ne  il  tempo, 
né  il  luogo.  Del  resto,  quale  sia  il  giudizio  che  ne  hanno  recato  gli  studiosi,  gli  in- 
telli^.  prenderanno  quando  sappiano  che  nel  1888  la  Società  Italiana  delle  Scienze 

gli  assegnava  la  medaglia  d'oro  su  rapporto  favorevole  di  una  Commissione  composta 
di  Betti,  Brioschi  e  Beltrami  ;  che  era  aggregato  oltreché  alla  nostra  Accademia,  al- 
l'Accademia delle  Scienze  fisiche  e  matematiche  della  Società  Reale  di  Napoli,  all'Acca- 
demia Pontaniana  della  stessa  città,  alla  Società  Italiana  delie  Scienze  (detta  dei  XL), 
alla  Società  delle  Scienze  naturali  ed  economiche  di  Palermo,  alle  Accademie  delle 
Scien2e  di  Torino,  di  Bruxelles,  di  Lisbona  e  alla  Società  delle  Scienze  di  Liegi. 

Guardando  alla  straordinaria  fecondità  scientìfica  del  CesÀro,  alla  somma  versatilità 
del  suo  ingegno,  alla  fertilità  di  espedienti  che  gli  permetteva  di  trarre  dalla  più  mo- 
desta esercitazione  conseguenze  inaspettate,  alla  abilità  nella  composizione  di  trattati  di- 
dattici di  lunga  lena,  la  mente  ricorre  subito  ad  Eulero,  ne  parrà  alle  persone  discrete 
sproporzionato  o  indegno  il  paragone  :  a  lui  nocque  soltanto  la  brevità  della  vita,  che 
U  robusta  costituzione  prometteva  lunga,  e  che  un  lagrimevole  incidente  troncò  nella 
sua  piena  maturità. 
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Ed  ora  due  parole  sull'uomo.  Era  il  CesXro  nelle  cose  della  vita  comune  | 
ingenuità  e  di  una  buona  fede  veramente  straordinarie  :  su  questo  capitolo  si  ; 
raccontare  di  lui  aneddoti  appena  credibili,  che  gli  procurarono  amarezze  infinite 
passioni  Io  dominavano  :  la  scienza,  l'insegnamento  e  la    famiglia     Per    procurare 
famiglia  un'esistenza  meno  travagliata,  tentò  a  varie  riprese  di  trovare  un  collo 
nel  Belgio,  negli  Stati  Uniti  e  nell'Australia,  dove  gli  si  erano  fatte  balenare 
di  un  trattamento  meno  modesto  di  quello  che  è  fatto  agU  scienziati   italiani  od  I 
paese,  D  passaggio  dall'Università  di  Napoli  a  quelli  di  Bologna  egli  lo  cercò  i 
che  a  Bologna  più  che  a  Napoli  avrebbe  avuto  comodità  per   dare    a*    figli  un'e 
zione  seria.  Privo  di  censo  e  ricco  di  prole,  più  vicino  alla  povertà  che  lontano  ( 
giatezza,  viveva  contento  degli  emolumenti  che  gli  derivavano   dagli    uffici 
ed  accademici.  Non  brigò  cariche  o  mansioni  remunerate,  ne   posizioni   pubbliche  \ 
lo  mettessero  in  mostra,  o  in  qualche  modo  gli  sottraessero  tempo  e  forze   i 
d'insegnante  ed  agli  ideali  di  scienziato. 

D'indole  ritrosa  e  quasi  selvatica,  rari  erano  coloro  che  fossero  in    grado  d 
prezzarne  tutu  la  nobiltà  del  carattere,  salvo  gli  inrimi,  a*  quali  apriva  intera 
suo  cuore  e  fra  questi  bisogna  certamente  collocare  i  migliori  fra  gli  allievi  e 
tichi  suoi  maestri.  Io  che  ebbi  con  lui  per  lunghi  anni  dimestichezza   e   continuo 
leggio,  non  senza  profonda  commozione  sono  andato  rileggendo  ne"  giorni 
lettere  riboccanti  di  entusiasmo  nelle  quali  mi  veniva  esponendo  la   tela   de'  la? 
corso  di  esecuzione  e  di  quelli  orditi  per  l'avvenire.  Ed  ora  non  so  rassegnarmi  al  | 
siero  che  di  tanta  vita  non  resti  più  che  un  mesto  ricordo! 


SUI  COMPLESSI  DI  RETTE,  CHE  AMMETTONO  UN  GRUPPO 
CONTINUO  PROIETTIVO. 

Memoria  di  Ugo  Arnaldi  (Modena). 


A  dun  an«   del  17  genti«)  a  1907. 


Sono  già  ben  noti  parecchi  tipi  di  complessi  di  rette,  che  ammettono  un  gruppo 
itinuo  di  trasformazioni  proiettive  io  se  stessi.  Anche  prescindendo  dai  casi  ovvii  dei 
complessi  lineari  e  dei  complessi  (speciali)  delle  tangenti  alle  superficie  con  infinite  tra- 
sformazioni proiettive  o  delle  rette  incidenti  alle  curve  W  di  Klein-Lie,  possiamo  ricor- 
dare i  complessi  tetraedrali  e  i  tipi  di  complessi  incontrati  dal  sig.  W.  de  Tannenberg, 
nelle  sue  interessanti  ricerche  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
â  deux  variables  indépendantes,  qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations  *). 

Io,  nel  presente  lavoro,  determino  e  classifico  tutti  i  complessi  di  rette  che  am- 
mettono un  gruppo  continuo  di  omografie  a  tre  parametri  almeno  **);  il  che,  notoria- 
mente, equivale  a  determinare  e  classificare,  su  di  ima  quadrica  a  quattro  dimensioni 
non  specializzata  dello  spazio  a  cinque  dimensioni,  le  varietà  oo3,  che  ammettono  un 
gruppo  continuo  proiettivo. 

In  questa  classificazione,  com'è  naturale,  assegno  ad  un  medesimo  tipo,  non  sol- 
tanto tutti  i  trasformati  proiettivi  di  un  complesso,  ma  anche  i  rispettivi  complessi  duali, 
igo  cosi  a  trentaquattro  tipi  di  complessi,  fra  i  quaii  son  duali  di  sé  stessi  tutti 
gli  otto  tipi,  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  non  integrabile  (cfr.  n°  5),  e  sedici 

enrisei  tipi  a  gruppo  integrabile  (cfr.  n°  24). 


L 

Preliminari. 


I.  In  generale  un  gruppo  proiettivo  oc5  ammette  un  fascio  di  complessi  invarianti, 
costituiti  ciascuno  dalle  ooì  trasformate  di  una  retta  mediante  le  trasformazioni  del 
gruppo  ;  mentre  d'altro  canto  è  agevolmente  riconoscibile  ü  caso,  in  cui  sono  invarianti 


•>  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t  V  (189t). 

**)  li  caso  di  un  numero  minore  di  parametri  {complessi  dipendenti  da  una  funzione  arbitraria  di 
imo  o  due  argomenti)  è  implicitamente  esaurito  da  ricerche  ben  note,  Cfr.  Lib,  Bestimmung  alter  Flächen, 
ài*  ein*  contimirlkhe  Schaar  von  projeciiven  Transformationen  gestatten  [Leipz-  Berichte,  t.  XL  VII  (18 
pp.  209*260). 


rispetto  al  gruppo  tutte  le  congruenze  rettilinee  di  una  rete  e,  quindi,  un'infinita  di 
complessi,  dipendente  da  una  funzione  arbitraria  di  due  argomenti. 

Siamo  cosi  naturalmente  condotti  a  prender  le  mosse  dalla  classificazione  dei  gruppi 
continui  proiettivi  oo*  delio  spazio.  Determinati  i  complessi  che  ammettono  un  gruppo 
siffatto,  sarà  facile  riconoscere  quelli,  cui  spetta  un  gruppo  più  ampio« 

Ora  i  gruppi  proiettivi  oo5  non  integrabili  (e  perciò  isomorfi  al  gruppo  proiettivo 
totale  della  retta)  sono  conosciuti  in  base  al  ben  noto  teorema  delio  Study  *);  men- 
tre d'altra  parte  i  gruppi  integrabili,  in  quanto  lasciano  fermo  un  piano  (e  una  rena  in 
esso  e  un  punto  di  questa)  **),  sono  tutti  proiettivamente  equivalenti  a  gruppi  li- 
neari; cosicché  alla  loro  determinazione  si  giunge  agevolmente  partendo  dalla  determi- 
nazione compiuta  già  dal  Lie  dei  gruppi  lineari  omogenei  ***). 

2.  Per  la  determinazione  dei  complessi  invarianti  di  un  gruppo  proiettivo  oo5,  noto 
in  coordinate  di  punto,  è  necessario  anzitutto  tener  conto  delle  relazioni  di  isomorfismo 
(oloedrico),  fra  il  gruppo  proiettivo  totale  dello  spazio  e  il  gruppo  da  esso  subordinato 
sulla  varietà  quadratica  oo4  delle  rette. 

Ora,  in  vista  delle  integrazioni  che  si  dovranno  eseguire,  a  noi  converrà  individuar 
le  rette  per  mezzo  di  coordinate  non  omogenee;  precisamente  ci  varremo  delle  coor- 
dinate del  Plucker;  solo  modificheremo  le  notazioni  tradizionali,  assumendo  le  equa- 
zioni ridotte  di  una  retta,  in  coordinate  cartesiane  a,  v,  ç,  sotto  la  forma  : 

CO  *  — *i  +  «i       y  =  ti+i<v 

in  altre  parole  designeremo  con 

rispettivamente  le  solite  coordinate 


Ricordiamo  subito  che  codeste  coordinate  sono  legate  alle  coordinate  omogenee  />t 
di  Grassmann-Cayley  e  alle  coordinate  differenziali  del  Lie  dalle  seguenti  equazioni: 


Pu  _  xdz  —  %dx  _  Pi*  _  dx  _  Pj2  _  ydi  —  ^dy 


« 


Pu 


dì 


\* 


*i  = 


-  .=  P,,       xdy—ydx 

Quanto  alle  suaccennate  relazioni  di  isomorfismo  fra  il  gruppo  proiettivo  totale  e 
il  gruppo  subordinato  da  esso  sulla  varietà  delle  rette,  basta  che,  assumendole  ~t,  -0 
£3 ,  ^  come  coordinate  sulla  quadrica  : 


^-Pu-dl' 


^i  \a  ^a  ^ 


3' 


•)  Lie-Engel,   ThtorU  àtr  Transformationsgruppen,  III-  Abschn.,  pag.  785. 

**)  Ibidem,  L  Abschn.,  pag.  589. 

***)  Ibidem,  III.  Abschn.,  Kap,  6,  pag.  109, 


otteniamo  casi  il  seguente  quadro  di  relazioni 


(0  \yp=' 


=*/.+v»'  y*sVi-Kr4>  >,f=-^^r,— ^C^+v.+v*) 

3.  Conosciuto  un  gruppo  proiettivo  00'  in  coordinate  di  punto,  noi  anzitutto,  per 
mezzo  delle  (3),  ne  esprimeremo  le  trasformazioni  infinitesime  in  coordinate  ^  di  retta  : 

4 

Xi  (/)    «     Tf  ^  ft,  »   *•*   t,  1     ?,)  fj  ('  =    *•    ».    ì> 

Dopo  di  che,  se  la  matrice 
(4)  ll^/ll  P*i.  2,3;/=  i,  2,  h  4) 

non  è  identicamente  nulla,  si  otterrà  l'equazione  di  un  complesso  invariante,  uguagliando 

-a  l'eventuale  massimo  coni  un  divisore  dei  determinanti  del  terz'ordine  estratti  dalla 

matrice  stessa.  Ad  ogni  modo  avremo  un  fascio  di  complessi  invarianti  uguagliando  ad 

una  costante  arbitraria  Tunica  soluzione  del  sistema  completo  ternario  in  quattro  variabili: 

*,(/)  =  o,        *,(/)  =  o.        *,(/)  =  0. 
Se  poi  la  matrice  (4)  è  identicamente  nulla,  il  sistema  completo  precedente  si  ri- 
duce a  binario  *);  ed  uguagliando  a   due   costanti   arbitrarie   una  coppia   di   soluzioni 
indipendenti  di  esso,  si  ottengono  00 a  congruenze  rettilinee  invarianti  rispetto  al  gruppo. 


ai 


II. 
Complessi  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  non  integrabile* 

4.  In  base  al  già  citato  teorema  dello  Study  i  gruppi  proiettivi  co'  non  integrabili 
(e  quindi  oloedricamente  isomorfi  al  gruppo  proiettivo  totale  della  retta)  si  riducono 
ai  seguenti  tipi  : 

a)  gruppo  che  ammette  un  fascio  di  piani  uniti; 

b)  gruppo  che  ammette  due  rette  unite  sghembe  e  quindi  lascia  ferme  tutte  le  gè- 
enunci  di  un  sistema  di  una  quadrica; 

0  g^PP0  cbe  trasforma   in   se   una  conica  e  un   punto  fuori  del   piano   di  essa 
(gruppo  delle  rotazioni  intorno  ad  un  punto); 
d)  gruppo  della  cubica  sgemba. 


[G,] 


5.  Il  gruppo  che  lascia  fermi  tutti  i  piani  passanti  per  Tasse  x  =  y  =  o  e  i  punti 
impropri  del  piano  (=oc  dato  da 

onde  risulta  che  il  fascio  di  complessi  invarianti  è  costituito  In  questo   caso  dai  com- 
plessi lineari  *): 

Zi  =  k 
dove  h  è  una  costante  arbitraria. 

Come  tipo  dei  complessi  lineari  non  speciali  possiamo  assumere  II  complesso  : 

ro  %  +  »  «  * 

il  cui  gruppo  proiettivo  (notoriamente  oo'0)  è  dato  da 

\p-yr,     q  +  xr,     r,     xq,     xp—yq,    yp,     V  +  U 
ì  ip-yU,    W  +  xU,    KU; 

mentre  a  tipo  dei  complessi  lineari  spedali  sceglieremo  il  complesso  : 

ra  •  *,  =  <>, 

il  quale  ammette  il  gruppo  oc11: 

[GB]  r,     *£     Xfi    yp,    yq,    ip,    iq,    lu    xU,    yU,    z.U. 

6.  Il  gruppo  che  lascia  fermi  una  conica  e  un  punto  fuori  del  piano  di  quella, 
trasforma  in  sé  le  quadriche  di  un  fascio  e  quindi  gli  oo'  complessi  delle  tangenti  a 
codeste  quadriche,  ciascuno  dei  quali  ammette  senz'altro  il  gruppo  proiettivo  ce*  della 
rispettiva  quadrica. 

Di  più  il  nostro  groppo  oo5  trasforma  in  se  il  complesso  delle  rette  incidenti  alla 
conica  (doppia)  base  del  fascio  delle  quadriche  invarianti,  il  quale  manifestamente  am- 
mette l'intero  gruppo  00"  di  codesta  conica. 

Scelto  come  gruppo  co'  quello  delle  rotazioni  intorno  all'origine,  potremo  assumere 
a  rappresentante  dei  complessi  del  primo  tipo  il  complesso  delle  tangenti  alla  sfera  di 
raggio  1  e  di  centro  nell'origine 

il  cui  gruppo  è 

[Gm]        yr  —  iq,     ip~xr\     xq  —  yp,    p  —  xU,     q~yU,     r~lU; 

mentre  l'altro  tipo  di  complessi  invarianti    sani   qui    rappresentato    dal   complesso  delle 
rette  di  lunghezza  nulla  : 

pv]  1  +  e  +  <  =  0, 

il  quale  ammette  notoriamente  il  gruppo  dei  movimenti  euclidei  e  delle  similitudini  : 
[Gw]  p>  ?,  r,    yr  —  zq,     y>  —  xr,     xq  —  yp,    xp  +  yq  +  v. 


*)  Quando  nulla  di  esplicito  si  dirà  in  contrario,  si  sottintenderà   che  la  matrice  (4)  non  è  iden- 
ticamente nulla  e  che  i  suoi  determinanti  del  terz1  ordine  sono  primi  fra  loro. 


7-  Quanto  al  gruppo  che  trasforma  in  sé  tutte  le  generatrici  dì  un  sistema  di  una 
quadrica,  una  retta  generica  dello  spazio,  appoggiandosi  a  due  di  codeste  generatrici 
unite,  non  può  variare,  per  opera  del  gruppo,  se  non  nella  congruenza  lineare  che 
ammette  quelle  due  rette  come  direttrici  ;  cosicché  sarà  invariante  rispetto  al  gruppo 
ogni  complesso,  che  sia  ottenuto  associando  oe'  di  codeste  congruenze. 

Se  prendiamo  come  quadrica  invariante  il  paraboloide  : 

l  +  X  v  =  o 
e  come  generatrici  unite  le  y  =  cost.,  il  gruppo  in  parola  è  dato  da 

p— rr,  xp+nr,  iq+\U 

onde  risulta  che  le  ocJ  congruenze  lineari  invarianti  sono  date  da 

x,  «=  f-Ou  +  0>  t,  =  »(*,  +  «> 

e  il  gruppo  [V]  trasformerà  in  sé  ogni  complesso  : 


[G-] 


m 


?i 


f+«'  <s  + 


h)  =  °> 


cioè 


dove  f  rappresenta  una  funzione  arbitraria  dei  suoi  due  argomenti. 

Ci  riman  da  vedere  per  quali  particolari  determinazioni  della  9  il  complesso  [V] 
ammetta  un  gruppo  a  più  di  tre  parametri. 

Un  gruppo  siffatto  dovrà  sempre   trasformare  in   se   il   nostro   paraboloide.    Ora, 

Ìtre  il  gruppo  totale  del  paraboloide  lascia  fermo  soltanto  il  complesso  delle  tangenti, 
oè  un  complesso  del  tipo  [III];  i  sottogruppi  di  esso,  che  contengono  il  sottogruppo 
[V],  si  riducono  manifestamente  a  tre  tipi,  secondochè  subordinano  sulla  schiera  delle 
generatrici  y  =  cost,  un  gruppo  ooa  o  un  gruppo  oc1  con  due  generatrici  unite  distinte 
oppure  coincidenti. 

U  primo  tipo  non  di  luogo  a  nessun  complesso  nuovo.  Negli  altri  due  casi,  in- 
vece, notiamo  che  ciascuna  delle  oo1  omografie  subordinate  dal  gruppo  sulla  schiera 
delle  generatrici  v  =  cost,  è  permutabile  con  tutte  le  altre;  cosicché  il  gruppo  trasforma 
in  sé  ogni  complesso  quadratico  costituito  dalle  rette  che  si  appoggiano  alle  coppie  di 
generatrici  corrispondentisi  in  una  determinata  fra  codeste  omografie.  A  rappresentare 
codesti  due  tipi  di  gruppi  possiamo  scegliere: 

p  —  yr>   xp-tir,  «  +  *^i  yq  +  ir 


UGO     AMA.  LDL 


cui  corrispondono  rispettivamente  i  fasci  di  complessi  invarianti  *)  : 

n*n]  &,  +  «y  +  4^  -  &^  =  o. 

8.  Abbiamo  infine  il  gruppo  proiettivo  oo1  di  una  cubica  sghemba. 

Ê  manifesto  a  priori  che  nel  fascio  dei  complessi  invarianti  un  complesso  °i 
sarà  costituito  dalle  o©'  rette,  che  intersecano  la  sviluppabile  circoscritta  alla  cubia 
quaderne  di  punti  proiettive. 

Se  la  O  è  data  da 

*  =  **,     t  =  x* 

il  gruppo  è 

i  p+2xq+}yr,     aH-2jtç+î^     3*U—2yp—xg 

Per  trovare  l'equazione  generale  dei  complessi  invarianti  senza  ricorrere  alla 
grazione  del  sistema  completo,  che  in  questo  caso  si  presenta  alquanto  malagevole, 
sideriamo  due  complessi  invarianti  particolari  :  il  complesso    lineare    relativo  al 
nullo  definito  dalla  CK  che  nel  nostro  caso  è  dato  da 

(5)  3^—1=0, 

e  il  complesso  cubico  delle  rette  incidenti  alla  Cl  : 

(6)  *|  -  2^^s  -  ^^5  +  fa  +  ^  -  ^  =  o  ••> 

Ora  se  indichiamo  rispettivamente  con  Xt  t  Xt  f  X}  le  tre   trasformazioni  infinit* 
stme  del  [Gra]  e  con  u,  r  i  primi  membri  delle  (5),  (6),  troviamo  : 

*.  W  =  «t  «1     Xa  (v)  =  o,     X,  (r)  =  —  9  ^  v, 
onde  risulta,  per  ogni  valore  della  costante  /?, 
X, (v  +  *«*0  =  ««(*  +  *«>>  *p(*  +  W)  =  û,  ^(v  +  **')  =  —  9^(t,  +  frt$ 

Si  conclude  quindi  che  ì  complessi  invarianti  rispetto  al  gruppo  [Gnit]  sono  dati 
dai  complessi  cubici: 

[Vili]     i\  —  ÈVtft  -  v,  KS,  +  £«•  +  tf<  —  îiî,  +  KU,  -  0'  =  o  *~> 

9.  Riassumendo,  i  complessi  che   ammettono   un  gruppo  proiettivo   non   integrabili 
appartengono  ai  seguenti  tipi: 


•)  Codesti  complessi  coincidono  coi  complessi  H  (di  i*  e    2*    specie)  del   sig.    de    Tannenberg 
(l.  e.),  <^oì  quale  noteremo  che  essi,  nella  classificazione    di    Weiler-Segre,    appartengono    alle   specie 

t„i  (,nj],  [ni  (ta)], 

**)  L'espressione  al  primo  membro  non  è  altro  che  il  risultante  delle  due  equazioni  cubiche 

fc  «I  —  S  +  t,  =  o,        ^  xi  —  x2  +  ^  =  o. 

♦**)  È  pressoché  superfluo  avvertire  che  i  resultati  di  questo  numero  sono   impliciti    in    r 

notissime.  Per  es.  efr,  Salmon  (Chemin)  :  leçons  d'Algèbre  supérkurt;  passim,  e  in  particolare  XVIIe  leçon. 


SUI   COMPLESSI    DI   RETTE,   CHE   AMMETTONO    UN   GRUPPO    CONTINUO   PROIETTIVO, 
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i)  complessi  lineari  (con  gruppo  co'0  o  co"  secondochè  il  complesso  è  generale  o 
Je); 

mplesso  quadratico  delle  rette  incidenti  ad  una  conica  o  complesso  delle  rette  di 
jhr^j  nulla  (con  gruppo  oo7); 
ì)  compasso  quadratico  delle  tangenti  a  una  quadrica  (con  gruppo  co6); 
4)  complessi  costituiti  da  co*  congruente  lineari  le  cui  direttrici  appartengano  ad  una 
sdeiima  rigato  quadrica;  il  gruppo  è  in  generale  co*  e  si  amplia,  diventando  co4,  solo 
ado  k  coppie  di  direttrici  si  corrispondano  in  una  omografìa  ; 

ifij  delle  rette  nti  in  quaderne  proiettive  di  punti  una  svilup- 

It  del  4'  ordine  (con  gruppo  co5),  Fra  questi  complessi  e  compreso   come   caso  li- 
il  complesso  delle  rette  badasti  alla   cubica   sghemba,   spigolo    di   regresso   della 
abile, 
1  sarà  inutile  avvertire  che  ciascuno  degli  otto  tipi  di  complessi  sin  qui  incori- 
1  e  diule  di  se  stesso  *). 

ni. 

Sulla  classificazione  dei  gruppi  proiettivi  integrabili  co*  **). 


IO.  Poiché  ogni  gruppo  integrabile  lascia  fermo  un  piano,  noi,  assumendo  come 
piano  unito  il  piani)  improprio,  possiamo  anzitutto  ricondurci  a  considerare  gruppi  li- 
neari  (gruppi  di  affinità).  Ma  come  già  si  disse  i  gruppi  lineari  omogenei  sono  stati 
classificati  dal  Lie;  cosicché  a  noi  qui  restano  a  classificare  soltanto  quelli  non  omogenei, 
Un  gruppo  lineare  non  omogeneo  oc*  Gì  è  generato  da  tre  trasformazioni  infìni- 
della  forma  : 

X  =  a,p  +  btq  +  c.r  +  X  (*«  t|  a,  ,), 

'  ,  ^  sono  costanti  non  tutte  nulle,    e    le    Xt  sono   trasformazioni    lineari 
omogenee,  cioè  combinazioni  lineari  omogenee  a  coefficienti  costanti  delle 

*P>    yp9    *jfc     *ft     Jfi    tft     xr,    yr,    ir. 

Le  trasformazioni  lineari  omogenee  JC-,  ottenute  accorciando  leX,  cioè  trascuran- 
done la  parte  traslatoria  o  di  ordine  zero,  generano  da  sole  un  gruppo  lineare  omo- 
geneo, il  quale  in  sostanza  determina  il  modo,  in  cui  il  nostro  G,  primitivo  opera  sul 
0  improprio.  Questo  gruppo  lineare  omogeneo,  generato  dalle  Xt  può  essere  o  co1, 
o  k\  /,  o,  addirittura,  ridursi  alla  soia  operazione  identica;  corrispondentemente 
il  nostro  gruppo  G  0  non  conterra  nessuna  traslazione  infinitesima,  oppure  ammetterà 
un  sottogruppo  di  traslazioni  co1  o  co2  o  co5;  nel  quale  ultimo  caso  il  gruppo  non 
porri  essere  diverso  dal  gruppo  p,  q,  r  di  tutte  le  traslazioni  dello  spazio. 


*)  Notoriamente  diconsi  duali  (o  dualistici)  due  gruppi  equivalenti  rispetto  alia  trasformazione   di 
omogenea  definita  dflFtmica  equazione  xx*  -\-  y  yf  -(-  ^'-f~  1  =  o. 
Or.  Lie-Ekgel»  op.  cit.,  Bd.  Ili,  Kap*  13. 

Rmd-  Cm*.   M*t+m.   fmrmo,  t.    XXllI  (1907).  —  Stampato  il  *$   febbrajo  1907.  IO 


Se  allora  teniamo  conto  del  fatto  che  il  gruppo  oo?  delle  traslazioni  è  invariante 
nel  gruppo  lineare  totale,  vediamo  che  per  classificare  i  gruppi  lineari  non  omogenei  oo] 
noi  potremo  assumere  al  posto  del  gruppo  accorciato  omogenee  V  yiccessivamente 
tutti  i  gruppi  lineari  omogenei  tipici  a  tre,  a  due,  a  un  parametro  della  tabella  di 
sitìcazione  del  Lie  ;  aggiungere  nei  due  ultimi  casi  rispettivamente  una  o  due  traslazioni 
infinitesime  indipendenti  ;  e  caso  per  caso  determinare  quali  termini  traslatori  o  di  or- 
dine zero  si  possano  aggiungere  alle  Xi  considerate,  compatibilmente  con  la  proprietà 
gruppale. 

Per  questa  via,  che  non  richiede  se  non  risoluzioni  di  sistemi  di  equazioni  lineari 
si  giunge  senza  difficolta  alla  voluta  classificazione,  la  quale  comprende  un  considerevole 
numéro  di  tipi.  Ma  non  è  necessario  che  io  riproduca  qui  Tintera  tabella;  giacché  al- 
cune facili  considerazioni  direne  ci  permettono  di  eliminar  subito,  in  ordine  alla  deter- 
minazione dei  complessi  invarianti,  buon  numero  di  casi;  mentre,  d'altro  canto,  dei 
gruppi  residui  solo  una  parte  ci  condurrà  a  tipi  di  complessi  che  già  non  siano  stati 
da  noi  precedentemente  incontrati« 


IV. 

Complessi,  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  integrabile  contenente 
più  di  una  traslazione  infinitesima. 

il.  Prendendo  a  considerare  i  gruppi  lineari  integrabili  oo*  a  partire  da  quelli,  che 
contengono  il  massimo  numero  di  traslazioni,  notiamo  che  il  gruppo  />,  ç,  r  trasforma 
in  sé  ogni  stella  impropria  di  rette,  e,  quindi,  ogni  complesso  (speciale)  costituito  dalle 
rette  incidenti  ad  una  qualsiasi  curva  del  piano  improprio;  e,  naturalmente,  ogni  com- 
plesso siffatto  ammette  addirittura  il  gruppo  co4  delle  omotetie,  cioè  il  gruppo 


[Ga] 


P>    ?> 


U~ 


■fv*>  <,',  +  W 


mentre,  d'altro  canto,  un  tale  complesso,  la  cui  equazione  sarà  della  forma  : 

dove  9  rappresenta  una  funzione  qualsiasi  dei  suoi  due  argomenti,  non  immetterà  altre 
trasformazioni  infinitesime  all'infuori  delle  [G„].. 

Perché  un  complesso  [IX]  ammetta  un  gruppo  più  ampio  di  [Gi3£]  è  necessario  e 
sufficiente  che  la  rispettiva  curva  direttrice  sul  piano  improprio  sia  una  curva  W  di 
Klein-Lie,  Ora,  esclusi  il  caso  della  retta  e  quello  della  conica,  il  quale  ultimo  ci  ri- 
conduce al  tipo  [IV]  del  complesso  delle  rene  di  lunghezza  nulla,  restano  due  tipi  di 
curve  W  *).  Otteniamo  così  due  tipi  di  gruppi  00s  integrabili  : 


*)  Cor.  per  es.  Lie-Engel,  op.  cit.,  Ili  Absch.,  Kap.  5. 
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ai  quali  corrispondono  rispettivamente  i  complessi  invarianti 

[X]  ^  =  K. 

[XI]  ^  =  ht<>. 

12.  Passando  a  considerare  i  gruppi  che  contengono  un  sottogruppo  oo1  di  tra- 
slazl  icile   convincersi   che   i    rispettivi    complessi  invarianti   ammettono  l'intero 

pò  cc#  delle  om<  entrano  nei  tipi  or   ora    considerati.    Supponiamo, 

ro,  che  un  complesso  ammetta  le  due  traslazioni  infinitesime  p  e  q}  vale  a  dire  tutte 
le  traslazioni  parallele  al  piano  i  =  o.  Allora  tutti  i  coni  del  complesso  aventi  il  vertice 
su  di  un  qualsiasi  piano  parallelo  a  codesto  piano  (le  cui  generatrici  esauriscono  l'intero 
complesso)  debbono  essere  tutti  fra  loro  congruenti;  onde  risulta  senz'altro  che  essi 
intersecano  il  piano  improprio  secondo  una  medesima  curva  e  il  complesso  appartiene 
al  tipo  [IX].  Ciò  del  resto  risulta  senz'altro  dal  fatto  che,  essendo  p  =  rsJ  q  =  r}3 
l'equazione  del  nostro  complesso  sarà  indipendente  da  ^ ,  [  . 

Notiamo  che  alla  medesima  conclusione  si  giunge  anche  partendo  dall'ipotesi  che 
il  complesso  ammetta  un  qualsiasi  gruppo  oo1  di  omotetie  (non  costituito  da  sole  tra- 
slazioni), come  per  es.  r,  U  =  ^r,  +  ^  r,,  £  r,  +  ^  ri . 

V. 

Complessi  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  Integrabile 
contenente  una  sola  traslazione  infinitesima. 

13,  Come  si  disse  già  al  n°  io,  per  ottenere  i  gruppi,  di  cui  qui  vogliamo  tener 
parola,  dobbiamo  considerare  successivamente  tutti  i  gruppi  lineari  omogenei  oo*  della 
tabella  del  Lil.  e  aggiungervi  una  traslazione  infinitesima  libera,  prolungando  simulta- 
neamente in  tutti  i  modi  possibili  le  due  trasformazioni  omogenee  mediante  termini  di 
ordine  zero. 

Ma  possiamo  subito  avvertire  che  sarà  inutile  prendere  in  considerazione  i  gruppi 
•mogenei  00 a  aventi  un  sottogruppo  oo1  di  omotetie  (cioè  la  trasformazione  in- 
finitesima [/),  in  quanto  ogni  gruppo  siffatto  darà  luogo  a  un  gruppo  lineare  omogeneo 
contenente  un  sottogruppo  cc:  di  omotetie,  e  quindi  (n°  precedente)  a  complessi  in- 
varianti del  tipo  [IX], 

In  secondo  luogo  gli  altri  tipi  di  gruppi  lineari  non   omogenei   00 \  ai  quali  con 
l'indicato  procedimento  si  giunge,  sono,  com'è  naturale,  in  parte  duale  di  se  stessi  e  in 
a  coppie.  Ora  noi  per  ciascuna  dì  codeste   coppie   di   tipi   ci   limiteremo   a 
considerare  un  unico  rappresentante. 

Saranno  infine  facilmente  riconoscibili  i  gruppi  che  danno  luogo  a  tipi  di  complessi 
invarianti,  gii  prima  d'ora  incontrati  (compiessi  lineari,  complessi  speciali  [IX],  .  . .). 
Applicati  questi  vari  criteri  di  eliminazione,  restano  a  considerare  i  di 




gruppi  : 

i)  r,  xr  +  aq  +  bp,  yr-\-cq  +  bp 

2)  r,  p  —  yr,  yp  +  xr  +  aq 

3)  r»  P  —  y>  yp  +  a9 

5)  r,  ?  +  xr,  ir  —  xq  +  U 

6)  r,  q  +  xr,  xp+v  +  aq 

7)  r,  ?  +  xr,  ,v ?-K?  +^)r-fa/> 


12)     r,  ^  +  j;ri>?  +  c(^rH-t;) 
li)     r,    ;  +  •">  ?  +  ^  +  2^'' 
14)     r,p  +  xr,p  +  yq 


ij)     r,  .v?+;r,  ^r  —  xp  +  xU 
16)     r,  -vç  +  vr,  ^r  —  xp~\-q 


!/)     ',  .v?+jyr-j-/>,  x^  +  2>ì  +  3^r 


8)  r,  x?,  açr-J-j^  +  at/ 

9)  r,  xq,  axp  +  bzr  +  q 
io)     r,  xq,  ir  +  aU 


18)  r,  *r  +  at7,  xq+U 

19)  ',  çr  +  at/,  ;y?  +  i>t/ 


20)     r,  q  +  v,  xp  +  aq 

11)    r,  />  +  xr,  \r+U  21)    r,  ?  +  *r,  x<7  +  ,»p. 

14.  II  gruppo  1)  ammette  in  generale  un  fascio  di  complessi  invarianti  lineari;  ma 
quando  sia  ah  —  bc  =  o  il  rispettivo  sistema  completo  nelle  ^  si  riduce  a  binario; 
scelto  a  rappresentante  di  questo  tipo  particolare  il  gruppo: 

rG   ,\  r,    p—yr,     9  +  .vr 

troviamo  che  esso  trasforma  in  sé  ogni  complesso  della  rete  : 

(7)  *5  +  !H, +  %  +  »  =°; 

questi  complessi  sono  tutti  congruenti  fra  loro  (e  al  complesso  t  +  1  =  o)  mediante 
le  e»J  traslazioni  parallele  al  piano  ^  =  o. 

Sarà  quindi  invariante  rispetto  al  gruppo  [XIL]  ogni  congruenza  che  sia  intersezione 
di  due  dei  complessi  (7)  e  quindi  ogni  complesso  costituito  da  oo'  siffatte  congruenze: 


[XII] 


Kv^'ETï)^ 


dove  <p  è,  al  solito,  una  funzione  arbitraria  dei  suoi  due  argomenti. 

Per  determinare  i  casi  particolari  del  tipo  [XII],  in  cui  il  gruppo  ha  più  di  tre 
parametri,  premettiamo  alcune  considerazioni.  I  complessi  lineari  (7)  hanno  tutti  comune 
il  Eascio  delle  rette  improprie  passanti  pel  ponto  improprio  dell'asse  ^  Ora  ci  sani  utile 
nel  seguito  l'aver  prima  considerato  senz'altro  l'insieme  di  tutti  i  complessi  lineari  cui 
appartiene  codesto  fascio,  cioè  il  sistema  lineare  oc5  di  complessi  : 

(8)  H  +  ^  +  v%  +  1  =°- 

Il  più  ampin  gruppo  proiettivo  che  trasformi  in  sé  questo  sistema  lineare  di  com- 
plessi è  dato  naturalmente  dal  gruppo  lineare  che  lascia  fermo  il  punto  improprio  del- 
l'asse ^  cioè  dal  gruppo  a  dieci  parametri 

A     Çj     r9     xp,     xq,     xr,     yp,    yqf    yr,     (f. 


Sul    COMPLESSI   DI   RETTE*   CHE  AMMETTONO   UN   GRUPPO   CONTÌNUO  PROIETTIVO, 


A  noi  importa  vedere  come  operi  questo  gruppo  sulla  varietà  degli  oo1  complessi 
Estendendo,  secondo  le  note  regole  del  Lie,  le  trasformazioni  infinitesime  (9)  ai 
1,  y  troviamo  : 


*— *5ti  Î  +  X5T7>    i  ^-^-^d^I'  **~%' 


d7»  *f+*d*+|t3u  +    dv 


■) 


Qò  premesso,  risulta  subito  che  il  più  ampio  gruppo  proiettivo  che   trasformi   in 
la  rete  (7),  cioè  la  rete  a  =  1,  è  dato  dal  gruppo  co*  : 

Pi     ?,     r,     xp—yq,     xp-\-ir,     xtj,     at,     j/>,    yr, 

quale  subordina  sui  complessi  (a,  v  il  gruppo  : 

di       di  df 

il  gruppo  lineare  totale  sulle  due  variabili  fi  e  v. 

L'isomorfismo  fra  i  gruppi  (11)  e  (12)  è  meriedrico,  in  quanto   alla   identici   del 
ippo  (12)  corrisponde  nel  gruppo  (11)  il  sottogruppo  invariante  oo5  [GKU]. 

Un  complesso  [XII]  si  può  rappresentare  come  una  curva  del  piano  (Jt,  v;  e  risulta 
quanto  s'è  detto  or  ora  che  un  tal  complesso  ammetterà  un  gruppo  proiettivo  a  più 
ire  parametri,  quando  la  rispettiva  curva  rappresentatrice  sul  piano  ja,  v  sia  trasfor- 
mi sé  da  un  gruppo  lineare,  almeno  00  \  E  poiché  il  più  ampio  gruppo  proiettivo 
trasformi  in  sé  la  rete  (7)  è  isomorfo  al  gruppo  lineare  in  a,  (/.,  cosi  avremo  tanti 
amplessi  [XII]  a  gruppo  oc4  (almeno),  quanti  sono   i   tipi,    distinti   rispetto   al 
uppo  lintartj  di  curve  piane  con  infinite  trasformazioni  lineari  in  se. 
Ora  risulta  da  un  noto  teorema  del  Lie  *),  che  le  forme  tipiche  di   una   trasfer- 
te lineare  entro  il  gruppo  lineare  sono  otto,  di  cui  quattro  ammettono  traiettorie 
e  perciò,  nel  nostro  caso,  danno  luogo  a  complessi  invarianti  lineari.  I  quattro 
risformazioni  infinitesime  lineari  a  traiettorie  non  lineari  sono  in  coordinate  fa  v  : 

df    L       dfr   -u.         \         df    t    ,      1     ^df       df    1      df       df    1       df 

In  generale  una  traiettoria  di  una   qualsiasi    delle   prime  tre  trasformazioni  infini- 
e  non  ammette  nessuna  trasformazione  lineare  ulteriore.  Le  traiettorie  invece  della 

quarta  trasformazione  sono   parabole  e,   come  tali,   ammettono   ciascuna   una  ulteriore 

trasformazione  infinitesima  lineare;  per  es.  la  parabola  : 

(JtJ  =  2v 

ammette  le  due  trasformazioni  : 

(m) 


df  .      df 

PST  +  2v5i 


*)  Cfr.  per  es.  LlE'ScHEFFERS,  Vorlesungen  über  conHnuUrlkM  Gruppen,  etc.,  pag.  60. 


Conduce  a  traiettorie  paraboliche  anche  la  prima  trasformazione  (13)  per  c=  2,  '/,; 
onde  possiamo  escludere  questi  due  casi  in  quanto  conducono  a  gruppi  oo*  del  tipo  (14). 
Possiamo  inoltre  notare  che  anche  per  e  =  —  1  la  prima  trasformazione  (13)  ha  traiei* 
torie  coniche;  ma  in  codesto  caso  la  retta  impropria  noe  è  tangente,  cosicché  le  coniche 
non  ammettono  nessuna  ulteriore  trasformazione  infinitesima  lineare. 

Concludendo  si  hanno  quattro  tipi  di  complessi  [XII],  aventi  un  gruppo  più  ampio 
che  oc3:  di  questi  quattro  tipi  fono  ammette  un  gruppo  orJ  e  gli  altri  tre  un  gruppo «x4. 

In  base  aite  (io)  troviamo: 

df,      df  df    .         0/ 


'ò\f- 


4J  +  fr+^f-f<T-*l  +  ll 


e  allora,  mediante  integrazioni  che  per  brenta  tralasciamo,  si  ottengono  i  seguenti  quattro 
tipi  di  complessi  *)  : 

[XIII]  \  r,  /»— yr,  ?-f-.tr,  q+yp,  2xp+yq+w 

rxivi  (f?éo'  Ij  2'  'ß 


[^    !  r,  p-yr<  q+xr,  zr-xq+V 


M+i 


[XVI] 


rj  £-*f,  q+xr,  xp+v-q 


*)  I  tipi  XIV  t  XV  coincidono   coi  complessi  Ar  (di  ra  e  2"   speck)   del  sig,  de   Tannenberg, 
L  e,  pag.  to* 
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Il  complesso  quadratico  XIII  ha  come  superfìcie  singolare  il  piano  improprio  e  il 
punto  improprio  dell'asse  £  contati  quattro  volte;  e  le  rette  singolari  costituiscono  una 
unica  congruenza  lineare  speciale,  avente  per  asse  la  retta  impropria  del  piano  y  =  o; 
cosicché  la  caratteristica  del  complesso  è  [(321)]  *). 

Notiamo  poi  che  i  gruppi  2),  3),  4),  5),  6),  7)  sono  tutti  sottogruppi  del  gruppo 
(11)  della  rea*  (8),  contenenti  ciascuno  un  sottogruppo  oc2  del  gruppo  GX1I;  cosicché 
essi  non  possono  condurre  se  non  a  complessi  invarianti  appartenenti  ai  quattro  tipi 
determinati  dianzi. 

15.  Dopo  quanto  precede,  consideriamo  il  gruppo  S),  cioè 

e,  lasciando  per  un  momento  da  parte  i  complessi  invarianti  nel  caso  generale,  notiamo 
che  il  rispettivo  sistema  completo  nelle  ^  sì  riduce  per  a  =  o,  k  =  — -  1  a  binario; 
abbiamo  cioè  che  il  gruppo  : 

[Gm]       r,    xq,    x^  +  tr  =  ^ft  +  ^r3j    trj  +  V*i    *,',  —  l/A 
trasforma  m  sé  ogni  complesso  della  rete  : 

Ol)  H  +  f^+  ■  —° 

(costituita  dagli  oo1  complessi  X-r  -(-  1  —  o,  e  dai  complessi  ad  essi  congruenti  mediante 

traslazioni  parallele  all'asse  delle  y),  e  quindi  anche  ogni  complesso  : 

[xvn]  ?&.,<,)  =  <>, 

dove  !  solito,  una  funzione  arbitraria  dei  suoi  due  argomenti. 

Per  trovare  le  determinazioni  di  fa  per  le  quali  il  complesso  XVII  ammette  un 
gruppo  a  più  di  tre  parametri,  non  abbiamo  che  a  valerci  dei  risultati  del  n°  prece- 
dente. Dalle  (io)  risulta  anzitutto  che  il  più  ampio  gruppo  proiettivo  che  trasformi  in 

.   rete  (15)  è  il  gruppo  a  sette  parametri 

(16)  q,     r,     Ap,     xq,     xr,     yq,     {f, 

contenente,  com'è  naturale,  il  gruppo  G,V(i  come  sottogruppo  invariante. 

In  secondo  luogo  dalle  medesime  forinole  (io)  discende  che  il  gruppo  (16)  su- 
bordina sui  complessi  (15)  il  gruppo  00*,  ad  esso  meriedricamentc  isomorfo, 

v  é/  dx        ò>  dp        rdp 

cioè  il  gruppo  lineare  che  lascia  ferma  la  retta  a  s  o. 

Per  trovare  i  complessi  XVII  aventi  un  gruppo  oc*  almeno,  dovremo  classificare 
i  tipi  di  trasformazioni  infinitesime  del  gruppo  (17)  entro  il  gruppo  medesimo:  alche 
si  giunge  con  una  agevole  discussione,  che  ad  ogni  modo,  rientra  io  1  na  nota  discussione 
del  Lie  **):  si  ha  cosi  che  una  trasformazione  infinitesima  del  gruppo  (17)  è  équivalente. 


•)  Qr.  Segre*  Sulla  geometria  dilla  retta  e  delle  sue  serie  quadratiche  \  Memoria  della  R.  Accademia 
dclk  Scienze  di  Torino,  serie  II,  t  XXXVI,  n°  168]. 

Lìe  Sc  KEFFERS,  Fvrlesungen  über  continuierliche,  etc.,  pag,  6a 


.y  i^  d-L. 

dp*       d  y-  '     d  ^  " 

Le  quattro  ultime  si  possono  senz'altro  lasciar  da  parte,  in  quanto  hanno  traiettorie 
rettilinee  e,  perciò,  conducono  a  complessi  lineari;  e  per  la  stessa  ragione  si  può  sup- 
porre nella  prima  trasformazione  infinitesima  c^éo,  i.  È  poi  manifesto  che  qui  k 
traiettorie  coniche,  alle  quali  conduce  l.i  prima  trasformazione  infinitesima  per  c=2,  7,,—  i 
non  ammettono,  entro  il  gruppo  (17),  nessuna  altra  trasformazione  infinitesima.  Cosicché 
siano  condotti  a  tre  tipi  di  complessi  invarianti  aventi  un  gruppo  oc4. 

Tenendo  conto  delle  (io)  abbiamo  : 


$+*&-<*-*>"+««*  i8+<H*>S-t--*is  %+' 


onde    risulta  senz'altro  che  i   gruppi,    cui   danno   luogo   la  \  ~  -}-  (>.  -j-  p.)  ~  e  b 


di 


dp 


■^ — (-  a  ^-  sono  fra  loro  duali.  Restano  quindi  i  due  seguenti  tipi  di  complessi  : 

[XVIII]  \  ^  =  h<      ,         s  (^°* 

l    *m\     {m^r.+^i  lf^^r^  ^fj— ^rf,  cx  2r2-(c-  1)^  +  -,r(, 

[XIX]  \  <,=  *! 

[<**]    ff}  Hì  xp+®%  q  —  xp^^r^ir^  Vf+V4>  V«"^'  ri^Vt.— « 

Abbiamo  con  ciò  esaurito  1  tipi  di  complessi  invarianti,  cui  possono  condurre  i 
gruppi  8),  9),  io)  della  nostra  tabella;  giacché  codesti  gruppi  sono  tutti  sottogruppi 
del  gruppo  (16),  aventi,  ciascuno,  comune  col  sottogruppo  invariante  G*vu  un  sotto- 
gruppo oo\ 

Notiamo  infine  che  il  tipo  XVIII,  in  cui  il  parametro  e  è  essenziale,  dà  luogo  per 
e  =  2,  —  1,  '/j  a  complessi  quadratici  : 

I  due  primi  sono  duali  fra  loro,  cosicché  nel  tipo  XVIII  si  può  supporre  e  =^7,, 
e  appartengono  alla  caraneristica  [(411)];  il  terzo  appartiene  invece  alla  caratteristica 
[(211)  (ti)].  Nell'uno  e  nell'altro  caso  la  superficie  singolare  degenera  in  due  piani 
(il  piano  improprio  e  il  piano  x  ss  o)  e  in  due  punti  *). 

16.  Procedendo  nello  studio  dei  gruppi  della  tabella  al  n°  15,  notiamo  che  i  gruppi 
11),  12),  13),  14)  hanno  comune  il  sottogruppo  invariante  ooJ  : 

(19)        r,     H'^^.  +  V,»     rn  —  WS-  ^Cf»+%%  +  V4>i 


*)  Cfc  Sigrb,  Memoria  citata,  nj  168,  169. 


cosicché  i  loro  complessi  invarianti  saranno  costituiti  ciascuno   da  ool    per   le   oo*   con- 
gruenze invarianti  del  gruppo  (19), 
Codeste  congruenze  sono  date  da 

*4  =  Ht   *,*.  — ^  =  1^; 

onde  è  manifesto  che  ciascuna  di  esse  si  scinde  nella  stella  ^  =  ^  =  o  delle  rette 
parallele  all'asse  ^  e  in  una  congruenza  lineare  (speciale)  : 

V  =  ^     *,*-*#*,  —  a  =0. 

Ma  a  noi  gioverà  considerare  qui,  anziché   codeste   congruenze,    la   rete   di   com- 
plessi quadratici  : 

(*°)  ?*t,  -  %  +  *«4  +  ^  =  o 

ciascuno  dei  quali  è  invariante  rispetto  al  gruppo  (19).  Questi  complessi  quadratici  sono 
rutti  fra  loro  congruenti  mediante  le  ooJ  traslazioni  parallele  al  piano  ^  qs  o  e  corri- 
spondono alla  caratteristica  [(53)].  Per  es.  il  complesso  r  ^ — ^  =  0  ha  come  super- 
ficie singolare  il  piano  y  =  o  e  il  punto  improprio  dell'asse  ^  contati  una  sol  volta  e 
il  piano  improprio  e  il  punto  improprio  dell'asse  v  contati  tre  volte  *). 

Tenendo  conto  della  natura  della  superficie  singolare  dei  complessi  (20),  si  trova 
agevolmente  che  il  più  ampio  gruppo  proiettivo  che  trasformi  in  sé  la  rete  (20)  è   il 
gruppo  oo*: 
(21)  p,     q,     r,     xp-\-2ir,     xr,    yq, 

le  cui  trasformazioni  infinitesime,  estese  ai  parametri  a,  fi  della  rete  diventano  : 


(22)    p 


dot' 


?  + 


àf 


r,     xp-\-2ir  + 


Di  qui  risulta  che  il  gruppo  (21)  subordina  sulla  rete  a,  ß  il  gruppo  oo<  ad  esso  me* 
riedricamente  isomorfo  : 


(*3> 


da'      a^r        da'     Pc>P' 


cioè  il  gruppo  lineare  che  lascia  fermi  i  punti  impropri  degli  assi  a  =  0,  ß  =  o. 

;rva  del  piano  a,  [i  rappresenta  un  complesso  invariante  pel  gruppo  oo2  (19): 
tvere  i  complessi  che  ammettono  un  gruppo  più  ampio,  dobbiamo  al  solito  classi- 
ficare i  tipi  di  trasformazioni  infinitesime  del  gruppo  (25)  entro  il  gruppo  medesimo.  Questi 
tipi  sono,  come  risulta  da  una  facile  discussione  : 


da' 


+  **' 


allora  teniamo  conto  delle  (22),  vediamo  che  i  primi  due  tipi  di  trasformazioni 
infinitesime,  in  quanto  portano  nel  gruppo    una    seconda    traslazione  infinitesima  con- 


*)  Or.  Segre,  ibidem,  nq  165. 
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ducono  a  complessi  speciali  del  tipo  IX  :  le  due  successive  danno  invece  luogo  a  coro* 
plessi  invarianti  appartenenti  alla  rete  (20)  e  quindi  congruenti  al  complesso  quadratico 
di  caraneristica  [(33)]»  di  cui  già  parlammo  più  sopra: 

[XX]  «»-*,»<* 

D  gruppo  rispettivo  è,  come  risulta  dalle  (22),  a  quattro  parametri  : 

Le  ultime  tre  trasformazioni  infinitesime  danno  luogo  a  tre  gruppi  c©%  ciascuno 
dei  quali  caratterizza  un  tipo  di  complessi  invarianti,  che  non  ammette  nessuna  ulteriore 
trasformazione  infinitesima: 

rxxiii  (^-OC=*r 

[xxni  \  tH  =  hXat  * 

\  r,  -  *.<♦'.  —  *,&  rx  +  ^r,  +  ^r+),     r,  +  <,  r,  —  ^  r,  —  2^ 

[xxin]      J  *«  =  &*,<  w* 

(  *,  —  CV*  -*a(v.  +  V»  + V^    r.  +  V»  + V4- 
Abbiamo  cos)   tenuto  conto   dei  gruppi    n),    12),    15),    14)   della   nostra  tabella 
del  n"  13. 

17.  I  gruppi   15)  e  16)   della  solita  tabella   hanno   comune  il   sottogruppo  inva- 
riante oo1  : 
(24)      r,    xj-fyrss^r.+^r,,    *,r}  +  ^%  —  ^r,  —  ^(V,  +  ^r.  -f  ^), 

le  cui  congruenze  invarianti  : 

(2J)  *,  =  **.!     <  — *t»MÎ 

sono  date  ciascuna  dall'intersezione  di  un  complesso  lineare  speciale  (di  asse  x  =  o, 
\y  -|-  1  =  o)  con  un  complesso  quadratico  costituito  dalle  rette  incidenti  a  una  conica 
del  piano  improprio. 

Il  gruppo  (24)  trasforma  quindi  in  sé  ogni  complesso  quadratico  della  rete  : 

(26)  «^  +  2K  +  <-2^  =  °; 

questa  rete  di  complessi  si  può   dedurre  mediante  le  ao'  traslazioni  parallele  all'asse  v 

dal  fascio  *^,:L  +  £  —  2Zi  =  °'>  e  ciascuno  di  questi  complessi,  la  cui  caratteristica 

è  [(33)],  appartiene  al  tipo  Xffi  e  perciò  ammette  un  gruppo  a  cinque  parametri 

Il  più  ampio  gruppo  proiettivo  che  trasformi  in  sé  la  rete  (26)  è  il  gruppo  : 

(27)  q,    r,     U,    xr    xq+yr,    xp  +  2yq  +  nr, 


le  cai  trasformazioni  infinitesime,  estese  ai  parametri  a,  ß  danno 

i     l      df  TT         df  df  ,  ,  ,  ,      Qdf 


Discende  di  qui  che  il  gruppo   subordinato   dal  gruppo  (27)  sui   complessi   della 
rete  è  il  gruppo  lineare: 

df       df  df        ftd/ 


(28) 


"dp'    Pdp'' 


che  gii  incontrammo  al  n°  ij* 

Dei  tipi  delle  trasformazioni  infinitesime  del  gruppo  (28): 

divedi       £L^,m^wàL       V_i_.Ê£ 


"dï  +  p5p*    "dï  +  ^  +  |i>5p'    p  +  aó^' 


df       d£        df        Bf 

'3p'     dp'     "da'     "aß1 


gli  ultimi  quattro  dinno   luogo  a  complessi   lineari  o  a  complessi  speciali  del  tipo  IX. 

La  ^4  +  *  ^     conduce  al  gruppo  : 

r>  xq  +  yu  xr+U> 
che,  essendo  duale  di  un  caso  particolare  del  gruppo  21)  della  nostra  tabella,  che  stu- 
dieremo  ben  tosto,  si  può  lasciar  da  parte.  Restano  quindi  i  due  primi  tipi,  che  con- 
ducono rispettivamente  ai  gruppi  15)  e  16).  Nel  primo  caso  si  può  supporre  £  ^  o, 
giacché  in  tale  ipotesi  i  complessi  invarianti  sono  complessi  quadratici  della  rete  (26) 
e  quindi  appartenenti  al  tipo  XIII,  Si  ha,  dunque,  ponendo  a  =  2(1  —  e), 


[xxrv] 


r>     x1-\-yr>     U  —  xf  +  aï/ss^r,  +  Vi» 
Vi+V«  —  ******  —  *»fctf.  +  Vi  +  VA 

(«  —  OVi  —  2**r»  +  «v,  —  V« 


(•^*) 


[XXV]  1  k«*v 

[G— ]     j  r,    x?  +  >r,    *l~  ('+*■*  ^f,-}*  Vi* 

*.',  +  V<  -  tVi  -  ^(V.  +  Vi  +  VJk     f,  +  <.ri  +  *V.  +  Vi 

18.  Il  gruppo  17)  della  nostra  tabella  del  n°  13  : 

r,    P  +  xq  +  yr,    xp  +  *yq  +  w 

conduce  ad  un  tipo  di  complessi  invarianti  gii  noto:  infatti  esso  trasforma  in  sé  ogni 
complesso  quadratico  del  fascio  : 

a  dire  complessi  quadratici  del  tipo  XIIÏ. 

19.  Ci  rimangono  ancora  da  considerare  i  grun"i  «»"*    19^  20),  e  21). 


Tutti  questi  conducono  a  complessi  che   ammettono   gruppi  .1  tre   soli  par 

possiamo  quindi  limitarci  a  dare  i  risultati. 

I  gruppi   i8),  19)  hanno  comune  il  sottogruppo  invariante  oc1  : 

r,     ^r  +  al/s^r.+^r,,    iirj  +  ^r4  —  a(&rl  +  ^rf), 

le  cui  congruenze  invarianti: 

sono  definite  ciascuna  come  intersezione  di  un   complesso  lineare   speciale  (avente 
asse  la  retta  impropria  del  piano  A  *  -\-  y  =  o)  con  un   complesso  del   tipo   X  Vili.  I 
rispettivi  complessi  invarianti,  costituiti  ciascuno  da  00  '  congruenze  siffatte,  sono  dati  da 

[xxvi]  *,*.-*  —  *^ 

rxxvni   (  ^C*  =  *C* 

Analogamente  i  gruppi  20)  e  21)  ammettono  entrambi  il  sottogruppo  inva 


>r.  — 


V*» 


che  trasforma  in  si  ogni  congruenza  : 

*♦  =  *{»>    ^  =  (^S 

intersezione  di  un  complesso  lineare  speciale  con  un  complesso   del  tipo  XIX.  I 
plessi  invarianti  dei  gruppi  20),    21)  sono,   naturalmente,   costituiti  da  oo1  congrue 
siffatte  : 

[xxvimj  C>=K* 

tXXIX]  %  .  « 

[G„]  <<  =  ** 

VI. 

Complessi  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  integrabile  oo1 
privo  di  traslazioni  infinitesime. 


20.  Dobbiamo  ancora  considerare  i  gruppi  lineari  oo1 ,  che  ammettono  un  gruppo 
accorciato  omogeneo  a  tre  parametri  Per  determinarli  noi  non  abbiamo  che  a  prolun- 
gare in  tutti  i  modi  possibili  mediante  termini  traslatori  (o  di  ordine  zero)  le  trasfor- 
mazioni infinitesime  dei  vari  gruppi  lineari  omogenei  tipici  della  solita  tabella  del  Lie. 
Ma  esclusi  due  tipi  di  gruppi  non  integrabili  che  a  noi  non  interessano,  è  facile  rico- 


SUI   COMPLESSI   DI  RETTE,   CHE   AMMETTONO   UN   GRUPPO   CONTINUO    PROIETTIVO. 


MS 


noscere  che  buona  parte  dei  gruppi,  ai  quali  cosi  si  giunge,  contengono  una  trasforma- 
zione infinitesima  equivalente  a  una  traslazione  (cioè,  secondo  la  nomenclatura  del  Lì  e, 
una  cla^ionc),  e  perciò  appartengono  a  tipi  da  noi  già  prima  d'ora  incontrati. 

Fanno  eccezione  soltanto  i  seguenti  sottogruppi,  fra  loro  distinti,  che  soli  ci  restano 
oramai  da  considerare  e  che  ci  condurranno  a  cinque  tipi  ulteriori  di  complessi  inva- 
rianti, fra  i  quali  merita,  forse,  particolare  menzione  un  complesso  del  6°  grado,  che  è 
connesso  alla  rigata  cubica  del  Cayley  (tipo  XXXIV)  : 

a)  p  —  yr,    Jtf  +  t'f    yP  +  aP  +  br'> 

b)  p—yr,q~xr,     {e  —  i)xp  +  yq  +  c^r; 

0  P  —  y*>  f  —  *u  r  —  xp  +  yr> 

d)  p—yr,     xp-\-ir7     yq  +  ^r; 

0  J'  +  ^  +  ^i     xr  +  cp  +  aq,     ir  +  U; 

/)  *A  y ^  ^r> 

g)  P  +  xr,    yq,     xp^i^r; 

h)  p  +  2Xq  +  3yr,     ?+3xr,     xp  +  2yq  +  izr. 

21.  Il  gruppo  a)  trasforma  in  sé  soltanto  complessi  lineari. 
I  gruppi  A)  e  e)  hanno  comune  il  sottogruppo  invariante  oo2  : 

P—P*  9  —  xr^it+^y^^/^ir^ir^  U+«i>i+«*(Vt4*V.-f V<A 
ü  quale  trasforma  in  sé  ogni  quadrica  del  fascio 
(29)  ^  -f-  xy  =  cost, 

e  ciascuno  degli  ce1  complessi  quadratici  del  tipo  VII,  che  sono  dati  ciascuno  dalle  rette 
che  si  appoggiano  alle  coppie  di  generatrici  di  una  quadrica  (29),  corrispondeotisi  in 
una  omografia  parabolica  avente  come  retta  unita  una  delle  generatrici  improprie  del 
paraboloide. 

Questi  complessi  costituiscono  la  rete  (cfr.  il  n°  7)  : 

O<0  4^*,  +  &,  +  tf  +  2<  +  tftti  =  °» 

il  cui  più  ampio  gruppo  proiettivo  è  dato  da 

00  p—yfy     f  — «i     r>     xp  +  v,    yq  +  ir. 

Queste  trasformazioni  infinitesime,  estesi  ai  parametri  a,  (5  della  rete  danno  : 

p-yr,     q-Xrt    r  +  §£  ,     */,  +  <,  + ^- ,     ,f+V+«f£+fgfj 

cosicché  il  gruppo  subordinato  dal  gruppo  (31)  sui  complessi  della  rete  è  il  gruppo  oo3  : 


le  e 


M 


cui  trasformazioni  infinitesime  sono  reducibili,  entro  il  gruppo  stesso,  ai  seguenti  tipi  : 

df         ,d/       Bf    ,     df 


La  *^~  conduce  al  gruppo: 

p—yr,     q  —  xr,     xp—yqy 
che  trasforma  in  se  î  complessi  : 

cioè  i  complessi  delle  tangenti  alle  quadriche  (29), 
Cosi  il  gruppo  : 


*/ 


p—yr,    q  —  xr, 


cui  dà  luogo  la     fj   conduce  a  complessi  lineari;  e  il  gruppo: 

p—yr,     q—xr,     xp  +  ^r, 

al  quale  si  è  condotti  dalla  ^,  trasforma  in  sé  complessi  quadratici  del  tipo  VII. 

Restano  dunque  le  due  trasformazioni  infinitesime  *\  "h  c&äft  e  äft  *f*Äa  ' 
le  quali  conducono  rispettivamente  ai  nostri  gruppi  i)  e  e)  e  danno  luogo  a  due  nuovi 
tipi  di  complessi,  che  ammettono  non  più  di  od3  trasformazioni  proiettive: 

[XXX]     )  p—yr,     q—xr,     (c—ììxp+yq+cv 

[G«x]       )  =  (!+«,>,+?,(*/,  + V.  +  V«)>     (*+W>'i+^ìtV't+V4+V^ 

2a.  I  gruppi  rf)  ed  e)  conducono  a  complessi,  appartenenti  a  tipi  già  determinati. 

Il  gruppo  d)  trasforma  in  sé  complessi  quadratici  del  tipo  VI  (cfr.  n°  7);  menue 

il  gruppo  e): 

yr  +  ap  +  bq,     xr  -f  cp  -f  aq,     ir  -f  U, 

se  a2  —  he  ^é  o,  è  equivalente  al  gruppo  : 

p~yr}     q  —  xr,     zr+U, 

che  ha  come  invarianti  complessi  quadratici  del  tipo  VII. 

Se  poi  è  tf*  —  bc  ss  o  il  groppo  si  può  ridurre  alla  forma  : 

yr,    f+xr,     tf+^i 
cioè  ad  un  groppo  contenente  una  dazione;  onde  risulta   che  esso  non   ci   può   dare 
nulla  di  nuovo. 

23,  Il  gruppo  f)  : 

[Gmn]  xp,    yq%    itmitT%  +  KfÈi    Vi  +  V4>    ^r3  +  V< 

trasforma  in  sé,  oltre  il  piano  improprio,  i  tre  piani  coordinati  x  =  o,  ^=0,  ^^o; 


[G 


1  1' 


onde  risulta  senz'altro  che  ti  fascio  dei  complessi  invarianti  sarà  dato  dal  fascio  dei  com- 
plessi tetraedrali,  relativi  a  codesti  quattro  piani  invarianti,  cioè  da 

[xxxii]  M»«*Vfc. 

I  due  ultimi  gruppi  g)  ed  /;),  che  ancora  ci  restano  da  considerare,  danno  luo- 
go a  due  nuovi  tipi  di  complessi,  rispettivamente  del  40  e  del  6°  grado,  che,  in  un 
ceno  senso,  si  possono  considerare,  al  pari  del  complesso  Vili  della  cubica  sghemba, 
come  una  generalizzazione  del  complesso  tetraedrale. 

Cosi  il  gruppo  g)  : 

trasforma  in  sé,  oltre  il  piano  improprio,  il  cilindro  quadrico  ad  esso  tangente  2  £—  .v3  =  0 
e  il  piano  secante  y  =  o.  È  allora  manifesto  che  il  gruppo  trasformerà  in  se  ogni 
complesso,  costituito  da  tutte  le  rette,  che  intersecano  codesto  cilindro  e  codesti  due  piani 
in  quaterne  di  punti,  aventi  un  dato  birapporto. 

Questi  nuovi  complessi  sono  del  40  grado  e  ciascuno  di  essi  è  individuato  da  un 
cono  quadrico,  da  due  piani,  di  cui  uno  tangente  al  cono,  e  dal  valore  di  un  parametro 
(birapporto).  Se  si  ricorda  che  il  gruppo  proiettivo  di  un  cono  quadrìco  è  co7,  si  vede 
tosto  che  questi  complessi  non  possono  ammettere  un  gruppo  a  più  di  tre    parametri. 

II  fascio  dei  complessi  invarianti  rispetto  al  gruppo  GXJUtwl  è  dato  da 

[XXXIII]  (1  -  a«,o<  =  *(4<,  -  <T 

Consideriamo  infine  il  gruppo  b)  : 

i  p+2xq  +  3vr,     J  +  3*r,     xp  +  2yq  +  jlf 

[GTOJ   \  mr%  -f  2(^r3  +  ^r4)  —  3i2i,rl  —  ì^fcr*  +  *,rj  +  Vj* 

Esso  trasforma  in  se  la  rigata  cubica  del  Cayley  : 

£  —  3xy-\~2x}  =  o 
e  il  piano  improprio,  il  quale  è  il  piano  tangente  alla  superficie  lungo  tutta  la  genera- 
trice cuspidale,  clic  in  questo  caso  è  la  retta  impropria  del  piano  xsso.  Saranno  quindi 
invarianti  rispetto  al  gruppo  G^»*  i  complessi  costituiti  ciascuno  dalle  rette  che  inter- 
secano  la  rigata  cubica  e  il  piano  improprio  secondo  quaterne  di  punti  proiettivi  ad  una 
data-  Questi  complessi  sono  del  6°  grado  e,  nel  caso  del  gruppo  da  noi  scelto  a  rappre- 
sentante del  tipo,  sono  dati  da 

WV]    lux- «,Cl* -f i)+<F« »[*<- a<.(H  +  ijp. 

Il  complesso  cubico  e  il  complesso  quadratico  che,  contati  due  o  tre  volte  rispet- 
tivamente, si  ottengono  in  codesto  fascio  per  h  =  o,  00,  sono  dati  dalle  rette  che  se- 
gano la  rigata  cubica  e  il  piano  fisso  secondo  quaderne  di  punti  rispettivamente  armo- 
niche ed  equianarmoniche ;  e  il  complesso  quadratico  appartiene  1  [(521)]. 
Se  poi  si  pone  A  =  —  '/  ,  il  complesso  XXXIV  si  spezza  nel  complesso 
dale  (contato  due  volte)  delle  rette  incidenti  alla  generatrice  doppia  e 
del  40  grado  delle  tangenti  alla  rigata  cubica. 


VII. 


Tabella  dei  complessi  che  ammettono  un  gruppo  proiettivo  integre 


34.  Raccolgo  in  una  tabella  i  ventisci  tipi  di  complessi  che  ammettono  un 
proiettivo  integrabile,  ordinandoli  secondo  il  numero  dei  parametri  del  grupp 
spondente.  A  facilitare  eventuali  raffronti,  metterò  accanto  a  ciascun  tipo  lo  se 
mero  ordinale  che  esso  ebbe  nelle  panini,  precedenti  e  contrassegnerò  codesto 
con  un  asterisco,  ogni  qualvolta  il  tipo  sarà  duale  di  sé  stesso. 

Gruppo  a  cinque  parametri  : 

fXI  !  ^  ™ 

l  p,     <],     r,     U,     xp-\-cyq 


[IX] 
[XIV]» 

[XV]' 


('*°,± 


(  <,  =  Hü 

(p,     q,     r,     U,     ip 


+  J? 


i 


2^(^  +  0  +  ^  =  0 


K  P  —  ?r>   ?  +  *'>   ?  +  >/»>   2xP  +  yq  +  Kr. 

Gruppo  a  quattro  parametri  : 


Ufo.  0  =  ° 
\p,   q>   r,    U 


<  =  Hfo  +  0 

fi  P~yr>   q  +  * :fi   CXP  +  yq  +  0  +  Ovr 

*,  +  «   =  AV    5 

r,    p  —  yr,    q  -f-  ir,     z.r  — xy+£7 


[XVI] 

[XVIII]* 

[XIX] 

[XXr 


r  r>  f>  — y»   ?  +  *r«   */>  +  ^r  —  ? 

/  r,    *f,    xjJ  +  ^r,    (e  —  i)y<7  +  c<r 


'i     *?>    *^  +  ìrt    ?  — *f 
'  '.    ^  H-xr,    >?,    x£  +  2*r 
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ixnr 

[XVII]» 

[xxrr 
ixxiq 

[xxnrp 

IXXIV] 
[XXVJ 
[XXVI]* 

[xxvnj* 
[xxvm] 

[XXIX] 

[XXX]» 
[XXXIf 

Mmd.  Or*.  Um 


Gruppo  a  tre  parametri  : 
'>  p  +  xr,  yq  +  cfr  +  U) 

<»  =  *<.•    Kì 

r,    p  +  xr,    q  +  xp  +  2V 

^  =  h^e  w* 
r>   />  +  *'»   P  +  yi 

r*    xq+yr,    v  —  xp  +  aU 


2i.  =  h^e 


tf 


r>    xq  +  yr,     xp  —  v  +  q 

<T*  *,  =  *"* 
r,    V  +  aU,    xq+U 

<?\  =  K+l 

r,    v  +  aU,    yq  +  bU 

£»  =  i£«* 
',     ì  +  tf»    *P  +  *P 

<  =  *.    .q 

'1     ?  +  *'>     *f  +  «f 

<r°  =  *<[«.<, +  0,  +  ")^ 

!/•  —  )"'»    tf  — *'>    (c—i)xp+yq  +  cir 

.  Fmkrwf,  u  XXIII  (1907).  —  Stampato  U  Sf  atrio  l 
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[xxxin*  (*.<♦  —  *<.*, 

rxxxmr  j  0  -  n.O<:  =  *(<,<, -O1 

(     P  +  *r,    yq,    *P  +  2*.r 
rxxxivr    i t2**** ~ *»^3^  +  0  +  <f  =  *[3<  —  **.(3*,  +  0? 

(  ^  +  2*?  +  3>f,    q  +  ixrt    xp  +  2yq+  3ir. 

Modena,  dicembre  1906. 

Ugo  Amaldi. 
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THE  CONFIGURATIONS  OF  THE  POINTS  OF  INFLEXION 
OF  A  PLANE  CUBIC  AND  THEIR  HARMONIC  POLARS. 

By  Arnold  E  m  oh  (Solothurn). 


AdunâMi«  del   IO  febbrmjo   19O7. 


I.  The  purpose  of  this  communication  is  to  add  a  few  propositions  to  the  well 
known  relations  between  the  points  of  inflexion  of  a  plane  cubic  and  their  harmonic 
polars. 

These  relations  have  been  studied  by  a  number  of  geometers,  in  analytic  and  syn- 
thetic form.  Both,  the  analytic  and  synthetic  method  have  their  charms,  although  the 
first,  by  the  application  of  elliptic  functions,  is  the  shortest  and  most  accurate. 

For  the  understanding  of  what  follows  it  will  be  well  to  state  a  few  properdes 
of  the  points  of  inflexion  and  their  harmonic  polars  *). 

L  The  nine  points  of  inflexion,  A.Q  =  i>  2,  3,  ...  9),  of  a  cubic  are  situated 
on  twelf  straight  lines  /  (lines  of  point  of  inflexion),  three  on  each.  The  twelf  Vs  may 
be  arranged  into  four  separate  triangles  T,  so  that  each  triangle  contains  three  of  the 
nine  points  of  inflexion  on  each  of  its  sides,  i.  e.,  all  of  the  points  of  inflexion.  Through 
each  A  there  are  four  Vs. 

IL  The  points  of  tangency  of  the  three  tangents  from  a  point  of  inflexion  À  to 
the  cubic  are  collinear  and  the  line  of  collinearity  is  the  harmonic  polar  of  A  with 
respect  to  the  cubic. 

HI.  Designating  the  harmonic  polars  of  the  A*  s  by  Jt,  the  k*  s  of  three  collinear 
A1  s  are  concurrent  at  that  vertex  of  a  T  which  is  opposite  to  the  line  of  the  A' s. 

IV,  The  k*  s  of  a  cubic  pass,  three  through  each,  through  the  twelf  vertices  of  the 
four  Vs. 

a.  It  is  not  difficult  to  establish  the  foregoing  propositions  by  means  of  elliptic 
functions.  By  a  proper  coUineation  any  plane  cubic  may  be  transformed  into  a  New- 
tonian type  with  the  equation 

(0  y1  =  4*'—  tn*  —  h> 

an  equation  which  is  satisfied  by  the  substitution  in  Weierstrasse's  elliptic  functions 

(2)  *  =  v(u),  r«r(»> 

Thus  to  every  point  (jc,  y)  of  the  cubic  corresponds  a  certain  argument   u  con- 
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gruem  to  the  modulus  of  periodicity.  Any  straight  line  cutting  the  cubic  in  three  points, 
with  the  corresponding  arguments  Eft,,  w3,  u}J  gives  the  condition: 

0)  ».  +  »,  +  »,  =  o  (mod.  per.). 

By  the  application  of  (3)  we  get  for  the  argument  of  a  point  of  inflexion 

u  =  alw  +  af.w,  ^ 

3 

or  explicitly,  for  the  arguments  of  nine  points  of  inflexion  A: 


(4) 


*), 


uM  =  o, 


»«.  = 


2ti', 


4W. 

**«  =  2 —  » 


(5) 


»._  = 


_  2W  _  2  W  +  2  *", 


3 
_  â  m 


*     »„  = 


_  2U>  +  2tl>t 
~1~ 


4u>-J-4ti/t                    4W  +  41U 
w     ss  2 — 3 — 1  _      u     = — - — L 


Out  of  these  nine  arguments  we  can  select  twelf  combinations  of  three  satisfying  (3), 
thus  verifying  proposition  I  and  as  a  consequence  its  last  part.  From  a  point  of  the 
cubic  with  the  argument  u  we  can  draw  four  tangents  with  the  arguments 

.  —  U  —  U    — 2W  —  U    — 2WX  —  U    —  2VJ    —  2Wl 

w       ~*  — 2 — '  — r~    '  T    ~- 

If  we  take  for  u  in  (5)  the  arguments  of  the  points  of  inflexion  (4)  we  obtain 
the  following  table  for  the  arguments  of  the  points  of  taegency  of  the  tangents  from 
the  A' s  to  the  cubic: 


«4 

B 

c 

0 

»«, 

4 

0 

5, 

— u> 

c, 

— », 

A 

— w — tu, 

0 

"0. 

4 

-7,«\ 

*. 

'I  1 

c, 

— tt'— V,1", 

A 

— to— 7,«/, 

7,1", 

«„ 

4 

-V,«', 

5, 

-V,»i 

c, 

—•—%»* 

B. 

■  ■  «*■  v,». 

V,w. 

",. 

4, 

-«/,• 

5, 

-'/,«/ 

c< 

— 7,w — wi 

A 

— 7,w— w, 

V," 

».. 

4 

-V,«^-VJ«'1 

*, 

-V,»-«/,», 

c, 

-y,w-y>, 

J>s 

-7,»-%«'. 

7,»-"/,«. 

"., 

4. 

-y,«^-v,«r, 

J. 

-»/,«/-•/,«/, 

c, 

—7,»-*/,w1 

A 

— 7,«>— 7,«\ 

7^+7,». 

«» 

4 

-/,• 

*, 

-y> 

c, 

— 7,w— w, 

D, 

— 7jW— », 

♦/,« 

»„ 

4, 

_  yjW_yjW| 

5. 

-7,«^-7,«\ 

c8 

-V^-V,^ 

A 

_7)iy-7,«/l 

V,«-7,», 

»« 

4 

-V,«'-'/,«', 

B, 

-V>-7,«', 

^ 

-7,«-7,», 

*, 

—i/,w—i/,wt 

7^-7,«-, 

•)  w  and  w,  are  the  hali-periods  of  p(»). 
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a» 


The  first  column  in  this  table  contains  the  nine  points   of  inflexion    indicated  by 
i  the  different  values  which  /  and  /f  may  assume  in  (4).  In  each  row  the  arguments 
points  of  tangency  of  the  four  tangents  from  the  point  of  inflexion  to  the  cubic 
:>rded.  It  is  noticed  that  the  arguments  in  column  Af  increased  by  proper  mol- 
are identical  with  the  arguments  of  the  points  of  inflexion  ;  this  is  shown  in  the 
)lumn.  The  other  three  points  of  tangency  Bif    Cn   Di  of  the  tangents  from 
li  are  concurrent,  since  the  sum  of  their  arguments  is  every  time  congr.  o,  mod. 
This  proves  proposition  II. 

3,  Without  proving  by  elliptic  functions  propositions  DI  and  IV,  I  shall  now  study 
>n  of  the  points  of  tangency  Bn  C(,  D{  (*=  i,  2,  3,  ...  9)  and  the  points 
tie  points  of  inflexion. 
f  inspection  we  find  from  the  table  that  among  the  Bf  r,  C*  s  and  D' s  the  fol- 
are  collinear  withe  Bt ,  in  every  case  in  sets  of  three  : 

B.     C.     D 


B, 

B, 

D, 

B, 

B, 

ct 

B. 

Bs 

c, 

B, 

B, 

e< 

B, 

c4 

c7 

B, 

c, 

*>, 

B, 

ct 

A 

B, 

D* 

D, 

Enumerating  the  sets  of  collinearity  for  the  other  points  Bn  C-,  Z).(t  =  i,  2,  3,  .»  % 

i  =  2  for  the  B'  5)  we  find  the  theorem  : 
Through  each  of  the  twenty  seven  points  of  tangency  of  the  tangents  from  the  points 
of  a  cubic  to  the  cubic  there  are  nine  straight   lines  of  which  each  contains 
more  of  these  points  of  tangency.  As  there  are  three  of  these  points  on  each,  there  are 

K9.27 
her  — -  =  81  such  lines.  Among   these   lines  are   the    nine   harmonic  polars   of 
ints  of  inflexion. 

Taking  a  point  of  inflexion,  say  Ax ,  then  through  this  point  the  set  of  collinear 
is  found: 
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The  same  number  of  lines,  each  containig  two  of  the  B' st  C  s,  D'u 
through  every  other  point  of  inflexion.  Again,  through  every  point  B,  C,  D,  \ 
form  sets  of  eight,  for  instance,  through  Bt 


B, 
B. 
B, 
*, 

B, 
B, 

B. 


*7 
B, 
Dt 

B4 
Bt 

D. 


A. 


A, 


Hence  the  theorem  : 

There  are  81  lines  each  containing  a  point  of  inflexion  and  two  points  of  l 
of  tangents  from  the  points  of  inflexion.  Through  wiry  point  of  inflexion  there  » 
such  lines  and  through  every  point  of  tangency  eight. 


Solothurn,  January  1907. 


Arnold    E 
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Adunanti  del  24  mano  1507, 


ieglì  scorsi  mesi  di  Gennajo  e  Febbrajo  ho  pubblicato  nei  Rendiconti  della  R.  Ac- 
dei  Lincei  due  Note  nelle  quali  ho  paragonato  fra  loro  gli  angoli  corrispon- 
di due  triangoli  geodetici  di  eguali  lari  descritti  sopra  superficie  differenti  o  sopra 
porzioni  di  una  stessa  superficie.  Ho  dimostrato  che,  se  nella  prima  superficie 
atuxa  assoluta  è,  in  ogni  punto,  non  minore  di  quello  che  in  ogni  punto  della 
conda  *),  il  primo  triangolo  ha  gli  angoli  ordinatamente  maggiori  degli  angoli  corri- 
Kmdenti  del  secondo,  ed  ho  poi  valutato  un  limite  superiore  delle  differenze  fra  gli 
agoli  stessi. 

Poiché  l'argomento  ha  interesse  non  solo  teorico  ma  anche  per  fornire  una  misura 
precisione  propria  dei  consueti  calcoli  approssimati  della  Geodesia,  mi  permetto 
re  qui  di  nuovo  la  deduzione  di  quei  risultati  per  una  via  un  poco  diversa. 

L  —  Forinole  preliminari. 

1.  Sopra  una  superficie  5  stano  u  e  v  le  coordinate  geodetiche  polari  di  un  punto 
aque  M  rispetto  a  un  polo  P  (u  distanza  geodetica  di  M  da  P,  v  angolo  che  la 
PM  fa  con  una  direzione  fissa  nei  piano  tangente  in  P).  Il  quadrato  delTele- 
lineare  avrà  l'espressione 

ds2  =  du3  +g*dv\ 

Chiamiamo  k  la  curvatura   assoluta    della    superficie  5  in  Mf   e   indichiamo    con 

*g-  il  rapporto  —  ^- .  Sarà  —5-  la  cosi  detta  curvatura  geodetica^    in   M,   della   cir- 
K  g    ou  K 

inferenza  geodetica  che  ha  centro  in  P  (linea  u  =  costante)*  Si  avrà 

fri  *___LÊ1      _L-_LÊ£ 

KJ  g   ö«3'       R   ~  g    du' 


*)  G6  vuol  dire  che  il  minimo  della  curvatura  sulla  i1  superfìcie  dev'essere  almeno  uguale  al  mas- 
1  della  curvatura  sulla  seconda.  Escludo,  naturalmente,  il  caso  che  le  curvature  delle  due  superficie 
d  costanti  ed  eguali  fra  toro. 
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Derivando  la  2*  di  queste  rispetto  ad  u  : 

R1  du  ~       g2\du)  "T"  g   du" 
ovvero 

(a)  |* -,+**. 

Ricordiamo  che  la  £  si  annulla  e  la  sua  derivata  prima  dg  :  du  assume  il  valore 
i,  per  u  =  o.  Il  raggio  di  curvatura  geodetica  J?  è  dunque  nullo  per  u  =0  e  assume 
valori  positivi,  per  valori  positivi  di  «  in  prossimità  dello  zero. 

2.  Consideriamo  la  geodetica  QAf  di  lunghezza  1  (vedi  figura)  e  prolunghiamoli 
per  un  arco  infinitesimo  MMi . 

p  Chiamando  8  e  6  -|-  d  8  gli  angoli 

é        PMQ,   PMsQ   avremo,    per    la  nota 
equazione  di  Gauss  per  le  geodetiche, 

au 


E  poiché 

g. d v  =  (MJV)  =  (MM,)  sen  ft, 


sarà 
(3) 


d8=  — 


-^(MAf,)sene. 


Poniamo  ora   che   il   punto  M  i 

G  sposti,  per    un    arco    infinitesimo  MAT, 

lungo  la  circonferenza  geodetica    di   centro  P,  e  chiamiamo   8  «{- &Ö    l'angolo  PNQ 

Avremo 

U  =  (PNQ-PM,  Q)  +  (PM,  Ô  -PMQ). 

La  2*  parentesi  è  il  fi  8  dato  dalla  forinola  (3).  La  prima  parentesi  si  valuta  in 
modo  analogo  considerando  come  polo  delle  coordinate  il  punto  Q  ed  applicando  h 
(3)  a  valutare  l'incremento  che  subisce  l'angolo  Ö  quando  la  geodetica  PMt  si  prolunga 

per  l'arco  M  N.  Chiameremo =-  la  curvatura,  in  M,  della  circonferenza  geodetici 

di  centro  Q,  e  osserveremo  che 


avremo  quindi 
sicché 

(4) 


(M,AQ  =  —  (MM,)  cos  0  ; 
PN  Q  —  P  M,  Q  =  4-  (M  M,)  cos  9  sen  0, 

JM>  =  (E|_e__L)  (Arsene. 


Indicando  poi  con  Sj  la  differenza  degli  archi  QAT,  QM,  questa  sari  rappresen- 
tata nella  figura  dall'arco  RN  compreso  fra  il  punto  N  e  la  circonferenza  di  centro  C 


triangolo  MRN>  rettangolo  in  Ä,  otteniamo 

*5  =  (RN)  =  (MAOsenft  =  (MMJscd1» 
ido  nella  (4) 

3.  Tenuti  fissi  i  punti  P  e  Q,  noi  possiamo  considerare  l'angolo  •  come  funzione 
dei  due  archi  u  ed  s.  E    poiché  la  (5)  è  staci  ottenuta  spostando  il 
M  lungo  la  circonferenza  MN  di  centro  P,  ossìa  tenendo  costante  la  m,  potremo 

quella  formula  cosi  : 

ds  ~\  Rt  Arsene' 

d  cos  ft  _     i         cos  Ö 

In  modo  perfettamente  analogo  : 

deos  0  _      i         cosò 

IL  —  Paragone  fra  le  curvature  di  due  circonferenze  geodetiche 
di  eguaì  raggio  sopra  differenti  superficie. 


4.  Abbiamo  veduto  come  la  curvatura  geodetica   di  una  circonferenza   di  raggio 
(letico  u  e  la  curvatura  assoluta  della  superficie  siano  legate  dalla  equazione: 


du  ' 


(i?  =  o  per  m  =  o). 
k  =  costante  =  iu ,  si  deduce  da  questa  equazione  : 

per     *0>o; 


0 


Ä  =  p^tang(«^), 
/?  =  «, 
R  = 


i0  =  o; 


:  tang  ip  (uf—  kj,     »       kB  <  o. 


Per  valori  positivi  dì  w,  la  prima  di  queste  espressioni  si  mantiene  finita  e  positiva 
u)fkn  <C^y  la  3a  rimane  finita  e  positiva  sempre.  Poniamo  ora  che  nella  (a) 
viriabile  k  sia  sempre  limitata  dalle  diseguaglianze 
(4)  *1>*>*a, 

ktf  i,  sono  costanti  finite.  Se  il  primo  di  questi  limiti  è  positivo,  riterremo  limi- 
tflD  il  ragionamento  che  segue  ai  valori  di  u  non  maggiori  di 


colla  (2)  la  equazione: 

W 

Mmd    Cr;     M. 


»fr, 


Consideriamo  in- 


da  "ii 


(rl  =  o  per  *  =  o), 
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e  poniamo  r (  —  R  —  y.  La  r ,  avrà  Tuna  o  l'altra  delle  espressioni  (3)  ove  si  ponga 
kt  invece  di  k0 ,  e  non  si  annullerà,  salvo  per  u  =  o,  nell'intervallo  considerato.  Deri- 
vando le  (2),  (2')  rispetto  ad  u  e  ponendo  poi  m  ^  o,  abbiamo 


Quindi,  per  u  =  o,  sarà 


dy       d  y 

J  du       du 


d'y  s. 


La  y  sarà  dunque  positiva  e  crescente  per  valori  abbastanza  piccoli  di  «,  sicché  se 
chiamiamo  uì  il  primo  valore  positivo  di  u  pel  quale  la  y  si  annulla,  dovrà  la  funzione 
y  essere  decrescente  per  u  =  nt,  Ma  d'altra  parte  sottraendo  (2)  da  (2')  abbiamo 

gj  =  A,r|  -**«  *,(r,  +  £)  +  (4,  -  k}r'„ 


dy 
sicché  (per  essere  Jfel  >  &  ed  rx  >  o)  la  ^-  risulta  >  o  ogni   qualvolta   la   v  si  an- 

nulla.  Dunque  la  y   non   può    annullarsi    nell'intervallo    considerato;    sarà    dunque  ifl 

quest'intervallo 

v  >  o     ossia     fj  >  jf. 

Similmente  si  dimostra  che  nello  stesso  intervallo  è  sempre 

«>râf 


dove  f ,  è  definita  da 


òr 
du 


i=,  +^r;        (ra  =  o  per  tt  =  0). 


Ne  concludiamo  :  Se  la  superficie  ha  la  curvatura  compresa  fra  kt  e  k2 ,  la  curva- 
tura geodetica  della  circonferenza  di  raggio  n  è  sempre  compresa  fra  le  curvature  geodi- 
ticke  delle  circonferenze  di  egual  raggio  descritte  rispettivamente  sopra  una  superficie  I 
curvatura  costante  ks  e  sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  Jta, 

Limitando,  per  semplicità,  i  ragionamenti  che  seguono  alle  superficie  a  curvatura 
positiva,  supporremo  positivi  i  limiti  kt ,  kt  (il  secondo  di  questi  potrà  anche  essere  nullo) 
e  avremo 

=  4^  tang  (u ik),     r,  -    ,~  tang  (u jfQ 

(9)  VK  COtg  (U  \fk)  <  ~  <  |/Tt  COtg  (il  ^FJ. 

Ora  osserviamo  che 


. 

ri 


^^.Hsöj-fegj^ 


confhomto  fra  gli  angou  m  due  triangoli  geodetici  di  eguali  lati. 


2S9 


parte  per  x  compreso  fra  o  e  —  si  ha 

x  —  seri  x  cos  x  <T  — x\ 

3 

< 


senx 


cosx 


idi,  in  valore  assoluto, 


diseguaglianza  sussiste  se,  nel  2°  membro,  per  k  poniamo  ü  suo  valor  mas- 
kt.  Quindi  la  differenza  fra  i  due  termini  estremi   della   diseguaglianza  (a)   sarà 
di 

<K  -  K)  . 

3  cos'  (u  j/jQ 

Questo  è  dunque  il  massimo  intervallo  entro  cui  possono  variare  i  valori  della 
geodetica  di  una  circonferenza  di  raggio  u  sopra  una  superficie  la  cui  cur- 
assoluta  oscilli  fra  i  limiti  kt  t  k3  (dei  quali  il  primo  è  >  o,  il  secondo  7  o). 
I  ragionamenti  fatti  intorno  alle  equazioni  differenziali  (2),  (2r)  esigono  che  nel 
della  circonferenza  considerata  (ossia  per  a  =  o)  siano  finite  le  derivate  i*e  2* 
curvatura  assoluta  rispetto  ad  u. 

Paragone  fra  gli  angoli  corrispondenti  di  due  triangoli  geodetici 

di  eguali  lati. 

5,  Chiamiamo  e,  w,  s  (vedi  figura  al  n°  2),  le  lunghezze  dei  lati  PQ,  PAf,  QM 
triangolo  geodetico,  e  Ö  l'angolo  in  M.  Tenuti  fissi  i  vertici  P,    Q   e   conside- 
ume  funzione  di  u  e  di  i,  varranno  le  forinole  (6),  (6')>  Posto 

U  -f  $  S  «,      U  —  S  —  % 
2  W  =  a  +  ß,      2  5  =  a  —  ßj 


da  ~~  dw<Ja  "^  d*  da  ~  '    2    yd«       di/' 


Quindi  dalle  (6),  (6') 

dcosÔ 


ovvero 
û  incora 

''<0 


>sö         1   /  1  1  V.  ÛN 

^j)  -  -  Tsen,T(Ì  +  x)' 


lóo 
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Si  immagini    ora,   dal   punto  Af  tracciata   sulla   superficie   la   linea 
(iperbole  geodetica),  ossia  la  linea  per  la  quale  è  costante  la  differenza  fra  le 
geodetiche  dei  suoi  punti  dai  punti  P  e  Q. 

Questa  linea  interseca  Parco  PQ  in  un  punto  A  fra  P  e  Q,  tale  che  PA  —  AQ= 
Se  immaginiamo  che  il  vertice  M  si  sposti  lungo  la  M  A  fino  a  coincidere  con 
l'angolo  8  diverrà  i8o°  e  si  avrà 

log  sen  —  =  o. 

Noi  possiamo  dunque  ottenere  log  sen  —  colTintegrare  ü  2°  membro  della  (n 

fra  i  valori  di  a  che  competono  ai  punti  A  ed  Af,  Ora  in  A  si  ha  %  =  PA-\-AQ=i 
Quindi 

(i.)  logseni-  =  -^^'(^-  +  ^)ix. 

Se  ora  consideriamo  una  seconda  superfìcie  sulla  quale   la  curvatura   assoluta 
dappertutto  maggiore  che  sulla  prima  fin  qui  considerata  e   su    di   osa    tracciamo 
triangolo  geodetico  di  lati  r,  m,  sf  Fangolo  &  opposto  a  e  in  questo  triangolo  sari  < 
dalle  (n)i  dove  si  ponga  &  in  luogo  di  H  e  per  RRt  si  pongano  i  raggi  di  a: 
geodetica  R'f  R[  delle  circonferenze  della  2a  superficie.  Ma  per   quanto   si    è  detto 
tf  4  si  ha 

R'>R,    Rft>Rt. 

Quindi 

log  sen  —  >  log  sen  — . 

È  cosi  dimostrato,  che  descritti  sopra  due  superficie  5|t  5,  due  triangoli 
di  eguali  lati,  gli  angoli  del  primo  sono  maggiori  dei  corrispondenti  del  2°  quando 
curvatura  assoluta  della  51  sia  dappertutto  non  minore  di  quella  della  Si .  Resta,  natu- 
ralmente, escluso  il  caso  in  cui  le  curvature  delle  due  superficie  siano  costanti  e  fri 
loro  eguali. 

IV.  —  Massima  differenza  fra  gli  angoli  corrispondenti 
di  due  triangoli  geodetici  di  eguali  lati. 


6.  Se  due  triangoli  geodetici  jT ,  T1  di  eguali  lati  a}  b,  e  sono  descritti  sopra  i 
superficie  differenti  (o  sopra  regioni  differenti  di  una  stessa  superficie),  e  se  per  que 
(o  per  questa)  superficie  la  curvatura  assoluta  è  positiva  e  compresa  fra  un  massimo  kt  e  l 
minimo  ht ,  gli  angoli  dei  due  triangoli  saranno,  pel  teorema  ora  dimostrato,  compr 
in  grandezza  fra  quelli  di  un  triangolo  sferico  di  lad  a,  i,  e  descritto  sulla  sfera  St  ' 
raggio  i  :  )/kt  e  quelli  di  un  triangolo,  cogli  stessi  lati,  sulla  sfera  S2  di  raggio  i  :  fT,. 

Posto  pertanto 

(  cos  (a  Yk)  =  cos  (b  j/FJ  cos  (e  Vk)  +  sen  (b  tfk)  sen  (e  fkt) cos  At , 
)  cos  (a  yjfcj  =  cas  (ftV ]Q  cos  (e  fTJ  +  sen  (*1/JFJ  sen  (e  yjQcos^,, 


(12) 
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Sé! 


sarà  A%  —  Ax  un  limite  superiore  della  differenza  fra  gli  angoli  opposti  al  lato   a   nei 

due  triangoli  geodetici  dati  T(,  T2. 

Se  nonché  le  formole  (12),  mentre  si  prestano  senza  difficoltà  alla  ricerca  di  unV 
sprcssiûM  approssimata  della  differenza  A2  —  At ,  non  condurrebbero  se  non  con  grande 
complicazione  di  calcoli  a  determinarne  un  limite  superiore.  Conviene  piuttosto  far  uso 
della  formola  (11),  che  per  la  sfera  di  raggio  Sx  ci  darà 

-L  =  ,/F,  cotg  («  Vkt\     -L  =  ft,  cotg  0  Vk,\ 

1 


per  la  5,  dà 


ove  si  ponga 


(«  =  u  +  s). 


-p  =  fkt  cotg  («  YK),       y  =  =  VK  cotg  (s  Vkj. 


E  poiché  (n°  4) 
1 


sarà 


1      1      (*,  —  *.)* 


(13}     log  sen  — *- —  log  sen  — *- < -* '-  I      I- — 7 — —  A 7 — =r-lff*. 

K3Ì  *  2    ^       12      Je     {cos1  (uYky   cos*  (sYk,)} 

Nell'intervallo  di  integrazione,  if  ed  s  crescono  da  o  a  b  e  da  o  a  e  rispettivamente* 
La  diseguaglianza  suri  ancora  se  ai  denominatori  cosa(fi^ii),  cosJ(s  |/A,)  attribuiamo 
t  valori  cos'ibtfkjy  cos^cj/ij  corrispondenti  al  limite  superiore  -del l'intervallo,  ed  anche 
se  diamo  ad  essi  il  comune  valore  cosr(m^),  dove  con  m  indichiamo  il  più  grande 
dei  due  lari  b  t  e. 

Con  queste  considerazioni,  dalla  (13)  deduciamo>  ricordando  che  u  -j-  s  ss  a, 

logsen^  -  log  sen  di  <       k>  ~  *■       f^\.dx  =     (*' 77  *'L  [(t  +  0'  -  a1]. 

*  2         1 2  cos*  (mfkx)Ja  24  cos'ai,) 

Osserviamo  poi  che  essendo  -y—  log  sen  x  =  cotg  x,  sarà 

At  —  At  —  2\  log  sen  — L  —  log  sen  -1]  tang  — =, 
\  2  2  *  2 

dove  wfÄ  è  110  angolo  compreso  fra  ^  ed  At.  Attribuendo  ad  Am  il  limite  superiore 
Ax  avremo  dunque 

iicos^myij  2 


È  questo  il  lìmite  superiore  che  volevamo  trovare. 

7.  Consideriamo  ora  un  triangolo  geodetico  T  di  lari  a,  t,  r,  descritto  sopra  una 
superficie  la  cui  curvatura  assoluta,  nella  regione  occupata  dal  triangolo,  sia  compresa 
fra  un  limite  superiore  i((>o)  e  un  inferiore  k3Ç^o).  Siano  poi  tre  triangoli  sferici, 
pure  di  lati  a,  ??,  e  descritti  sulle  tre  sfere  le  cui  curvature  sono  rispettivamente  kt ,  i, 
e  ìoS  essendo  ko  una  quantità  finita,  positiva  o  nulla. 

Chiamando  Ay  Aìf  Aìf  AQ  la  grandezza  dell'angolo  opposto  al  lato  a  nei  quattro 
triangoli  ordinatamente  menzionati,  avremo 

At>A>Aiy 

e  quindi  in  ogni  caso  la  differenza  A  —  A0  sarà,  in  valore  assoluto,  minore  della  più 
grande  delle  due  quantità  \A%  —  AJy  \A1  —  A0\.  Per  questa  considerazione,  e  per  la 
forinola  (16)  possiamo  dire  che: 

Se  nella  regione  occupata  da  un  triangolo  geodetico  T,  di  lati  ay  b,  e,  il  valore  della 
curvatura  assoluta  delia  superficie  presenta  il  massimo  scostamento  h  rispetto  ad  una  co- 
stante ko  (positiva  0  nulla))  l'angolo  opposto  ad  a  nel  triangolo  T,  differisce  dall'angolo 
corrispondente  nel  triangolo  sferico  di  lati  a3  b3  e  descritto  sulla  sfera  di  curvatura  koì  di 
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quantità  inferiore  a 


hS 


dove:  S  i  Varca  del  triangolo  piano  di  lati  a,  b.  c\  m  e  ii  più  grande  dei  due  lati  bec; 
kt  h  il  massimo  vaiare  della  curvatura  assoluta  della  superficie  nella  regione  occupata 
dal  triangolo  T* 

8.  Applicazione  all'ellissoide  di  rotazione  schiacciato.  —  Abbiasi  un  triangolo  geodetico 
«ii  lati  a,  b  e  e  sull'ellissoide  di  rotazione  schiacciato  il  cui  semigrandasse  è  a,   Peccen- 

rricità  e;  e  siano  <p0 -,  <po  -| le  latitudini  fra  le  quali  il  triangolo  stesso  è  com- 
preso. La  curvatura  della  superficie  nel  punto  di  latitudine  <p  è 

,  _  (i  —  e2  sen2  ç)2 


ed  è  ovvio  verificare  che 
Se  dunque  poniamo 


dk 


dt 


£ 


2  e 


«'(i-O 


. 


_(!—<•  sen'  yoy 


curvatura  dell'ellissoide  nell'area  triangolare  considerata  diiFeriri  da  k0  meno  di 


«'(l_e')- 
Pertanto,  se  per  approssimazione,  si  risolve  il  triangolo  geodetico,  trattandolo  come  sfe- 
rico sopra  una  sfera  di  raggio  i  :]fìcoì  l'errore  che  si  commetterà  nel  calcolo  dell'angolo 
A  sarà  minore  di 

fS  A? 


3«*(i-0 


COS 


/ ÜL__\ \L  _ (*  +  Qi  +  «t 


Ê  ovvio  osservare  che,  nelle  pratiche  applicazioni  alla  Geodesia,  i  due  fattori  cosJ(...) 
e  fCTT  che  figurano  al  denominatore  assumono  valori  pochissimo  diversi  dall'unità. 

V,  —  Triangolo  descritto  stilla  così  detta  sfera  osctilatrice  in  un  vertice 
di  tm  triangolo  geodetico.  Massima  differenza  fra  gli  angoli  alla  base 

di  un  triangolo  isoscele. 

9.  Supponiamo  che  sulla  superficie  S  esista  la  derivata  della  curvatura  assoluta  in 
ogni  punto  e  rispetto  a  qualsiasi  direzione,  o  per  lo  meno  supponiamo  che,  chiamando 
i-?  kè  i  valori  della  curvatura  assoluta  negli  estremi  di  un  arco  geodetico  AB  di  lun- 
ghezza <*,  si  abbia 
07)  !*.-*»!<", 


1*4 
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dove  £  è  una  costante  finita.  Sia  un  triangolo  geodetico  A  B  C  e  detta  ko  la  curvamn 
assoluta  di  S  in  A,  si  consideri  la  sfera  So  di  raggio  i:^JkoJ  e  su  di  essa  si  immagini 
tracciato  un  triangolo  sferico  i  cui  iati  <x,  è,  e  siano  eguali  a  quelli  del  triangolo  dato 
ABC.  Indicando,  come  precedentemente,  con  m  il  più  grande  dei  tre  lari,  la  massima 
differenza  fra  la  curvatura  della  S  in  un  punto  della  regione  occupata  dal  triangolo 
ABC)  e  quella  ko  della  sfera  So  sari  minore  dì  me.  Quindi  potremo  applicare  la  for- 
inola (16)  ove  si  ponga  pn<  in  luogo  di  kt  —  lc2.  Le  differenze  fra  gli  angoli  del  trian- 
golo ABC  e  quelli  del  triangolo  sferico  saranno  dunque  minori  di 

mtS  i 


5  cos 


■(«vö 


!/■-£'■' 


dove  n  è  la  più  grande  delle  tre  quantità 

(a  +  ty  +  c',    (b  +  cy  +  a\    (e  +  ay  +  *\ 

Consideriamo  ancora  sulla  superficie  S  un  triangolo  isoscele  A%  B  Ax  di  lati 
e>  supponendo  sempre  verificata  la  (17),  cerchiamo  il  valor  massimo  della  differenza 
dei  due  angoli  alla  base  An  A3.  Conduciamo  la  geodetica  BM  che  unisce  il  vertice  B 
col  punto  di  mezzo  Af  della  base.  Ai  due  triangoli  A(MB^  A2MB  di  eguali  lari  po- 
tremo applicare  la  forinola  (16)  osservando  che  la  massima  differenza  fra  i  valori  della 
curvatura  assoluta  nella  regione  AtMB  e  quelli  nella  regione  A^MB  sarà  minore  di 
2  a  tt  Infatti  la  massima  distanza  geodetica  di  un  punto  qualsiasi  dell'area  triangolare  dal 
vertice  B  è  a;  quindi,  detta  kQ  la  curvatura  in  5,  i  valori  estremi  della  curvatura  entro 
la  detta  area  resteranno  compresi  entro  l'intervallo 

*o  — £^     *«  +  **• 

5 

Porremo  dunque  nella  formola  (16)  2  at  in  luogo  di  ii  —  kl9  — -  in  luogo  di  5, 

a  in  luogo  di  m  e  di  t,  —  in  luogo  di  bt  e  in   luogo  di  a  porremo   la  mediana  s  del 
triangolo*  Avremo  così 


azS 


}cos'(aVkt) 


/'-£»■" 


dove: 


■=(«+t)'+ 


S  è  l'area  del  triangolo  isoscele  piano  <?,  a,  h\  k\  esprime  al  solito  il  massimo 
della  curvatura  nella  regione  considerata  della  superficie  5. 

La  quantità  qui  indicata  con  e  è,  nel  caso  dell'ellissoide  di  rotazione  : 

2f 


calore 


*(i  —  e1)1* 


Pisa,  11  marzo  1907. 


P.    PlZZETTI. 


RICERCHE  SUI  FASCI  DI  QUADRICHE  IN  UNO  SPAZIO 
AD  n  DIMENSIONI 

Memoria  di  Luigî   Bru  s  otti  (Sondrio). 


Adunanti   del    IO  fcbbrajo   1907. 


Prof,  Segre,  dedicando  la  seconda  parte  di  una   sua   classica   memoria  *)  allo 

dei  fasci  di  quadriche  in  uno  spazio  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni,  ne 

astrate  le  principali  proprietà  proiettive  e  ne  ha  stabilita  una  classificazione  in  tipi 

sul  fecondo  concetto  di  divisore  elementare  gii  introdotto  dal  Weier strass  **). 

dei  fasci  di  quadriche  spedalizzate,  esplicitamente  escluso  dalla  precedente  ricerca, 

di  un  altro  lavoro  dello  stesso  Prof.  Segre  in  relazione  con  alcuni  sviluppi 

del  Kronecker  ***).  A  queste  pubblicazioni  si  connette  una  nota  del  Prof,  Ber- 

Ita  con  metodo  geometrico  f  ),  Infine  il  sig.  Medici  in  un  recente  lavoro  torna 

atalmente  sull'argomento,  ed  una  esposizione  sistematica   di   questo   si   trova   nel 

ao  trattato  del  Prof.  Bertini  ff). 

La  lettura  di  una  breve  Nota  del  Prof.  Gundelhnger  sulle  quadriche  di  un  fascio 

ojugate  in  doppio  modo  f ff )  mi  ha  indotto  a  pensare  che  la  teoria  potesse  trovare 

feriore  sviluppo  in  un  confronto  metodico  fra  la  geometria  del  fascio  come  forma  dello 

tóo  ambiente  e  la  geometria  del  fascio  come  ente  razionale  oo',  In  tale  indirizzo  (gii 

co  in  modo  elementare  per  il  piano  e  lo  spazio  ordinario  dai  migliori   trattati)  e 

metodi  del  calcolo  simbolico  si  svolge  il  presente  lavoro. 


*)  Sego.  Studio  tulle  quadriche  in  uno  spazio  lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni  [Meni. 
Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  serie  II,  voi  XXXVI  (1884),  pp.  J-86J. 

~j  Weeebstrass,  Zur  Theorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen  [Monatsber.  der  k*  Akademie 
r  Wissenschaften  zu  Berlin  (1868),  pag.  ?ioj. 

•"•)  Segre,  Ricerche  sui  fasci  dt  coni  quadrici  in  uno  spazio  lineare  qualunque  [Atti   R.    Accademia 

t Scienze   Ü  Torino,  voi.  XIX  (1884),  pp.  878-897];  Kronecker,  Bemerkungen  [Monatsber,  der  k.  Aka- 
:  der  Wiss.  n)  Berlin  (1868)^  pag,  339J;   {Jeher    Sc  haaren   von    quadratischen   Formen    (Monatsber. 

»f)  Bertint,  Sui  fasci  di  quadriche  in  uno  spalto  ad  n  dimensioni  [Rend.  R.  Accademia  dei  Lincei, 
IV,  voi.  II  (1886),  pp.  208-2  n]. 

ff)  Medici,  Sulk  omografie  e  corrtlaiioni  non  singolari  in  uno  spazio  ad  un  numero   qualunque   di 
visioni  [Giorn-  di  Mat.,  XLtV  11906),  pp.  189-239],  Cfr.  $  9,  n°  si;Bertihi,  Introduzione  alla  geo- 
fna  profettiva  dsgh  iperspttiii  (Pisi.  Borico  Spoerrù   1907),  Cfr.  Cap.  7. 
fj-f)  Arkiv  der  Math,  und  Phys.  (Leipzig;,  Bd.  III  (1902),  pp.  75-76. 

Cm*.  JfefWB,  y*Uw**t  t.  XX III  (1907).  —  Si* m p* to  il  3  aprile  1907.  |4 
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Il  J  i  contiene  alcuni  sviluppi  preliminari   (in   parte   sostanzialmente  noti), 
quali   ricordo   il   significato    geometrico    dato    al    n°    3    per    l'annullarsi   delTinv 
(afan  . ,.  a{kìb'b"  ...  b^'^J  di  due  quadriche  a]  =  of  b^  =  o  dello  spazio  5.  j 
dimensioni.  Nel  §  2,  introdotti  il  fascio  [f]  e  il  discriminante  «J"1    della   sua  qu 
fx  di  parametro  X,  :  \ ,  è  assegnato  il  significato  della  forma  polare  «^  ay  ...  21 
sono  dedotte  alcune  notevoli  conseguenze  (n1  6  e  9);  inoltre  (n°  io)  vengono  < 
C  studiati  i  combinanti  binari  elementari  di  [/]:  «J*1,  ßj,  . ..  Oj,  ...  tJ,  wXj  dri< 
il  primo  è  il  discriminante,  mentre  quello  generico  ö£  contiene  le  coordinate  ip 
di  spazio  5àl  e  col  suo   annullarsi   dà  la  condizione  perchè  T5èi  tocchi /x.  Il 
tratta  del  sistema  lineare  (<!*  £)"  =  o  di  inviluppi  di  seconda  classe  e  specialmente  < 
riduzione  prodotta  sulla  sua  dimensione  n  dalla  presenza  in  [/]  di  quadriche  più  1 
specializzate  (e1  11  e  12),  come  pure  di  alcuni  sistemi  ad  esso  subordinati  (n 
tra  i  quali  noto  una  schiera  che  dico  associata  al  fascio.  U  §  4  estende   alcuni 
sultati  del  precedente  al  sistema  di  complessi  quadratici  (Il  6)*  =  0.    Al  §  y  le 
pali  questioni  svolte  nel  §  3  vengono  riprese  nell'ipotesi  che  esista  (almeno)  una] 
mide  di  n  ^-  1  vertici  polare  rispetto  a  tutte  le  quadriche  di  [f].  Infine  il  §  6  e  j 
cato  ai  fasci  pei  quali  il  gruppo  dei  coni  è  mutato  in  sé  da  un'omografia  binaria* 
d'indice  n  -f-  I- 

In  una  prossima  pubblicazione  mi  occuperò  del  caso  n  =  3,  in  particolare. 


§  1.  Preliminari. 


1.  In  uno  spazio  Sn  lineare  ad  n  dimensioni  siano  xt,  rtl  ...  x9étt  le« 

projerrive  omogenee  di  un  punto  e  sia: 

(*•*, + Mi  +  •  -  •  +  K«  **+y  =  <= <*  =*<*  =  ■•  ■  =  ° 

1  equazione  simbolica  di  una  quadrica  /.   Condizione   necessaria  e   sufficiente 
abbia  un  punto  doppio  [sia  spécialisât  a  *)]  è  la  coesistenza  delle  n  -J-  1  equazioni: 

(0  ay'a*  =  °y     *y*M  =  °j  •  •  •  V***«  —  °» 

dove  le  y^ffc  ss  x,  2,  ...  w  -f-  0  sono  le  coordinate  di  n  -j-  1  punti  linearmente i 

dipendenti.  Eliminando,  alle  (1)  sostituisco: 

00  (a' a"  ...  *<">>;„  ...  ^„  =  0, 

che,  colla  permutazione  dei  simboli,  prende  la  forma 

(3)  (a' a"  . . .  &**¥&}"  . . .  f»*)  =  0. 

Il  secondo  fattore,  per  Tin  dipendenza   degli  n  -f-  i    punti,  è  ^  o,    onde  la  (3) 
equivalente  a: 


(4) 


(a' a" 


y  ss  o. 


Cioè:    L'annullarsi  di  (a' a"  ...  a1"*")*  (discriminante)   e  condizione 
sufficiente  perche  f  sia  specializzata. 


*)  Denominaitone  Ji  Segre,  5/ndw  juife  quadriche,  etc.,  Par«  I;  J  i;  n°  15  e  seg. 
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Sf  (di  SJ)  sia  individuato  da  p~\-  i  punti  di  coordinate  y\h\h=  i,  2,  ...  />-j-  lì 
orione   di  n — p   iperpiani    di    coordinate   uià,(A  =  i,  2,  . ..  n — p).  É 
possibile    assegnare  n  —  p  punti,    linearmente  indipendenti   insieme  coi  />  -f-  i 
di  coordinate  £k)(k  ssij  2,  ...  n  —  p)  in  modo  che  il  punto  di  coordinate 
su  tutti  gli  iperpiani  scelti  escluso  quello  di  coordinate  uf\  Si  ha  così: 


#« 
«&-« 


(*5*0- 


..(*) 

\<i> 


7^0 


indizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  5    tocchi  /  è  la  coesistenza  delle  : 


=  °,     a?„aM  =  o,  ...  ay^D^  =  o; 
uali,  eliminando,  sostituisco: 

(a'  4"  . 
■oche  [efr.  le  (5)]: 


^=  o:      «    z:  o, 


a^u'u" 


,A*-i» 


)a'y<a'y>' 


U'  =  o, 


d^l  =  o 


,,1«-*)  — 


=  0, 


y«f+*l 


(ö'a" 


Ä,^,>tt'«M 


M<— f> 


>>/' 


r/i«-f)   _ 


,t«-/» 


==  o. 


J^-l) 


P(6)  posso  permutare  in  tutti  i  modi  possibili  i  simboli  equivalenti  a'  a"  ...  avl 
are;  ma  posso  anche  più  in  generale  operare  in  tale  maniera  su  tutte  le  lettere 
,  essendo  nulli,  per  le  (5),  i  termini  provenienti  da  permutazioni  che  producano 
bio  di  due  lettere  u  o  di  una  lettera  a  con  una  lettera  w.  Alla  (6)  sostituisco 
li: 

(a' a"  . ..  n^Vn"  ...  i/"->7(y/'  ...  y^Vì"  •*>  ^"f,)  =  ° 
r  l'indipendenza  dei  punti  considerati,  più  semplicemente  : 

0'a"  ...  d*+l)u'u"  ...  f**-',)1  =  o. 
Segue: 

V  annullarsi  di  (a' a"  ...  a(t*"u'u"  ...  u[n~fy  h  condizione  necessaria  e  sufficiente 

ì  l'S,  intersezione  degli  iperpiani  di  coordinate  u\i}(k=  1,  2,  ...  n — p)  tocchi/. 

1  annullarsi  identico  (rispetto  alle  u)  t   condizione   necessaria   e  sufficiente  perchè  f 

iga  un  S       di  punti  doppi  (sia  n — p  -j-  1  volte  speciaìi-^ata). 

La  (7)  si  può  considerare  come    un'equazione  nelle   coordinate    iperplanari  di  un 

quindi,  quando  non  sia  identica,  rappresenta  il  complesso  (quadratico)  degli  Sf  tan- 

ad/. 

2*  Date  due  quadriebe  /  e  gf  rispettivamente  di  equazioni  : 


Per  k  =  i  (k  —  tf),  come  ha  dimostrato  Rosanes  *),  l'annullarsi  di  tale  invariante  i 
condizione  necessaria  e  sufficiente  per  resistenza  di  una  piramide  di  n  -f-  i  venia, 
scritta  in  /  (in  jr)  e  polare  rispetto  a  g  (ad  f);  o  anche  per  l'esistenza  di  una  piramià 
di  n  -\-  i  vertici  circoscritta  a  g  (ad  f)  e  polare  rispetto  ad  /  (a  g).   Lo  stesso  autore 

ha  notato  [1.  e]  che,  se  esiste  una  di  tali  piramidi  ne  esistono  ocT  *  .  H  Prof,  Segk, 
prendendo  occasione  dal  lavoro  citato,  ha  dimostrato  che  l'annullarsi  di  [jt,  n  —  £+*] 
è  condizione  necessaria  per  resistenza  di  due  piramidi  di  an  — | —  i  vertici  polari  reciproche 
rispetto  a  g  e  di  cui  gli  Sk_t  corrispondenti  siano  conjugati  rispetto  ad  f\  ha  osservato 
che  la  condizione  è  pure  sufficiente  quando  sia 


«(«+.)^("+')- 


ed  ha  posto  il  problema,  tuttora  insoluto,  della  sufficienza  di  tale   condizione  in  geœ* 
rale  **). 

Nel  numero  seguente,  abbandonando  la  via  tracciata  dai  lavori  qui  ricordati,  sta- 
bilisco un  significato  dell'annullarsi  di  [£,  n  —  k  -\-  i],  che  si  fonda  sopra  un  altro 
concetto, 

3,  È  noto  che  gli  Sk  t  secanti  un  dato  Sn_k  formano  un  complesso  lineare  (spe- 
ciale) ;  il  complesso  quadratico  che  si  ottiene  contando  due  volte  tale  complesso  lineare 
sarà  detto  per  brevità  complesso  quadratico  degenere  avente  per  sostegno  il  dato  5t,r 
Ciò  posto  : 

L'annullarsi  di  [jfc,  w  —  k  -\-  1]  i  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  il  am- 
plesso degli  Sk _(  tangenti  ad  f  giaccia  nel  sistema  lineare  determinato  dai  complessi  qua- 
dratici degeneri  aventi  per  sostegni  gli  Snk  tangenti  a  g> 

a)  La  condizione  è  necessaria.  Se  infatti  il  complesso: 

(a' a".  ...  aik)u'u"  ...  uin"k^y  =  o 
giace  in  tale  sistema  lineare,  si  ha  identicamente 

(a' a"     ...    amu'utf  ...  «'-'+">)" 

ex(tv  ...  d*wuN  ...  u[n-k^y 


(8) 


7  + 


*)  Erweiterung  eines  bekannten  Satzes  auf  Formen  von  beliebig  viehn  Veränderlichen  rMath.  Ann-, 
vol.  XXIII  (1884),  pp,  412-41 5 J.  Ometto  la  citazione  dei  numerosi  e  noti  lavori  che  si  riferiscono  ii 
cast  n  *s  a,  n  =  5, 

**)  Segre,  Sur  hs  invariants  simultanés  de  deux  formes  quadratiques;  estratto  di  lettera  a  Rosanes 
[  Math.  Ann.,  voi.  XXIV  (1884),  pp.  rs2i  56].  Dai  teorema  di  Segre  si  deduce  come  corollario  che  in  V 
l'annullarsi  di  [as  2}  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  resistenza  di  un  tetraedro  polare  rispetto  ad 
una  delie  quaJriche  e  cogli  spigoli  tangenti  all'altra.  Per  questa  proposizione  vedi  :  Lüroth,  Ueber  Po- 
tar te  tr  aider  und  die  Schniitcurve  iweier  Fhtcben  \wdter  Ordnung  f Zeitschrift  f.  Math,  und  Phys.,  Leipzig, 
voL  XIII  (1868),  pag.  404];  Voss,  Die  Liniengeometrte  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Flächen  ^weiten  Grades 
[Math.  Ann.,  vol.  X  (1876),  pp.  143-188];  Vogt,  Sur  les  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  um  qua- 
drique  et  dont  tes  arêtes  sont  tangentes  à  une  autre  qusdrique  [Ann.  de  TÊc.  norm.,  IIIe  série,  t.  XII  (1895), 
Pp.  363  389a. 
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dove  l*5fc  ,  intersezione  degli    iperpiani  di    coordinate  v\h*(h  =  i,  2,  . . .  A),  FS^  in- 
tersezìone  di  quelli  di  coordinate  w\h(jh  =  I,  2,  • . .  A),  ecc.  sono   tangenti  a  £,  onde 


si  ha; 


(w'«r  ...  w{k)b'b" 


(M_Jk^i) 


Segue  che  se  in  (8)  alle  serie  di  variabili  contragredienti  u\  u'\  ■ . .  it"""  "  si  so- 
stituiscono le  serie  di  simboli  fr\  h'\  .  ,  .  #*-***!  il  secondo  membro  si  annulla,  ed  è 
quindi,  come  si  voleva: 

(«v  ...  rf*»*'*"  ...  tF-k+i)y  =  o. 

$)  La  condizione  è  sußäente.  Sia  infatti: 


e  siano 


(a' a"  ...  a11'*'*' 


t(.-*-n)v  


-y  =  o 


«I»,  =  o,     «ï>2  =  o,     ... 

relazioni  lineari  nei  coefficienti  dell'equazione  generale  di  un  complesso  quadratico  di 
spazii  Sj_J ,  le  quali  bastino  ed  occorrano  per  determinare  il  sistema  lineare  sopra  in- 
dicato. Se  nelle  (9)  pongo  i  coefficienti  dell'equazione  del  complesso  degenere  : 


(.0) 


(vV 


v'"«'«' 


-»-HIV 


)'  =  o, 


esse  divengono  relazioni  quadratiche  nelle  coordinate  delTSw_à  sostegno,  relazioni  neces- 
seriamente  soddisfatte  da  quelle  di  ogni  Sw_4  tangente  a  f,  per  la  definizione  geometrica 
del  sistema  lineare.  Ma  gli  Snk  tangenti  a  g  soddisfano  alla  sola  condizione  di  giacere 
nd  complesso  quadratico  (urUn  ...  u{kìb'b"  ...  bim~~h*l)y  ==  o  (anzi  non  sono  sotto- 
posti ad  alcuna  se  g  è  almeno  A  -}~  *  v°lte  specializzata),  onde  si  ha  che,  per  la  sosti* 
timone  indicata,  ^  =  o  si  muta  in  : 

(11)  p.(tfV  . . .  f*'¥V  . . .  b{»-k+lìy  +  im[v'v"  . . .  vm]  ss  o, 

dove  p.,  è  una  costante  e  fm[vrv"  ...  v{i)]  come  funzione  delle  coordinate  di  Sm_k  si 
annulla  in  forza  delle  relazioni  identiche  esistenti  fra  esse,  mentre  come  funzione  delle 
I  identicamente  jtro  ed  è  solo  stata  scrina  per  mantenere   alla  (11)  il  suo  aspetto 
formale.  Pongo  ora  nelle  (9)  i  coefficienti  dell'equazione  del  complesso  : 


(12) 


{a' a" 


a{t'u'u' 


(n-i+ljy    _ 


y  =  o. 


Per  questo,  poiché  (12)  si  deduce  da  (io)  sostituendo  alle  variabili  vih}  i  simboli  aih\ 
basta  porre  in  (11)  invece  delle  v{h]  le  a{h) ,  onde  <bm  =  o  si  trasforma  in  : 


00 


?m(a' a"  . .  .  a<»  h' b' 


Ll»i-I+I|\l 


y  +  ?-[«•«••  ■•■**] 


,t*n 


D  primo  termine  di  (13)  è  nullo  per  l'ipotesi,  ed  il  secondo  è  nullo  perchè  otte- 
nuto sostituendo  i  simboli  alle  variabili  nell'espressione  çm [v* v"  ...  v*h]  identicamente 
nulla.  Si  deduce  quindi,  come  si  voleva,  che  Î  coefficienti  di  (12)  soddisfano  alle  (9)*). 


l>al  teorema  ora  dimostrato  pare  si  possa  dedurre  che  l'invariante  [ir,  n  —  k  -j-  1  j  trova  spe- 
cialmente il  suo  posto  nella  geometria  degli  Sk_t  (e  dei  loro  duali  Sn_k)  in  Sm  ,  osservazione  questa 
che  per  l'invariante  [2,  2]  di  due  quadriche  in  S}  è  già  contenuta  nel  citato  lavoro  di  Voss  (v.pag.  17 
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4.  Nel  seguito,   dovendo   considerare   due  quadriche  /,  g<  per  le  quali  si  ana« 
l'invariante    [*,  n —  k  -f-  i],    dirò    che  /   è    k-armonica    rispetto    a    g    (e    che  f| 
n  —  Ar  — | —  x -armonica  rispetto  ad/).  Se  in  particolare  si  annulla  [i,  w],  dirò  che/« 
sono  conjugate,  considerate  rispettivamente  come  luogo  e  come  inviluppo. 

Ciò  posto,  stabilisco  qui  due  semplici  osservazioni  in  modo  diretto,  per  quanto  ! 
strettamente  legate  al  teorema  del  n°  3;  e  cioè: 

*)  Una  quadrica  n  —  Jlr  -f-  2  volte  specializzata  e  k-armonica  rispetto  ad  ogni  1 
quadrica  ;  e  reàprocamcnte,  Se  infatti  /  è  n  —  k  -j*  2  volte  specializzata,  è  identic 


a(Va' 


u(«-»+OV  


y = o, 


(a'  a" 
onde  anche,  qualunque  sia  £*: 

(<*'<*"  ...  a(k)b'b"  ...  ^-*^y«A 
Reciprocamente,  qualunque  sia  b[9  sussista  la 

(14)  (fl'ö"  , . ,  dl)vb"  . . .  y-**y  s  o 

che  si  deduce  dalla 

(  I  5)  («'  W"    ...    rf*  *'  *"    .  .  .    V**+*f  —  o 

sostituendo  le  éh)  alle  w<Vl .  Se  come  b\  =  o  si  prende  una  quadrica  i  volte 

zara  il  cui  5à_T  doppio  è  intersezione  degli  iperpiani  di  coordinate  uj1*  (4=:!,  2, ...  n— 

e  si  ricorda  che  gli  Sn_k  tangenti  ad  una  quadrica  k   volte    specializzata    sono  quelli 

solo  quelli  che  tagliano  l*Sk  t  doppio,  nel  caso  particolare  (15)  si  può  scrivere 

guente  modo: 

(u'u" 

e  quindi  (  1 4)  nel  seguente  : 

{a* a"  ...  d"v'v"  ...  „<-»*»»)»  —  0, 

il  che,  per  Farbitrarieü  delle  fl}1^  dimostra  quanto  si  voleva. 

(})  t/^d  quadrica  n  —  k  -\-  1  wJte  special i^ata  e  k-armonica  rispetto  alle  quadrkk 
tangenti  FSm  t  <fo£/>iu  *  jö/ö  ad  «5«. 

Per  un'osservazione  precedente  l'equazione  del  complesso  degli  Sà_t  tangenti  ali» 
quadrica  a*  =  o,  «  —  A  -J-  1  volte  specializzata,  può  prendere  le  due  forme  : 


uxk)vfv" 


t/"-1*")1  =  o 


a  a 
(y'vtp 


äk)u'u" 
v{h]u'u" 


(»_l-(Kl)\l 


y 


<*_*-«- 1>  Vi  


")'=° 


quando  si  supponga  VSmk  doppio  intersezione  degli  iperpiani  di  coordinate  v^(ä=i,  2,  ...i). 


Qualche  lettore  potrà  anche  trovare  una  cena  analogìa  fra  il  presente  teorema  e  quello  ben  nato  è 
Rosanes  sulle  forme  binarie  conjugate  [v.  Utter  die  Darstellung  binärer  Formen  als  Poteniiumme»; 
Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  vol.  LXXV  (187 j),  pp.  172-176],  la  cui  estensio« 
può  dare  una  semplice  interpretazione  dell'annullarsi  dell'invariante  bilmeare  di  una  ipersuperficie  (à 
ordine  m)  e  di  un  inviluppo  (di  classe  m)  in  S9  ,  come  per  5.  ha  stabilito  Reye  in  un  suo  classico 
lavoro  [v.  Debet  algebraische  Flächen,  die  i%t  emanaVr  apolar  sind  ;  Journal  fur  die  reine  und  angewaûdtt 
Mathematik,  voL  LXXJX  (1875),  pp.  1*9-175;  e  specialmente  a  pag.  165  j. 
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può  pure  scriversi  : 


Segue  che  la  condizione  : 

(a* a"  ...  é^VV1 

(vV  ...  v^b'b" 

il  che  dimostra  il  teorema. 

5.  Date  k  quadriche  c\  sa  o,  d\  =c  o,  , 


V**+#f  =  o 

5*  ^r  o,  resta  in  generale  determinato 


il  complesso  quadratico  di  spazii  Sk_t  di  equazione  : 

($4  ...  5«'«"  ...  utH-i-iy  =  o. 

Poiché  più  innanzi  si  incontreranno  complessi  di  questo  tipo,  non  è  inopportuno 
osservare  come  il  teorema  del  n°  3  sia  in  proposito  suscettibile  di  una  generalizzazione. 
Infatti  nella  dimostrazione  di  quel  teorema  non  si  fa  uso  dell'equivalenza  dei  simboli 
a* a"  ...  a'1*,  onde  essa  rimane  valida  anche  quando  a  questi  si  sostituiscano  quelli 
non  equivalenti  e,  d,  ...  5.  Si  giunge  così  al  risultato  : 

L'annullarsi  di  {ed  ...  sb'h"  ...  b1"-*"0)'  l  Condizione  necessaria  e  sufficiente  per- 
chè il  complesso  (ed  ...  su'  u"  . . .  m1""*"11)2  =ss  o  giaccia  nel  sistema  lineare  determinato 
dai  complessi  quadratici  degeneri  aventi  per  sostegni  gli  Sn  ,  tangenti  a  b\  —  o. 

Quando  si  annulli  (cd...sb'b"..Mn-^l>)\  dirò  che  il  complesso  (crf...j«  V'...»,,,-*+n) *= o 
e  la  quadrica  b]  =  o  sono  armonici. 

Ciò  posto,  le  osservazioni  a),  (4)  del  n°  4  si  estendono  come  segue  ï 

a')  Si  una  quadrica  è  n  —  k  -{-  2  volte  spedalizzata,  i  armonica  ad  ogni  complesso 
di  tipo  (u'u"  . . .  u{k)cd  . . .  r )2  =  o  e  reciprocamente. 

{*')  Una  quadrica  n  —  k  -{-  î  Wte  specializzata  i  armonica  ai  complessi  di  tipo 
(«'«"  ...  tf^cd  ...  r  )*  ==  o  contenenti  rSni  doppio  e  solo  ad  essi 

Chiudo  questi  preliminari  osservando  che  nel  seguito  verrà  pure  considerato  fin- 
variante  : 

{ed  ...  0' 

di  «  -J-  r  quadriche  c\  =  o,  d\  =  o,  ...  fj  =  o,  il  quale  sarà  detto  il  loro  invariante 
n  +  1  -Untar e. 

§  3.  Il  fascio  di  quadriche  ed  i  suoi  combinanti  binari. 

6.  Due  quadriche  distinte  : 

K  =  o,    e*  =  o 

determinano  un  fascio  [/],  la  cui  quadrica  generica  /x  è  di  equazione 

(1)  \b\+\<  =  o. 

La  (1)  sarA  simbolicamente  rappresentata  con  : 

(<ht *.  +  auxi  4 h  *w.  *^«y  =  ***  =  £  =  *E  =  •  •  ■  =  °* 

Ogni  formazione  invariantiva  di  a(tl  contenente  eventualmente  anche  coordinai 
di  spazii,  è  in  generale  una  forma  binaria  in  (a)  e  da  questo  punto  di  vista  sari  à 
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rt       r 


a{l]  ng  d.     d 


»*♦!       /m-i 


un  combinante  binario  del  fascio.  Allo  studio  dei  più  semplici  fra  i  combinanti 
un  teorema  generale,  che  avrà  in  seguito  più  di  una  applicazione. 
Se  si  pone  : 

<  =  «<...  <<*«...  o*, 

dove  h  if  e,  . .  •  r  sono  simboli  (0  variabili  contragredienti)r  e  pure  : 

»j-»i;»(«,..<-V*  —  ft- 

Infatti  si  ha: 

*ì=<Z±<M^  •••<^,vJ  •■•\J'> 

dove  A|f  fca,  ♦  ,,  hB+t  è  una  permutazione  (da  prendersi  in  rutti  i  modi)  di  1,  2,  ...li- 
ed il  segno  è  -|-  o  —  secondo  che  la  permutazione  è  di  classe  pari  o  dispari.  È  < 
que  anche  : 

WÌ  =  T  +  4,  4,  -  4L  4L    . .  ■  4?  a[hi  d      d 

dove  ltì  i€ì  .  .  .  ^Èljxtû%  •■  *  /*m  sono  permutazioni  di  1,  2,  ...  n  --  I, 

prendersi  in  tutti  i  modi  possibili  ed  il  segno  è  -f~  °  —  secondo  che  le  duej 
zioni    sono    di    uguale    o    di    diversa    classe.    Poiché    ciascuno    dei    prodotti 
a*,  a.    =  V  b.   b     4-  U.    t*     è  lineare  in  (X),  si  deduce: 

U*?'1  IT   =4-[T  ±  «L  **■  <  <     *  ■  ■  *E  *ß  *      *,         -  *i      r 

+     

4*T  +  4L  4L*  41,  4?Â    ,..a     a     d       d         ...r       r       L 

Ciascuno  dei  gommatori  del   secondo   membro,   tenuta   presente   l'equivalenza 
simboli  aX)  vale  (<V^  *  •  •  ai^l)a^e  •  ■  *  0*  î  °ü^e  ^»  come  si  voleva  : 

7.  Fra  i  combinanti  del  fascio  ha  particolare  importanza  il  discriminante  : 

*r  =  *r=  •••=«<--*r? 

che  col  suo  annullarsi  dà  la  condizione    perchè  fx  si   specializzi.  In  generale  aJ**=C 
rappresenta  il  gruppo  delle  n  -\~  1  quadriche  specializzate  (coni),  non   sempre 
del  fascio  [/];  l'identico  annullarsi  del  discriminante,  a^'  =  o,  è  condizione  nece 
e  sufficiente  perchè  il  fascio  sia  di  quadrighe  specializzate.  Dal  teorema  del  n°  6,  ap 
cato  successivamente  n  volte,  si  deduce  : 

0)  *V*V  ...*,8s(4A  ...  a^y. 

Se  è  ot^1  =  o,  è  pure  a^  ...  ap  =  o,  onde  si  ha  : 

L'invariante  n  -\-  1  Untare  dì  n  -j-  1  quadriche  appartenenti  ad  un  fascio  di 
driche  tutte  speciali-^att  è  nullo. 

In  generale  invece: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  percht  n  -\~  1  quadriche  di  un  fascio  sur 
variante  n  -|-  i-lineare  nullo  è  che  nel  campo  binario  del  fascio  il  gruppo  delle  h+1 
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riebt  sia  coniugato  a  quello  degli  n  -{-  i    coni.    Tali  gruppi  di   quadriche  formano 

dunque  nel  fascto  una  involuzione  gl+t. 

Se  à  pone  : 

Sr=(fAX)(vX)...(pX), 
è  pure: 

(aS)"^  =  Ä[iav  ...  *f 

onde  il  precedente  teorema  j'omis ce  il  significato  dell'annullarsi  della  spinta  n-\-i"tm* 
di  ol^1  su  di  una  binaria  o^1 . 

In  particolare,  quando  si  escluda  il  caso  ap1  =  o,  si  ha  : 

L'annullarsi  di  (x«')*^1  è  condizione  necessaria  t  sufficiente  perchè  il  gruppo  dei 
cotti  sia  ad  invariante  n  -j-  i   lineare  nullo. 

Quindi:  L'invariante  n  -\-  i  lineare  dei  coni  di  un  fascio,  per  n  pari,  è  sempre 
nullo. 

Come  caso  particolare  della  (2)  si  deduce  : 

(3)  «*••  =«<•••  <4<S  •  •  •  <***/! 

onde  :  ogni  quadrila  fpf  in  generale,  è  k-armonìca  ad  n  —  £  +  1  quadriche  di  [f],  che 
nel  campo  binario  del  fascio  costituiscono  il  gruppo  k-esimo  polare  di  f  rispetto  a  quello 
dei  coni.  Per  k  =  1  :  ogni  quadrica  /  ,  in  generale,  ì  coniugata  come  luogo   ad  n  qua- 

M  di  [/],  costituenti  il  primo  gruppo  polare  di  f  rispetto  al  gruppo  dei  coni.  Per 
Isa:  ogni  quadrica  f  ,  in  generale,  è  coniugata  come  inviluppo  ad  una  sola  quadrica 
di  [/],  quella  costituente  il  gruppo  n-esimo  polare  di  f    rispetto  al  gruppo  dei  coni. 

Il  caso  aj*1  =  0  conduce  però  al  seguente  enunciato:  In  un  fascio  di  quadriche 
tutte  spécialiste  ogni  quadrica  è  k-armonien  alle  rimanenti. 

Se  ne  deduce,  per  POss.  fi)  del  nù  4,  che  in  tal  fascio  lo  spazio  doppio  di  una 
delle  quadriche  tocca  le  rimanenti,  ed  in  particolare  il  vertice  di  un  cono  ordinario  giace 
nella  quartka  base  (quindi  ne  è  punto  doppio)  *). 

Cosi  il  caso  x?"1  #0,  o^aj-^'^o  [idem,  rispetto  (X)j  conduce  al  teorema: 
Condizione  necessaria  e  sufficiente  perche  una  quadrica  di  un  fascio  [/]  sia  k-armonica  a 
tutte  le  rimanenti  di  [/]  t  che  essa  conti  n  —  k  -J-  2  volte  nel  gruppo  dei  coni.  Tenuta 
presente  POss.  a)  di  4,  si  ha  pure:   Una  quadrica  n  —  k-\-2  volte  specializzata  di  [/] 

I  almeno  n  — k  -j-  2  volte  nel  gruppo  dei  coni  **).  Tenuta  presente  invece  la  già 
citata  [*)  di  4,  si  ha  :  Sé  una  quadrica  n  —  k  -f-  *  Wift*  speciali^ata  conta  n  —  k  -j-  2 
volte  nel  gruppo  dei  coni7  l*$n_k  doppio  di  essa  tocca  ogni  quadrica  del  fascio;  e  recipro- 
camente. In  particolare  :  Se  un  cono  ordinario  canta  due  volte  nel  gruppo  dei  coni,  il 
suo  vertice  giace  sulla  quartica  base  (ne  è  un  punto  doppio);  e  reciprocamente. 

Se  il  discriminante  della  forma  binaria  ftj "  '  é  nullo,  o  la  quadrica  corrispondente 
alla  radice  doppia  è  un  cono  ordinario  ed  allora,  per  ciò  che  precede,  la  quartka  base 


•)  Per  l'ultima  affermazione  cfr.  :  Segre,  Ricerchi  sui  fasci  di  coni  quadrici,  etc.  (cit.),  n°  5,  n°  io; 
Bestini,  Sui  fasci  di  quadriche,  etc.  (dt),  n**  4. 

ü  che  e  pure  conseguenza  delle  eonsidcrazion.    svolte  in  :  Segre,    Studio    suite    quadriche,    etc, 
(Ä),  Paît«  2*,Sj;n°  6j. 
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possiede  un  punto  doppio  nel  vertice  ;  o  tale  quadrica  è   più   volte   specializzata  ed  ; 
lora  la  quartica  base  possiede  i  punti  doppi  risultanti  dall'intersezione  dello  spazio  < 
pio  con  una  quadrica  generica  di  [/].  Reciprocamente  se  la  quartica  base  possiede  i 
punto  doppio,  si  verifica  una  delle  precedenti  condizioni  geometriche  e  quindi  3  i 
minante  di  «J*1  è  nullo.  Dunque:   Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  la 
base  di  [/]  possegga  un  punto  doppio  i  che  si  annulli  il  discriminante  di  «J*1  "J 

8.  Nel  presente  numero  svolgo  alcune  considerazioni,  le  quali  servono  in 
casi  a  stabilire  il  significato  di  forme  del  campo  binario  nella  geometria  di  5,. 
due  forme  rp£,  §l(b  £  w),  ciascuna  delle  quali  rappresenta  col  suo  annullarsi  unj 
di  h  quadrighe  di  [/].  Uno  qualunque  degli  ooMr~'  spazii  Sh_t  tangenti  a  tutte! 
drichc  del  gruppo  f£  =  o  (per  /;  ==  n  ne  esistono  2")  seca  [/]  in  un  fascio 
quale  si  può  assumere  come  discriminante  f£9  quando  si  convenga  di  attribu 
rametro  di  ogni  quadrica  j\  anche  alla  quadrica  sezione/^.  Se  ne  deduce;  Se  l(^ 
(cioè  i  gruppi  çj  =:  o,  +J  =  o  sono  coniugati)  ogni  Sh_t  tangente  a  tutte  le 
di  ç£  =  o  [risp.  di  ^J  —  o]  seca  le  quadriche  di  ^J  =  o  [risp.  di  9J  =  o]  in  h  \ 
driche  ad  invariante  h-lineare  nullo.  Reciprocamente:  Se  uno  degli  Stl  tangenti  ai 
le  quadriche  di  çj  ^  o  [risp.  di  ^  —  o]  seca  le  quadriche  <L£  =  o  [risp.  :  =  ì 
h  quadriche  ad  invariante  h-Hneare  nullo,  i  gruppi  ^  =  0,^  =  0  sono 
Onde  si  ricava  pure  :  Dati  due  gruppi  y£  ss  o,  $J  ss  o,  se  un  Shl  tangente  a 
quadriche  di  9J  —  o  seca  quelle  di  ^  =  o  in  h  quadriche  ad  invariante  h-lintürtt 
ogni  altro  Sh_t  tangente  a  tutte  te  quadriche  di  çj  =  o  gode  di  questa  proprietà,  cd  i 
agni  5, ._i  i ungente  a  tutte  quelle  di  y£  =  o  seca  le  quadriche  di  <p*  =  o  in  hi 
ad  invariante  h-lineare  ttulLh 

In  particolare,  come  e  ben  noto:  Se  due  coppie  di  quadriche  di  [/]  ri 
moninììnenlc,  ogni  retta  tangente  alle  quadriche  dell* una  seca  quelle  dell'altra  in  1 
di  punti  che  si  separano  armonicamente.  Ecc. 

Se  il  gruppo  <p J  =  o  varia  a  descrivere  un'involuzione  grh(r  <Ä)  e  si 
la  condizione  (<p40*  =  °'  "  8ruPP°  ^J  =  o  varia  a  descrivere  l'involuzione 
^"r_l.  Se  un  Sh  t  tocca  le  quadriche  di  un  gruppo  della  g'h,  esso  seca  ogni 
della  gl'"1  in  h  quadriche  ad  invariante  i-lineare  nullo  e  reciprocamente.  Di  qui  1 
una  semplice  generazione  (per  mezzo  della  ^i)  della  varietà  degli  5^  secanti 
gruppi  di  una  ghh~r~l  in  gruppi  ad  invariante  i-lineare  nullo  ed  in  particolare  {r=b 
del  complesso  degli  Sh_i  secanti  un  gruppo  di  h  quadriche  in  un  gruppo  ad  inv 
/;  lineare  nullo.  Su  tale  complesso  tornerò  più  innanzi  (vedi  if  15);  qui  mi  limiti 
osservare  che  per  /;  2=  2  si  ottiene  il  complesso  delle  rette  secanti  due  quadrici) 
coppie  di  punti  separantisi  armonicamente  come  costituito  dai  sistemi  di  tangenti 
muni  alle  coppie  di  quadriche  del  fascio  appartenenti,  all'involuzione  ordinaria  i  cui  1 


*)  Da  quest'ultima  osservazione  si  escluda  il  caso  n  —  1  ;  per  esso  il  fascio  si  riduce  ad  un 
naria  involuzione  e  l'annullarsi  del  discriminante  dì  a£  dà  li  condizione  perchè  l'involuzione  sia 
bolica  (degenere). 
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mend  doppi  sono  le  quadriche  date.  Per  n  sa  3  si  ha  cosi  una  nota  generazione  del 
complesso  di  Battagline 

Come  caso  particolare  di  quanto  si  è  svolto  in  principio  del  presente  numero  si 
ha:  Se  k  ?*9Ì~*  =  o,  ogni  Sh_t  tangente  alle  h  quadriche  <p£  =  o  seca  f^  ed  /v  in  due 
quadriche  di  cui  la  prima  è  k-armonica  alla  seconda.  Reciprocamente  :  Se  un  Sh_t  tan- 
gente alle  h  quadriche  q\  =0  seca  /  ed  /v  in  due  quadriche  di  cui  la  prima  è  k-armonica 
alla  seconda  h  ?i?t  *  —  °-  Segue  chef  se  uno  degli  Sh_x  tangenti  alle  quadriche  <pJ  =  o 
gode  di  tale  proprietà,  ne  godono  tutti  gli  altri, 

I!  sanificato  ora  stabilito  per  le  forme  polari  permette  di  fissare  anche  quello  di 
una  qualunque  spinta  (9  lO"*?* "^i  "  &  ^ue  forme  $*  ^[  (h  ^  «,  /  Z~  «)*  ^d  invero 

si  ima  /  di  [/];  esistono  m  quadriche  di  [/]  secate  da  ogni  Sht  tangente  alle 
ç£  =  o  in  quadriche  ^/-armoniche  alla  sezione  di/^  ed  esse  sono  fornite  dalla  ^~™<pJ^o; 
ne  esistono  m  secate  da  ogni  S;_(  tangente  alle  ^  ss  o  in  quadriche  m-armonkhe  alla 
sezione  di  L  ed  esse  sono  fornite  dalla  ^JT""^"  —  °*  Condizione  necessaria  e  sufficiente 
perei  5m  (  tangente  alle  prime  m  quadriche  [risp.  alle  seconde]  tagli  le  seconde 

[risp.  le  prime]  in  m  quadriche  ad  invariante  w-lineare  nullo  è  appunto  Pannullarsi  di 
(?+)"*?J""*^jT"-  Collo  stesso  metodo  e  più  in  generale  si  può  anche  stabilire  il  signi- 
ficato di  ogni  formazione  di  tipo  (^^y^t~m^m-  In  particolare  si  può  invece  supporre 
che  y  coincida  con  ^  e  si  ha  così  il  significato  delle  spinte  di  una  <pj  {h  ^_  n)  su  sé 
stessa. 

Per  quanto  si  è  trovato  al  n°  7,  il  procedimento  può  essere  anche  applicato  alle 
spinte  di  «J*1  su  una  ^  e  su  sé  stessa.  Così  per  es.;  ogni  quadrica/^  ne  determina  in 
generale  2 s  che  le  sono  inarmoniche;  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  ogni 
Sy  ,  tangente  alle  2  s  quadriche  le  sechi  in  un  gruppo  di  coni  ad  invariante  2J-lineare 
nullo  è  appunto  l'annullarsi  di  (a«')3JaJ",f+I^~iuI'  L'annullarsi  déti?  Hessiano  in  par- 
ticolare dà  la  condizione  perchè  le  due  quadriche  biarmonichc  alla  data  coincidano. 

Questa  proprietà  dell'  Hessian  0  può  essere  completata  come  segue* 

(J,  appartiene  al  gruppo  Hessiano  la  forma  %n~%  *.{  in  (a)  ha  una  radice  doppia 
(v)  ed  f9  appartiene  al  gruppo  Steineriano. 


Si  ha  cosi  non 


solo  a^1 


aj  ss  o,  ma  »•-,af  0^  ss  o  [id.  in  (a)],  quindi  in  parti- 
colare «'*„  — o.  Reciprocamente,  dalle  aj^'aj  — o,  a^av  =  o  si  risale  all'ipotesi.  Onde 
si  ha  :  5*  di  due  quadriche  distinte  )\ ,  JfL  la  prima  l  insieme  coniugata  come  luogo  e  inar- 
monica alla  seconda,  la  prima  appartiene  al  gruppo  Steineriano  del  gruppo  dei  coni^  mentre 
la  seconda  le  corrisponde  nel  gruppo  Hessiano;  e  reciprocamente.  Non  esìstono  nel  fascio 
olire  quadriche  biarmoniche  ad  /  . 

^9.  Come  conseguenza  di  quanto  si  è  svolto  in  8  si  può  dedurre  anche  la  seguente 
<>ne.  Si  ponga  ; 

onde  si  ha  : 


Colla  precedente  interpretazione  :   Se  f   i  k  -|-  Ì-*r««  **"'"»   ad  f  ,   ogni   Sn_k   tan- 


flfT^ 


gente  alle  n  —  k  -(-  I  quad  rie  ht  di  [/]  a  cui  £  i  k-armonica,  seca  f^  in  una  quadrm 
I-armonica  alia  sezione  di  fp;  e  reciprocamente, 

II  problema  di  determinare  in  un  fascio  le  quadriche  rispetto  alle  quali  una  dati 
è  i-armonica  è  così  ridotto  alla  ripetizione  dell'altro  :  determinare  in  un  fascio  le  qua- 
driche rispetto  alle  quali  una  data  e  coniugata  come  luogo,  ed  alla  ricerca  degli  5, _i 
tangenti  ad  r  quadriche.  Ed  invero,  trovate  in  [/]  le   n  quadriche   rispetto    a  cui  /  è 

I coniugata  come  luogo,  si  tagli  [f]  con  un  Sn_t  tangente  a  queste;  nel  fascio  [/*]  se- 
zione le  {n  —  i)  quadriche  a  cui  f^  è  coniugata  come  luogo  sono  sezione  delle  (w — i) 
di  [/]  alle  quali/  è  Inarmonica  ;  si  tagli  [/]  con  un  SM  tangente  a  queste  ultime; 
nel  fascio  [/"]  sezione  le  (ri  —  2)  quadriche  a  cui  /£  è  coniugata  come  luogo  sono 
sezione  delle  (n  —  2)  di  [/]  alle  quali  /L  è  j-armonica  ecc.  ecc. 
Più  in  generale  ed  in  modo  del  tutto  analogo  si  potrebbe  determinare  la  quadrica 
del  fascio  che  cou  n  date  di  esso  formi  un  gruppo  ad  invariante  (n  -J-  i)-lineare  nullo. 
io.  Introduco  le  n  -f*  1  formazioni  : 


*r  =  c«x. 


«rr 


afu'u" 


..(•-t+i)\j 


); 


che  dico  combinanti  binari  elementari  dei  fascio. 

H  primo  di  essi  è  il  discriminante,  ed  è  noto  per  quanto  precede.  I  rimanenti 
(vedi  n°  1)  tenuto  fisso  (1)  rappresentano,  col  loro  annullarsi,^  ordinatamente  come 
inviluppo  di  iperpiani,  .  . .  come  complesso  degli  Shl  tangenti,  . . .  come  complesso 
delle  rette  tangenti,  come  luogo  di  punti.  Gli  stessi,  tenute  fisse  le  «,  rappresentano,  col 
loro  annullarsi,  ordinatamente  i  gruppi  formati  dalle  quadriche  di  [/]  tangenti  alT5M  di 
coordinate  un ... aIl*5A_I intersezione  degli  iperpiani  di  coordinate  f/*(/;=i,2,..,« — A-J-i),,., 
alla  retta  intersezione  degli  iperpiani  di  coordinate  uy(b  ss  1,  2,  ...  n  —  1),  infine 
quello  formato  dalla  quadrica  di  [/*]  passante  per  il  punto  intersezione  degli  iperpiani 
di  coordinate  i/M(A=  1,  2,  ...  n). 

L'identico  annullarsi  di  tij  (2  ^  k  ^_  n  -|-  1)  disgiunto  dall'identico  annullarsi  dei 
seguenti  combinanti  elementari  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  la  quadrica 
generica  del  fascio  sia  n  —  k  -\-  2  volte  specializzata. 

Ogni  forma  invariamiva  simultanea  di  ßj  e  di  «J*1 ,  di  grado  m  nei  coefficienti 
di  (SJ  rappresenta  col  suo  annullarsi  un  inviluppo  di  classe  2m,  annesso  invarianriva- 
mente  ad  jx  nel  caso  di  un  covariante  binario  ed  annesso  invariantivamente  al  fascio 
nel  caso  di  un  invariante  binario.  L'annullarsi  identico  di  un  covariante  rappresenta  in 
generale  una  varietà  di  iperpiani  annessa  invariantivamente  al  fascio. 

Più  in  generale,  ogni  forma  invariantiva  simultanea  di  G^  e  di  «J*1 ,  di  grado  m 
nei  coefficienti  di  ô£  rappresenta  col  suo  annullarsi  un  complesso  di  spazii  5à-l  di  grado 
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i  m,   annesso  invariantivamentc  ad  fx  o  ad  [/]  secondo  che  si  tratti  di  covariante  o  di 
«variante  binario  ;  l'annullarsi  identico  di  un    covariante   rappresenta   in   generale  una 
rietà  di  spazii  SèI  annessa  invariantivamente  al  fascio, 

nella  formazione  invariantiva  oltre  alle  a^r,  tjj  sì  introduce  anche  una  binaria 
..nantività  della  varietà  rappresentata  è  relativa  al  groppo  di  quadriche  q,J  =  o. 
Le  formazioni  in  cui  oltre  ad  «J*1  entri  più  di  un  combinante  elementare  condur- 
rebbero alla  considerazione  di  concessi  e  di  corrispondenze. 

Non  è  però  vero  recìprocamente  che  ogni  varietà  legata  invariantivamente  al  fascio 
o  ad  un  gruppo  di  quadrighe  del  fascio  sia  sempre  suscettibile  di  una  rappresentazioae 
del  ripe  ora  considerato.  Basti  osservare  che  una  forma  invarianriva  contenente  i  coef- 
Qti  di  a>4  rappresenta  col  suo  annullarsi  il  luogo  spezzantesi  nelle  quadriche  del  fa- 
scio appartenenti  al  gruppo  rappresentato  dall'annullarsi  della  stessa  formazione   in  cui 
al  simbolo  u  si  sia  sostituita  la  variabile  binaria  corrente,  Ora  è  ben    nota    l'esistenza 
di  luoghi  legati  invariamivamente  al  fascio  e   non   spezzantisi   in  quadriche  di  esso,  È 
per  altro  evidente  che  i  combinanti  elementari  e  le  loro  formazioni   invariantive   occu- 
pano un  posto  notevole  nella  geometria  del  fascio  di  quadriche. 

Dal  teorema  col  quale  si  chiude  il  n°  7  e  dal  significato  dei  combinanti  elementari 
si  deducono  gli  enunciati  r 

Il  discriminante  di  p[,  considerata  come/orma  binaria,  rappresenta  col  suo  annullarsi 
f  inviluppo  degli  iperpiani  tangenti  alla  quartica  base. 

Il  discriminante  di  bj  (2  <  k  <  w),  considerata  come  forma  binaria,  rappresenta  col 
sua  annullarsi  il  complesso  degli  Sk_l  tangenti  alla  quartica  buse  (cioè  secanti  la  quar- 
tica base  in  una  varietà  dotata  di  punto  doppio). 

Il  discriminante  di  tJ,  considerata  come  forma  binaria,  rappresenta  col  suo  annul- 
larsi il  complesso  delle  rette  secanti  la  quartica  base. 

Dallo  stesso  significato  dei  combinanti  elementari  si  deduce  che  l'identico  annullarsi, 
rispetto  a  (a),  di  ft£  (k  >  2)  car  attenda  gli  Sk_f  secanti  il  fascio  in  un  fascio  di  qua- 
driche tutte  spécialiste,  cioè  gli  Shl  tangenti  a  tutte  le  quadriche  del  fascio,  e  che  l'i- 
dentico annullarsi,  rispetto  a  (X),  di  r[  car  atterga  le  rette  tangenti  alla  quartica  base. 
Cosi  l'identico  annullarsi,  rispetto  a  (X),  di  ù>x  caratterizza  i  punti  della  quartica  base. 
Segue  che  ogni  varietà  rappresentata  dall  annullarsi  di  una  forma  invariantiva  di  0£  con- 
tiene gli  5i_l  tangenti  a  tutte  le  quadriche  del  fascio,  che  ogni  varietà,  in  particolare, 
rappresentata  dall'annuliarsi  di  una  forma  invariantiva  di  t{  contiene  quella  delle  tan- 
genti alla  quartica  base.  U  risultato  analogo  per  ù*x  è  già  compreso  in  una  precedente 
osservazione. 

Altra  considerazione  d'indole  generale  è  la  seguente  :  Se  <p{  e  una  forma  binaria, 
il  risultante  di  <f£  e  di  0£  (di  ßj,  di  cuj  col  suo  annullarsi  fornisce  l'equazione  comples- 
siva delle  quadriche  del  gruppo  f[  =  o  considerate  come  cotnplesso  degli  Ski  tangenti 
(carne  inviluppo  di  iperpiani,  come  luogo  di  punti). 

Cosi  :  L'identico  annullarsi  rispetto  alle  variabili  contragredienti  del  risultante  di 
aj~'  e  del  combinante  6*,  sen^a  la  proprietà  analoga  per  il  com¥  untare  sue- 


cessivo,  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  l'esistenza  di  (almeno)  una  quadrica  di  [f] 
n  —  k  -)-  2  volte  specializzata,  serica  quella  di  quadriche  spécialisait  più  di  n  —  k\i 
volte  *).  Ecc.  tee. 

§  3.  Gli  inviluppi  di  seconda  classe  (<1>  |i)B  =  o. 


li.  Da  quanto  si  è  veduto  al  n°  7  (od  anche  al  n°  8)  risulta  ora  in  modo  sem- 
plice: Gli  iperpiatìi  secanti  n  quadriche /p,/v,  .  . .  jp  di  [j]  in  n  quadriche  ad  invarianti 
n4ineare  nullo  costituiscono  l'inviluppo  di  2*  classe  di  equazione  ; 

(i)  (Vfiv  ...^«0. 

La  (1)  per  il  teorema  del  nü  6  si  può  scrivere  anche  cosi 
(2)  fya,  ...  a9uy  =0. 

La  stessa  (1),  qualora  si  ponga: 

(3)  •ì=o**K*  *)•••<?*> 

prende  l'aspetto  : 

(4)  (?vr-  «• 

Se  <&l  si  considera  come  forma  paramedica,  risulta  che  l'inviluppo  (4)  descrive 
un  sistema  lineare.  Escluso  il  caso  in  cui  ogni  quadrica  di  [/]  sia  almeno  due  vate 
spedalkzata,  pel  quale  (4)  è  sempre  indeterminato,  quando  per  4>J  si  prenda  una  forma 
generica,  l'inviluppo  (4)  è  ben  determinato,  poiché  è  tale  quando  per  *!>£  si  prenda  li 
potenza  »-esima  di  una  forma  lineare  generica.  Risulta  dunque  che  (quando  non  si 
tenga  conto  degli  inviluppi  eventualmente  indeterminati)  il  sistema  (4)  è  al  più  oo*. 

Esso  è  effettivamente  e»*  quando  il  fascio  non  sia  dotato  di  quadriche  specializzate 
due  o  più  volte.  Infatti  in  tal  caso  n  iperpiani  generici  determinano  come  rispettivi 
combinanti  ßj  altrettante  forme  generiche,  le  quali  individuano  la  forma  4>r  ad  esse 
coniugata  e  quindi  l'inviluppo  (+ß)T  =  o.  Se  invece  [/]  contiene  r  quadriche  specia- 
lizzate più  di  una  volta,  corrispondenti  ai  fattori  lineari  q[y  q^  . ,.  q{£  e  se  nel 
sezione  di  [/]  con  un  Sn%  generico  le  loro  sezioni  contano  rispettivamente  s  ,  s  , 
volte  nel  gruppo  delle  quadriche  spedalizzate,  il  combinante  ^  di  un  iperpiano  gene- 
rico contiene  come  fattore  : 

Segue  che  pj,  quando  non  sia  indeterminato,  varia  in  un  sistema  lineare  n  — -  S"  >\ 


?r- 


volte  infinito.  Assunti  %  —  jTf,  iperpiani  generici,  questi    determinano   come  rispettivi 

combinanti  jij  altrettante  forme  generiche  del  sistema,  quindi  il  sistema  oo2'»  delle  for- 
me  <i*l  ad  esse  conjugate.  Ma  ciascuna  di  tali  oo2'*  forme  <Î»J  conduce  sempre  ad  un 
medesimo  inviluppo  (4};  onde  il  sistema  (4),  esclusi  gli  in  viluppi  indeterminati,  è  oo*'2/l. 


*)  Per  quest'ultimo  teorema  si  supponga  aj^1  ^  o. 
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indeterminazione  nasce  quando  •£  è  coniugata  a  tutte  le  forme  (i",  ossia  quando  W 
apolare  rispetto  a  *l>* . 

Le  precedenti  considerazioni  possono  essere  chiarite  anche    osservando  che,  nelTi- 
esi  più  generale,  ogni  forma  41?  si  può  ridurre  al  tipo  *)  : 

i       «  /-I 

dove  Le  ^  *      sodo  forme  parametriche   da  prendersi  in  tutti   i    modi  possibili,  le  du) 
tnri  arbitrarie,  le  Q*  fattori  lineari  distinti  fìssati  comunque   purché  diversi  dai  fat- 

tori  q^  y  infine  è  M  =  n  —  Vj .  -j-  i,  Se  ne  deduce,  tenute  presenti  le 

itmt 

(pfY^tH-f/g-tm*    [idem.  risp.  a  (*)]    * 
sussistenti  in  base  alle  ipotesi  fatte,  anche  : 

in  armonia  con  quanto  precede. 
Concludendo  : 

bll  sistema  (4>  flf  —  o  e  completamente  indeterminato  quando,  e  solo  quando,  tutte  le 
adrkhc  di  [/]  sono  almeno  due  volte  speciali^ate.  In  ogni  altro  caso,  se  le  r  ^  o 
adrkbe  di  [/]  specializzate  più  di  una  volta  sono  secate  da  un  Sui  generico  in  qua- 
drighe da  contarsi  iif  si9  ...  sr  volte  nel  gruppo  dei  coni  del  fascio  sezione,  il  sistema 
(♦{*)*  =  o  e  oo"~2\  salvo  l'indeterminazione  dell'inviluppo  per  le  forme  $£  a  cui  è 
apolare  il  gruppo  delle  quadriche  più  volte  specializzate  contate  rispettivamente  sEÌ  s2,  . , .  st 

Non  credo  inopportuno  porre  in  luce  come  dall'ultima  parte  del  precedente  enun- 
o  risulti  in  Sm  Vesisten^a  di  gruppi  di  n  quadriche  secate  da  ogni  iperpiano  in  n  qua- 

*  ad  invariante  n-lineare    nullo,    anzi,    colle    notazioni  usate,  resistenza    di  oo~ 
gruppi  di  tal  natura  in  [/]  (se  r  >  o). 

Lo  stesso  enunciato  può  assumere  una  forma  più  espressiva  nel  caso  di  un  fascio 
di  quadriche  non  tutte  specializzate.  Introdotti,  secondo  Weierstrass,  gli  esponenti  dei 
divisori  elementari,  si  supponga  il  fascio  caratterizzato  dal  simbolo  di  Segre  **)  : 

K<„  <,  •••  <;•-")(<„  <,  •••  <'•-)  •••  c«„  <,  •••  «mi 

Da  note  formole  ***)  si  deduce  immediatamente  : 


onde  anche 


i-i  /-l 

n  —  Vi.  =  Tm€j  —  i. 


/-■ 


•)  Il  primo  soramatorio  fornisce  una  forma  generica  per  cui  sia  apolarc  W. 
*")  Segre,  Studio  suite  quadriche,  etc,  (dt.),  Parte  2*,  $  j,  n°  63. 
•"•)  WsiEftSTRASS,  Zur  Theorie    (Ur    bilinearen    und    quadratischen    Formen    1 
Qr.  SooftE,  Joe,  cit. 


-i.  (4). 
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Si  ha  cosi  :  Per  un  fascio  di  quadriehe  non  tutte  speciali^ate,  la  somr 
esponenti  dei  singoli  gruppi  di  divisori  elementari  fornisce  il  massimo  numero  dì  in 
ben  determinati  e  linearmente  indipendenti  che  t  possibile  assumere  in  (<I>ii)',=a 

la.  Se  si  osserva  che  ogni  4>J  si  può  esprimere  come  combinazione  line 
lenze  «-esime  di  forme  lineari,  risulta:  //  sistema   (<I>  ji)"  =  o  è   il   sistema  lii 
quale  «appartiene»  quello  algebrico  delle  quadrighe  di  [/]  pensate  come  inviluppo,  i 
quelle  indeterminate  come  tali*  Questa  considerazione,  notevole  per  se  stessa,  può  i 
applicata  per  es.  alla  determinazione  di  tutti  i  tipi  dì  fasdo-sebiera.  Si  noti  perciò  j 
tutto  che  un  fascio  di  coni  non  à  in  alcun  caso   fascio-schiera,    come    si    può 
direttamente  in  modo  semplice.  Segue  che,  tenuto  presente  l'enunciato  col  quale  a  < 
il  n°  il,  i  fasci-schiera  sono  quelli  di  quadriehe  non  tutte  specializzate  soddisfai 

%e> =  2- 

Questa  conduce  od  a  :  t  =  i,  et  =  2  oppure  a:  t  =  2,  tx  =  et  =  1;  onde  1 
Ogni  fascio-schiera  si  riduce  ad  uno  dei  tipi  : 


K« 


(0<2p£*l 


(0</><f| 

Alcuni  dei  precedenti  sviluppi  acquistano  maggiore  evidenza  quando  si  rappre 
gli  inviluppi  di  2a  classe  di  SH  coi  punti  di  uno  spazio  R  ad     ^      *      '  dir 

[/]  è  nelle  condizioni  generali  del  n°  11,  esistono  n —  y  st  quadriehe  variai 

ni 

che,  come  inviluppo,  soddisfano  alla  condizione  lineare  di  toccare  un  5n 

Sn  *);  e  poiché  ogni  condizione  lineare  a  cui  soddisfi  un  inviluppo  di  secondai 

combinazione  lineare  di  condizioni  dei  tipo  ora  detto,  risulta  che  più  in  generale« 

« —  2^5;  quadriehe  variabili  di  [/]  che  soddisfino,  come  inviluppo,   ad    una 

condizione  lineare.  Segue  che,  nella  rappresentazione  di  cui  sopra,  le  quadriehe  di  [f] 
siderate  come  inviluppo,  quando  si  escludano  quelle  indeterminate  come  tatty  sotto 

sentate    da   punti  di  una  curva  ragionale  di  ordine,    n  —  5**,«  &sa  b   curva 

1   1 

delle  spazio  R*  ad  n — Ti,  dimensioni  i  cui  punti  rappresentano  gli  inviluppi  (<: 

non  indeterminati. 

La  rappresentazione  accennata  è  semplicemente  realizzabile  nel  caso  di  un  fai 
quadriehe  non  tutte  specializzate,  quando  si  costruiscano  i  poli  di  un  S9mmt  generici 
spetto  alle  quadriehe  di  [/],  escluse  quelle  più  volte  specializzate  ed  in  generale  : 
agli  inviluppi  (41  fi)*  =  o,  esclusi  quelli  indeterminati.  Si  ha  cosi   il   seguente 


■)  Se  il  fascio  non  è  di  quadriehe  tutte  specializzate  ne  esistono  y  *    —f.  TSigrä,  SähÄi 
quadriehe,  etc.  (cit.),  Parte  2*,  5  h  n°  75l  *n  accordo  col  risultato  io  fine  del  n°  IL 
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un   fascio   privo   di  quadriche   più   volte   specializzate   coincide  eoo    uno   del 
Segre  *): 
[/]  non  è  di  quadriche  tutu  speeialiqratc,  i  poli  di  un  Sni  generico  rispetto  aile 
di  \J]  nan  più  volte  spécialisait  giacciono  sopra  una  curva  ragionale  d'ordine 

X-  =  ^e-  —  i  appartenente  ad  uno  spazio  ad  n  —  2~5.  dimensioni, 

lei  caso  di  un  fascio  di  quadriche  tutte  specializzate  (una   volta)  il  teorema   del 

sulla  dimensione  del  sistema  (•!>(')"  =  o  può  ricevere  una  semplice  conferma.  In 

caso  **)  il  luogo  dei  vertici  è  una  curva  F,  razionale  di  ordine  /  ^  o  apparte- 

ad  un  Si  ed  il  sistema  (<l*|})"=o7  come  risulta  da  una  precedente  osservazione  ***), 

Ho  degli  inviluppi  coniugati  a  tutte  le  quadriche  passanti  per  r,.   Ora,    poiché   il 

30  per  T;  impone  ad  una  quadrica  2Ì  +  1  condizioni  lineari,  risulta  che  (4>^)"  =  o 

f).  Ma  allo  stesso  risultato  si  perviene  col  metodo  del  n°  11,  quando  si  noti  f+) 

lascio  generale  di  quadriche  una  volta  specializzate  i   cui   vertici   sono   punti   di 

Pf  possiede  n  —  2/  quadriche  due  volte  specializzate,  ciascuna  delle  quali  è  secata 
generico  in  una  quadrica  una  volta  specializzata. 

13.  Dal  n°  11  risulta  che  ad  un  gruppo  *!>-*=  o  di  n  quadriche,  non  appartenente 
•M  dei  gruppi  pei  quali  è  apolare  *I\  corrisponde  un  inviluppo  ben  determinato 
=  o. 

ià  un  inviluppo  («t>  Ji)"  =  o  corrispondono  invece,  insieme  al  gruppo  <!>J  =  o, 
-ppi  della  g^1*  individuata  dalla  jf*""1  singolare  e  dallo  stesso  gruppo  4^=0. 


gruppi  di  una  gdH  non  avente  colla  g^'*'1  singolare  alcun  gruppo  in  comune  cor- 

mo  gli  inviluppi  (<I>  ß)"  ss  o  di  un  sistema  lineare  ood. 
li  gruppi  di  una  gJm  avente  in  comune  colla  £**"*  singolare  una  gpm  corrispondono 
viluppi  (<t*ti)w  —  o  di  un  sistema  lineare  ood"^r. 

lindi: 
li  gruppi  di  una  gdm  generica  per  d  Z_  n  —  £  st  corrispondono  gli  inviluppi  di  un 

limare  ee*  per  d  ^  n  —  2LX*  gli  inviluppi  dell'intero  sistema  oo"-2'*  (il    caso 

—  fSi  essendo  così  compreso  nei  due  enunciati), 

>e  infine  [/]  non  contiene  quadriche  specializzate  più  di  una  volta  {^msi  —  o),  ai 
igm  gdm  corrispondono  gli  inviluppi  di  110  sistema  ooJ. 
>nsidero  in  particolare  la  g"^1  dei  gruppi   apolari    al   gruppo  degli   n  -j-  1    coni 


Jw  suìh  quadrichi,  eie.  (ciu,  Parte  2",  S  iy  n°  55. 
•)  ▼.  Segre»  Ricerchi  sui  fasci  di  coni  quadrici,  etc.  (cit.),  ti°  7. 
Al  n°  4,  ß)  per  *  =  n, 
può  aggiungere  che  gli  inviluppi  Mh  6)w  =  o  hanno  per  nuclei  le  quadriche    di  St ,    coniu- 
»viluppo  a  quelle  pure  di  5,  passanti  per  Pj  - 

egre,  Ricerche  sui  fasci  di  coni  quadrici,  etc.  (cit.),  nt(   16. 

C~c  Mmurn.  P*Urm§>  t  XXÌH  (1^07).  -  Suro P» to  il  4  aprile  1907. 
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(aj+ï  =  o),  supposto  [/]  composto  di  quadriche  non  tutte   specializzate   *).    Dico 
tale  gn~2  contiene  come  subordinami  b  f*1""*  singolare*    Per  questo    osservo   dapprima 
che    posto,   come   al   n°    u:    ìIf  =  ft',?i"2  *    •  îi>îf»    ^   *!**'    contiene    come  fattore 

Ed  invero  se/J,,  sezione  di /^  con  un  Sw_l  generico,   è   da  contarsi   s   volte  nel 
gruppo  dei  coni  del  fascio  sezione,  si  ha: 

PJ-'-'Pi"'  se  o     [id.  rispetto  a  (X)], 

ossia,  qualunque  siano  te  u,  tenuto  presente  il  teorema  del  n°  6: 


(j  .** 


tu—i^i\     r      rr 


Sostituendo  alle  variabili  u  i  simboli  d{\  si  deduce 


4'-0«y  =  o. 


ossia  : 


«<...<-"«  '«•••<-)"ni^o, 


la  quale  dimostra  che  £  è  da  contarsi  almeno  5  4-  J  volte  fra  t  coni  di  [/]. 

Essendo  così  provato  che  aj^r  contiene  come  fattore  *T*,  se  ne  deduce  che  (***)** 
possiede  il  fattore  simbolico  (W<J>)2\  Quindi,  se  *r  è  apolare  a  <I*J  [C#J*,'#£"*,«M! 
è  pure  <J>J  apolare  ad  aj^1  [(aO>)"ax  =  o],  come  appunto  si  voleva  dimostrare. 

Dal  criterio  generale  precedentemente  esposto  si  ricava  cosi: 

Alla  gnn~~2  dei  gruppi  apolari  a  quello  degli  n  -\-  i  coni  corrisponde  un    sistema 
neare  äH**-*  di  inviluppi  (4>  (3)*  =  o. 

Per  stabilire  il  significato  di  questo   sistema   si   osservi   die,   posto,    come  altrove 

*ì  =  aa)(**)...(p>),  la 

(5)  (**y«l  =  o, 

per  il  teorema  già  citato  del  n°  6,  si  può  scrivere: 

(6)  (^av  ...  a^aj  =  o, 
cioè  si  deduce  dall'equazione  : 

(7)  (%*,  •••  Äp«*)1  =  o 

di  (<&ß)"  =  o,   sostituendo   alle  variabili   u   i   simboli   öx.   Segue  che,   indicando  eoo 

h\  =  hf*  =  •  •  •  =  o  l'equazione  locale  di  ((t>ß)M  =  o,  la  (7)  si  identifica  con: 

0'*"  ...  hinìuy  =  o 
e  quindi  la  (6),  ossia  la  (j),  con: 

(*'*"  ...  h^^y^o. 

Si  giunge  così  intanto  ad  un  notevole  risultato  che  può  essere  enunciato  in  uno 
dei  seguenti  modi: 

1)  L'inviluppo  (*!*£)"  ==  o  t  coniugato  ad  una,  ed  in  generale  ad  una  sola,  quadriti 
di  [/],  ti  cui  parametro  annulla  la  spinta  (a*)"^. 


*)  La  gnn   2  degenera  in  una  |J~  '  quando,  e  solo  quando,  aj*1  è  una  potenza  di    forma  lineare 
In  questo  caso  alcune  delle  cose  che  seguono  debbono  subire  qualche  modificazione. 
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2)  Se  il  gruppo  &l  =  o  h,  nel  campo  binario,  coniugato  al  gruppo  dtlh  n  quadrìche 
coniugate  n  tìuppo  ad  fx,  e  solo  in  tal  caso,   l'inviluppo  (*!>£)"  =  o  l  co- 

tta ad  fx. 

j)  &  «  -(-  1  quadîichc  di  [f]  sono  ad    invariante    (n  -J-  i)-lineart    nullo,    l'invi- 
to digli  Smt  secanti  n  di  queste  in  n  quadrìche  ad  invariante  u-lineare  nullo  i  coniu- 
ctla  rimanente;  e  reciprocamente. 
Ma  il   caso  in  cui  (5)  sussista   identicamente  conduce   al   significato   del   sistema 

n  questione.  Risulta  infatti: 
Condizione   necessaria   e   sufficiente,  perche    l'inviluppo  («l>  fi)"  ==  o   sia   coniugato  a 
le  quadrìche  del  fascio  [/],  e  che  sia  4>J  apolart  ad  bÇ*1.  Gli  inviluppi  del  sistema 
>  dunque  tutti  e  solo  quelli  coniugati  ad  ogni  quadrici  del  fascio  [e  appartenenti  al 

«*(♦«•  =  <>]*)• 

Nel  campo  binario  del  fascio,  alla  gnn  2  dei  gruppi  apolari  a  quello  dei  coni  è  co- 
la  gm  dei  gruppi  aff  aj  =  o  polari  del  gruppo  stesso  **).  Alla  g'm  corrisponde  in 
una  schiera  di  inviluppi 

«„(«(*)- =  0, 

diri)  schiera  associata  al  fascio  [/]  ***),  riferita  projetttvamente  a  questo,  corrispon- 
i  l'inviluppo  (8)  e  la  quadrici  /„.  L'inviluppo  (8)  può  essere  definito  come  quello 
secanti    in  n    quadrìche  ad   invariante    n-lweare    unito  le  n    quadrìche   di  [/] 
gate  come  inviluppo  ad  fa  ****). 
Per  n  dispari  si  ha; 

ì,  ricordando  l'enunciato  1)  del  presente  n°: 

Per  n  dispari  in  generale  ciascuna  quadrica  del  fascio  e  coniugata  all'inviluppo  cor- 
ondente  della  schiera  associata  e  a  nessun  altro  di  questa  ;  se  però  il  gruppo  dei  coni 
invariante  (n  +  lyiinèare   nullo  (cfr.  n°  7),  ógni   quadrica  di  [f]  k   coniugata  a 
gli  inviluppi  (8). 


Per  n  pari,  posto: 


(«0"**<  =  ^, 


•)  Nei  caso  già  citato  in  nota  in  cui  la  g^r1  degenera  in  una  £*_1 ,  il   sistema   degenera  in  uno 
*i~* .  Qò  si  spiega  anche  notando  che  L'unica  quadrica  specializzata  è  come  Luogo  coniugata  a  tutte 

di  [fi  (v-  n°  7),  quindi  a  tutti  gli  inviluppi  (4»  fi)M  sa  o. 
•")  Nel  caso  della  precedente  nota  La  gf   si  riduce  ad  un  gruppo»  salvo  Tin  determi  nazione  per  /, 

comunica  quadrica  spedalizzata. 

—)  La  sceka  della  denominazione  mi  è  suggerita  dal  fatto  che  la  schiera  associata  ad  un  fascio  di 

bc  generico  ha  per  quadrilatero  base  il  quadrilatero  associato  al   quadrangolo  base  del  fisdo,  nel 

OH«  [Utbtr  das  trUruit  und  sein  associirtes  Viereck,  das  Fünßlath  und  sein  asse  nfsek  ; 

\  d.  Wen.  Akad.,  Bd.    XCIII    (1886),  pp.    314-552],  come  avrò  occasione  di    dimostrare    in 

hraoh 

•"■)  L'inviluppo  (8)  è  pure  quello  degli  Sn_t  tangenti  ad  n  quadriebe  di  [flfonttanti  cottfa  M  §fV#* 
(*  -|-  i)  lineare  nullo. 
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si  ha: 


ossia  : 


(«O"«»«!  =  7  ("')"(«■*!  +  *xO  =  ±*\* 


Per  n  pari  in  [/]  Ì  in  generale  determinata  un'involuzione  ordinaria  ^1^  =  0,  in 
modo  che,  di  due  quadriche  di  uno  stesso  gruppo,  ciascuna  t  coniugata  all'inviluppo 
rispondente  all'altra  nella  schiera  associata,  e  solo  a   tale   inviluppo  della  schiera  stesi 

Gli  elementi  doppi  dell'involuzione  sono  le  due  quadriche  di  [/"],  ciascuna  delle  qu 
i  coniugata  come  luogo  ad  n  quadriche  del  fascio  stesso  segate  da  agni  S(J   tangente 
mune  in  n  coni  ad  invariante  n-lìncarc  nullo.  Se  però  i  \{  =  o  [ciak  se  ogni  qu 
di  [f]  gode  della  proprietà  ora  detta)  ogni  quadrica  di  [f]  ì  coniugata  a  tutti  gli  in 
luppi  (8). 

Sulla  schiera  associata  tornerò  in  seguito  [v.  n°  20]. 

14.  Fra  gli  inviluppi  (4»^)"  =  o  meritano  particolare  menzione  quelli  del  tipo: 


(9) 


to:  =  o 


L'inviluppo  (9),  come  risulta  in  modo   semplice,  è   quello  degli  SH%  secanti  j% 
una  quadrica  h-armonica  alia  sezione  di  J "  . 

Tenuta  fissa  fiX ,  quando  f9  descrìve  il  fascio,  Finviluppo  (9)  descrive  un  sistemi 
oo1  ragionale  e  riferito  projettivamente  al  fascio  stesso.  Esistono  h  inviluppi  del  sistemi 
contenenti  un  SH_t  generico.  Il  sistema  stesso  appartiene  a  quello  lineare,  ed  in  generale 
oofc,  rappresentato  dall'equazione: 


(io) 


K-b(wvy  =  o, 


dove  W\  è  una  forma  par  ametrica.  Il  significato  di  (io)  scende  immediatamente  da  quello 
generale  dell'inviluppo  (4*  fi)"  ==  o. 

La  varietà  di  iperpiani  base  del  sistema  (io),  quindi  comune  agli  inviluppi  (9),  è 
rappresentata  da: 
(11)  (Ç-*Pi»0    [id.  risp.  at»], 

cioè  è  costituita  dagli  iperpiani  secanti  [f]  in  un  fascio  nel  quale  la  sezione  di  f 
h  -J-  1  volte  nel  gruppo  dei  coni. 

Il  significato  più  espressivo  del  sistema  (io)  e  della  varietà  (11)  risulta  però  dalle 
considerazioni  seguenti.  Date  h  -f-  1  quadriche  di  [/],  e  cioè  : 

esse,  considerate  come  inviluppi,  determinano  il  sistema,  in  generale  oofc,  rappresentato  da: 

ove  le  ài  soqo  parametri.  Il  sistema  (12)  ha  per  base  la  varietà: 

03)  Pê  =  °.   K  =  o,  ...  p;  =  o. 

Se  si  suppone  che  /£ ,  /^ ,  . .  .  /  vengano  successivamente  a  coincidere  con  /  ,  le 
h  -f-  1  radici  assegnate  dalla  (15)  a  $[  si  fondono  nella  radice  {h  -(-  i)-pla  ((jl);  onde 
la  varietà  (13)  si  riduce  a  (11)  e  quindi  il  sistema  (12)  a  (io).  Concludendo: 

//  sistema  (io)  ì  la  posizione  limite  del  sistema  lineare  di  inviluppi  individuato  da 
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h  -f-  i  quadriche  di  [/]  considerate  come  tali,  quando  queste  vengono  successivamente  a 
confondersi  con  f    *). 

La  (n)  è  la  posizione  limite  delia  varietà  degli  iper piani  tangenti  comuni  a d  h  -(-  i 
quadriche  dì  [/],  quando  queste  vengono  successivamente  a  confondersi  con  f  . 

Se  la  (u)  si  dice  varietà  caratteristica  d'indice  h  relativa  ad  /  ,  si  può  osservare 
die  la  varietà  caratteristica  d'indice  h  -f-  i  relativa  ad  f  h  la  posizione  limite  delta  va- 
rietà degli  Sm _l  giacenti  nella  varietà  caratteristica  d'indice  h  e  tangenti  ad  f  y  quando  frt 
tendt  a  confondersi  con  L .  Inoltre  l'inviluppo  (9)  si  può  ritenere  individuato  dal  con- 
tenere la  varietà  caratteristica  d'indice  h  relativa  ad  /  e  quella  d'indice  n  —  h  relativa 
ad/.. 

Per  h  =  1  il  sistema  (12)  si  riduce  alla  schiera: 

e  reciproca  di  [/]  rispetto  a  ciascuna  delle  quadriche  rispetto  alle  quali  sono  polari 
reciproche  /£  ed  fT  **).  Quando  /£  ed  /^  vengono  successivamente  a  confondersi  con 
/  ,  anche  una  delle  quadriche  rispetto  a  cui  /*  ed  /T  sono  polari  reciproche  viene  a 
coincidere  con  f^  onde  si  giunge  al  notevole  risultato: 

La  schiera  ['/  '(^  =  0  i  polare-reciproca  di  [f]  rispetto  ad  /  . 

L'inviluppo  f^"1^  =  o  non  è  però  in  generale  polare-reciproco  di  fXì  come  avrò 

ione  di  dimostrare  (v.  nc  21). 

Dall'enunciato  precedente  si  deduce:  La  varietà  caratteristica  d* indice  1  relativa  ad 
f^  è  costituita  dagli  SH_t  tangenti  ad  f^  nei  punti  della  qttartica  base  di  [/];  il  che  si 
poteva  prevedere  anche  geometricamente. 


§  4,  I  complessi  quadratici  (0  6)*  =  o. 

15,  Alcuni  degli  sviluppi  del  §  precedente  sono  suscettibili  di  estensione  quando 
al  combinante  elementare  ßj  si  sostituisca  il  combinante  elementare  generico  Ôj  (n°  io). 
Ed  invero  dal  n°  7  (o  dal  n°  8)  risulta  intanto:  Gli  Ski  secanti  h  quadriche  f^f^  ...  / 
di  [/]  in  k  quadriche  ad  invariante  k-lineare  nullo  costituiscono  il  complesso  quadratico 
di  equazione: 

(0 

ù) 


=  o. 


La  (1),  per  il  teorema  del  n°  6,  si  può  scrivere  anche  sotto  la  forma: 


D'altra  parte,  posto: 


vV**v 


apu  w 


nJ  =  (^)(vA) 


o. 


•)  Se,  come  al  n°  12«  si  rappresentano  gli  inviluppi  coi  punti  di  uno  spazio*  quindi  le  quadriche 
aie  inviluppo,  coi  punti  di  una  curva,  il  sistema  (io)  e  in  generate  rappresentato  dall' 5^  oscu- 
latore alla  curva  nel  punto  corrispondente  ad  f^  . 

••)  Due  quadriche  di  Sm  in  gcner.  »lari  reciproche  rispetto  a  2"  quadriche.  Cfr.  Del  Pezzo, 

Sulle  quadriche  ad  n  —  1   dimensioni  polari  recìproche  di  sé   stesse    rispetto  ad  un*  '    »*i  Acc.  delle 

.te  Fi*  e  maL,  Napoli,  voi  XXTV,  (1885),  pag.  i86],  $  Ili. 
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la  stessa  (i)  assume  l'aspetto: 

(4)  (ue)'  =  o. 

Con  procedimento  analogo  a  quello  del  n°  1 1 ,  si  trova  che,  considerando  Uj  < 
forma  parametrica,  il  complesso  (4)  descrive  un   sistema   lineare,  il   quale  è  00'  j*  | 
non  possiede  quadriche  spécialiste  più  di  n  —  k  -f-  1  volte.  Più  in  generale: 

//  sistema  (11^)*  =  o  di  Complessi  quadratici  e  completamente  indéterminé 
e  solo  quando,  tutte  le  quadriche   di  [/]  sono  almeno  n  —  4  -j-  2  volte  speciali 
ogni  altro  caso}  se  kr\o  quadriche  di  [/]  specializzate  più  di  n  —  k  -j-  1   : 
secate  da  un  54_t  generico  in  quadriche  da  contarsi  tti  *j5  ..,  tr  volte  nel  gruppo  dei  i 
del  fascio  sezione,  il  sistema  (Il  *>)*  =  o  h  oo*~if|',  salvo  V indeterminazione  del  comp 
per  le  forine  ll£  a  cui  £  apolare  il  gruppo  delle  quadriche  spécialiste  più  di  «—  k-\ 
volte,  contate  rispettivamente  tg$  f2 ,  . . .  tr  volte. 

Se  ne  deduce  in  [/*]   [esistenza   di  oo1'**"1  gruppi  di   k   quadriche  secate 
Sk_t  in  k  quadriche  ad  invariante  k-lineare  nullo. 

Se  poi  si  tiene  presente   che  u£  si  può   esprimere   come  combinazione  lineare  1 
potenze  jfc-esime  di  forme  lineari,  si  può   enunciare  il   teorema:   //  sistema  (U6)*=J 
di  complessi  quadratici  ì  il  sistema   lineare  al  quale  $t  appartiene  a  quello  algebrm 
quadriche  di  [/]  considerate  còme  complesso  degli  Sk_t  tangenti,  escluse  le  quadriche  i* 
terminate  come  tali.  Se  dunque  i  complessi  quadratici  di  spazi  Sk_ì  si  rappresero 
punti  di  uno  spazio  i?,  le  quadriche  di  [/*],  nel  senso  precedente,  sono  rappre 
punti  di  una  curva  d*ordine  k  —  2*.  (razionale)  appartenente  ad  uno  spazio  R'  a  i—  ì 
dimensioni. 

16.  Suppongo  che  alle  r  quadriche  di  [f]  specializzate  più  di  n  —  i-f-i  volte  < 


rispondano  i  fattori  lineari  q*x>  q^ 


q^  ed  introduco  la  forma: 


u  =  uf i  = 


frfx" 


?!'"' 


analoga  alla  forma  M    del  n°  11.  Si  ha  che  ad  un  gruppo  ti*  =  o,  non  apparto 

alla  ff1*"1  dei  gruppi  pei  quali  è  apolare  Ü,  corrisponde  un  complesso  ben  dete 

(110)*  =  0;  ad  un  complesso  (119)*  —  o,  invece,  insieme  al  gruppo  n£  =  o  cor 

dono  tutti  i  gruppi  della  gfu  individuata  dalla  gf1*'1  singolare  e  dal  gruppo  stesso. 

Si  deduce  che  ai  gruppi  di  una  g{  corrispondono  i  complessi  di  un  sistema  Un 

00'  0  di  un  sistema  ooi_^_l,  secondo  che  g\  non  ha  in  comune  colla  gf1^*  singolare  i 

gruppo  oppure  ha  in  comune  con  essa  i  gruppi  di  una  g{ .  Etc.  etc. 

La  relazione  : 

(atn)laJ"*-l  =  o 

equivale  ad  n  —  k  -f-  2  equazioni    lineari    nei    coefficienti    di  II  J ,    onde    risulta  :  St  \ 

2Jfc^ff-|-2  e  si  la  forma  a^1  l  generale  nel  suo    ordine,  esistono  oolfc_,,~a  forme 

apolari  ad  aj^\ 

I  gruppi  corrispondenti  formano  una  glh~*~*   alla   quale    t   subordinata    la  £* 

singolare.  Per  questo  osservo  che,  se  la  sezione  di  f^  con  un  5^,  generico  è  da 

tarsi  t  volte  nel  gruppo  dei  coni  del  fascio  sezione,  si  ha  : 

ej^e^so     [}d.  risp.  a  (X)] 
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ossia  (vedi  n°  6): 


fa' a"  ...  an-'*0aLa': 


.  a 


a  u 


(w— Jr+j|\2 


)'.o, 


qualunque  siano  le  n  .  .  .  :/ '       '.  È  quindi  lecito  sostituire  alle  serie  di  variabili 

contragredienti  altrettante  serie  di  simboli  ax  e  scrivere  : 

ussia  (vedi  n°  6): 

%        H         =  °! 
onde  segue  che  J^  è  da  contarsi  almeno  n  —  I  *-J^  i  -f- 1   volte  nel  gruppo  dei  coni  di 
[/].  Si  deduce  così  che  atj**  contiene  come  fattore: 

e  che  perciò  la  spinta  (3tll)*aJ"l+1  possiede  il  fattore  simbolico  (O  II)2'*  ;  il  che  di- 
mostra, come  si  voleva,  che,  se  è  U  apolare  a  llj  [cioè  (UH)2'1  IlJ~2''  =  o],  è  pure  ll£ 
apokre  ad  «£*  [cioè  («Itf«^  =  o]. 

Applicando  il  criterio  generale  sopra  esposto  si  può  concludere  : 
Se  i  2k  ^  n  -j-  2  -\-  ïfn  alla  g\k~*~z  dei  gruppi  apolari  a  quello  dei  catti  corri- 
sponde un  sistema  lineare  ik  —  n  —  2  —  ltt  volte  in/mito.  Si  intende  che  il  risultato 
vale  solo  in  generale  intendendosi  esclusi  i  casi  in  cui  la  dimensione  della  serie  in  que- 
stione superi  2  k  —  n  —  2. 

Per  stabilire  un  significato  geometrico  del  sistema  di  complessi  ora  considerato  si 
ricordi  (n°  6)  che,  ponendo,  come  sopra,  Il£  =  ((/.>) (vX)  , .«  (p^)>  1* 

(j)  (*n)'«r^l  =  ° 

si  scrive  pure: 

(6)  Ov*.  . . .  afaia'i  . . .  «f^^  =  o. 

Dal  confronto  delle  (5)  e  (6),  tenuta  presente  una  definizione  data  a]  n°  5  si  de- 
duce :  lì  complesso  (Il  0)*  =  o  k  in  generale  armonico  ad  n  —  k  -j-  1  quadriebe  di  [f] 
i  cui  parametri    sono  forniti   dall'equazione   (*II)I*J~I*H  ~  o.    /   complessi  (HO)*  =  o 
corrispondenti  alle  forme  llj  apolari  ad  *J**j  ed  essi  $oU}  sono  armonici  a  tutte  le  qua- 
che di  [fi 

In  generale,  e  sempre  nell'ipotesi  2À-  \«-(-  2,  alla  £**""*" J  dei  gruppi  apoiari  ad 
nel  campo  binario  è  coniugata  la  gl'^'  dei  gruppi  polari  ad  a£~'  in  senso  esteso, 
cioè  dei  gruppi  ! 


(7) 


(•ry 


tt—k-^l       fc 


«i  =  o. 


essendo  FJ  *~§  una  forma  parametrica.  Il  complesso  : 

(8)  («^(«^  =  0 

corrispondente  al  gruppo  (7)  può  essere  definito  come  complesso  degli  S^    tangenti  a 
k  quadriche  costituenti  insieme  a  quelle  fornite  da  V"x~k"Y  =  o  un  gruppo  ad  invariante 
(n  «+-  lyiineare  nullo.  In  generale   il  sistema  (8)  di  complessi  è  oo"~*+i  e  si  può  rite- 
nere un'estensione  della  schiera  associata  (cfr.  n°  13). 
Caso  particolare  di  (8)  è  il  complesso  : 
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degli  Sk_t  secanti  in  k  quadriche    ad    invariante    k-lineare  nullo    le  k  quadriche  éi 
k-armoniche  ad  f9. 

17.  Il  presente  n°  contiene  l'estensione  di  alcuni  fra  i  risultaci  del  o°  14.  Il  con 
plesso  ; 

(?) 

degli  Stl)  secanti  fv  in    una   qnadrica   h-armonica   alla   sezione  di  f  y  al  variare  di  )%% 
descrive  un  sistema  ool  ragionale. 

esistono  h  complessi  del  sistema  contenenti  un  Sk _t  generico  ed  il  sistema 
appartiene  a  quello  lineare,  e  in  generale  oo\  rappresentato  da 


v-hK  =  ° 


La  base  di  (io)  è  la  : 


e^(^o)'  =  o. 

e*-^  =  o    [id.  risp.  »(*)] 


(io) 

(») 

degli  S4|  secanti  [f]  in  un  fascio    nel    quale    la   sezione    di  f^  œnta  h  -f-  1  volti  nà 
gruppo  dei  coni. 

H  sistema  (io)  è  la  posizione  limite  del  sistema  lineare  di  complessi  quadratici  in- 
dividuato da  h  -j-  1  quadriche  di  [/]  pensate  come  complesso  dei  loro  SA _i  ungenn, 
quando  le  /;  -|-  1  quadriche  vengono  successivamente  a  coincidere  con  /  ,  La  variai 
(ji)  è  la  posizione  limite  di  quella  degli  Sk  t  tangenti  ad  h  -J-  1  quadriche  di  [/]  quando 
queste  vengono  a  coincidere  successivamente  con  fp .  Etc.  etc, 

§  5,  I  fasci  dotati  di  piramide  polare. 


18.  Nel  presente  §  viene  considerato  il  caso  in  cui  esiste  almeno  una  piramide  » 
M  -f-  1  vertici  polare  (autoconjugata)  rispetto  a  tutte  le  quadriche  di  [/],  ossia  il 
in  cui  gli  esponenti  dei  divisori  elementari  di  Weierstrass  sono  tutti  uguali    all'unii, 
se  il  fascio  non  è  di  quadriche  specializzate  od  il  caso  in  cui  sono  tali  gli  esponenti  1 
divisori  elementari  relativi  al  fascio  sezione  con  un  Sm  k  generico,  se   la    quadrica  cor- 
rente di  [/]  è  k  volte  specializzata.  Assunta    la    piramide    polare    come    fondamentale, 
l'equazione  della  quadrica  fx  di  [/]  prende  l'aspetto  : 

(0  *<  +  <*:+ ■•■+<r°*L.  ===<>. 

ove  le  4°  sono  forme  lineari.  Se  di  queste  nessuna  è  identicamente  nulla,  la  quadrici 
corrente  di  [/]  non  è  specializzata,  e  ad  un  fattore  lineare  nel  quale  coincidano  r^i 
delle  e^  (a  meno  di  coefficienri  numerici),  corrisponde  una  quadrica  r  volte  specializ- 
zata. Se  invece  k  delle  e\*  sono  identicamente  nulle,  la  quadrica  corrente  di  [/']  e 
Ä-volte  specializzata,  e  ad  un  fattore  lineare  nel  quale  coincidano  r  ^  1  delle  rimanenti 
corrisponde  una  quadrica  r  -f-  k  volte  specializzata.  In  ogni  caso  risulta  facilmente: 

(*)  «r  =  « 

Se  inoltre  si  pone  : 


0) 


Ef  =  c'A 


$->$* 


RICERCHE   SUI  FASCI  DI  QpADRICHB   IN   UNO   SPAZIO   AD  «   DIMENSIONI. 


289 


che  l'equazione  tangenziale  della  quadrica  (1)  è: 

linata  per  ogni  fx ,  quando,  e  solo  quando,  almeno  due  delle  $  siano  identica 
nulle,  in  accordo  con  quanto  precede. 

(4)  coincide  con  {ij  =  o,  si  ha  che  più  in  generale  l'inviluppo  (<D  $)"  =  o 
rappresentato  da  : 

(♦py u\  +  (<PE'yu\  4, ...  4.  (p&^yui ,  =  o 

questa  equazione  si  possono  facilmente  ritrovare  per  il  caso  presente  i  risultati 
per  [/]  qualunque,  al  na  11   sulla  dimensione  del  sistema  (4>£)*  =  o, 
*ni  piramide  polare  rispetto  a  tutte  le  quadriche  di  [/]   è   pure   polare   rispetto 
inviluppo  (5),  come  si  deduce  immediatamente  dal  teorema    dato  in   principio 
12-  Ma,  tenuto  conto  caso  per  caso  della  dimensione  del  sistema  (5),  risulta  che 
fìente  ogni  inviluppo  dotato  di  tale  proprietà  appartiene  al  sistema.  Limitando 
>ne  al  caso  di  un  fascio    generale,   cioè  [11  1   ...   1],  si  ha:    Per    un  fascio 
di  quadri  che,  ogni  quadrica  rispetto  alla  quale  e  polare   la  piramide  dei  vertici 
l  inviluppo  degli  iperpiani  secanti  n  quadriche  ben  determinate  del  fascio   in  n 
ad  invariante  nAineare  nullo.  La   forma   4»J   corrispondente  alla  quadrica  di 
I  tangenziale  : 

PX+PX+  ■■■  +*-.<♦.»• 

iduata  come  coniugata  alle  n  forme  che  si  ottengono  dai  minori  della  matrice 

pi  cm  ct*+i)rt 

cx  nx    ■  ■     cx 

/>,  p>  ■••  p-t 

ado  fissa  una  colonna  assegnata,  per  es,  la  prima  ;  e  può  essere  posta  sotto  l'aspetto 

Pi  >'«        t  t  P«  + 


hfltl 


+ 


7-C+---+, 


,(HHhl)lf 


(E"e"yn     '  r  (F^I>^,,)f,t'x 

19.  D*ora  innanzi  suppongo  aj*1  ^  o.  Risulta  allora  semplicemente  che  gli  invi- 

i  («I»  ;-)"  ==  o  spécialisait  corrispondono  alle  forme  <J^  coniugate  ad  una  almeno  delle 

.  Piti  precisamente,  se  il  fascio  è  [1  1  1   . . ,  1],  ad  una  4>£  coniugata   ad    esempio 

E£ ,  B£  . .  .  E$y    corrisponde  un  inviluppo  j  volte  specializzato  ed  avente  per  nu- 

una  quadrica  dell'Spi_/  : 

-=  o,     xt  =  o,  . . .  x .  —  o. 

Dato  un  gruppo  MJ^1  ==  o,  si  considerino  i  suoi  gruppi  primi  polari  MaMl  =  Oi 
«omenti  in  generale  una  g[  nel  campo  binario  del  fascio.  Alla  g'n  corrisponde  in  ge- 
ttile (n°  13)  la  schiera: 

"Ariti  projettivamente  ad  [/],  corrispondendosi  (7)  ed/^.  La  (7)  per  il  numero  pre- 
nderne si  può  scrivere: 

M^MEJ  u\  +  M.(M £")"«;  +  •  •  •  +  Ma(M  E*~«y  u*„,  =  o 

Cari.    Mal«.   /iWm,  L    XX1U  (1907),  —  Stampato  il  4   *pri2c    1/07- 
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Si  supponga  ora  che  il  gruppo  M^k  =  o  sia  conjugato  a  quello  dei  coni,  0, 
che  è  lo  stesso  (vedi  n°  7),  sìa  un  gruppo  di  quadricht  ad  invariante  («  -|-  i)-lin 
nullo*  In  tale  ipotesi  è: 
(9)  («M)-*«=o, 

condizione  questa  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  forme  lineari  Af^A/F4)"  diffei 
rispettivamente  dalle  é£  solo  per  fattori   costanti,    ossia   perchè  nella    projettività 
tra  [/]  e  (7)  ai  coni  di  [/]  corrispondano  ordinatamente  gli  inviluppi  specializzati  I 
(yl  Si  ha  cosi  : 

■  Ma(MEJ      =M; 

Ma{ME'J      =?X 
(io) 


J«-M) 


Af„(MP'+")"  =  p_ 

dove  le  pf  sono  appunto  fattori  costanti.  Se  ne  deduce,  in  modo  semplice,  che  taf 
drica  fa  e  V inviluppo  (7)   sono   polari-reciproci    rispetto    a    ciascuna    delle  2"  quadriti* 
inviluppo  cht  si  ottengono  dalla  : 

(n)  Yïx±v?y,±  ••■  ±fiz<„  =  ° 

fissandone  i  doppi  segni  in  tutti  i  modi  possibili  *). 

Se  [/]  è  di  tipo  [iii   ...  1]  risulta  immediatamente  che  gli  inviluppi  (11) 
partengono  al  sistema  (*£)"  =  o;  anzi  le  corrispondenti  forme  (1J?  sono  assegnate 

(6).  Suppongo  ora  che  [/]  sia  di  tipo  [(in  .  .  .  1)  n   ...   1]  e  più  picenamente  che 
le  e'Xy  4\  ■  *  ■  *n?  coincidano  a  meno  di  fattori  numerici.  In  tal  caso  è  lecito  porre 


(12) 

essendo  fct,  h^ 


=  *.:*. 


■-K, 


.  hr  costanti  non  nulle,  da  cui  si  deduce: 


(13)  (*£T :  (*£")" :  •  •  • :  (*£<0)n= 

Segue  che,  se  l'inviluppo 
appartiene  a  (4»p)"  =  o,  si  ha  : 


+  /U,'C=° 


CU) 


P.'-P, 


i 


ma  sussiste  anche  la  proposizione  reciproca,  come  risulta  quando  si  tenga    presente 
dimensione  del  sistema.  D'altra  parte,  dalle  (io),  (12),  (13)  si  ricava 

00  ,:f,,..;,=(ty;(iy,..:(ty, 

onde  è  possibile  determinare  r — 1  numeri  ri2f  t^,  ...  *jp,  ciascuno  dei  quali  è 


•)  S'intende  che  con  )/p~  è  qui  indicata  una  delle  due  radici  quadrate  dì  p  ■ .  Le  quadrichc  (1 1)  to- 
rnano un  gruppo  del  tipo  ricordato  al  n°  14  in  nota. 


RICERCHE   SUI   FASCI  DI   QUADRIGHE   n*  UNO   SPAZIO   AD    H   DIMENSIONI. 


29I 


ad   1   oppure  a  —  1,  in  modo  che  sia: 

(*7)  Yf* '-*&••  ■"  :rì^?r=4-*4-'-  ■•■  :-r-' 

Sc  ne  deduce  che»  nel  caso  presente,  fra  gli  inviluppi  (11)  »  in~T^1  fomiti  dalle 

(18)  i^<+^f^»:+  —  +^r^:±i^r^±  —  ±c^<c,  =  °> 

ed  £tti  jo/i,  appartengotw  al  sistema  (4>  ji)M  =s  o.  L'estensione  del  risultato  a  ciascuno 
dei  tipi  considerati  nel  presente  n°  è  ora  assai  semplice  e  conduce  all'enunciato  : 

Se  [/]  possiede  I  quad  riche  specializzate  distinte  ed  k  (aMf^o,  la  schiera 
M7(M$y  =  o  è  poìare-reciproca  di  [/]  rispetti}  a  21'1  quadriche-inviluppo  del  sistema 
(4>  (})"  =  o,  corrispondendosi  nella  polarità  la  quadrica  fa  e  l'inviluppo  Ma  (M  $)"  =  o, 

É  però  specialmente  degno  di  nota  che,  inversamente,  la  schièra  polare-reciproca  di 
[/]  rispetto  ad  una  quadrica -inviluppo  del  sistema  (cI>(i)N  =  0  i  sempre  costituita  dagli 
inviluppi  («I»  [i*y  =  o  corrispondenti  ai  grappi  primi  polari  di  un  gruppo  MJ*1  =  o  co- 
niugato  a  quello  dei  coni. 

Si  consideri  infatti  la  schiera  polare  di  [/]  rispetto  alla  quadrica-inviluppo  : 

09)  *,  *î  +  *X  + h  *-«  <*  =  ° 

del  sistema  (4»  fi)*  =  o»  La  schiera  stessa  è  rappresentata  da  : 


/■+»»«»     — 


Se  [/]  è  di  tipo  [ni  ...   1],  le  7T(  sono  arbitrarie  ed  una  MJ*1  coniugata  ad  aj" 
del  resto  qualunque,  è  fornita  da: 


e«) 


jir-Mr+Mr+  — +>^ 


(*+ir 


ici 


ove  le  Ä.  sono  pure  arbitrarie.  Ne  segue: 

(22)  M9(M&*y =*<{&&y#> 

onde  perchè  (20)  coindda  con  (8)  basta  porre  in  (21): 

8  = 


Se  [/]  è  invece  del  tipo  [(li  •••  l)  11  ...  1]  e  si  rinnovano  le  ipotesi  fatte  sopra 
per  questo  caso,  in  virtù  delle  (15)  si  ha: 


?ï.  :  77, 


Tk     = 


I 

T 


U3)  v  - 

ed  ogni  forma  MJ*1  coniugata  ad  aj*1  è  del  tipo: 

(24)   Mr  =  *r  «r~  +  *~,  C"~' + *,*,  <•*"■  +  •  •  •  +  *~.  ***"• 

ove  Ä£~*  è  una  forma  paramedica,  le  J$r -(,  1^,  . . ,  X^  sono  costanti  arbitrarie,  ex  dif- 
per  un  fattore  costante  da  ciascuna  delle  t'Xì  e'{r  ...  e![\  Se  si  tiene  presente  che 
è  fattore  (r  —  i)~plo  oppure  r-plo  per  E^"  secondo  che  è  i £ r  oppure  1  >  r,  si  ha: 

(&i]  e)"—' Ef~2  =e  o,    per    Î  ^  r, 
(Ei}  e)-"' E£>r-1  =0,     per     *>r; 
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(25) 


onde  facilmente  segue: 

M,(ME"y  =  "  ~_j;+  Vtg'T'frg")-"',    Per    »^', 
M^MF")'  =  l,  e?  (eliì  £'")",     per 
Perchè  (20)  coincida  con  (8)  deve  essere 
1  M.(MEy  :  • 


i>r. 


(26) 


l 


Af,(M£"J)"  :  Af„(Af  £"*")" 

Jm-i|  . 


M,(M£ 


*«.,«. 


>*H 


t  Jr> 


1C* 


<J  » 


"=r+I-|r+^«i*Tl) 


Ora  dalle  (12),  (13),  (23)  si  deduce: 

onde,  posto  per  semplicità  ad  es.  ^  =  kì  e\ ,  se  in  (24)  si  fa  : 
|    .-t   »-'  +  *«!  (for 'fr^T 

la  (26)  è  soddisfatta.  In  questo  caso  però  la  determinazione  di  Mf  si  può  fare  in 
oa~*  modi,  rimanendo  arbitraria  la  scelta  di  $r{~1;  il  che  è  in  accordo  colTosservazioDC 
in  principio  del  n°  13. 

La  dimostrazione  del  teorema  per  un  fascio  qualunque  di  quadriche  non  sp 
e  dotato  di  piramide  polare  è  una  generalizzazione  della  precedente  e  viene  omessa  ; 
brevità. 

20.  Le  considerazioni  ora  svolte  possono  condurre  ad  ulteriori  proprietà  per  li 
schiera  associata  introdotta  al  n°  13. 

Premetto  un'osservazione.  Se  sulla  schiera  associata  ad  [f]  si  opera  in  modo  co 
relativo  a  quello  seguito  per  ottenere  da  [f]  la  schiera  stessa,  si  viene  a   costruire  uà 
fascio  che  dirò  associato  alla  seinem.  Se  avviene  che  il  fascio  associato  alia  schiera 
data  coincide  col  fascio  datoy  dirò  brevemente  che  sussiste  il  teorema  di  reciproàtà. 

Ora  si  può  dimostrare  che  per  n  pari  sussiste  il  teorema  di  reciprocità.  Ed  invero 
in  tal  caso  è  (at a')"-1"1  =  O,  onde  (n°  19)  il  fascio  [/]  e  la  schiera  associata  sono  po- 
lari reciproci  rispetto  a  2*  quadriche.  Ne  segue  immediatamente  che  appunto  il  fascio 
associato  alla  schiera  associala  ad  [/]  è  lo  stesso  [/];  anzi  ciò  avviene  in  modo  che  uni 
quadrici  e  un  inviluppo  corrispondenti  nella  projettività  tra  [/]  e  la  schiera  assodati 
posta  al  n°  13,  sono  pure  corrispondenti  in  quella  che  correlativamente  si  può  porre 
fra  la  schiera  ed  [/]  considerato  come  fascio  associato  a  questa. 

Il  risultato  può  essere  anche  stabilito  direttamente  e  completato  come  segue. 

of,  #,  £f\ 

\    o        n         o     / 
di  Gordan  *)  si  ha: 


/  F   F  F   v 
*)  Se  Ft ,  Flf  F  sono  tre  forme  binarie  risp.  d'ordine  w( ,  n3 ,  fiJt  con  I    '     *     }  1,  dove  è  pf  ^0 

e,  per  pt  ^  o,  si  ha  p2  ~|~  p}  =  nt  ,    mentre,  per  ^1  =  o  si  ^  pt-\-  p$  ^nt  ,  viene  richiamata  la  » 


si  ha: 


UCBRCHB  SUI  FASCI  DI  Q.UADRICHB  IN  UNO  SPAZIO  AD  n  DIMENSIONI.  2QJ 

ove  si  è  posto  W^  =  E^;  e  dalla: 

/Br,  -g»,  *n 

\o    n  —  11/ 
onde  si  deduce: 

(27)    «>(«£<■>)■  =  -  ^r7[(£i,r,  fD-',  -UT  +  ìc^)^^^ 

qualunque  sia  n.  Ma,  riprendendo  l'ipotesi  di  n  pari,  si  ha  più  semplicemente: 

(28)  «x(«£<»)'  =  ^+Jr)(^'P>)^' 
e  l'equazione  della  schiera  associata  al  fascio 

(29)  %$*\  =  o 

prende  la  forma: 

*"M  — 

(30)  Çj(^"^")"'x,«'  =  o- 

Se  pongo  per  brevità: 
(51)  .»  =  «x(«£"->)" 

ed 

(32)  JBf  =  Er  =  z'x  •;  . . .  e«'-"  e<<->  . . .  «•-'>, 

il  fascio  associato  alla  schiera  (30)  è  rappresentato  da: 

(33)  ^(^«"»y^xj^o. 

Ma  dalle  (28),  (31),  (32)  si  deduce: 

(MjMj&yq*  =  /  *  + 2  ^'[(FgytFFy  ...  (f^P^)"]2^, 

onde  (33)  in  generale  coincide  con  (29),  cioè  sussiste  il  teorema  di  reciprocità.  L'unico 
caso  di  eccezione  è  dato  dall'annuliarsi  di  uno  degli  invarianti  (IT*11  E{t))n ,  che  conduce 


guente  forinola: 

/»,  +  «»-  *f ,  -  *  +  n 


-  r-  IV.  Y      l  *  'yk  l     T(F     F  /w  F  i>'+>'-*. 

Per  questa  v.  Goidan,  üefor  ìoj  Formmsystmn  bmàrer  Fernen  (Leipzig,  1875);  ft 
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all'indeterminazione  di  (33),  risultato  prevedibile  per  lo  specializzarsi  deirin\iluppo  cor- 
rente (30)  della  schiera  associata. 

La  (28),  tenute  presenti  le  (io)  e  (11),  permette  di  scrivere  le  equazioni  delle  2' 
quadriche  sopra  ricordate,  riunendole  nella: 


V(E'EJu\  ±  iï(E"E"yul  ±  •  •  •  ±  V^^B^yu^  =  o, 

ove  t  doppi  segni  sono  da  prendersi  in  tutti  i  modi. 

Per  n  dispari  in  generale  non  sussiste  il  teorema  di  reciprocità,  come  si  può  veri- 
ficare ad  es,  per  n  =  3  *).  Se  però  il  gruppo  dei  coni  è  ad  invariante  (n  -\-  lyiimm 
nullo,  cioè  (vedi  n°  7)  se  si  ha:  («a')n+'  =  °i  sono  ancora  applicabili  le  considerazioni 
del  n°  19,  quindi  [/]  e  la  schiera  associata  sono  polari-reciproci  rispetto  a  2m  quadri- 
che.  In  questo  caso  sussiste  dunque  il  teorema  di  reciprocità,  e  precisamente  in  modo 
che  una  quadrica  di  [/]  e  l'inviluppo  della  schiera  associata  corrispondentisi  nella  pno- 
jettiviti  del  n°  1 3  si  corrispondono  pure  in  quella  posta  correlativamente  fra  la  schiera 
ed  [/]?  pensato  come  fascio  associato.  Un  altro  caso  in  cui,  anche  per  n  dispari,  sus- 
siste il  teorema  di  reciprocità  si  incontrerà  fra  breve  (vedi  n°  23). 

21.  Al  n°  14  si  è  osservato  che  la  schiera: 

(34)  <*,iìj+o;  =  ° 

è  polare-reciproca  di  [/]  rispetto  a  ciascuna  delle  2*  quadriche  rispetto  a  cui  sono  polan- 
reciproche  /e  ed  f^ .  Il  risultato  può  essere  completato  e  messo  in  relazione  col  xf  ij. 
Perciò,  posto: 

os)  «r  =  c(ur'  -  «rear1, 

osservo  che  sì  ha: 

(3é)  MaMi = «r  (soc^r  -  «r<i  00»  v. 

onde  segue: 

(37)  M0(Mpy  =  _  «r(?*>«  +  «TO»*)«» 

e  (34)  coincide  con  Ma(Af  ß)*  =  o,  quando  vi  si  ponga: 

Viene  cosi  stabilito  quale  inviluppo  di  (34)  corrisponda  ad  f0  nella  polarità  di 
sopra,  che,  essendo  («M)WHL|  ss  os  coincide  con  quella  definita  dalle  considerazioni  del 


Tenuta  presente  la  (36),  l'equazione  della  schiera  (34)  si  può  pure  scrivere  cosi: 


X*  *r  Bf  [a  «o  4*  -  &  •)  d  »;  =  o, 


*)  Dì  questo  caso  mi  occuperà  in  una  prossima  occasione. 


RICERCHI   SUI   PASCI  DI   QUADRIGHE   M   UNO   SPAZIO   AD   M   DIMENSIONI,  29 $ 

ed  infine,  soppresso  il  fattore  (£vi): 

Ne  segue  che  /$  ed  /^  sono  polari  reciproche  precisamente  rispetto  a  dascuna 
delle  2"  quadriche-inviluppo  : 

(39)        fi%W*,  ±  ^WKn  <  ±  •  ■  •  ±  v&r,HE<r'}n»L,  =  °, 

come  del  resto  sì  può  facilmente  verificare. 

Pure  al  nq  14  si  è  osservato  che  se  /£  ed  f%  vengono  a  coincidere  nella  stessa/^ 
di  [/]  la  (34)  si  riduce  aliar 

(40)  MÇ*  « 

Per  stabilire  quale  inviluppo  (40)  corrisponda  ad  f0  nella  polarità  rispetto  ad  /  , 
osservo  che  la  (jj)  si  può  porre  sotto  la  forma: 

(40  Mr  =  c^)^î«i«r(^rf(^y. 

F« 
Soppresso  il  fattore  (£75  ),  indi  supposto  che/e/^  coincidano  con/  ,  MJ^1  si  riduce  a: 

(42)  Arç^a^vr, 

onde  l'inviluppo  N^Nfi)"  —  o  corrispondente  ad  fg  è  quello  di  equazione: 

(40  vçe  -  »^•K(«p)?r = °- 

Si  può  ora  domandare  quando  (43)  coincida  coll'inviluppo  ßtffö~J  =  D« 
Risulta  facilmente  che  ciò  avviene  quando,  e  solo  quando,  sia 

(f**X*p  =  °> 
cioè  quando  f9  coincide  con  /  ,  oppure  colla  quadrica  di   [/]   coniugata   come   luogo   ad 
J^.  È  cosi  risolta  una  questione  posta  ai  già  citato  n°  14 

Se  ne  deduce  inoltre  l'interessante  proposizione  che  segue: 

Se  di  due  quadriebe  distinte  la  prima  i  coniugata  come  luogo  rispetto  alla  seconda, 
l'inviluppo  degli  iperpiani  secanti  la  prima  in  una  quadrica  coniugata  come  luogo  alla 
sezione  della  seconda  h  polare  della  prima  quadrica  rispetto  alta  seconda;  e  reciprocamente. 

est 


§  6.  I  fasci  ciclici. 


22.  Suppongo: 

flf-V  =  (a'x"y(a"a)J(aa')aa^ïa^-î«^-î  =  o, 

escludendo  però  U  caso  in  cui  *J*  '  sia  potenza  di  una  forma  lineare.  Con    una   scelta 
opportuna  degli  elementi  di  riferimento  nel  campo  binario  è  allora  lecito  porre  *): 


•)  Cfr.  Maisano,  La  scitica  binaria  rMem.  Àcc  Lincei,  serie  III,  voi  XIX],  Cip.  [,  Teor.  VT,  Ivi 
è  citato  il  precedente  lavoro  dello  stesso  autore  :  Sopra  due  clasti  di  forme  binarie  d,  1883  J, 


anzi,  fissando  convenientemente  il  punto  unità  in  Sn  (e  prendendo,  come  nel  § 
dente,  come  fondamentale  la  piramide  polare  rispetto  a   tutte   le  quadriche   di  [/]), 
può  scrivere: 

(0  4>  =  >,_„*>„ 

dove  con  i)  indico  Lina  radice  {n  -J-  i)-esima  primitiva  dell'uniti. 

Il  gruppo  dei  coni  è  quindi  trasformato  in  se  dall'omografia  binaria 

(2)  ix-*\K  =  ° 

ciclica  d'indice  n  -j-  i  e  da  ciascuna   delle    analoghe   in   corrispondenza   alle    rimanenti 
radici  (n  -f-  i)-esime  primitive  dell'unità. 

Perciò  dico  fascio  ciclico  il  fascio  io  questione, 

Posto  : 

0)  ±  =  K  =  \\> 

risulta  facilmente  (per  p  >  o)  : 

(4)  («T  %V^X  %Vlp^  =  —  2  \n'2*+\ 

Le  due  quadriche  del  gruppo  ±{  =  o  hanno  dunque  un  posto  notevole  nella  geo- 
metria del  fascio  e  verranno  dette  le  sue  quadriche  principati-  Esse  costituiscono  [ 
lernend  uniti  di  (2)  e,  come  si  deduce  dalle  (1),  sono  rispettivamente  di  equazione; 

j  ':  =  *:  +  *;+ •••+*:  +  *:-,=<>, 

}  <«,«;+«'*; -f-  ...  +i"*:  +  *l,  =  o. 

Dalla  (2)  del  n°  7  e  dalla  (3)  del  presente  n°  segue: 
(r'r"  .., 
onde  per  o  <  4  <  n  -f-  1  : 

(r'r" 


(5) 


r'Vi" 


i*-*-^uV  —  wkw"-*+» 


') 


Jtl)  #*>" 


{«-jfc+tKa 


y 


Cioè  :  Pfr  /^  due  quadriche  principali  di  un  fascio  ciclico  si  annullano  gli  n 
riunti  [1,  n];  [2,  n  —  1];  ,  . ,  ;  [n  —  1,  2];  [fl,   1]. 

Reciprocamente,  se  per    due    quadriche    distinte    di    Sw  si  annullano  gii  invarianti 
[1,  «];  [2,  rc  —  1];  ...  ;  [n  —  I,  2];  [w,   i],  5/w^  rif  rf  annulli   alcuno    dei   dì 
minanti  [o,  n  -\-  1];  [w  -j-  i,  o],  le  dm  quadriche  sono  quadriche   principali  di  un  fa- 
scio ciclico  *).  Ciò  si  dimostra  facilmente  assumendo  le  due  quadriche  come  fondamen- 
tali nella  determinazione  parametrica  del  campo  binario. 

Considero  l'involuzione  /  che  ha  per  elementi  doppi  le  quadriche  principali,  e  cioè: 

(6)  \rt  +  \x  =  o. 

Se  una  quadrica  fx  è  i-armonica  alla  sua  coniugata  in  /  si  ha  : 


Kl  rjtV 


*)  Se  si  annulla  anche  il  discriminarne  di  una  delle  due  quadriche,  questa  è  Tunica  quadrica  spe- 
cializzata del  fascio  ;  se  si  annullano  entrambi  i  discriminanti  il  fascio  e  uno  generico  di  quadriche  tutte 
spedalizzate. 
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per  «  —  k  -f-  1  pari  le  quadriche  soddisfacenti  alla  detta   proprietà    costituiscono 
appo  dei  coni,  mentre  per  n  —  Jfe-  — J —  x   dispari  esse  costituiscono  il  gruppo  : 

rr  +  rr  =  o, 

'mutato  in  sé  dall'omografia  (2). 
D ora  innanzi  indico  con  I\  il  cono  di  [f]  corrispondente  ad  é£ .  Osservo  inoltre 
\  /  è  radice  (w  +  i)-esima  di  — -  1  ed  a  un  tempo  radice  z(n  -f-  i)-esima  pri- 
le  quadriche  del  gruppo  (7)  corrispondono  ai  fattori  lineari 


*-\^f*\ 


(J  =  It    2, 


"  +  0» 


idico  con  Kt  la  quadrica  corrispondente  ad  / 

A  complemento  dei  precedenti  risultati,  si  ha  così: 

Se  n  t  dispari: 

1)  La  I  trasforma  in  sé  il  gruppo  dei  coni,  essendo  in  essa  coniugati 

r     e     r_«±j  (r=i,  2,  ... 

ki  due  coni  V  ,  I\ .  •+%  si  annulla  ciascuno  degli  — — -  invarianti 

[2pf   n  —  2/>+  i]  ^  =  0,1... 

2)  La  I  trasfortna  in  si  il  gruppo  (7),  essendo  in  essa  coniugate 

Kf     e    K^n±i  Itasi,?,.. 

h  due  quadriche  Kn  Kt+z±L  si  annulla  ciascuno  degli  invarianti 


n  H~  [  V. 


»+i< 


£±IV. 


)• 


[2/)+  1,  n  —  2p]  (f  =  0.  *.•«•-  ìlTJ)* 

Sr  «  è  pari  e  si  pone,  come  h  lecito,  j  ss- —  /1,  /a  /  trasforma  il  gruppo  dei  coni 

gruppo  (7),  essendo  in  essa  coniugati  T.  <;  JTn    dufe  è  1=  -^-  oppure  /=    ~-^-f 

2  2 

«  —I—  5 
eie  t  £  dispari  0  parù  Per  \\  e  K,  si  annulla  ciascuno  degli  — — —  invarianti 


[2p  +  h  »  —  ap] 

L'enunciato  1)  è  in  un  certo  senso  generalizzato  come  segue. 
Le  quadriche  di  [/]  A-armoniche  a  P.  vengono  fornite  dalla 


(#-**-«»-t)- 


dalla 


dalle 


xì-(VV)'  =  °> 


i  e  una  radice  fc-esima  primitiva  dell'unità.  Il  gruppo  (8),  come  si   deduce  dalle 
dunque  costituito  dalle  quadriche  trasformate  di  ì\  nelle  successive  potenze  del- 
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LPIGI     BRUSOTTT. 


ciclica  d'indice  k*  Il  caso  però  che  presenta  maggior  interesse  è   quello  in   cui  k  i  i 
visore  di  n  -+-  i  e  precisamente  è  : 


È  allora  lecito  porre: 

e  le  (9)  divengono: 
(11) 


(t  =  o,   |, 


- 


Segue  :  Se  k  è  divisore  di  n  -j-  1  ed  £  n  -|-  1  =  h  q>  i  coni  di  \J]  si  di 
in  q  gruppi  dì  k  coni  ciascuno,  appartenendo  ad  uno  stesso  gruppo  dut  coni  K4Ì  K, 
quali  sia  i  =  /  mod  q.  Per  due  coni  di  uno  stesso  gruppo  si  annulla  ciascuno  dû  (f 
invarianti  [kpy  k{q  —  p)](p  —  o,  1,  ...  j). 

23.  Termino  con  un  breve  cenno  sulla  schiera  associata  (n*  13,  20)  per  il  caso 
del  fascio  ciclico.  Se  si  osserva  che  il  primo  gruppo  polare  di  una  delle  quadriche  prin- 
cipali rispetto  al  gruppo  dei  coni  è  costituito  dall'altra  contata  n  volte,  risulta  faeümenre 
che  la  schiera  associata  ad  [f]  £  quella  individuata  dalle  due  quadriebe  principali  w* 
siderale  come  inviluppo. 

Se  ne  deduce  che  [f]  e  la  schiera  sono  polari  reciproci  rispetto  a  ciascuna  ddfc 
2*  quadriche  rispetto  alle  quali  sono  polari  reciproche  le  due  quadriche  principali.  Quindi: 

1)  Sussiste  il  teorema  dì  reciprocità  (qualunque  sia  w). 

2)  La  schiera  associata  ad  un  fascio  ciclico  è  ciclica  ed  ha  per  inviluppi  principe 
le  quadriche  principali  del  fascio,  pensate  come  inviluppo. 

Per  il  caso  di  n  pari,  che  si  ridurrebbe  ad  una  particolarizzazione  di  risultati  pre^ 
cedenti,  mi  limito  ad  osservare  che  l'involuzione  di  cui  si  tratta  nell'enunciato  in  fine 
del  n°  ij,  coincide  con  /. 

Per  n  dispari,  posto  come  altrove 


osservo  che  si  ha 
ed,  essendo 
anche 

Se  suppongo 

onde 
segue 
ossia 


Ef=i,     Ef  =  0 


.«! 


=  iA  +  V 


l-i-i±i 


mod  (n  -\-  1) 


(cxr/^ji+0, 


*ì      —  —  1, 


*w  — 


—  n 


-iji) 


Dunque  :  Se  f4ì  r,  sono  due  coni  coniugati  in  I,  nel  lap  rojettività  posta  al  n*  13  fra 
lf]  e  la  schiera  associata,  a  Vt  (risp.  a    rt)   corrisponde   l'inviluppo   specializzato  aventi 
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wucho  una  quadrica  giacente  nella  faccia  della  piramide  fondamentale  opposta  al  ver- 

a  r,  (risp.  di  r.). 

La  projettività  del  n°  13  risulta  dunque  dal  prodotto  dell'involuzione  /in  [/],  per 
rojettivìti,  tra  [f]  e  la  schiera,  subordinata  alle  polarità  che  scambiano  Tuna  nel- 
ra  le  quadriche  principali. 

Osservo  infine  che  le  ultime  considerazioni  si  possono  mettere  in  rapporto  con 
le  del  n°  21,  assumendo  come  gruppo  M{*1  =  o  il  gruppo  (7)  del  n°  22. 

Sondrio»  21  gennaio  1907. 

*  Luigi  Brusotti. 


Le    seguenti    considerazioni    sono    svolte    per    il   caso    dell'equazione    differenziai 

a3  d2 

^—i  -J-  ^-  =  o  delle  funzioni  armoniche.  Esse  si  estendono  però  senz*altro  alle  equ* 

zioni  lineari  differenziali  del  secondo  ordine,  che  provengono  da  un  problema  di  minim 
Nella  mia  Memoria  :  «  //  principio  di  minimo,  e  i  teoremi,  etc.  »  pubblicata  nd 
tomo  XXIH  di  questi  Rendiconti,  io  ho  dimostrato,  tra  l'altro,  il  seguente  teorema.  Sb  F 
un  campo  del  piano  (x,  _y),  e  ne  sia  e  il  contorno.  Si  voglia  costruire  in  r  una  fra- 
zione armonica,  che  su  e  assume  certi  valori  prefissati.  La  funzione  £/(*,  y\  che  si  & 
struisce  col  metodo  di  minimo,  i  armonica  entro  P,  ed  assume  i  valori  prefissati  in  ops 
punto  di  £,  escluso  al  più  un  aggregato  di  punti  di  e  di  misura  nulla. 

Nel  §  8  ho  dimostrato,  per  una  classe  estesissima  di  aree  F,  che  la  funzione 
U(xj  y)  assume  in  ogni  punto  di  e  i  valori  prefissati,  e  risolve  quindi  proprio  Fort 
nario  problema  di  Dirichlet.  Questo  metodo  si  può  semplificare,  ed  estendere  a  campi 
ancora  più  generali  con  le  seguenti  considerazioni,  le  quali  comprendono  come  caso 
particolare  un*osservazione  contenuta  in  una  recente  Nota  del  sig.  Lebesgue  sul  priflr 
cipio  di  minimo  *). 

Noi  supporremo  che  T,  e  i  valori  prefissi  su  e  siano  tali,  che  per  ogni  punto  A 
di  e  si  possa  costruire  una  coppia  di  funzioni  p,  ^  esistenti  nel  campo  T,  o  in  un  camp 

più  ampio,  possedenti  derivate  prime  e  seconde,  soddisfacenti  in  V  alle  ^-~  +  -~  \  o> 

3~~  +  ^-{  ^  o,  assumenti  in  A  il  valore  prefissato,  e  tali  di  più  che  il  valore  prefis- 
sato in  ogni  altro  punto  di  e  sia  non  minore  del  valore  che  vi  assume  la  y}  e  non  mag- 
giore del  valore,  che  vi  assume  la  $.  Queste  condizioni  si  possono  enunciare  in  fora» 
più  espressiva,  se  si  considerano  le  ^  =  9,  £  =  $  come  equazioni  di  due  superficie  in 
uno  spazio  a  tre  dimensioni,  (L'osservazione  del  Lebesgue  si  riferisce  al  caso  che  9,^ 
siano  funzioni  lineari  delle  xf  y), 


*)  Comptes  Rendus,  11  febbraio  1907. 


Quando  sono  soddisfatte  le  precedenti  condizioni,  si  può  dimostrare  che  la  U  as- 
tri ogni  punto  di  e  i  valori  prefissati, 

spili  *)  ancora  allargata  la  classe  di  campi  [\  a  cui  sono  applicabili  i  risultati 
mia  Memoria  citata.  Per  dimostrare  quanto  abbiamo  asserito,  si  osservi  che,  se  uìf 
. .  è  una  successione  minimizzante,  è  minimizzante  anche  la  successione  tfr,  vt,  ... 
.  Mem.  ài,7  §  8),  che  si  ottiene  ponendo  vt  =  u;  nei  punti  di  F,  oveç^w^^, 
do  vt  =  f  in  quei  punti,  ove   ut  ^  o,   e   ponendo   vt  =  ty  in   quei   punti,   ove 
4.  Se  ne  deduce  (cfr.  loc.  cit.)  che  la  funzione  limite  della  successione  delle  pn 
di  una  successione  (minimizzante)  subordinata,  assume  nel  punto  A  proprio  il  valore 
efissato*  E,  poiché  (loc.  cit.)  la  funzione  limite   di   una  successione   minimizzante   è 
cìl)  indipendente  dalla  speciale  successione,  che  si  considera,  ne  verrà  dimostrato 
la  funzione  t/(x,  y)  assume  proprio  il  valore  prefissato  nel  punto  A,       e.  d.  d, 


Genova,  4  marzo  1907. 


G.    Fu  BINI. 


L'esistenza  dì  tali  funzioni  ^  ^  dipende  anche  dai  valori  prefìssati  su  e.  Si  noti  però  che  nel 
|  funzioni  armoniche  (e  in  molti  altri  casi)  basta  risolvere  i  problemi  al  contomo»  quando  i  va- 
sti sono  per  es.  funzioni  analitiche  dell'arco  s  di  e  (supposto  per  un  momento  rettificabile). 
generali  si  passa  poi  per  mezzo  del  teorema  di  Volterra-Harnack  sulle  serie  uniforme- 
convergenti  di  (unzioni  armoniche. 


i 
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SUL  LUOGO  DEI  PUNTI  DI  CONTATTO  DELLE  IPERSUPERFICIE 
DI  DUE  DATI  SISTEMI  LINEARI. 

Nota  di  Giovanni   Z.  Giam belli  (Torino). 


Adunami  del  14  mino   1907. 


In  questa  breve  Nota  mi  propongo  di  mostrare,  come  una  conveniente  ioti 
tazione  analitica  permetta  di  enunciare  subito  alcuni  teoremi  sulla  varietà  luogo  dei  ; 
di  contatto  di  due  ipersuperficie  di  due  dati  sistemi  lineari.  Parricolarizzando  i 
risultati,  si  ottengono  teoremi  noti,  dedotti  però  in  modo  diverso  e  meno  rapido  dei  | 
nostro;  per  brevità  si  mostrerà  solo,  come  dai  nostri  teoremi  si  deducano  quelli  ià  ' 
lavoro  di  P.  Lorenzola  *),  perchè  questo  lavoro  si  può  considerare  come  il  più 
portante  di  quelli  **),  in  cui  a  studiano  casi  particolari  della  nostra  questione. 

Si  designerà  con   ^(/>0,  pt ,  *  .  .  ,  pr)  la  funzione  simmetrica  caratteristica  •**),< 
si  deduce  dallo  sviluppo  (j>0  +  />,  4~  *  *  *  +  Pr)\  quando  in  luogo  di  ciascuno  dei 
fidenti  polinomiali  si  ponga  l'unità,  ossia  la  funzione  alepb  di  Wronskj  di  ordine  i 
Po i  Pi 9  •  •  •  y  Pr •  Col  simbolo  ±{yx]  si  designerà   l'espressione  simbolica   (operazione 
polare) 

o 


Ji 


e  si  porrà 


d*, 


rispetto  a  questi  simboli  occorre  aver  presente  quanto  si  è  detto  nel  §  i  del  mio  lavoro; 
Le  varietà  rappresentate  per  me%rp  ài  una  matrice  generica  di  forme  e  le  varietà  generi 


*)  Sul  luogo  dei  punti  di  contano   degli  iper piani  passanti  per  un   dato  spazio  Untare  e   tangenti  \ 
forme  di  un  dato  sistema  lineare  [Giornale  di  Matematiche,  tomo  XLIII  (190$),  pp.  213-240]. 

•*)  Gli  altri  lavori  si    riferiscono  allo  spazio  ordinario,  tra  i  quali  la  Nota   di  C    Mtoeo    [quea 
Rendiconti,  tomo  XVII  (1905),  pp.  297-3 10J  e  quelle    di    L.  Lo  Monaco  Aprile   [questi   Rendici 
tomo  XVIII  (1904),  pp.  1-15  e  pp.  164-184]  ;  alcuni  risultati  di  queste  tre    Note    si   possono 
subito  per  mezzo  di  una  conveniente  interpretazione  analitica,  come  segue  dalla  Nota  di  M  Stuyva 
Sur  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  des  surfaces  de  deux  faisceaux    [questi    Rendiconti,  tomo 
(1904),  pp.  294-300], 

*)  Cfr.  per  es.  il  $  t  della  mia  Nota  :  Alcune  proprietà  delle  funzioni  simtnetricke  caraäeristicbe  \ 
della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  tomo  XXX Vili  (1903),  pp.  823-844]. 
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sistemi  lineari  proiettivi  di  forme  [Rend,  R,  Acc.  Lincei,  serie  V,  tomo  XIV  (1905)]. 

litre  colla  locuzione  «  matrice  nulla  »  s'intenderà  che  siano  nulli  tutti  i    determinanti 

ordine  massimo  contenuti  nella  matrice. 

Scrivendo  il  sistema  di  equazioni  rappresentante  la  condizione,  affinchè  si  tocchino 
a  punto  due  ipersuperficie  di  due  dati  sistemi    lineari,    e    ricordando    l'importante 

rmola  di  S.  Roberts  sull'ordine   delia   varietà   rappresentata   coll'annullarc    una   data 

Ice  di  forme  *),  segue: 
Teorema  L  —  Siano 
K?o  +  rS  ?.  +  *  '  *  +  IS  ?k  =  °        (essendo  o  <  &,  o  <  *,  h  +  k  <  fi) 
ni  lineari  di  ipersuperficie  dello  spailo  fondamentale  [«].  Le  Ft  (i  =  o,  i,  . . . ,  h) 
m  forme  di  grado  p,  e  le  9,  (t  =  o,  i,  .. .  ,  k)  di  grado    q   nelle  xo,  xx ,  ,  .  ,  ,  ,\n, 
4oriv\att  correnti  omogenee  di  punto  nello  spurio  fondamentale  [«].  La  varietà  Wy  luogo 
Hftii  di  contatto  delle  ipersuperficie  del  sistema  lineare  (1)  colle  ipersuperficie  del  si- 
lineare  (2),  i  rappresentata  analiticamente  annullando  la  matrice 


Fh 


dx     ° 

v     0 

*F 

dx,    ° 

dxt    ' 

d  F 

o 

a 

d 
àx.9° 


o 

d 
tip 

à 

dx-*> 


o 

d 
d 


dx. 


dx. 


dx/> 


dx. 


Ö-V. 


dx. 


<P» 


ordine 


«^»*,  /  fe  _^.  a  /„_/,_  ,_j_  ! 


rm 


)  »  -•)'(?  -■)-'- 


necessario  supporre  o  <  k,  o  <  A,  perchè,   se  per    es.    fosse   £  =  o,   essendo 
o,  allora  coll'annullarc  la  matrice  (3)  si  rappresenta  la  varietà,  che  si  spezza  nella 
e  nella  varieti  W\  luogo  dei  punti  doppi  delle  ipersuperficie  del  sistema  lineare  (i), 
varietà  Jacohiana  del  sistema  lineare   (1).    Per    ottenere    in    questo   caso   Tor  dine 
W  si  dovrà  togliere  dalla  forinola  data  dal  teorema  I  il  termine 


(BtI)0,-I>"-'+,' 


•)  Sur  forar*  des  conditions  de  la  coexistence  des  équations  algébriques  à  plusieurs  variables  rjourn. 
if  Math.  L  LXVn  (1867),  pp.  266-278] .  Questa  formo  ta  di  Roberts  è  un  caso  particolare  delle  for- 
lolc  contenute  nella  mia  Memoria:  Ordine  di  una  varietà  pia  ampia  di  quella  rappresentata  coil* annullare 
i  minori  di  dato  ordine  estratti  da  una  data  matrice  generica  di  forme  (Mem.  R.  Istituto  Lombardo, 
*  DI,  tomo  XI  (1904),  pp,  101-153]- 
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che  è  l'or  dine  della  W\  essendo  ta  JV  rappresentata  coll'annullare  la  matrice 

(i  =  o,  i,  ...,  w;  /  =  o,  i, 


Teorema  IL  —  La  IV  sega  la  varietà  base  del  sistema  lineare  (i)  nella  varietà \ 

órdine 

h  -f-  i\  i  n  —  h  —  i> 

k 


p'""t"C  ì  ')  C  ~k  "  >  -  ■«»  -  o — . 


«_*_*— i 


rappresentata  analiticamente  coli' annullare 

le  F0,     F|f  ...,  Fl(,  se  h  +  k  =  n7 

le  F0 ,     Fx.  .  . .  ,  Fh  e  la  matrice  (4),        w  Ä  -|-  *  <  w, 

dotte  co«  (4)  s'indica  la  matrice^  che  si  ottiene  dalla  (?)  togliendo  la  prima  linea. 
La  W  sega  la  varietà  base  del  sistema  lineare  (2)  nella  varietà  di  ordine 

rappresentata  analiticamente  coll'annullare 

te  %j    &*-•"•!  9kt  se  h  +  k  =  n, 

te  ?o»     ?i  »•••»?**  '*  Matrice  (4),         se  h  -{-  k  <C  «• 
Ricordando  le  proprietà  elementari  del  sìmbolo  vl7'x)  segue: 
Teorema  III*  —  Se  un  punto  Z  di  coordinate  £0,  £( ,  . . . ,  £n  è  7)f'a  per  l'ipersu^ 
F,  =  o  e  0f'fl  per  la  ç-  =  o,  e  se   i   nullo   almeno   uno  dei   numeri  73o,    nt9  . .., 
^o5  ^i5  ■  •*  1  "**  essendo  però  diverse  da  %ero  0  tutte  le  -ni  0  tutte  le  8t,  otfia  j^  /v 
sare  le  ideef  le  no<  r^,  . . .  ,  f\h  sono  tutte  diverse  da  zero  e  Q0,  9f ,  .  .  .  ,  0É,  sono  k\ 
non  nulles  essendo  k*  Z.  k  —  1,  allora  la  varietà  W  ha  in  Z  un  punto  di    molteplicità 

I    K-,^i(%-  i,  ... ,  nÄ  —  1,   «0  —  1,  ...,  *k,  -  1) 
m  f  +^-^K-^  -•là-*.    •.— i,  ...,*- 1> 

La  varietà  tf,  /mc^ö  */*//<!  tangenti  in  Z  alla  Wy  è  di  ordine  dato  dalla   (j)  aì  i 

rappresentata  nelle  coordinate  correnti  omogenee  di  punto  yoì   >,,  . ..  ,  \\,    coli' annullati 
la  matrice 

Mjt        .  .  .      A»»                o  ...          o 


(«) 


d£ 


■  «Ê» 


^  *2~*1  .  .  .  fj*  ^r*    TÏ*^r?0 


JyX\ 


dov«  l'operazione  çj*0  per  i  \  1  significa  che   si  deve  prima  eseguire  l'operazione   v 
«  pot  sostituire  le  £ot  C, ,  .  ■  .  ,  C„  coordinate   di   Z  alle    *oJ   xj ,  . ..  ,  *,,  p£r  i  ss  0, 
Isa  —  1  significa  che  si  debbono  sostituire  le  £o1  £t,  . . .  ,  Çw  alte  a*0,  xi5  . , .  ,  .vw. 

Se  tutte  le  r,.,  Qp.  sono  diverse  da  zero,  allora  la  dimensione  della  varietà  r. 
sentala  coll'annullare  la  matrice  (6)  è  fe-j-t  e  non  ft-j-A' —  t,  onde  sarà  conveniente 


SOL  LUOGO  DEI  PUNTI  DI   CONTATTO  DELUB  IPERSUPERFICIE  Ol  DUE  DATI  SISTEMI  LINEARI.     JOS 

la    W  rappresentata  analiticamente  annullando  ima  qualunque  delle  matrici  (3). 
I,   ...  j  fi),  dove  s'indica  con  {\)%  la  matrice  ottenuta  dalla  (3),  quando  nella 
(1  -\-  2)^*  si  ponga 

£*•    ££  Pjj     ì%     Ol  ii* 

x,        x,    "•  "     x,        *.        x.    *  "    x, 
?o  di 

Ar       Ir  J_F       AAA 

dxt  D    dxì .  '  *"  dxà  h    dxfTo    ox.?ï  •■•  5v*' 

Scelta  tra  queste  matrici  per  es.  la  (3)o,  per  fissare  le  idee,  segue   che  per  otte- 
la  rappresentazione  analìtica  della  varietà  O,  luogo  delle  tangenti  in  Z  alla  Wy  si 
ano  eseguire  le  operazioni  seguenti: 
r    :  sui  determinanti  di  ordine  h  +  k  -f-  2,  che  non  contengono  ne  la  ia  né   la 
Jelb  (3)e, 

su  quelli  che  contengono  o  la  1*  o  la  2a  linea,  ma  non  entrambe  della  (3)0, 
su  quelli,  che  contengono  entrambe  le  prime  due  linee  della  (j)o1 

<,=,.  + ,,+  ...+,,  +  (>,,  + »,+  ■..+«»-(*  +  *  + a). 

Si  trac  quindi  : 

rema  IV. —  Se  tutte  le  Ti  t  e  le  $t  sono  diverse  da  %ero,  e  inoltre  0  non    si  ha 

y :(  =  ♦  -  ♦  =  -rh ,  oppure  non  si  ha   0o  =  8(  =  . . .  =  6M   aJ/ora   /a  varietà    W 
Z  un  puntò  di  molteplicità 

+  2  F_   _,  (T)0  -   I?    .  .  .  ,   V),  -   I,      lè—  I,   .  .  •  f  là  —  l) 

Io  varietà  0,  /uopo  rfe/fc  tangenti  in  Z  alla  IV,  l  di  ordine  dato  dalla  (7)  id   h 
rasentata  nelle  coordinate  correnti  vo,  y|#1  .  .  .  ,  yn  coli1  annullare  una  qualunque  delle 
(6)f  (f  =  o,  t,  .  ,  .  ,  »,  ^ttrcfcl  sia  r  r^  o),  indicando  con  (6)(  fa  matrice  che 
dalla  (6),  ponendo  nella  linea  (i  +  2)'"™ 

*,  *,-  ii  <*i 

luogo  di 

a  A  f       jt*o  A  f     -#*  A  „       ,#*  A  « 

Quando  è  *.~ aif  sc  *« «  =  ^  >  o,  8o  =  6(  =  . .  *  =  0fc  >  o,  allora  la  dtniefl 
della  varietà  rappresentata  coll'annullare  una  qualunque  delle  matrici  (6),  è  h-\-k 
m  h  4~  *  —  t»  Infatti,  posto  r»  =  rn  =  *ì,  =  —  -  =  n{ ,  0  =  6o  =  8(  =  .  • .  —  0, , 
ichè  sia  nulla  la  matrice  (6)<  basta  che  sia   nulla   la   matrice   (6r)F,    clic   ri   Ottimo 

(6)  moltiplicando  per  jr  gli  elementi  delia  linea  (t  -f^  2)Mmi   ^e^   ^l^^1   matrice 
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(6),  perchè  si  ha  : 


-2L«toAR  =  —  Y  y  t<?'°  S- F 


O  =  o,  1, 


Seguendo  un  metodo  analogo  a  quello  usato  per  dedurre  il  teorema  IV,  sì  può 
costruire  l'equazione  della  varietà  B,  quando  è  >!„==»,  =  •••  =*■),>  90  =  9,  =  —  —\, 
e  si  trova: 

Teorema  V,  —  Se  7^  =  11,=  ■••  =7it  =  Tfi>o,  60  =  ft,=  ••■  =  8t  =  ô>o, 
allora  la  varietà  W  ha  in  Z  un  punto  di  molteplicità 

K-h-k^  (»«  —  1»  •  •  •  »  1*  —  1.    %  —  li  •  •  •  »  $*  -  0 
+  3  P„_k_»    (»„  —  1,  •  •  • ,  r.k  —  1,    «0  -  1,  . . .  ,  ftà  -  1) 

+  2  ^„k_»_,K  -  *»  •••  »  *»—  *>    9o  —  i>  •  •  •  »  9»  —  0 


(8) 


-■  ih  ~f-  A  /»  —  h  —  i '  +  1 


-tto 


)(i-tfi»-ir 


^i^,,^, 


+*T('tl)("*"»">-,w-* 


-fc-Jk-i 


+,-rcr)( 


,«*=^t-i  /fc  _|_  A    /„  _  fc  —  {  —  i 


)(» -*?(•-•? 


Za  varietà  8,  Itfü^o  <A?/fc  tangenti  in  Z  alla  W,  Ï  ài  ordine  dato  dulia  (8). 

Quando  in  particolare  uno  dei  dati  sistemi  lineari  (i),  (2)  è  un  sistema  lineare 
d'iperpiani,  i  nostri  risultati  danno  luogo  ai  teoremi  Vili,  IX,  X,  XII  del  citato  lavoro 
del  Lorenzola, 
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Im  zehnten  Kapitel  der  Geometrie  der  Berübrungsfransformationenß  dargestellt  von 
Sophus  Lie  und  Georg  Scheffers,  wird  ein  Zusammenhang  abgeleitet  zwischen  den 
Berührungstransformationen  der  Kreise  einer  euklidischen  Ebene  und  den  conformée 
Punkttransformationen  des  Raumes;  er  beruht  darauf,  dass  jedem  Kreise  der  Ebene 
die  beiden  Punkte  zugeordnet  werden,  die  auf  dem  Lote  liegen,  das  in  seinem  Mittel- 
punkt auf  seiner  Ebene  errichtet  ist,  und  deren  Abstand  von   der   Ebene  gleich   dem, 

Jer  imaginären  Einheit  multiplicierten  Radius  des  Kreises  ist.  Ein  solcher  Zusam- 
menhang Lisst  sich  aber  auf  Grund  meiner  Untersuchungen  *)  über  die  Berührungs- 
transformationen  der  Kreise  auch  auf  eine  Weise  herstellen,  die  nur  reelle  Zuordnungen 
zu  Hilfe  nimmt,  also  der  geometrisch-constructiven  Behandlung  zugänglich  ist,  und  die 
unmittelbar  auch  für  die  nichteuklidische  Geometrie  gilt.  Es  hissen  sich  nämlich,  wie 
ich  a,  a.  O.  gezeigt  habe,  die  Berührungstransformatiooen  der  Kreise  einer  Ebene  mit 
euklidischer  oder  nichteuklidischer  Massbestimmung  durch  Projektion  zurückführen  auf 
die  Berührungstransformationen  der  Kreise  einer  Kugel,  und  diese  wieder  können  in 
die  Kugel  eingeschnitten  gedacht  werden  durch  gewisse  zweideutige  Transformationen 
der  Ebenen  des  Raumes,  zu  denen  jene  Kugel  als  ihre  «  Grundkugel  »  <t>  in  besonderer 
Beziehung  steht.  Diese  Ebenentransformationen,  die  ich  kurz  «  ^Transformationen  » 
nenne,  vertauschen  nun  die  Flächen  IL  Grades  untereinander,  die  die  Grundkugel  je 
längs  eines  reellen  oder  imaginären  Kegelschnittes  berühren  oder,  wie  wir  sagen  wollen, 
<îer  Grundkugel  umschrieben  sind  ;  dasselbe  gilt  von  den  Punkttransformationen,  in  die 
das  Polarsystem  von  «I*  die  (^-Transformationen  überführt,  und  diese,  die  ich  a  jfl-Trans- 
formarionen  o  nenne,  sind  deshalb  Punkttransformationen  der  Kugeln  des  nichteukli* 
disehen  Raumes,  dessen  Massbestimmung  4*  als  absolute  Fläche  zu  Grunde  liegt.  Ferner 
giebt  es  aber  eine  Punktverwandtschaft,  die  die  nichteukJidischen  Kugeln  gerade  in  die 
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euklidischen  Kugein  verwandelt  und    die   dadurch    definiert   ist,    dass   sie    jeder 
diejenige  euklidische  Kugel  zuordnet,  die  <l>  in  dem  Schnittkreis  der  Ebene  orth 
schneidet;  durch  sie  gehen  die  Ö-Tfansfonnationen  in  die  conformeo  Abbildungen  * 
euklidischen  Raumes  über,  und  es  zeigt  sich  dabei   zugleich,   dass   die    fi-Transfo 
tioneo  selbst  die  conformer  Abbildungen  des  oichteuklidischen  Raumes  sind. 

§  I.  Die  Berühnnigstransformationen  der  Kreise  einer  Ebene 
und  die  ^-Transformationen. 


I.  Wir  denken  uns  einen  euklidischen  Raum,  und  in  ihm  betrachten  wir  eroe 
Ebene  von  euklidischer  oder  nichteuklidischer  Massbestimmung;  der  letzteren  ist  ein 
reeller  oder  imaginärer  Kreis  (im  euklidischen  Sinne)  als  «absoluter  Kegelschnitt* 
zugrunde  gelegt,  und  die  nichteuklidischen  Kreise  sind  die  Kegelschnitte,  die  den  ab» 
loten  doppelt  berühren.  Ferner  nehmen  wir  eine  Kugel  <l>  und  projicieren  die  Ebe« 
auf  sie  stereographisch  bei  euklidischer  Massbestimmung,  bei  nichteuJclidischcr  dagegen 
so,  dass  der  TangemialkegeL,  der  aus  dem  Projektionscentruni  an  die  Kugel  <i»  kommt, 
durch  den  absoluten  Kegelschnitt  der  Ebene  hindurch  geht.  So  wird  sowohl  bei  eukli- 
discher wie  bei  nichteuklidischer  Massbestiniinung  die  Kreisgeometrie  der  Ebene  in  ät 
der  Kugel  übergeführt;  insbesondere  gehen  die  sämtlichen  Berührungstransformariooen 
der  Kreise  der  Ebene  in  diejenigen  der  Kreise  der  Kugel  über.  Durch  die  letzteren 
aber  werden,  wenn  wir  statt  jedes  Kreises  der  Kugel  seine  Ebene  betrachten,  Trans- 
formationen der  Ebenen  des  Raumes  hervorgerufen,  die  ich  «  (g -Transformarionen  * 
nenne. 

Zunächst  müssen  wfir  die  a,  a.  O,  *)  abgeleiteten  Eigenschaften  der  ^-Transfer* 
mationen  aufzählen,  soweit  sie  für  das  folgende  nötig  sind.  Wir  beginnen  mit  der 
Definition  : 

Die  ^-Transformationen  sind  zweideutige  Verwandtschaften  der  Ebenen  des 
Raumes,  die  auf  einer  Kugel,  der  «  Grundkugel  »  4»,  Berührungstransformationen  dar 
durch  die  Ebenen  io  sie  eingeschnittenen  Kreise  erzeugen  ;  und  zwar  ordnet  jede  solche 
Beruh  rungs  transformation  —  und  ebenso  auch  ihre  inverse  Transformatton  —  jedem 
Punkte  einen  Kreis  zu,  jedem  Kreis  aber  zwei  Kreise. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich,  dass  mit  jeder  (ff -Transformation  <£  eine  räum- 
liche CoLÜneation  ^|  verbunden  ist,  durch  die  die  Grundkugel  4>  in  eine  ihr  umschrie- 
bene Flache  II,  Grades  4>r  verwandelt  wird.  Nimmt  man  die  einer  Ebene  e  durch  J 
zugeordnete  Ebene  e"  und  schneidet  den  Tangen tialkeget,  der  «!*'  längs  des  Kegelschnittes 
(<!»',  i")  berührt,  mit  4>,  so  sind  die  Ebenen  der  beiden  Schnittkreise  gerade  die  Ebenen 
die  der  s  in  $  entsprechen.  Berührt  s  die  Grundkugel  4>,  so  fallen  i*  und  *! 
zusammen  ;  ^  und  %  rufen  also  zwischen  den  Berührungsebenen  von  4>  unJ 
O'  genau  dieselbe  Beziehung  hervor,  (fr  ist  völlig  bestimmt  durch  die  Grundkugel  4*  und 
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ion  %.  —  Dreht  sich  s  um  eine  Tangente  von  <1>,  so  beschreiben  £'f  und 
izu  projektive  Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  schneiden  und  ebenfalls  Tan- 
n  ♦  sind.  —  Eine  der  Grundkugel  «î>  umschriebene  Fläche  IL  Grades  X  wird 
ii  rwei,  ebenfalls  der  <l>  umschriebene  Flächen  IL  Grades  X\ ,  X\  übergeführt 
so,  dass  einer  Berührungsebene  e  von  X  eine  Berührungsebene  z\  von  X\ 
Berührungsebene  z\  von  X\  entspricht»  und  dass  die  dadurch  zwischen  X  und 
tischen  X  und  X\  hervorgerufenen  Beziehungen  Collinearionen  sind. 
^Transformationen  mit  derselben  Grundkugel  bilden  eine  zehngliedrige  Gruppe. 
fiâ  zwei  Transformationen  der  Gruppe,  so  zerfällt  die  durch  ihre  Aufeinan- 
ntstchende  Transformarion  0:,  fi,  in  zwei  Transformationen  fi 3,  fi4  derselben 

id  nämlich  einer  Ebene  e  durch  fi,  die  Ebenen  i[y  $t  und  diesen  durch  fiâ 
z"t  }  *a  bezw.  i£j  *"2  zugeordnet,  so  entsprechen  ihr  vermöge  dt,$2  die 
CiJ  Cii  di  £:;  un^  ^  lassen  sich  immer  zwei  Transformationen  (£  T  fi- 
so finden,  dass  der  e  vermöge  fi?  die  Ebenen  i*,  l£  und  vermöge  fi 
»  •»  zugehören. 
•  den  fi -Transformationen  giebt  es  besonders  wichtige,  die  wir  als  «  funda- 
bezeichnen  :  Sei  fio  eine  solche,  so  ist  die  mit  ihr  verbundene  Collineation 
lentralcollineation,  deren  Centrum  C  (d.  i.  der  Punkt  mit  lauter  sich  selbst 
nden  Ebenen)  und  Hauptebene  y  (d.  i.  die  Ebene  mit  lauter  sich  selbst 
nden  Punkten)  zu  einander  i.  Bez.  auf  <l>  polar  sind;  wir  werden  C  und  y 
Zentrum  und  Hauptebene,  bezw.  zusammenfassend  als  die  Hauptelemente  von 
inen.  —  Jede  fundamentale  fi -Transformation  fi0  ist  durchweg  involutorisch 
bratet  jedes  Ebenenbundel,  dessen  Scheitel  in  der  Hauptebene  liegt,  in  sich 
»ei  in  ihm  eine  ihr  analoge  Verwandtschaft  hervorrufend.  —  Jede  allgemebe 
»rmatton  fi  lasst  sich  auf  zwei  Weisen  zusammensetzen  aus  einer  Collineation 
undkugel  Q  in  sich  selbst  und  aus  einer  fundamentalen  fi -Transformation  fio, 
■  =  <Ç  fi,,  ist;  zugleich  gilt  für  die  mit  fi  und  (tQ  verbundenen  Collinearionen 
e  analoge  Beziehung,  dass  ^  =  fl[  %o  ist. 

Gruppe  der  fi -Transformationen  gehört  als  spezielle  Untergruppe  die  sechs* 
Gruppe  der  Collinearionen  der  Grundkugel  in  sich  selbst;  jede  solche  lässt 
löchstens  vier  der  unter  ihnen  befindlichen  involutorischen  Centralcollineationen 
setzen. 

iinen  nach  dem  Vorigen  alle  Berührungstransformationen  der  Kreise 
idischen  oder  nichteuklidischen  Ebene  zusammensetzen  aus  denjenigen  unter 
sich  aus  den  involutorischen  Centralcollineationen  und  den  fundamentalen 
irmationen  der  Grundkugel  <b  durch  Projektion  ergeben;  dabei  genügen  noch 
rundamentalen  fi -Transformationen  die,  deren  Hauptebenen  durch  das  Projek- 
im  laufen,  und  die,  deren  Centrum  im  Projektionscentrum  liegt  *).  Aus  einer 
îdien  Ccntralcollineation  folgt  eine  Spiegelung ,  wenn  ihre  Hauptebene   durch 
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das  Projektionscentruto  läuft,  sonst  eine  Inversion,  aus  einer  fundamentalen  ft-Transtoi 
ination  abordne  &-Transfortnation,  wenn  ihre  Hauptebene  durch  das  Projektionscentrum 
geht,  und  eine  Dilatation,  wenn  ihr  Centrum  zugleich  Projektionscentrum  ist. 

Bei  euklidischer  Massbestini  mang  in  der  betrachteten  Ebene  ist  über  die  Spiegelungen 
nichts  zu  sagen;  die  Inversionen  sind  die  Transformationen  durch  reeiproke  Radien;  d* 
Dilatationen  sind  ebenfalls  bekannt  als  die  Transformationen,  die  jedem  Punkt  den 
Kreis  zuordnen,  der  um  ihn  mit  einem  Radius  von  einer  für  die  ganze  Dilatation  cod- 
stanten  Länge  geschlagen  ist.  Jede  ^-Transformation  *)  besitzt  eine  Hauptgerade  c  und 
einen  characteristischen  Winkel  ot(oOO)  und  ordnet,  wenn  wir  c  zur  K-Axe  etoes 
rechtwinkeligen  X  F-Koordinatensystems  nehmen,  einem  Punkte  (X|K)  den   Kreis  zc, 

X 

dessen  Mittelpunkt  durch  #' =  ;^^,  Y*  =  Y  und   dessen  Radius   durch   r  =  X.tga 


cosa' 


bestimmt  ist;  jeder  Kreis  wird  in  zwei  Kreise  übergeführt,  die  beide  mit  ihm  als 
Potenzlinie  die  Hauptgerade  c  haben,  und  jede  Gerade  in  zwei  Geraden,  die  sich  mit 
ihr  auf  c  schneiden. 

Bei  nichteuklidischer  Massbestimmung  in  der  betrachteten  Ebene  sind  die  Spiegelungen 
und  die  Dilatationen  die  genauen  Analoga  der  gleichnamigen  euklidischen  Transformât»- 
nen.  —  Die  Inversionen  aber  nehmen  einen  ganz  anderen  Charakter  an  :  Eine  nichteulü- 
dische  Inversion  besitzt  ebenfalls  einen  Hatiptkreis  (d.  l  einen,  den  absoluten  Kegelschnitt 
doppelt  berührenden  Kegelschnitt)  und  ist  durch  ihn  völlig  bestimmt;  aber  jeden)  Punkt 
sind  involutorisch  zwei  Punkte  zugeordnet,  die  mit  ihm  auf  demselben  Durchmesser 
des  Hauptkreises  liegen,  und  es  entsteht  so  auf  jedem  Durchmesser  eine  involutorische 
Correspondenz  [2],  die  zwei  Verzweigungspunkte  auf  dem  absoluten  Kegelschnitt,  zwei 
Coincidenzpunkte  auf  dem  Hauptkreis  und  zwei  vereinigte  Verzweigungs  -  und  Coin- 
eidenzpunkte  im  Mittelpunkt  des  Hauptkreises  hat  und  die  sich  aus  diesen  Elementen 
construieren  lässt  **). —  Die  %-Transformalioncn  sind  die  genauen  ebenen  Analoga  der 
fundamentalen  £ -Transformationen  :  Die  Grundkugel  vertritt  der  absolute  Kegelschnitt; 
jede  Transformation  £  ist  verbunden  mit  einer  Centralcollineation  ky  deren  Hauptelemcnte 
C  und  c  Pol  und  Polare  i.  Bez.  auf  den  absoluten  Kegelschnitt  sind  und  die  genau  in 
derselben  Weise  wie  %  den  Tangentenbüschel  des  absoluten  Kegelschnittes  üb« 
in  den  eines  (nichteuklidischen)  Kreises,  Die  übrigen  Eigenschaften  lassen  sich  unmit- 
telbar aus  dem  Raum  in  die  Ebene  übertragen  ;  nur  müssen  wir,  da  der  absolute  Ke- 
gelschnitt auch  imaginär  sein  kann,  eine  von  ihm  unabhängige  Construction  für  die, 
einer  Geraden  g  entsprechenden  Geraden  g[9  g\  angeben,  und  diese  lautet:  Man  suche 
die  beiden  Geraden  tff  und  m  auf,  die  der  g  und  dem  ihr  L  Bez.  auf  den  absoluten 
Kegelschnitt  conjugierten  Strahl  des  Strahlbüschels  [cg)  durch  k  zugeordnet  sind,  und 
ferner  noch  den  Strahl  n  aus  demselben  Strahlbüschel  (cg),  der  der  Geraden  m  i.  Be*. 


•)  G,  SCHEFFERS,  Synthetisch*  Bestimmung  alter  Btr  Uhrungstransformationen  der  Kreise  in  der  Ehem. 
[Berichte  über  die  Verhandig.  der  KgL  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  xu  Leipzig,  LI.  Band 
(1899),  S.  145  j. 

**)  Habilitationsschrift,  L  Abscho.,  $  2. 
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auf  den  absoluten  Kegelschnitt  conjugiert  ist;  dann  bestimmen  die  Paare  r,  g"  und 
my  n  eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen  g\  und  g[  sind  *). 

3.  In  einer  Ebene  mit  nichteuklidischer  Massbestimmung  spielt  die  durch  den 
absoluten  Kegelschnitt  erzeugte  polare  Zuordnung,  das  «  absolute  Polarsystem  »,  eine 
besondere  Rolle  gerade  in  Bezug  auf  unsere  Kreisverwandtschaften.  Betrachten  wir  die 
Zuordnung,  die  zwischen  den  Figuren  der  Ebene  durch  eine  Spiegelung,  d.  h.  durch 
eine  involutorische  Centralcolkneaäon  mit  absolut-polaren  1  laupa-lementcn  her  vorgerufen 
wird,  und  ersetzen  jede  Figur  durch  die  ihr  im  absoluten  Polarsystem  entsprechende, 
so  erkennen  wir,  dass  an  jener  Zuordnung  nichts  geändert  wird.  Dasselbe  gilt  für  die 
Dilatationen,  und  wir  können  deshalb  sagen: 

Durch  Anwendung  des  absoluten  Polarsystems  wird  eine  Spiegelung  oder  Dilatation 
der  nichteuklidischen  Ebene  nicht  geändert. 

Eine  Inversion  der  nichteuklidischen  Ebene  aber  geht  durch  Anwendung  des  ab- 
soluten Polarsystems  über  in  eine  zweideutige  Verwandtschaft  zwischen  den  Geraden 
der  Ebene;  und  diese  Verwandtschaft  wollen  wir  jetzt  untersuchen,  denn  sie  ist  eben- 
falls eine  Berührungstransformation  der  Kreise  unserer  nichteuklidischen  Ebene.  Wir 
denken  uns  zu  diesem  Zweck  wieder  die  Grundkugel  <ll  im  euklidischen  Räume  und 
nehmen  eine  involutorische  Centralcollineation  (£,  deren  Hauptelemente  C,  y  i.  Bez.  auf 
4>  polar  sind;  durch  Ö[  wird  zwischen  den  Punkten  von  «1»  eine  Zuordnung  herge- 
stellt, und  diese  Zuordnung  projizieren  wir  aus  einem  Punkte  5  auf  seine  i.  Bez,  auf 
«1»  genommene  Polarebene  ff;  dadurch  erhalten  wir,  wenn  y  nicht  durch  5  geht,  in  ff 
eine  zweideutige  Punktverwandtschaft,  und  diese  ist  eine  Inversion  für  diejenige  Mass- 
bestimmung in  ff,  der  aJs  absoluter  Kegelschnitt  der  eventuell  imaginlire  Schnittkreis  rp 
von  ff  mit  *l>  zu  Grunde  liegt.  Die  Polare  p  eines  Punktes  P  von  ff  i,  Bez.  auf  9  ist 
die  Schnittlinie  der  beiden  Berührungsebencn  too  *]\  deren  Berührungspunkte  auf  SP 
liegen;  deshalb  geht  die  Inversion  durch  Anwendung  des  Polarsystems  von  9  (des 
absoluten  Polarsystems)  über  in  die  Geraden  ver  wand  tschaft,  die  in  n  eingeschnitten  wird 
durch  die  vermöge  flt  zwischen  den  Berührungsebenen  von  «I»  bestehende    Beziehung. 

Wie  construieren  wir  nun  in  ff  zu  einer  Geraden  g  die  ihr  in  dieser  Verwandt- 
schaft zugeordneten  Geraden  g\  und  ^?  Der  Ebene  ff  und  ihrem  Pol  S  entsprechen 
in  (§  eine  Ebene  ff*  des  Ebeneobüschels  (y«r)  und  deren  Pol  5*,  der  auf  CS liegt,  einer 
Geraden  g  von  ff  also  die  Gerade  £*,  die  in  ff*  durch  die  Ebene  (Cg)  eingeschnitten 
wird;  die  aus  g*  an  «I>  kommenden  Tangentialebenen  zeichnen  in  ff  die  Geraden  g\ 
und  g't  ein.  Set  nun  d  die  Schnittgerade  von  y,  ff  und  ff*  und  G  ihr  Schnittpunkt 
mit  g,  so  sehen  wir,  dass  durch  G  die  Geraden  g[ ,  g\  laufen  und  ausserdem  noch  die 
Schnittgerade  gn  von  ff  mit  der  Ebene  (5*£*);  da  die  letzte  Ebene  i.  Bez.  auf  4»  con- 
jugiert zu  ff*  ist,  folgt  die  Doppel  Verhältnisbeziehung 

Durch  G  läuft  auch  die  Schnittgerade  n  von  ff  mit  der  Ebene  (Sg*);  der  Pol  N  von 

•)  Hikrilkaticmsscbrift,  II.  Absdin,,  5  6. 
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n  L  Bez.  auf  <p  ist  zugleich  der  Pol  der  Ebene  (Sg*)  L  Bez.   auf  <t>   und 
eingeschnitten  durch  die  —  den  Punkt  S*  enthaltende  —  Polare  von  g*  L  Bez.  auf« 
sind  die  Geraden  m=GN  und  n  i.  Bez.  auf  ç  und  die  Ebenen  (g*m)  und  (g*t 
auf  «1*  conjugiert;  aus  dem  letzten  aber  folgt  die  Doppel  verhältnisbezieh  ung 

Wir  sehen  jetzt,  dass  g\  und  g\  die  Doppelstrahlen  der  Involution  sind,  die 
Paare  J,  g"  und  m,  n  im  Strahlbüschel  (GT  o)  bestimmt  ist,  und  gerade  diese  ! 
g*\  m,  n  stehen  in  besonderer  Beziehung  zu  g:  Dadurch  nämlich,  dass  wir  das  ebene! 
g  aus  C  auf  a*  und  dann  wieder  das  ebene  Feld  er*  aus  5*  auf  *  projizieret],  i 
wir  in  c  eine  Centrakolliuearion    g,  deren    Hauptgerade   d   und   deren   I 
Schnittpunkt   von  CS*  mit  fr,  also  der  Pol  D  von  d  i.  Bez.  auf  ç  ist.  In  dieser! 
collineation  g  nun  entspricht  der  g  die  g".  Ferner  aber  führt  g  den  Kreis  9  in  1 
eventuell  ebenfalls  imaginären  —  ihn  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  9'  über;  9' 
b  -7  eingeschnitten  durch  den  aus  S*  an  «1>  kommenden  Tangcntialkegel*  und  1 
larsystem  von  9'  deshalb  durch  das  Bündelpolarsystem,  das  durch    *t»  im    Bund 
hervorgerufen  wird;  da  nun  in  diesem  Bündelpolarsystem  der    Geraden  S*Ny  alsi 
Polare  von  £*  i.  Bez.  auf  *IJ,  die   Ebene   (5*£*)   entspricht,   ist   in    a   die  Polare 
N  in  Bez.  auf  9'  die  Schnittgerade  g"  von   <7   mit   der   Ebene  (5*jf*);  demnach  1 
m  =  GN  und  g"  i.  Bez.  auf  <p'  conjugiert,  und  daraus  folgt,  dass  m  durch  g  demi 
des  Strahlbüschels  (G,  er)  zugeordnet  ist,  der  zu  g  i.  Fez.  auf  9  conjugiert  ist 
von  g  und  des  Polarsystems  von  9  also  können  zunächst  g"  und  »,  dann  die: 
conjugierte  n  und  endlich  gj  und  g\  eonstruiert   werden;   vergleichen   wir  aber  1 
Construction  mit  der  oben  für  die  ^-Transformationen  angegebene,  so  erkennen 
sofort,  dass  die  beiden  Cojistroctionen   übereinstimmen,   sobald    wir  9    zum 
Kegelschnitt  der  Ebene  0  nehmen.   Hiermit  haben  wir  gefunden  : 

Jede  Inversion  einer  nkhteukltdischen  Ebene  wird  durch  Anwendung   des 
Polarsystems  in  eine  %-Transformation  übergeführt  —  und  umgefohrt. 

Diese  Beziehung  können  wir  auch  so  ausdrücken: 

Jede  nichteuklidische  inversion  kann  als  Projection  einer  Centralcollineation 
den  Punkten  einer  Kugel  aufgefasst  werden,  jede  nichteuklidische  %-Transformr 
als  Schnitt  einer  Centralcollineation  ^wischen  den  Berührungsebenen  einer  Kugel 

Aus  den  oben  angegebenen  Eigenschaften  der  Inversionen  und  der  &Tt 
mationen  ist  —  infolge  ihrer  abweichenden  Ableitung  —  diese  Beziehung  zwischen  1 
nicht  ersichtlich;  jetzt  aber  können  wir  die  Eigenschaften  der  Inversionen  aaf 
;  -Transformationen  übertragen  und  umgekehrt, 

§  3,  Die  ^-Transformationen  und  die  conformen 
Abbildungen  des  euklidischen  Raumes* 


1.  Nachdem  wir  den  Zusammenhang    zwischen  den   Berührungstransformi 
der  Kreise  einer  Ebene  und  den  ^-Transformationen  geschildert  haben,  leiten  wir. 


Cbe*  deh  zusamhenhang  der  berohrungstrànsformationen  der  kreise  einer  ebene,  etc,   313 

durch  das  Ergebnis  von  §  t,  3  aus  den  $ -Transformationen  ihnen  analoge 
iktvcrwandtschafxen  ab,  die  wir  kurz  «  ^-Transformationen  »  nennen.  Wir  wenden 
auf  jede  zur  Grundkugel  «I*  gehörige  Transformation  (£  das  Polarsystem  von 
indem  wir  jede  Ebene  durch  ihren  Pol  ersetzen,  und  erhalten  dadurch  eine 
i.ition  ¥),  die  das  duale  Analogon  von  (£  ist.  Alle  die  projekri%?en  Eigen- 
voD  (S,  die  wir  in  §  I,  1  aufgeführt  haben,  übertragen  sich  dual  auf  fi;  ist 
re  4v  eine  fundamentale  Transformation  %oi  so  ist  tì  eine  «fundamentale)) 
nation  fi0,  mit  denselben  Hauptelementen  wie  <?fi;  ist  ferner  (fc  eine  der  Col- 
eo, die  <t>  in  sich  selbst  überführen,  so  ist  j§  =  të>  Die  Ö-Trausfomiationen 
im  ebenfalls  eine  zehngliedrige  Gruppe,  der  als  Untergruppe  die  sechsgliedrige  der 
:>nen  von  4>  in  sich  selbst  angehört. 

r»  der  Grundkugel  <J>  umschriebenen  Fläche  IL    Grades   entspricht   im    Polar- 
von  «t>  eine  ebensolche  Flache  ;  deshalb  werden  durch  die  ^-Transformationen  — 
so  wie    durch    die  (tf-Transformarionen  —  die  der  «Ï*  umschriebenen  Flächen  II, 
:r  einander   vertauscht.    Richten    wir   aber   im    Raum   eine    nichteuklidische 
nmung  ein,  die  sich  auf  <t>  als  absolute  Fläche  gründet,  so  sind  deren  Kugeln 
♦  umschriebenen  Flächen  II  Grades;  das  heisst: 
^-Transformationen  sind  Punkttransformationen  der  Kugeln  eines  nichteuklidi- 
*  Raumes. 

Sie  sind  also  Berührungstransformationen  der  Kugeln  des  nichteuklidischen  Raumes, 
hieraus  folgt,  da  bei  Anwendung  des  Polarsystems  die  Berührung  zweier  Flächen 
lieti  bleibt: 
DU  ^-Transformationen  sind  Berührnngstransformationen  der  Kugein  eines  nicbleu- 
iuhen  Raumes. 

betrachten  nun  eine  fundamentale  $- Transformation  (&o  und  die  ihr  durch 
Polarsystem  von  4>  zugeordnete  fundamentale  ^-Transformation  fflö:  Die  gemein- 
ICD  Hauptelemente  beider  seien  C,  y;  ferner  sei  <r  eine  durch  C  laufende  Ebene 
1  S  ihr,  in  y  liegender  Pol  L  Bez.  auf  <l>.  Die  durch  <ßo  in  *l>  eingeschnittene  Be- 
mmgstransformation  der  Kreise  projiciert  sich  aus  S  auf  fi  in  eine  ^- Transforma- 
tt; die  Geradenverwandtschaft,  die  dadurch  in  <i  hervorgerufen  wird,  ist  nichts  als 
r  Schnitt  von  er  mit  der  Ebenentransformation,  die  vermöge  <fto  im  Bündel  (S)  besteht 
id  zu  £'<>  analog  ist.  Ist  nun  9  der  Schnittkreis  von  <j  mit  <I>,  so  gehen  die  &-Trans- 
tmation  in  n  durch  das  Polarsystem  von  9  und  die  Ebenentrausformarion  im 
ûdel  (5)  durch  das  Polarsystem  von  *t>  über  in  ein  und  dieselbe  Punkttransfor- 
lion  in  ffj  diese  ist  also  nach  §  1,  3  eine  Inversion  der  sich  auf  9  gründenden 
hteuk lidischen  Massbestinimung  und  steht  zu  ö  in  demselben  Verhältnis  wie  die 
siemransforrnation  im  Bündel  (5)  zu  <&0*  Daraus  folgt: 

Eine  fundamentale  ^-Transformation  ruft  in  jeder  durch  ihr  Centrum  laufenden 
me  eine  Punkttransformation  hervor,  die  eine  Inversion  in  derjenigen  nichteuklidischen 
mbestimmung  ist>  die  den  Schnittkreis  der  Ebene  mit  der  Grundkugel  %ur  absoluten 
rve  hat. 


Imi.  Gre.  M*t*m    P*Urmot  t.   XXUl  (1907).  —  Summte  il   18  aprile  1907. 
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Die  io  5  i  j  2  angegebene  Construction  für  die  Punkte,  die  in  einer 
sehen  Inversion  der  Ebene  einem  gegebenen  Punkte  entsprechen,    übertrii_ 
unmittelbar  auf  fio;  wir  dürfen  daher  sagen: 

Die  fundamentalen  ^-Transformationen  sind  die  Inversionen    des    nichteukl 
Raumes,  dessen  absolute  Flache  ihre  Grundkugel  ist. 

Betrachten  wir  insbesondere  alle  diejenigen  Ebenen,  die  durch  das  Centrum  C 
fit  und  durch  den  Mittelpunkt  0  von  <t*  gehen,  so  können  wir  die  in  üiocü 
chen  Inversionen  entstanden  denken  durch    Rotation  einer  von   ihnen    um   OC 
heisst  aber: 

Jede  fundamentale  ^-Transformation  Bo  kann  erzeugt  gedacht  werden  durch 
Rotation  einer  Ebene,  die  mit  einer  nichteuklidischen  Inversion  i  behaftet  ist,  um 
Durchmesser  derselben.  Aus  der  —  als  euklidischer  Kreis  vorausgesetzten  —  absoluten 
der  Ebene  entsteht  die  Grundkugel  4*;  aus  dem  Centrum  C  von  i,  aus  seiner 
Polare  c  und  aus  dem  «  Hauptkreis  »  von  i,  der  den  absoluten  Kreis  in  seinen 
punkten  mit  c  berührt,  entstehen  das  Centrum  C,  die  Hauptebene  f  und  die  g  Haui 
von  fi0  j  die  eine  4*  längs  des  Schnittkreises  mit  y  berührende  Fläche  IL  Grades  ist 
in  fl    sich  selbst  entspricht. 

2,  Es  giebt  sowohl  in  der  Ebene  als  auch  im  Raum  eine  ein-zweideutige 
Verwandtschaft,  die  die  nichteuklidische  Massbestimmung  unmittelbar  in  die  eut 
überführt  und  die  nichteuklidischen  Inversionen  gerade  in  die  euklidischen  Inversi 
oder  Transformationen  durch   reziproke   Radien   verwandelt  *).  Die   ebene 
wandtschaft,  die  wir  v  nennen  wollen,  rliesst  unmittclb.tr  aus  der  von    uns  beni 
Beziehung  der  ebenen  Geometrie  auf    die    der    Kugel    **)    und    soll    zuerst 
werden,  weil  wir  aus  ihr  die  räumliche   Punktverwandtschaft   leicht   ableiten  t 
Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  folgenden  Verhältnisse  :  Wir  nehmen  im 
dischen  Räume  eine  Kugel  4»  und  legen  durch  ihren  Mittelpunkt  O  eine  Ebene  », 
4>  im  Kreise  ç  schneidet;  der  Pol  5  von  *  in  Bezug  auf  4*   ist    der   unendJ 
Punkt  des  zu  <j  senkrechten  Durchmessers  von  4>,  und    der   eine    Schnittpun 
Durchmessers  mit  <l>  heisse  T.  Aus  der  Kreisgeomctrie  von  4>  entsteht  also  in  <x  <i 
Orthogonalpro jeetion  die   nichteuklidische   Kreisgeometrie,   für   die   ?   absoluter 
schnitt  ist,  und  durch  Projektion  aus   T  die   euklidische;    die   zwischen    beiden 
stellte  Beziehung  ist  unsere  Verwandtschaft  v  :  Ein   Punkt    Y  von    <y   ist  Ordì 
projection  von  zwei  Punkten  der  Kugel  *!*,  und  diese  liefern,  aus  T  auf  <7  projitiert, 


*)  Ich  habe  sie,  jedoch  auf  andere  Weise  abgeleitet,  gefunden  bei  R.  de  Paulis,  La  trasfi 
piana  doppia  ài  secondo  ordine  e  la  sua  applicazione  alla  geometria  non  euclidra  [Atti  Acc.  Lincei»  serie 
Mera.  d.  se.  fis.,  mat.  e  nat-,  VOL  li  (1878)»  pp.  JI*5«J  und  Le  trasformazioni  doppie  Mio  spazio  [Eben 
serie  IV,  voL  I  (1885),  pp.  576  608J  und  bei  Aschieri,  La  trasformazione  quadratica  doppia  di  sfai* 
la  tua  applicazione  alla  geometria  dello  spazio  non  euclideo  [  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  sci* 
voi.  XIV  e  XV  (1881-82)]. 

**)  Vergi.  hierzu  :  H.  Liebmann,  Die  ein-z^eukutigen  projectiven  Punktvtrwandtsehaftt*  der 
Dissertation.  (Jena,  1895). 


dem    F  durch  v  zugeordneten  Punkte  Yt ,   Tti  umgekehrt  entspricht  in  tT*  den  beiden 

Punkten   Yt ,  Fa  nur  der  einzige  Punkt  Y.   F,   F  ,   Y2  liegen  auf  demselben  Strahl  aus 

O;   Y%  und   F2  sind  gepaart  in  der  Transformation  durch  reeiprocke  Radien  roJ  deren 

Centrum  0  und  deren  Hauptkreis  ç  ist.  Einer  Geraden  entspricht  vermöge  v   immer 

der  (euklidische)  Kreis,  der  ç  in  denselben  beiden  Punkten  wie  sie  orthogonal  schneidet, 

und  jedem,  ç  doppelt  berührenden    Kegelschnitte   (nichteuklidischen   Kreise)  ein    Paar 

durch  die  Berührungspunkte  gehender  und  in  ro  zusammengehöriger  Kreise  ;  dabei  ent- 

r  artet  der  eine  dieser  Kreise  in   eine    Gerade,   sobald   der   Kegelschnitt   durch    O  geht. 

Jeder  Punkt  von  <p  und  jede  Gerade  durch    O  entspricht   sich    selbst.    Wir   erkennen 

leicht,  dass 

vr0  =  t>,    rcir*  =  tr* ,    vv~'  =  1 

ist,  wenn  wir  mit  1  die  Identität  bezeichnen;  durch  v"x  v  aber  wird  jedem  Punkte 
er  selbst  und  der  ihm  in  ra  geparte  zugeordnet,  und  das  dürfen  wir  vielleicht  in  der 
Forni 

drücken* 

Aus  den  Collincationen  der  Kugel  «1»  in  sich  selbst  leiten  wir  nun  in  a   zugleich 

Punkttransformationen  der  Kreise  in  der  nichteuklidischen  und  in  der  euklidischen 

nietrie  her.   Je   zwei   involutorische   Centraleollineationen,   deren    Haopteiemente   i, 

z.   auf  a    symmetrisch   liegen,    liefern    bei    Orthogonalpro  jeetion    eine    und    dieselbe 

nichteuklidische  Inversion  j  und  bei  Projection  aus  T  zwfei  euklidische  Inversionen  oder 

Transformationen  durch  reeiproke  Radien,  deren    Hauptkreise   durch    ro    gepaart    sind 

-und  die  wir  deshalb  mit  r  und  r0rr9  bezeichnen  können.  Entsprechen  einem  Punkt  Y 

in  j  die  Punkte  F',  F",  so  müssen  den  ihm  durch  v  zugeordneten  Punkten    Yt ,    Fa 

in   r  und  rcrro  vier  Punkte  entsprechen,  die  gerade  die  Punkte  sind,  die  durch  v  den 

Punkten  Y\  Y"  zugeordnet  sind,  nämlich   KJ,  Y[  bezw,  T"%%  Fa';  da  ja  F,    und    Yi} 

Y*t    und   Y„ ,   Y"%   und   F"  in  ro  gepaart  sind,  werden  etwa   Yt  und  Tx ,   Fa  und  fj  in 

Yt  und  FJ,  F,  und  Y\   in    rorr0   zusammengehören.    Andererseits   entsteht   durch 

Anwendung  von  v  auf;  eine  Transformation  v^jv^   in  der   dem    Punkte    Yi}    und 

gleichzeitig  auch  dem   Y3J  die  sämmtlichen  vier  Punkte    Tt1   Fa,  F",    Y^   zugeordnet 

sind;  da  man  sie  aus   Yt  der  Reihe  nach  einzeln  durch  die  Transformationen  r,    rrû7 

rorrof  r0r  erhalt,  zerfällt  die  Transformation  v~l  jv  in  diese  vier,  und  das  wollen  wir 

so  ausdrucken  : 

v-vjv  =  r-\-rro-\-  r0r  -f  rorro. 

Umgekehrt  aber  erhalten  wir  durch  Anwendung  von  t~l  auf  jede  einzelne  dieser  vier 
Transformationen  wieder  /;  z.  B.  gehen  die  beiden  m  ro  gepaarten  Punkte  F| ,  Fx 
und  die  ihnen  in  /  entsprechenden  F*lf  T[  durch  %rl  gerade  über  in  F  und  F,  Y"  ; 
können  wir  sagen  : 

Die  Hauptkreisc  von  r  und  ro  r  ro  sind  in  v  dem  nichteuklidischen  F  *  von 

zugeordnet  ;  dasselbe  gilt  von  den  Centren  von  r,  ro  r  rQ  und  ;,  so  da:  en 

derselben  Geraden  durch  0  liegen. 


Es  treten  hierbei  folgende  Specialfälle  auf:  Geht    der    nichteuklidische   Haup 
von  j  durch  0,  so  entartet  r  in  eine  euklidische  Spiegelung  l  : 

**  ¥  V  —  S  +  Sro  +  ro*  +  roSro> 

umgekehrt  folgt  fur  die  Anwendung  von  ir1  auf  s: 

wobei  der  Hauptkreis  von  /'  durch  O  geht.  —  Nehmen  wir  ferner  statt  ;  eine 
euklidische  Spiegelung  r,  so  entsteht  diese  aus  einer   involutorischen  Centralcoll 
von  *fr,  deren  Hauptebene  zu  g  senkrecht  steht;  dann  schneidet  der  Hauptkre 
den  Kreis  9  orthogonal,  so  dass  r  =  rûrrûJ  rro  —  ror  ist,  und  wir  haben  : 

v~l  cv  =  r'  +  r' ro. 

Umgekehrt  folgt  für  jede  euklidische  Inversion  ?  mit  zu  p  orthogonalem    Haup 
dass 


ist,  wobei  c  eine  nichteuklidische  Spiegelung  bedeutet.  Geht  insbesondere  die  Ha 
rade  von  c  durch  0,  so  entartet  r*  in   eine   euklidische    Spiegelung    s'    mit 
Hauptgeraden  : 

v~*  c*  v  =  $*  4-  s'  r0i        vs'v'1  =  c\ 

wobei  die  Hauptgeraden  von  c$  und  s*  durch  0  gehen. 

3.  Nachdem  wir  in  der  Ebene  a  den  Uebergang   von    der    nichteuklidischen 
euklidischen  Geometrie  klargestellt  haben,  machen  wir   dasselbe   für    den    Raum, 
denken  uns  dieselbe  Kugel  «1\    wie   oben,    als    absolute   Fläche   einer    nichteuklid 
Massbestimmung  und  haben  dann  in  den  auf  sie  als  Grundkugel  bezogenen  fuc 
talen  ^-Transformationen  die  nichteuklidischen  Inversionen;    daneben   aber 
wir  die  euklidischen  Inversionen  (oder  Transformationen  durch  reeiproke  Radien)  < 
Raumes,  Zunächst  jedoch  construieren  wir  uns   eine    der    v   analoge    räumliche 
wandtschaft  $,  indem  wir  die  mit  v  behaftete  Ebene  <t  um  eine  ihrer,  durch  0  ! 
fenden  Geraden  rotieren  lassen;  wir  erkennen   leicht,   dass   wir   immer    dieselbe 
wandtschaft  Î)  erhalten,  welche  der  durch  0  gehenden  Ebenen  wir  auch  als  $ 
und  können  daher  die  folgenden  Eigenschaften  von  U  sofort  aus  denen  von  ri 

Die  räumliche  Pitnktvet  tv  a  ndt  schuft  ty  ist  durch  die  Kugel  <t»  und  ihren  MitU 
0  bestimmt  und  ordnet  jedem  Punkt   Y  %wei  auf  0  Y  liegende  Punkte    Yt ,    Yt  so 
dass  jede  Ebene  ;  in  die  Kugel  S  übergehtt  die  *fr  in  demselben  Kreise  wie 
schneidet;  dreht  sich  Ì  um    Y>  so  geht  S  immer  durch  Yt  und  Ys.    Bezeichnen 
durch  O  und  4>  bestimmte  Transformation  durch  reeiproke  Radien  mit  ^Ro,  so  sind 
und  Y%  in  |&o  gepaart  ;  ebenso  entsprechen  in  $  jeder,  der  «l*  umschriebenen   Flacht  I 
Grades^  also  jeder  Kugel  der  auf  4»  gegründeten  nichteuklidischen  Massbestimm: 
(euklidische)  Kugeln,  die  einander  in  %Q  gepaart  sind   und   durch   den    Berülyrungsh 
jener  Fläche  mit  ■!»  gehen;  die  eine  dieser  Kugeln  entartet  in  eine  Ebene,  wenn  die  . 
0  enthält.  Die  Punkte  von  4>  und  die  Strahlen  und  Ebenen  des  Bändels  (0)  enisp 
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je  sich  selbst.  Es  gelten  die  symbolischen  Formeln: 

Transformation    fi    liefert    uns    nun    im    Räume    den    Uebergang    von    der 

Irischen  zur  euklidischen  Geometrie:  Wir  nehmen  eine  fundamentale  B-Trans- 

>n  fi0  mit  der  Grundkugel  <t»  (also  eine  Inversion  des  nichteuklidischen  Raumes) 

iken  sie  uns  nach  §  2y  i    erzeugt   durch   eine   nichteuklidische   Inversion  /   in 

Ebene  ^,  deren  absolute  Kurve  der  Schnittkreis  o  mit  <1*  ist  und  welche  um  die, 

enthaltene  Verbindungsgerade  von  O  mit  dem  Centrum  C  von  fio  roriert.  In  g 

wir  dann  die  durch  0   und   9   bestimmte   Verwandtschaft   v   und   haben 

S  h   * 

v  ljv  —  r  +  rro+ror  +  rorrc 

ro  die  Transformation  durch  reciproke  Radien  mit  dem  Hauptkreis  %>  und  r 
ädere  ebensolche  ist,  deren  Centrum  auf  OC  liegt,  Bei  der  Rotation  von  a  um 
atsteheo  nun  aus  ;  die  ffi,  aus  v  die  $>  aus  ro  die  ^ßo  und  aus  r  eine  räum- 
[Yinsformation  durch  reciproke    Radien    ^R;    und    auf    diese    Transformationen 

sich  die  obige  Formel  : 
weh  Anwendung  der  Transformation  $  auf  eine  fundamentale  ^-Transformation 
M   Transformation  tì"1  Ipo^j  die   zerfällt  in   eine    Transformation   durch 
vke    RadUn  $    und   ihre   Zusammensetzungen    2R|lo1    |l0^,    jEdüU   mit  Atr 
^formation  durch  reciproke  Radien  JRo,  iffTCT  Hauptkugel  die  Grundkugel  4>  to: 

•-  #0e  =  %  + 1  !»  +  $.1  +  3.H.- 

derselben   Weise  behandeln   wir   die   Specialfälle   und   die   Umkehrungen   und 
mft  die  Hauptkugel  von  W  durch  das  Centrum  0  von  *,  so  ist: 

r- f  :e  =  <*  +  £&,  + 1.£  +  $.*& 

J5  ri««  euklidische  Spiegelung  ist, 
Entartet  fi0  in  «««   nichteuklidische  Spiegelung  {^  jö  wf 

•-4«  =  S'  +  I*i. 

JS#  eine  Transformation  durch  reciproke  Radien   ist^  deren   Hauptkugel   durch    0 
ht  die  Hauptebene  von  fl{'  durch  0}  so  ist 

rfi*  Hauptebene  der  euklidischen  Spiegelung  jj'  ebenfalls  durch  O  geht  und  mit  der 
identisch  ist 
ist  unter  Verwendung  derselben  Bezeichnungen  umgekehrt: 

*$$-  =  $:,  ei'»-  =  4.  «£«-■  =  |;.  **'§-=*#'. 

4.  Die  zehngliedrige  Gruppe  der  B-Transforniationen   lässt   sich   zusammensetzen 
i  den  in  ihr  enthaltenen    oo*  fundamentalen  Transformationen   B0,  zu  denen  ja  auch 
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die  involutorischen  Centralcollineationen    der    Grundkugel    «î»   in    sich    selbst    ge 
Ebenso  lässt  sich  die  zehngliedrige  Gruppe  der  conformen  Abbildungen  des  euklidis 
Raumes  zusammensetzen  aus  den  co4  Transformationen    durch    reciproke   R 
denen  auch  die  Spiegelungen  zu  rechnen    sind.    Die    durch    Ç    vermittelte 
zwischen  den  fundamentalen   fl-Transformationen    und    den    Transformationen    du 
reciproke  Radien  überträgt  sich  deshalb  auf  die  ganzen  Gruppen.  Hieraus  ergiebt 
aber,  dass  die  ^-Transformationen  die  nichteuklidischen  Analoga  der  conformer 
düngen  sind,  und  zwar  in  folgender  Weise  : 

Kehren  wir  zu  der  Einführung  der  Transformation  v  in  §  2,  2  zurück,  so  erhielt! 
wir  sie  doch  dadurch,  dass  wir  die  Kugel  *1>  auf  die  Ebene  er  einmal  aus  deren  —  des 
bequemen  Ausdrucks  halber,  aber  nicht  notwendig  unendlich  fern  angenommenen  —  ] 
S  und  das  andere  Mal  aus  einem  passend  gewählten  Punkte  T  von  4»  projicie 
ein  Punkt  P  von  <t>  liefert  dabei  zwei  Punkte  Y  und  Yt  in  8,  von  denen  Yt  einer  (kr 
beiden,  dem  Y  in  v  zugeordneten  Punkte  ist.  Betrachten  wir  nun  die  beiden,  durch  ? 
laufenden  imaginären  Geraden  der  Kugel  <J>,  g  und  g\  und  zwei  auf  ■!*  liegende  un 
zu  P  gehörende  Linienelemente  /  und  /',  so  gehen  diese  über  bei  der  Projection 
S  in  die  beiden  Tangenten  ì  und  f,  die  aus  Y  an  den  Schnittkreis  f  von  <j  und 
kommen,  und  in  zwei,  in  i  liegende  und  zu  F  gehörende  Linienelemente^'  und  v' — und 
bei  der  Projection  aus  T  in  die  beiden  Strahlen  f  ,  t\ ,  die  Yt  mit  den  unendlich  fernen, 
imaginären  Kreispunkten  der  euklidischen  Geometrie  in  g  verbinden^  und  in  zwei 
nieneleniente  yl}  y9n  die  zu  Yx  gehören  und  in  v  den  v,  y'  entsprechen;  dabei  bestehen 
die  Doppelverhältnisgleichungen 

und  diese  bedeuten,  da  in  der  auf  <p  gegründeten  nichteuklidischen  Geometrie    < 
durch  (ff'yy1)  und  in  der  euklidischen  Geometrie  <iyty[   durch  (VOt^D  gemessen 
werden,  dass  die  nichteuklidische  Masszahl  von   <L  yy'  und  die   euklidische  Masszahl 
von  <^)\y[  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Daraus  folgt: 

Durch  v  werden  gleiche  nichteuklidtsche  Winkel  in  gleiche  euklidische  Winkel  ver- 
wandelt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  Ç:  Zwei  Linienelementen  v,  v',  die  einem  Punkt  Y 
und  einer  Ebene  n  angehören,  entsprechen  in  $)  die  Linienelemente  y% ,  y\  des  Punktes 
Yt  und  die  Linienelemente  yt,  y'2  des  Punktes  Fa,  die  sämtlich  auf  der  Kugel  //hegen, 
in  die  rt  durch  ^  verwandelt  wird;  7,  v,  y*  und  die  in  r,  durch  Y  laufenden  Tan- 
genten t,  t*  der  Grundkugel  <1»  liegen  aber  gemäss  den  Eigenschaften  von  f)  perspectiv— 
mit  dem  Mittelpunkt  von  «1>  als  Perspectivitätscentrum — zu  Fl ,  yti  y[  und  den  durch 
Yt  laufenden  Geraden  ffJ  t\  der  Kugel  H;  daraus  folgt,  dass  die  niehteuklidische 
Masszahl  von  <£.  yy%  der  durch  (tt'yy*)  gemessen  wird,  bis  auf  einen  constanten 
Factor  gleich  ist  der  Masszahl  des  durch  Oj\yty[y  gemessenen  euklidischen  Winkels 
<£yty[-  Nehmen  wir  aber  zwei  Ebenen  £,  ;'  und  die  ihnen  in  §  entsprechenden 
Kugeln  E,  E',  so  liegen  die  Mittelpunkte  von  £,  Z'  in  der  Durchmesserebene  g  von 
fy)  zu  der  £y  £'  cooJEgiert  sind;  deshalb   ist    der    nichteuklidische   Winkel   von    £,  ;' 
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deich  dem  der  Schnittlinien  dieser  Ebenen  mit  a  und  der  euklidische  Winkel  von  S, 
V  gleich  dem  der  Schnittkreise  dieser  Kugeln  mit  <?  ;  in  a  besteht  vermöge  D  eine 
Transformation  v  und  somit  unterscheiden  sich  die  Masszahlen  auch  dieser  Winkel 
lnr  um  denselben  constanten  Factor  wie  oben.  Also  haben  wir  : 

Durch  D  werden  gleiche  nichteuklidische  Winkel  von  Flachen  oder  Curven  in  gleiche 
uklidiscbe  Winkel  verwandelt. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  aber  eine  umkehrbare  Beziehung  zwischen  den  winkel- 
reuen oder  conformen  Abbildungen  der  nichteuklidischen  Geometrie  und  denen  der 
tiklidischen  Geometrie,  und  wir  können  sagen: 

Die  ^-Transformationen  sind  die  conformen  Abbildungen  der  nichteuklidischen  Geo- 
\ctrit  des  Raumes. 

So  haben  wir  die  Berührungstransformationen  der  Kreise  einer  euklidischen  oder 
ichteuklidischen  Ebene  durch  Vermittlung  der  (^-Transformationen  in  Beziehung 
»setzt  zu  den  conformen  Abbildungen  des  nichteuklidischen  Raumes  und  können  diese 
ieder  durch  Anwendung  der  Verwandtschaft  D  überführen  in  die  conformen  Abbil- 
ingen  des  euklidischen  Raumes. 

Karlsruhe  i.  B.,  Februar  1907. 

W.   Ludwig. 


SUR  QUELQUES  FONCTIONS  ENTIÈRES; 

Par  M.  Emile    Borei  (Paris), 


Adunatila  del    14   aprilc    1907. 


J'ai  déjà  eu  l'i 


de  signaler  •)  les  singula 


occasion  de  signaler  ")  les  singularités  qui  peuvent  se  présenter  dans 
la  croissance  des  fonctions  entières  et  les  conséquences  qui  en  résultent,  pour  la  distri* 
button  des  zéros. 

Ayant  été  conduit  à  reprendre  la  question   dans   mon   cours   de    cet    hiver   i 
Sorbonne,  j'ai  constaté  que  l'emploi  de  séries  présentant  des  lacunes  fournissait  la 
thode  la  plus  simple  pour  mettre  en  évidence,  d'une  manière  élémentaire,  de  telles  I 
gularités.  Voici  comment  on  peut  procéder. 

Prenons  comme  série  type,  la  série  e*;  nous  poserons 

t  %        x* 

t«  =  T{  . 

de  telle  manière  que  la  série-type  se  présente  sous  la  forme  : 

«*  =  ?(o)  +  ç(i)  +  ç(2H h  *(»)  +  ?(* +  0  +  •■•- 

Nous  allons  étudier  la  fonction  entière  /(a)  définie  par  la  série  à  lacunes: 

/(*)  =  ?0O  +  ?(»,)  +  TOO  +   ••'    +  ?(«|Î  +  ?(Vr)  +•'•■! 

dans  laquelle  nof  «l?  nlT  , .,  ,  n  ,  «*+,,  . ..  désignent  des  entiers  croissants. 

Étudions  tout  d'abord  les  variations  de  &(»)  lorsque  .v  varie   au    voisinage  de  «. 
On  a,  d'après  un  résultat  bien  conno, 

log  ç(»)  B  «  log  *  —  log  r(«  -f  1)  =  «  log  x  —  (ft  »f  7)  log  «  +  »  +  A^ 

An  tendant  vers    la   limite  —  ^-  log  2  ir  lorsque  n  tend  vers  l'infini. 
Si  l'on  pose  x  =  n* ,  il  vient 

log  <pO)  =  (otn  —  n  —  £)  log  n  +  h  -f  ^. 

Donc  si  a  est  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  f(n)  tend  vers  zéro  lorsque  n 


*)  Leçons  sur  les  fonctions  entières  (Paris»  Gauthier- Vili  ars,   1900),  Notes  II  et  III. 
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augmente  indéfiniment.  Si  a  est    supérieur   i   l'unité,   la  partie   principale  de  logç(w) 

est  n  log  x,  c'est-à-dire  x*  log  x. 

Ces  résultats  étant  acquis,  désignons  par  *  un  nombre  supérieur  à  l'unité  et  sup- 
posons que  l'on  ait,  quelque  soit  py 

Si  nous  donnons  à  X  la  valeur  tfjj,  ß  étant  un  nombre  compris  entre  1  et  a,  ,v 
sera  compris  entre  n  et  n  et  il  est  visible  que  le  terme  de  plus  grand  module  dans 
la  série  ç(-v)  sera  le  terme  ?(«*)•  De  plus,  non  seulement  le  module  des  autres  termes 
sera  inférieur  au  module  de  celui-là,  mais  il  sera  complètement  négligeable  par  rapport 
à  alui-là;  il  suffit  de  le  vérifier  pour  le  terme  qui  le  précède  et  pour  celui  qui  le  suit 
immédiatement.  Ün  a,  en  effet,  en  posant  x  =  m 


log?(np+()  =  fiw^.log  W/i— (Vj  +  7)  log  Vî  +  np^  -f  X,, 
log  ?(V')  ~  ä#m  loe  *  —  (V*  +  t)  1o8  V-  +  \-t  +  ^-«  1 

_J_ 

et  comme  n  M  ^>  w*  et  «  <C%i  on  vo^  clüe  ?(w^,)  est  tr^s  voisin  de  zéro,  tandis 
que  ?(?*,)  est  de  l'ordre  de  x*f  et  f(».  ,)  de  Tordre  de  xV-1 ,  Donc  f(x)  est  égal 
au  produit  de  <p(np)  par  1  -f-  h  £  étant  d'autant  plus  voisin  de  zéro  que  n  est  plus 
grand  (fi  et  x  restant  fixes).  On  a  par  suite,  en  supposant  pour  un  instant  x  positif 
et  posant 

la  relation 

*  =  ne  log  x  —  (np  +  i)  y  log  X  +  »,  -f-  A,; 

d*où  Ton  conclut,  n    étant  égal  à  x*1, 

£  tendant  vers  zéro  lorsque,  at  et  ß  restant  fixes,  n    augmente  indéfiniment. 

Supposons  maintenant   que   l'argument    de  x   soit  quelconque;    on   obtiendra   de 
même  : 

L/WI  =  '|I|P, 

p.  étant  toujours  égal  à  -r — |-  e. 

Si  donc  on  fait  varier  x  d'une  manière  continue  de  o  à  l'infini  par  un  chemin 
quelconque,  le  module  de  /(x)  pourra  être  déterminé  d'une  maniere  précise  pout  kfl 
valeurs  de  t  comprises  entre  w£  et  kÇ  ,  ji'  et  ^"  étant  deux  nombres  quelconques  as- 
sujettis à  la  seule  condition  d'etre  positifs  et  compris  entre  1  et  a,  la  limite  supérieure 
at  exclue.  Si  Ton  pose 

'  —  —  ■"  —  J- 


Ci***  Métim.  y*Urm,>.  t.   XXIII  (1907).  —  Stampalo  il  3  maggio   ifçrj. 


le  module  de  /(x)  prend   ainsi  des  valeurs  comprises  entre  e1*11*  *    et  e1**1*  "^ .  On  peu: 
d'ailleurs  prendre  }ff  =  i,  d'où  pi'  =  i  et  p"  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  z,  de  sorte 

que  (jl"  est  aussi  voisin  que  Ton  veut  de  —  ss  >.  Dos  lors  on  voit  que  [f{x)\  est« 

tantôt  à  ein  et  tantôt  à  é'*1  . 

Il  n'est  pas  superflu  d'observer  que  la  fonction  /(x),    pour   des.   valeurs   posh 
de  xf  est  positive  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  ;  cette  propriété  n'est  nullement  incomp 
tibie  avec  celle  que  nous  venons  d'énoncer:  pour  certaines  valeurs  de  x,  le  rapporti 
/(x)  à  e*  est  très  voisin  de  un,  et,  pour  d'autres    valeurs  de  y,  le  rapport   de  f(x)  i 
c*    est  très  voisin  de  un. 

Étudions  maintenant  la  distribution  des  zéros  de  la  fonction  entière  /(x).  Au  Ben 
d'employer  les  méthodes  générales,  il  est  plus  court  d'utiliser  un  théorème  bien  connu*): 

Si  Von  a,  sur  un  contour  C,  à  l'intérieur  duquel  <p(x)  et  fyÇx)  sont  holomorphes: 


*« 


K«) 


<h 


les  deux  fonctions  ^(x)  et  /(x)  r=r  ç(x)  -|-  ^(x)  ont  le  même  nombre  de  %éros  à  i'inU- 
rieur  de  C* 

Il  suffit  de  prendre,  en  conservant  les  notations  précédentes, 


le  contour  C  étant  le  cercle 


ft-* 


On  en  conclut  que  le  nombre  des  zéros  de  f(x)  à  l'intérieur  du  cercle  C  es 
égal  au  nombre  de  zéros  de  y(x),  c'est-à-dire  à  n  .  Ce  résultat  est  le  même,  qu 
que  soit  la  valeur  de  ß  entre  fir  et  ß";  on  en  conclut  que  la  fonction  /(x)  n'a  pas 
de  zéros  dans  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  C  et  C''; 

(c;)        H  =  nf, 


(Q 


kl 


8" 


Dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  le  cercle  C"  et   le  cercle    C       la  fonction 

/{*)  a   V*  —  »,  zéroS- 

On  voit  que  la  distribution  des  zéros  est  lacunaire,  de  la  môme  manière  que 
distribution  des  termes  de  la  série.  Les  surfaces  des  couronnes  circulaires  successives 
comprises  entre  les  cercles  Cj,,  C",  C  '  ,  CLt^  C^2,  ...  vont  en  augmentant  inde- 
Animent;  mais  les  couronnes  renfermant  des  zéros  sont  relativement  plus  étroites  que 
les  autres,  si  l'on  choisit  convenablement  fi'  et  {*";  d'une  manière  précise,  en  désignant 


par  R'pi  R" ,  R,^l ,  ...  les  rayons  des  cercles  C'r  C£,  C^J ,  . . .  ,  on  peut  s'arranger 


*)  Voir  HerüiTE,  Cours  d'analyse:  Ltçon  sur  la  sèri*  de  Lagrange. 
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manière  que,  lorsque  p  augmente  indéfiniment,  le  rapport 

jpg*; 

log  ä; 

Sfere  aussi  peu  que  l'on  veut  de  a,  tandis  que  le  rapport 

tog*;., 

pèit  aussi  peu  que  l'on  veut  de  l'unité. 

«    Il  est  clair  que  l'exemple  précis  que  nous  avons   choisi   peut  être  modifié  d'une 

Bpfté  de  manières. 

Pais,  mars  1907. 
i  Emile  Borel. 
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PER  L'UNIFICAZIONE  DELLE  NOTAZIONI  VETTORIALI; 


PROPOSTE   DI 


C.  Burali -Forti   (Torino)  e   R.  Marcolongo   (Messina) 


Nota   1, 


A  dun*  ut*  del  14  Aprile  1907. 


"  But  for  mtny  purpose«  in  physic*!  reasoning,  si  is» 
guishcd  from  calculation,  tt  is  desirable  to  avoid  eapbaiUav 
.tug  the  Csrtcsiiu  coordinates»  and  to  na  tnc  cassia 
once  on  a  pomi  Oat  »pec  instead  of  it«  three  coordinato,  ssi 
un  the  magnitude  and  direct; 
components  ,,. 

MaxwtLL  (A    TrtAiiu    m    EUtiwitity  mmi  jfijssssi 
Oxtord,  i»7|i  ^.  8-9). 

'*  Vectorial  algebra  is  the  natural   Language  of  vccra*,tst 
no  one  who  hai  Icirut  it  (not  too  late  in  life,  he*  : 
ivcr  care  to  go  back  from  the   vitality   o:  vector*  to  the featf 
inauimatencss  of  ihi  Csrtesian  system  .,, 

Hfc*visioa  {Etair.ïmapitiù    Theory.    Loud*.*,  1 

Il  calcolo  vettoriale  è  ora  adoperato  quasi  da  tutti  nelle  questioni  di  meccanici 
in  quelle  di  fisica  riguardanti  specialmente  l'elettricità.  E  se  questo  mirabile    strumento 
di  ricerca  e  di  esposizione  si  è  diffuso  con  una  relativa  lentezza,  neon 

con  una  certa  diffidenza,  si  deve  al  tatto  che  i  diversi  autori  impiegano  nomi  e 
diversi  per  indicare  i  medesimi  enti  vettoriali. 

Nel  prossimo  Congresso  dei  matematici  a  Roma  (190S)  è  bene  che  sia  trattata] 
questione  delle  notazioni  vettoriali,  ed  e  certo  opportuno  e  importante  proporre 
per  i  vettori  (almeno  nella  parte  che  più  da  vicino  riguarda  le  applicazioni)  si  adoni 
un  algoritmo  unico,  come  è  unico  (e  universale)  quello  dell'Algebra  e  delTA 
Noi,  —  convinti  dell'utilità  pratica  del  calcolo  vettoriale  e  desiderosi  di  vederne  unificate 
le  notazioni  —  ci  proponiamo  di  studiare  la  questione  e  preparare  tutto  il  materiale 
storico,  scientifico  e  pràtico  indispensabile  per  giungere  ad  un  algoritmo  unico  (o  scelto 
fra  i  già  esistenti,  0  nuovo)  che,  conservando  tutti  i  pregi  gii  acquisiti  dal  calcolo  vet- 
toriale ne  elimini,  fin  che  è  possibile,  tutti  i  difetti. 

I  vari  criteri  personali  che  hanno  condotto  all'attuale  anarchia  di  notazioni  non 
possono  contribuire  (anzi  !),  mantenuti  Integralmente,  alla  opportuna  e  desiderata  uni- 
ficazione; tutt'al  più  possono  condurre  a  rendere  la  sorte  arbitra  della  scelta!  Bisogna 
quindi  abbandonare  ogni  criterio  personale,  e,  ove  occorra,  ogni   riguardo,   e  con  un 


1 
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confronto  delle  varie  notazioni,  sia  in  sé  che    in    azione,    metterne    in    piena 
'pregi  e  difetti.  Questo  noi  speriamo    di   poter   fare    net   prossimi  articoli,   quanto 
jte  ci  sarà  possibile.  0  nostro  desiderio  di  esser  brevi  (e  quindi  efficaci)  è 
>;  ma  la  grande  varietà  dei  simboli,  la  diversità  di  natura  delle  varie  definizioni 
la  loro  imprecisione,  ci  costringono  ad  un  rapido  ma  accurato  studio  degli 
li,  rispetto  a  quelli  geometrici  da  cui  derivano,  rispetto  alla  loro   reale   im- 
praòca,  e  infine,  rispetto  al  calcolo  algebrico  universalmente  noto  e  adottato. 
ro  primo  articolo  vogliamo  soltanto  esaminare  brevemente   due   criteri  generali 
ondo  noi,  debbono  presiedere  alla  scelta  o  formazione  di  quell'algoritmo  vetto- 
un  solenne  voto  del  Congresso  internazionale  di  Roma  consiglierà  come  Un* 
vettoriale  universale. 


parte  di  calcolo  vettoriale  che  si  applica  attualmente  nelle  questioni  di  fisica   e 
sica  richiede  Puso  di  due  soli  enti  geometrici,  punto  e  vettore,    con    un    algo- 
firmtarissimo  :  somma  di  un  punto  con  un  vettore  *),  somma  dei  vettori,  prodotto 
vettore  per  un  numero,  prodotto  scalare   (o  interno),  prodotto  vettoriale,  derivata 
vettore,  gradiente  (o  param.  diti",  di  Hamilton),  divergerne  e  rotazione  fo  vortice 
di  un  punto  e  di  un  vettore.  Lo  strumento,  benché  pìccolo  e  limitato,  hi  un  va- 
io campo  dì  applicazioni  pratiche,  e  sempre  più  ne  andrà  acquistando.  Pare  dunque 
consiglio  cominciare  da  questa  parte  de!  calcolo  geometrico  generale  Punìficazione 
jritmo.  Però  le  imponenti  opere  di  Möbius,  Hamilton,  Grassmann,  e  altri  recenti 
prorano  che  esistono  strumenti  più  complessi  il  cui  uso  pare  necessario  in  que- 
che  col  piccolo  calcolo  vettoriale  non  si  sanno  risolvere  direttamente;  ed  è  certo 
diffondersi  del  calcolò  vettoriale,  e  specialmente  con  la  sua  applicazione  alla  Geo- 
analitica,  i  potenti  metodi  ora  indicati  potranno  e  dovranno  essere  applicati.  Or 
supponiamo  per  un  momento  che  le  notazioni  fondamentali  del  piccolo  calcolo  siano 
m  modo  da  essere  in  contradizione  con   le    notazioni    fondamentali   di    Mösius, 
LTO\,  Grassmann.  Che  cosa  avverrà  ?  Ritornerà  (se  pure   si    sarà    riusciti    a    to- 
ll) Panarchia  delle  notazioni,  i  sistemi  misti  non  tarderanno  a  ricomparire  e   ren- 
ia confusione  ancor  più  grande  di  quello  che  non  sia  ora. 
3©  è  diffìcile  evitare  le  citate  comnuiizioni,  pur  raggiungendo  In  pia  grande  sem- 
ée forma  e  di  concetto,  e  noi  lo    proveremo    ampiamente   nei    seguenti    articoli  ; 
basti  il  seguente  cenno. 

il  vettore  di  origine  A  e  di  estremo  JS,  Hamilton  propone  le  due    notazioni 

AB;  nella  prima  parte  del  suo  libro  usa  di  preferenza  la  notazione    B  —  A, 

spariscono,  quasi  del  tutto,  entrambe,  restando  ogni  vettore  indicato  da   una 

ra.  Scelta  la  notazione  B  —  A  non  si  fa  cosa  contradittoria  alle  notazioni   di 

LTOM,  certamente,  e  nemmeno  a  quelle  di  Grassmann  dalle  cui  forme  geometriche 


•5.  Non  4*  tutti  üfctfu,  ma,  come  vedremo,  importa missinu. 


jaé 
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di  prima  spedò  risulta  appunto  il  vettore  (differenza  di  due  punti)  indicato  da 
anche  la  notazione  dei  baricentri  di  Mobius  dà  come  caso  limite  la   forma  B  - 
vettore  di  origine  A  e  di  estremo  5,  ma,  di  più,  dalla  notazione  B  —  A  si 
importantissima  notazione  di  Mobius  per  i  baricentri.  Scelta,  -invece,  la  notazione 
(Bellavitis  e  molti  degli  autori  moderni)    rendiamo    impossibile   l'uso    del   calcolai 
Grassmakv  nel  quale  AB  indica  una  forma  geometrica  di  seconda  specie,  ente  ben { 
verso  dal  vettore  di  origine  A  e  di  estremo  B;  inoltre  non  si  può  giungere  alk 
lissima  notazione  di  Mobius  per  i  baricentri,  perchè  questa  introdotta   darà  il 
non  più  indicato  da  AB  ma  da  B  —  A. 

Ci  pare  dunque  opportuno  stabilire  che:  le  notazioni  fondamentali  del  mimmi 
stema  vettoriale  non  devono  essere  in  contr adizione  con  quelle  fondanuntali  dei  più , 
sistemi  meccanico-geometrici  di  MòBrus,  Hamilton,  Grassmank. 


* 


Immaginiamo  due  sistemi  di  calcolo  vettoriale,  entrambi   logicamente 
medesimo  campo  di  applicabilità,  e  di  reale  importanza  geometrica,   fisica  e  me 
Le  operazioni  e  funzioni  che  compariscono  nel  primo  abbiano    leggi  formali  ide 
o  quasi,  a  quelle  delle  operazioni  e  funzioni   fondamentali  dell'Analisi   (algoritmo  | 
versale),  mentre  ne  differiscano  del  tutto,  o  quasi,  quelle  del  secondo    sistema. 
turali  leggi  di  minimo  sformo  e  di  economia  conducono  a  scegliere   il    primo 
preferenza  del  secondo;  nel  primo  non  vi  è  di  nuovo  che   il   significato   georoe 
fisico  delle  operazioni,  ma,  salvo  poche  eccezioni,  la  parte  algoritmica  dell'Analisi  ria 
invariata;  nel  secondo  tutto  t  nuovo  e  lo  studio  ne    rimane  tanto   faticoso   e 
l'esperienza  ha  già  provato,  il  sistema  delle  coordinate,  con  tutti  i  suoi  difetti  e  la  i 
canza  di  caratteri  geometrici,  viene  ancora  a   rappresentare  la   linea  di  minimo 
Un  caratteristico  esempio  è  fornito  dal  sistema  hamiltoniano  ;  la  parte  vettoriale  I 
calcolo  simile  a  quello  algebrico,  quella  generale  dei  quaternioni  no  ;  la   prima  è 
generalmente  nota,  la  seconda  è  ritenuta  come  cosa  assai  astrusa. 

La  somma  dei  vettori  (con  lo  stesso  significato  per  tutti)   gode    di    proprietà! 
mali  identiche  all'operazione  -J-  dell'Algebra,  e  sarebbe   tanto  strano   indicarla 
segno  diverso  da  -f~»  €^e  tutti  gli    autori    sono    d'accordo    nell'indicare    con  a«{-l 
somma  del  vettore  a  col  vettore  b.  Ora  supponiamo  che  per  il  vettore  di  origine 
di  estremo  B  si  sia  adottata  la  notazione  AB:  ne  risulta  che 

AB  +  BC  =  AC 

e  questa  è  proprietà  forma  le  che  non  appartiene  al  calcolo  algebrico  *);  invece 
notazione  B  —  A  si  ha 

(S  -  A)  +  (C  -  S)  =  C  -  A 


•)  Secondo  la  notazione  di  Grassmann  per    le  forme  di  2*  spede  AB-\-BC  =  (A~-  QBt 
tenuto  conto  della  proprietà  B  C  =  —  CU  del  prodotto  alternato,  conserva  le  proprietà  formali  ; 


formali  dei  segni  -f-  e  —  sono  conservate.  Ancora  un  importante  esempio. 
(f)  un  punta  funzione  della  variabile  numerica  /;  adottata  la  notazione  B  —  A 
aito  (come  di  solito)  il  prodotto  di  un  vettore  per  un  numero,  si  ha  che 

P(,  +  fe)_p(0 
b 
tore;  il  limite  per  d  =  oè  la  derivata  di  P  rispetto  a  t,  eie  proprietà  formali 
si  estendono  immediatamente  al   calcolo   vettoriale,  cosa    che  è,  evidente- 
impedka  dalla  notazione  AB  *), 

capisce  che  noi  intendiamo  affermare  l'opportunità,  anzi  la  necessità,  di  conser- 

into  più  è  possibile  le  leggi  formali    dell'algoritmo  algebrico  **),  ma  non  preten- 

certamente,  di  spingere  la  permanenza  delle  leggi  formali  al  di  là  del  possibile. 

to  scalare  e  vettoriale  non  ha  certo  il  suo  corrispondente   in   algebra  :  ma  se 

e  leggi  potranno  esser  non  dissimili   (ed   è   possìbile,  Grassmann,   Gibbs,  ,.,) 

dell'algebra,  tanto  meglio.  Ci  parrebbe  però  un  grave  errore  allontanarsi  dal- 

con  l'algebra  (possibilissima)  per  la  somma,  prodotto  per   un    numero,   diffe- 

derivate*  integrali. 

pare  dunque  opportuno  stabilire  che  :  operazioni  e  funzioni  del  calcolo  vettoriale 

esser  scelte  in  modo  da    esser    soggette    a    leggi   formali,  il  più  possibile  simili  a 

universalmente  note  dell'analisi 


Jn  calcolo  vettoriale,  per  quanto  limitato,  che  soddisfi  ai  due  precedenti  criteri, 
il  passato  e  l'avvenire,  e  usufruisce  largamente  di  quanto  vi  è  di  buono 
ite  ;  esso  ha  dunque  in  sé  quanto  basta  per  aspirare  alla  vitalità  ;  altri  criteri, 
presenteranno  spontanei  nell'analisi  che  faremo,  gli  daranno  quanto  basta  per 
ere  aüa  vitalità.  La  sua  vita  poi  dipenderà  dalla  morte  dei  vari  criteri  personali; 
linceremo  eoo  uccidere  i  nostri  :  speriamo  che  gli  altri  ci  imitino  ! 


i  Nd  seguenti  articoli  esamineremo  più  ampiamente  la  questione  relativa  alla  notazione  B  —  A, 
avvertiamo  subito,  è  fondamentale  per  raggiungere  Falto  ideale  di  massima  semplicità.  Ci  oc- 
do  pure  dell.»  somma  di  un  punto  con  un  vettore  (traslazione)  operazione  trascurata  da  molti,  e  a 
rchè  per  mezzo  dì  essa  :  si  può  considerare  un  punto  funzione  dì  una  variabile  numerica  non 
à  un  punto  fisso  (come  in  Hamilton,  Ces  aro,  etc.)  o  ad  un  sistema  di  assi  (coordinate  )  ;  Il 
ioli  algebriche  della  somma  (-{-),  differenza  £— ),  prodotto  per  un  numero,  hanno  completa 
adenxa  nel  calcolo  vettoriale;  ne  deriva  il  calcolo  dei  baricentri  di  NÎôbius,  e  le  jortm  di  prima 
Grasskann  :  ne  deriva  tutta  la  teoria  delle  coordinate  cartesiane  che  assume  forma  geometrica 
ria.  Tutto  dò  è  però  distrutto  dalla  notazione  AB. 

•empio  le  parentesi  hanno  in  algebra  l'ufficio  ben  precisato  di  raggruppare  i  segni  di  una 

one  per  indicare  l'ordine  nel  quale  operazioni  e  funzioni  si  devono  applicare»  Tale  legge  merita 

conservata,  perchè  universale,  e  converrà  quindi    abbandonare   l'uso,   parzialmente    invalgo,  di 

con  le  parentesi  delle  operazioni  o  funzioni,  uso  che  riduce  alcune  formule  ad  un  sistema  cel 

^eolicamente  inleggibile. 


I 


li« 
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Ai  colleghi  tutti  rivolgiamo  caldo  appello  di  interessarsi  alla  importarne  qu 
t  loro  pareri,  i  loro  consigli,  ì!  loro  aiuto  con  note  bibliografiche,  storiche,  ecc., 
accolti  con  riconoscenza,  e  ci  saranno  utilissimi,  non  solo  per  condurre  a  te 
difficile  lavoro,  ma  anche  per  giungere  a  quelle  proposte  concrete  che  devono  ra 
tare  quanto  di  meglio  e  possibile  ottenere  praticamente  nelle  condizioni  attui 
scienza  e  delle  applicazioni. 


Torino 
Messina 


marzo  1907. 


e. 

R. 


BUR  ALI-Foi 
M ARCOLON 


SII  SISTEMI  TRIPLI  ORTOGONALI  NELLO  SPAZIO  EUCLIDEO, 
E  SUI  SISTEMI  NORMALI  DI  CIRCULE 

Memoria  di  Pasquale   Ca  lap  so  (Palermo). 


Atlun«aift  i*l  14  aprile  1907. 


La  presente  Nota  non  è  che  una   parte   di   alcune  mie   ricerche  che  pubblicherò 
riamente  intorno   alla  teoria   generale   dei   sistemi   tripli   ortogonali   nello   spazio 
3,  in  cui  vengono  utilizzati  gl'invarianti  del  gruppo  delle  trasformazioni  conformi. 
.1  di  studiare  la  teoria  da  questo  punto  di  vista  viene  suggerita  dalla  ben  nota 
che  Vinversiône  per  raggi  vettori  reciproci  trasforma  un  sistema   triplo  ortogo- 
un  nuovo  sistema  triplo  ortogonale,    congiunta    collaltra    che  k  tre  famiglie  ili 
nanti  il  sistema  triplo   ortogonale   si   tagliano    mutuamente   secondo    le  linee  di 

questo  lavoro  è  fatto  appena  un  cenno  del  modo  con  cui  può  esser  trattata  la 
dal  nuovo  punto  di  vista,  giacche  esso  è  più  specialmente  destinato  allo  studio 
\  particolare,  cioè    del  caso  in  cui  le  traiettorie    ortogonali    a  una   famiglia  di 
siano  circoli  ;  in  questo  caso  particolare  la  teoria  dei  sistemi  tripli  ortogonali  non 
della  teoria  dei  sistemi  normali  di  cìrcoli  (sistemi  ciclici)   come   risulta   da  un 
teorema  di  Ribaucour  *). 

quanto  riguarda  la  teoria  generale  vengono  stabilite  le  seguenti   proposizioni: 


Vr 


dsÈ  =  WJu1  +  H\dvr  +  H\dtf , 
tto  lineare  dello  spazio  riferito  a  un    sistema   triplo   ortogonale   qualunque,  e  si 


*•  -  H  ' 


«   = 


H. 


anli  fondamentali  di  una  superficie  w  =  cost,    rispetto  alle  trasformazioni  cou- 
spayo  •'),  si  possono  esprimere  per  Ö, ,  Bi  e  le  loro  derivate  rispetto  alle  va- 


dello 


Bianchi*  Legioni  di  Geometria  differentiate*  voi.  li,  pag*  159. 

VeJì   i  invarianti  del  gruppo  delie  tra  ti    cottfotmt    dello  ipayo  |  questi 

U  XXII  (1906),  pp.  197-21$:  pag.  200,  form.  (B)y  (C)]. 
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riabiìi  w,  v  e  rispetto  al  parametro  w  mediante  le  formale  ; 


e. 


fV^2& 


e. 


ü  =  e. 


)tV' 


I  w 


(log 


8. 


du 


26, 


d  / 1  a  toge, 


) 


+  2»: 


a2  e, 

dw1 


2«. 


a*  e. 


io»' 


+ 


(da. 


fît', 


e,  \  dur 


Risultati  analoghi  si  hanno  per  una  superficie  »  =  cost.,  e  per  una  su] 
v  ss  cost.,  per  il  che  B,  e  Oa  vengono  chiamati  gl'invarianti  fondamentali  del  . 
triplo  ortogonale. 

Fra  gl'invarianti  fondamentali  di  un  sistema  triplo  ortogonale  intervengono  n 
differenziali,  che  ponendo  : 


"e.e.LdwV®.  duf^dvye,  dv )]"  b,  dw' 
-_©■/  -ae^'  +  ^Y  +  Z1  de'Y 


i  ye,     aioge.j 

.3    "1 


e,  dw1 


dit' 


_  a  log  e,  a  log  e, 

dv        dw 

a  log  e,  a  log  e, 

a«     dw 

assumono  la  forma  : 


_^  a1«, 
e,  ava«/' 

_L  Ê 
e,  â«au>' 


/  d 


(4) 


)i»Ve,     f      e,     a«     ♦' 
e,  dw      a»\e,  */ 

e  si  dimostra  altresì  che  sono  sufficienti,  cioè  : 

Se  due  funzioni  tì, ,  tì,  soddisfano  al  sistema  di  equazioni  differenziali  (W), 
effettivamente  co4  sistemi  tripli  ortogonali  (definiti  a  meno  di  movimento),  per  òasi 
quali  gl'invarianti  fondamentali  calcolati  per  u  e  v  si  riducono  appunto  alle  fui. 


3JI 

PASQUALE     CALAPSO. 

(C 

:ostante  arbitraria) 

4»    =♦    iE  —  —, 

1  1   *♦»> 

>"+te 

■)]• 

D" 

«P   =*  io  —  — , 

,,r       io 

d*3I 

. 

*  =  .1.   ôtt  , 

du 

>« 

«1*     =  4> . 

òr 

Le  sei  funzioni 

*    * 
1 1 * 

♦,„ 

*.,> 

♦M| 

*>,» 

soddisfaranno  al  sistema  (JS),  e  se  la 

superficie  di 

partenza 

S  è  q 

uaiunque 

ne  dar: 

l'integrale  generale. 

Adunque  la  principale  difficoltà 

del   problema   consiste 

nell'in 

tegrazione 

deH'c 

zione  dì  2°  ordine  (C)  *),  giacché  dalla  (D)  si  avrà  con  una   quadratura 

la 

funi 

«v> 

dopo  di  che  la  determinazione  delle  rimanenti  4\h  si  compie 

con  soli  calcoli, 

brici 

e  di  derivazione. 

Integrato  nel  modo  sudetto  il  sistema  (B),  s 

1  deducono 

le  tre 

funzioni 

", 

,.*, 

che 

intervengono  nell'elemento  lineare  dello   spazio   riferito 

ad  un 

sistema 

Ck 

:Iico, 

trova  : 

1       >2 

+•.1 

+  ♦„* 

w1 4-  *ja  w 

+  *., 
+  •„' 

quin 

H  — 

I 

w*  4"  ^^ 

+  *„' 

ill    . 

(p^w'  +  ^w  +  Vj 

'^'  +  (4^ 

**  +  *„ 

w-f- 

•lOW 

+ 

dwl 

d5  -                      (4 

,  forni.  (V). 

w+^gr 

-v  Gir.  Bianchi,  I.  e.»  voL  II,  pag*  145 
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naie  mette  miglior  luce  sulla   effettiva   forma  che   assume   l'elemento  lineare  dello 
riferito  ad  uu  sistema  ciclico, 
ntine  supposto  note  le  coordinate  x0,  yoì  ^  di  un  punto  della  superficie  5  come 
di  u  e  v,  e  supposto  noti  altresì  i  nove  coseni  direttori 


yo         yo         yo 

*r,  n,  zi> 

triedro  principale  di  S,  vengono  ricavate  in  termini  finiti  le  coordinate  di  un  punto 
superficie  generica  ortogonale  ai  circoli  in  funzione  di  w,  vy  w  sotto  la  forma: 

Hw 


x  =  Xo  + 


Queste  forinole  fanno   conoscere   la   più   generale  superfìcie  ortogonale  ai  circoli 
a  ti-  un  valore  arbitrario;  in  particolare  per  w  =  o  danno  la  superfìcie  iniziale  5. 

5  I.  Gl'invarianti  fondamentali  dei  sistemi  tripli  ortogonali, 
rispetto  al  gruppo  delle  trasformazioni  conformi. 

I.  Per  determinare  nel  modo  più  generale  un  sistema  triplo  di  superficie  ortogo- 
basta  assumere  tre  funzioni  Ht,  H%,  H}  di  tre  variabili  u,  v,  w  soddisfacenti  al 
di  equazioni: 

à'Ht  i  $HMBHt        i  dHjdHi 

dvdw        Hlòw  dv     '    H}  dv   dw' 

d'H,  i  àH^H,   ,     i  dH.dH. 


Hf  du   dw 


+ 

+ 


J 
d 

J 
d 

dw 


Ht  dw  du  ' 
t   âH,àHi 
àttàv  '  '  H.  dv    du        H,  du   dv  ' 


dH.âH, 
dw  dw 


=  o. 


ll±dJL\  .  JLiJLMÀ  +  J 

u\H,du  )~t~  dv  \tit  dv  }  ^  H\ 

v  Vtf,  dv)  ^  dw\H%dw}  "T"  H\  du   du  ~ 


\Htdw)~*~  du  \Ht  du) 


+ 


H>  dv   dv 


=  o. 


e  integrare  il  sistema  completo  nelle  funzioni  incognite  A*,,  A",,  X} 

dX,  i  dH. 

du 

dv 


PAS  aU  ALE    CA  LAP  SO. 


1_<±11±  Y    _ 

—        H  dv     ' 


JLÎalY 

Il   dw     »' 


dH. 


>X.ì 


-  H.  Òu  A>' 


H.  du 
dH 

du 

i   dH 
W,  dv~X'.f 

Hì  dw    '       H,  du     " 


9  -  H]  dv  A«' 

dx-±-±dJLx 

u  ~  H,  dw     " 


i   dH, 


H,  dw 


?**. 


dH 


'A'. - 


dH, 

H  dv     " 


i 


dw  '  Hs  du 

ad  opportune  condizioni  iniziali,  cioè  determinando  tre  sistemi  integrali 

A,»     a,,     Aj, 

Y        Y        Y 
*i>     *j»     *ij 

z     z     z 

%l       *"»l       *■$> 

che  formino  i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale. 

In  questo  modo  le  coordinate  d'un  punto  dello  spazio,  come  funzioni 
bili  u,  v,  w,  saranno  date  dalle  forinole  ; 

i  dx  —  H,Xtdn  +  H,Xtdv  -f  H^dw, 

(6)  ]  dy=H,Y,du  +  Ht  7tdv  +  tf,  Y,dw, 

I  di  =  W,Z,d«  +  HtZJv  +  H&dw, 

dx'  -f  <*/  -+-  </<'  =  #;<,»>  -f  H^»*  -f-  Jf£j*«  *). 

a.  Ricordiamo  che  l'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  cangia  un  sister 
ortogonale  in  un  nuovo  sistema  triplo  ortogonale  ;  per  questa  ragione  inoro 
nella  presente  memoria  gl' invanii n  ti  delle  superficie  rispetto  al  gruppo  delle  tr 
zioni  conformi  **)  che  calcoleremo  per  una  famiglia  di  Lamé. 


*)  Bianchi,  Legioni  di  Geonutria  différenciait,  voL  II,  pag.  478. 

**)  Vedi  Li  mia  Nota  :  Sugl'invarianti,  etc.,  loco  citato,  pag.  200;  form.  (B),  (Q. 


i  sistemi  nuru  ortogonali  nello  spazio  euclideo,  e  sui  sistemi  normali  di  circoli,    jìs 

notando  con  A,  A"  i  coefficienti  della  seconda  forma  fondamentale  per  una  su- 
it' =  costante,  abbiamo  da  forinole  note  : 

H.  -  ' 


//tdw' 


H. 


H   dw' 


jPinvarianti  a»,  il  espressi  dalle  formole 
-ILA.        s" 

-HtHi    h: 

do  rispettivamente  la  forma: 
_HtidìogH,       d  log//, 


H.  H.       H.  ' 


-  HA 


div 


»onendo  : 


dw 


e.  = 


)>  °=i< 


_  H/dìogH,       dlogH 


dw 


mo  definitivamente  : 


WS 


e.  = 


-  e  (dloze>  _  al°ge.  \        u  =  e  /UHi^i  -  aiosM 

J\    dw  dtc     /'  '\     dw  5«     / 


ima  di  procedere  al  calcolo  dell'invariante  W  conviene  eliminare  dal  sistema  di 
ni  (i),  (2)  tenendo  conto  delle  (8)  le  funzioni  Ht ,  Iit;  così  il  sistema  (1), 
rata: 

d'H% 

i  :  $  W 


2  dHidHì      ,  de,  a«, 


//,  dv  dw  ~  e,  dw   d 

2  dH^H,       ,  de,  a// 


i  +  #  /_!_*&.*«.  __  JL  *'*<  \ 

v  ~     'Ve.e.dv  dw        e.dvdw/' 


=  j_»«,ö«,  ,    la«,  *«,,       /_i_aeLdeL       i    d'e3  \ 

)«dw     '  H.  du   dw  "•"  e,  dw  du   ~*~     'Ve.e,  d«   dw        e:  dudw)' 

dl*L    ±^2dJL~    _lì»l^_.  ii^!5 

d»dv  :KBj  d«    di'  "•    «,  9«    dir-""  e,  d«    dv  ' 

^aMogH,      e,  dMogH,  /a  log  #  \ '    /  _i_  de      e,  a  èva  log//, 

e,    a«1    "^  e,    dx*    "^  •  -\  a»  /+V^,  a«     e;a«f  a« 

\e,  dv  ""  e;  dv^     dv      t\'3wt    '9»;     dw 


+ 


~  a«  V  b,  a  »  /  ^  a  S  \  é,  dv  / 


*    Ott'  dw 


x   dMogtf,  a' log//,        «,  (dhgHX 


e.    dv1 


1  ae^aiogff, 
e*  dv     dv 


1  de,  aiogJ/} 
e'  dw      d« 


+ 


de,  dìogHì  ,  dJe 

dttr 


'  -I-  "  ""*  —  o 


dMogtf 


'logg,       !  d' logtf,      e,  /a  log  HA'       t  de,  aiogtf, 
dw*    +  e,    d«'     "*"5f\  "dv    /       e;  aV    a« 
j_  06,3  log  w}      de,  a  logg,     d^e,  _ 

"*"  e'  dv      dv      """  dw     dw      +aw'":"0' 


Îî6 
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d'logH. 
E  risolvendo  queste  ultime  rispetto  -    -   ,     ,  avremo: 

fa  log  H> 


(12) 


a'iog//^  t  /dhgHX     !      /a log//, y     !  e;  /a log//, y 

dt/'        :  2   \    dt>     J  '  **     »\    dw    /        2   «;  \,     a«      / 

e.  de,  a  log//. 


r  e.  dv      dv  J  ôw 


dti' 
08.  à  log  H 


dtv 


6'  d»       du 


Ti8,LW        'du.''      du\^  dit  )     dv\Qt  dv  }      dw  dvj 

Possiamo  altresì  da  questa    formare    un'equazione    in    cui  compariscono   soh 
H  ,  O, ,  ©,,  tenendo  conto  delle  (8);  otterremo  cosi: 

yiogj/,_  i  /dhgHX     i  »wâiog//,Y     /aioge,    aioge.xakgfl, 
dv'      '  2  \    dv    )       2  B't\    du    }~t\    dv  àv     )    dv 

e; /d loge,     a  log  e,  \  a  log  ff,      i      /aiogff.y    Mftaiogfl. 
e;  \    a«  du    )    du      '  2    '\   dw   /"~ww*   a* 

2  e7L  •5ïF"    'a«/1    a»\e,  d»/    dv\st  dv /    au'a«J 
i  #•,     i  /aioge.y    _i  ^ai°gMJ     t  e.'/aioge.y 
"»'«.'SF"   a\   dv    )      2  °'\  dw   )  '  '  2  e;  V   du    ) 

a  log  e,  a  log  e,  ,  ai  a  log  e,  a  log  e,     e;  a  log  e,  a  log  e, 

1    a-      dw    "t  e: 


av      ai'     '  "'  a»      au»    '  ©*    a»      a« 

Se  ora  confrontiamo  questa  con  la  (28)  della  mia  citata  memoria,  e  teniamo  | 
sente  l'espressione  di  w  per  8(  e  ft,  data  dalle  (9),  troveremo  per  la  funzione  ] 
formola  : 

r-ßÄ\\i.JLßSY_J  /ae.y      2  y»,       2   ae.ae, 
y  '"  Vau-7  ~r  e;  \du  )    "  e;  Va«  /  "^  e,  av'  '    «e,  a*  a^ 

_i_  M«  ^i-  _  «  ^  -  JL/J_â*M  _  ±( *  **A  _  ^.^1 
"•"e.L'a«/*"     ' dw1'  du\€\i  dn }" dv\B2  dv}     au-att-J 

Da  questa  in  forza  delle  (32)  della  mia  citata  memoria  facilmente  dedurremo  l'e- 
spressione di  W  sotto  la  forma  seguente: 


('3) 


w    a(V4«7   dû  )    2B'di\»;^r) 

a^e      B1/deJy_  «,  /ae,y 
■aœ)T  »,  \aw/      e  law- 


-f  2  6, 


au-1 


Frattanto  risulta  che  gl'invarianti  w,  U,   W  per  la  famiglia  di  Lamé  tv  =  cost,  a 
esprimono  per  le  funzioni  H  ,  Ba  e  le  loro  derivate,  e  le  (9),  (13)  danno  le  ett 
espressioni  ;  similmente  accadrA  per  le  superficie  U  =  cost,  e  v  =  cost.  ;  per  questa  ra- 
gione chiameremo  Wi  e  B1  gl'invarianti  fondamentali  del  sistema  triplo  ortogonale. 

3.  Ora  vogliamo  ricercare  le  equazioni  differenziali  a  cui  debbono  soddisfare  dut 
funzioni  ©(,  8,,  affinchè  si  possano  assumere  come  invarianti  fondamentali  per  un  si- 
stema  triplo  ortogonale. 


tosto  per  brevità  : 

/-    *  r a  / !  d*>\  i  d  (  '  de-\i 


e.  d«/' 


j_d«,  ,  a  log  e,  a  log  e, 

dtü     a^ 


I  'J  l  d  tu 


^ VaW  ^ Ve,  at-/' 

remo  al  sistema  di  equazioni  (io),  (n)  il  sistema  equivalente  che  si  ottiene  ri- 
»do  rispetto  alle  derivate  seconde  della  funzione  // ,  ed  avremo: 
fflogff, 


podio 


dlog//5  dlog/f ,      aiogej  atoggy      ôloge,  dloge, 

du'  dw        di*  dv       dw 


_diog//3  ategff,    diogB^iog//.    aiog»iaiog»l 


dudw 


dn 


du 


du       diu 


i    ye, 

8,  df  dti>  ' 


y  logg,  _  d\ogHydlogHì       dlogB  3  log  H,       dbg  8,3  log  #, 

diiJv  du  dv        '        di'  d«        '        du  öf      ' 

y  fag  ff,     $  /aioggA*     i  (àìogHx     t  (*****XA  »  t 
y  tog  h,     t  /aioggv    i_(1/âl°g3V     i  ,6g/afagy,Y 

2  \    Ò«     )         2     «\    a«;     /         a   e;  \    dv     / 

log 

a^ 


ajog  e,  a  log  //,  _  ^  dbg»,  a  iog  h,     *;  a  log  e,  a  log  h, 


a« 


a« 


a«/ 


Gl      dv 


+ 


H'' ~  W)  ~(e,  a^'/J' 


cTlogff 


«ff,_  ^/aiop/fx2     t     /afaggx«         >; /a  tog  ha- 
2  \  av   /       2    2\  a«-  /       2  e;  \  a«    / 


—  e: 


,:a 

dtu         dtv 


a  log  wt  a  log  ff.  _  tì;a  log  e,  a  ìogff,  _  «>  a  log  e,  aiogff, 


av      at'       ~*  dw      dw       ©*    a« 

'erverremo  alle  condizioni  richieste,  imponendo  le  condizioni 

_d_  /aj  log  ha  =  j_  /a-iogffx 

d  ï#  \  dt'dti'  /     ~  du'\  a  h  di'  /' 

a  /yiogg,\      a  /a3  log //a 

> v  \  d u à w  )        dw\  ò a o v  / 

a  /y  log  ha      a  /yioggA 

d «  \    d ft>2     /        d tv  \  dudw  /' 

B  /d*iùgH\_   d  /yiogtfÀ 

)t>  \    ôtc1    ;  ~~  dtv\  dvdtv  ;  * 
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»  /3Mogi/\      a  /yiogtfA 

n    â«'     /  ==  du  \dudv  /' 

d_  /yiogtfA       _a_  /dMogHA 
)u'\     du'      }  —  dn\  dudw  /' 

a  /yiogf/A      a  /yiog/f,\ 

âtf  \     dt'a      /     "  dv  \  àvdu    fs 
)    /^  log  HA         a   /a8  log  HA 
té  \    dv*     )  —  dv  \  duâv  /' 


e  sostituendo  per  le  derivate  seconde  le  loro  espressioni  date  dalle  (15);  cosi  operando 
dopo  opportune  trasformazioni  troveremo: 


a  /j_ âioge  stogft i_  a^e,  \      1  3et/  i 


1   31og6aologef 


1 


d 


aiogB  aiog», 1    a'o,  \     i  ae/i  aioge,  aioge, j 


1  dB/  1  dlog81  aioge 
i  o',  _  i    a  /  1  ae,aeI  _    et   a1  e,  \ 

2    du  "  "  Bt  dw  \SJ  du  dw         B2duàw)  * 

1  a*,  _  1  a  / 1  as,  a  e,     ea  a>ei  \ 

-L^L  —  -   i  aet  a  / 1  ae\ 

2  a*>  "     e,  a^  du\el  a«  /  ' 

^^1(1  a  hg  e,  a  log  a, 

w  "       ldn\St     du        dw 

h  _=e  3  (  *  aioge.aigge,        1     aae,  \ 

w~       zdv\e2     dv         dw  etea  dvdtvj  ' 


68,aìwf 


2 

2  a«' 

.LA7. 

2  a™ 


.). 


2  a«"     "  e,  a«  a^ye,  a^  ;  ;' 


Inversamente,  se  due  funzioni  9  f   0,  soddisfanno  alle   relazioni  (16),    il 
di  equazione  (ij)  è  illimitatamente  integrabile;  assumendo  una  soluzione  H.  di  questo 
sistema  e  le  funzioni  Ht,  Hx  date  dalle  (8),  saranno  soddisfatte  le  equazioni  di  I 
(1),  (2)  e  il  sistema  triplo  ortogonale  è  pienamente  determinato  a  meno  dì  movimenti 
nello  spazio. 

§  II,  I  sistemi  cìclici. 

4,  Applicheremo  i  risultati  del  paragrafo  precedente  alla  ricerca  dei  sistemi  ciclici, 
considerando  il  problema  dei  sistemi  ciclici  come  caso  particolare  del  problema  precedente 
in  cui  le  linee  u  =  cost.,  v  =  cost,  siano  circoli. 


*)  Di  queste  equazioni  soltanto  sei  sono  indipendenti,  giacché  la  quinta  e  l'ottava  seguono  rispcì 
tivamente  dalla  quarta  e  dalla  terza  in  forza  delle  (i\\. 
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Denotando  con  àn  il  differenziale  dell'arco  di  linea  u  =  cost.,  v  =  cost,,  avremo: 

d  <r  =  27,  d  w* 
e  per  il  raggio  di  prima  curvatura  avremo  l'espressione  : 

ossia: 

Se  ora  per  ^— *   poniamo   la  sua   espressione  data  dalle  (5),  e  analogamente  per 
F  ,  Z  ,  otterremo  dopo  riduzione: 


('7) 


t      /_,  öiog^y     n  dìogHx 

R>  "\H]     du    )  +\H2     dv     )  ' 


Denotando  altresì  con 

cos  \     cos  f/.,     cos  v 

i  coseni  direttori  della  binormale,  avremo: 


cos 


A  -  ~  R\-Hi^hT'^  -  Ti,  ~dv~x>)  ' 


le  analoghe  per  cos  f*,   cos  v  ;   donde  derivando   rispetto  a  w  e  tenendo   presenti  le 

:3),  (4): 

dcos> 


dtv 


L    ôw\i/,     du     )~ì~dwH(     du    JAi 
1   L    du'\H2     dv     /    [   dtv  Hx     dv    j    * 


Ciò  posto  affinchè  le  linee  u  s=  cost.,  v  =  cost.,  siano  piane  occorre  che  si  abbia: 


8  cos  a 


=  o, 


ôcosp 
öt*> 


=  o, 


dcO$< 


=  o, 


per  conseguenza: 


_ô_  /i_ B  log// A       a;?   1  aiog//3  _ 
^dti^f/,     du     /+dw»,     da      —  °> 

j?A/ldlog//-\     aj?  1  aiggg,_ 

d^l^     dv     }±dwHz     dv      —°' 
Più  particolarmente,  affinchè  le  linee  u  =  cost.,  1/  =  cost,  siano  circoli,  occorre  ag- 
giungere alle  due  relazioni  precedenti  la  condizione: 

àR 


e  le  precedenti  diventano: 


(18) 


d  W 


=  0, 


/a  /,  a  log  h\ 

\dw\H,     du     )  - 
)  a  /i  3  tog  HA 
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Inversamente,  se  sono  soddisfatte  queste  condizioni,  si  avri  dalla  (17): 

ÒR 

e  i  coseni  direttori  della  binonnale  risulteranno  indipendenti  da  tr;  le  linee  u  =  coi 
v  =  cost,  saranno  curve  piane  a  curvatura  costante  e  perciò  circoli. 

5.  Ciò  posto  dalle  (18)  eseguendo  la  derivazione  indicata,  e  tenendo   conto  di 
(8),  si  ricava: 

d_(j_d}oëH\      1  re' log /f,     a  loggia  log  e     aiog/nn 

<w\Ht     du     )  "  HX'àudw  àu      \    dw     "+"      du-    }]' 

a_  /  1  djog n\     j_  pMog //,  _  aiogff,  /aioge,     a  log  hai 

u'XH,     dv     )  ~  HX'dvdìi-  dv      \    dw     +      dw    )]' 

ed  eliminando  in  forza  delle  (15)  le  derivate  seconde  di  H, ,  le  precedenti  divenaK 
d   /  1  a  log  H\       j_  /dlogH.diog«,  _    j_  a3«,  \ 

\Ht   du   )=z  h\  a«     au-       *2dud:u-)> 


(«») 


1  a«* 
_a_ 

dw 


(  1  d\ogH\       1  /a  loge,  a  loge,     j_d^\ 

\Ht     dv    )~  Ht\    dv       dw         e,  dvdw)1 


sicché  le  condizioni  caratteristiche  per  un  sistema  ciclico  si  possono  scrivere  sono 
forma  seguente: 

a  bg  e,  a  log  e,      i    d'e 


-                                 \     du        dw 

^                         laioge.aioge, 

\     dv        dw 

e,  a^au- 

e,  dvdw 

ed  esprimono  che  le  espressioni: 

t     ^                                                 t    d&t 

1  ae, 
e,  dv  ' 

=  o, 


=  0, 


sono  funzioni  delle  variabili  u  e  v  soltanto. 

Se  ora  nelle  (16)  teniamo  conto  delle  (20),  esse  diventano: 


iL 

ò  il 

iL 

d  w 


=  0, 


ih 

dv 

d  w 


=  o, 


e  le  prime  due  esprimono  che  /}  è  funzione  della  sola  w. 

Intanto  sì  osserva  che  per  un  cambiamento  del  parametro  fp,  Bf  e  82  restano 
tiplicate  per  una  funzione  di  tv;  mentre  L  verri  incrementata  di  una  funzione  arbi 
della  variabile  w\  ond'è  che  senza  ledere  la  generalità  possiamo  ritenere  che  la  /? 
nulli  e  cosi  avremo  per  la  determinazione  dei  sistemi  ciclici  il  seguente  sistema  di 
zioni  differenziali: 
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dw\e,  du)     °' 

i_/j_de,\  _ 
Ju/^e,  dv/~~  °' 

daVe,  d«/'*"dvVe1"dir;    "»a«;1    "  a«»1  "*"  a«/  a»  ~~  ' 

)o^  —  °' 
r~j  =  °- 

»tir 

issiamo  liberarci  dalla  variabile  w  assumendo  l'integrale  generale  delle  due  ultime 

L  forma: 

(e,  =  *„u,' +  *„«'  +  *„, 

(«,  =  •,/  +  •««'  +  ♦„, 

friè  è  funzione  di  u  e  v  solamente,  ed  obbligando  ad  essere  soddisfatte  le  prime 
questo  modo  si  vede  facilmente  che  le  sei  funzioni  4>.fc  debbono  soddisfare  alle 
ai: 


1 


.**8I.  __L**aa    _      l     *•»! 


*., 

du         *ia    du        *M    a»  ' 

I 

21 

a*,,  _  1  a*I2  _  1  a*,, 

dv    —  4»„    dv         *2J    dv   ' 

d 
du 

/  1   **>,\        d  (  1   d*„\ 
\4>„    dw  /  ^dvV*,,    dv  /" 

ceversa,  se  queste  sono  soddisfatte,  le  funzioni  0f ,  02  date  dalle  (23)  verifiche- 
fi  (22). 

§  in.  Le  superficie  ortogonali  ai  circoli. 

Per  la  determinazione  delle  superficie  ortogonali  ai  circoli  occorre    integrare  il 
completo  (15). 

tale  scopo  osserviamo  anzitutto  che  in  forza  dell'annullarsi  della  funzione  7,   e 
1  della  (17),  ia  quarta  delle  (15)  si  può  scrivere: 


y  logg,  _  !  (diogHx      , 

dtV*        —    2    \      dw      )  zR*       " 


rtte  l'integrale  generale: 

*a3 

e  funzioni  4>Jf ,  <DJ2 ,  4>3J  delle  sole  variabili  u  t  v  sono  legate  alla  funzione  R 
azione  : 


d  log  //. 

e  osservando  che  le  espressioni  : 

I      d  log  II }  i     dìogH 

debbono  risultare  per  le  (18)  indipendenti  da  uf,  concludiamo  che  si  dovrà  av 

d«> 


(29) 


\  #tl    d«  •       d«         4»1 


H 


a*. 


da* 


dû 


•„  di> 


dz/ 


4» 


di' 


Ciò  posto  considerianio  la  superficie    ortogonale   ai   circoli    w  =  o,    per 
conserveremo  le  consuete  notazioni. 
Avremo  : 


/e      L«A ,dw  +  »ô^/l     iiV       - 


(30) 


ira 

D'altra  pane  si  hanno  dalle  (29)  le  relazioni  : 
d<l>  ,       ih    d«l»  .         a*., 


.|.   a*. 


d«      ~  4>u     d"  '  di' 

che  tenendo  conto  delle  precedenti  si  possono  scrivere  : 

d*l>.,        dlog*n 


4>21    dv 


00 

e,  imponendo  la  condizione 


/  a*H_£iog*LJ/  m 

)     du   ~"   du      \    *'        E)* 
Jd*ii_dlog*L1/  y\ 

dv  —~  dv     y»      g  }' 

dv\  du  )"du\dv  )' 
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va: 

a*iog<i>„     ^  log  »33  ^  log  ^33  =d\ogVË  diog*„     a  ìog^a  log  *33 

dudv  du  dv  dv  du        *        du  dv      ' 

à2     /   i   \  _  dlogVÊ  d  /   1    \    ,    dlogVG  d  /   1   \ 
dadv  \4>u  l  dv      du\4>n)*        du      dv\<Pì})' 

Inoltre  dalla  (27),  dalle  (29)  e  dalle  (30)  si  ricava  : 

*„  =  *„}/£; 
*.,  =  *»J^> 

—       D" 
"y  |^G' 

*..  =  *      d" 


a*.. 


4>     =  4» 


3d^3 


dv 
Ê  utile  per  il  seguito  delle  presenti  ricerche  stabilire  due  altre  espressioni   per   le 
oni  *M  e  *2l  che  si  deducono  dalle  (32),  (31),  (34),  (35),  (36),  (37),  (38),  (39), 
,  per  derivazione. 

A  tale  scopo  consideriamo  la  (36)  e  deriviamo  rispetto  alla  variabile    w,    tenendo 
nti  le  (31),  la  (32)  e  la  (35);  avremo: 

a«         4*;,  a«  L  "     V*„  a«  /  ^\4>25  dv  !  J 

■"2*;,    du    \    "         Ê)  "r24>IJ4>}J    du   du\<t>t)    du   ì 

■  *        d*ii/a+»al°g»»        elogia  d*„\ 

2**}4>3J    dv    \  da        dv        '        dv        du  /' 
Similmente  : 


;   d4> 


v         4*;,  dv  l  »»  "v*,,  a«  /  ~'*aì  av  /  J 
.  _Îil£Îîi/*      z)"\         1     a»,,  a  /  !  a*,  \ 

"^  2  4»^    dv   V    "        G)~r2+Zì*ìi    dv   dv\^2)    dv  / 

"t"2*;}*}j  a«  V  av     a«     "*"    èu  '  dv  r 
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donde  in  forza  delle  (59),  (40)  possiamo  ricavare  le  funzioni  <t>ït,  4»^  sono  la 

seguente  : 

y    '•    m       '^«l*,,  d«  /^*„  dv     dv 

7.  Siamo  ora  in  grado  di  dimostrare  il  teorema  fondamentale  per  la  teoria 
rale  dei  sistemi  ciclici,  cioè: 

Partendo  da  una  superßde   qualunque  S   riferita  aììe   linee  di   curvatura,   CoUi  iti 
forme  quadratiche  differenziali: 

[Edu2  +  Gdv\ 

e  da  una  soluzione  •     dell' equanime  di  secondo  ordine  (33),  si  avranno  dalle  (31),  (}4 
(3S\  (56)'  C37)ï  Ci8)'  (39)»  (4°)  attre  otto  funzioni  <I>|4;  assumendo  le  sei  funzioni: 


<i'  «Î»  Cll 

*  11  >    viîî     ■  n  » 
Il  avrà  una  soluzione  delle  (24),  e  in  conseguenza  ponendo. 

re,  =  *llw1 +  *„«'  +  *,,, 

saranno  soddisfatte  ìe  (22);  i»ö//«  la  funzione: 

(48) 


(46) 


(47) 


//>-*}1U'1- :-.!.>  +  •„   » 


jjra  (0W  soluzione  del  sistema  completo  (15). 

Infatti  dalle  (34)  e  (35)  derivando  e  tenendo   presenti  le  (34)  e   (35)   medesime 
si  ricava: 

Inoltre  dalle  (37),  (38),  (43),  (44)  si  ha  : 
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.,  -♦..♦.. + ....... = *&$$) +<»£(#£») 


*     il» 


I    d*ndVG    .      I    d*}}dfE        DD" 


<1\,   du     du 


+ 


*äJ  dv     dv 


VEG' 


per  l'equazione  di  Gauss  relativi  alla  superficie  S,  la  relazione: 

terza  delle  (24). 

:ondo  luogo   deriviamo    la  (58)   tenendo   presenti  le   (31)   e  le  equazioni  di 
relative  alla  superficie  5;  avremo: 

V  M     ini     e  du 


du  >*   du      '  e)  m 


^34)»  (35),  (37): 


lente  si  ricava: 


1  a*„ 


1  a»„ 

4>     eh* 

1  a*.. 


*,,  dv 


4»„  dû 

ter/o  luogo  consideriamo  la  (45)  e  (44)  che  in  forza  della  (54)  e  (35)  potremo 
ri  vere  : 

t_   1    a  /  1    dlog^A  1       dlog*„    1   a/f 

"~~*..aM\|/£    a«    /     >i>  1 


|/£      aw      /       4,    fG      dv      |/g  dv 
"""a*    I     »'        £  V      a«      /  r   G  \      av      /  J       <t>    i/g  ' 


a 


av    /  "*"♦  ys     a«    ^  a« 

2*iiL  '        e  V     a«     /       "G\     dv     / J     ♦Ü/B"' 

io  la  prima  di  queste  rispetto  a  t\  tenendo  presenti  le  (31),  (52)  e  le  equa- 
^odazzi  relative  alla  superficie  S;  avremo: 


a« 


tu«    ,*    (  1    àV'E       ]/E  aiog-i-    \ 
"    "Vj/G    dv    "^G      °>     / 

1     a  log*,.  rd  /  ,  3,'g 


•*"  ("a  /40J/GV  ,  A/_L^\  ,DD"i 

U«\|/£  a»  /  "i"  dv\YG    dv  /  +  j/fgj  1 


l'equazione  di  Gauss: 

P«I«r»i       1     VX11I  (  . /«7I    —  SuapttO  il  7  nuggiu  IJ07, 
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D*altra  parte  dalle  (34)  e  (35)  abbiamo: 

quindi  concludiamo: 

<&aï  di'     ""  *M  dv 
Similmente  ricaviamo  : 

_LÜi-    -L^i 

4>„   du      "  4>n   d«    ■ 

ed  è  cosi  dimostrata  la  prima  parte  del  teorema. 

Resta  ancora  a  provare  che  la  funzione  H.  definita  dalla  (48)  soddisfa  al  siso 
completo  (ij). 

Infatti  derivando  la  (48)  rispetto  a  m  e  tenendo  presenti  le  (31),  (34),  (>7)? 
(47),  si  ottiene: 

dlogHì  1    d^}J 

similmente 

Ancora  derivando  la  (48)   rispetto  a  w,   quadrando   e   tenendo   conto   de 
medesima  si  ricava: 

che  per  la  (36)  si  può  scrivere: 

Ciò  posto  consideriamo  la  (43),  che  per  le  (34),  (35),   (36),   (37)  si  può  1 

scrivere  : 

e  consideriamo  altresì  la  relazione: 

I   dtì.dtf,         1   d'e,     .  ,  ,      ,  _     .      f       _      _ 


che  si  deduce  dalle  (47)  e  (48)  per  derivazione. 

Combinando  quest'ultima  colla  precedente  avremo 


l«\*..    5Ï»/'1"*:.    dv     dv  da-  da-  ^H.  dwJ  T-"     •"•' 
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ro  per  la  (51): 

;W(J    a«/-1-«!»,',    dv     dv    ~  H\di< ■  dw  +  H^w'^  iH^    dw     ì 

+    a    IU„  òuì  +  V*^  "^»V  j" 

1    d*  j    d«l».. 

Se  per  le  quantità =r-^-,  5 sr-^    sostituiamo    le    loro   espressioni  ricavate 

*,,    d«      *1}    dv 

(49)  e  (50),  e  ricordiamo  che  : 

1  de. 


e,  dv' 


1  a*„ 

<i>aj    dv  ' 


1     d'iog//, 

,etdiog//      j_§^»,  |    e,  td log  11. Y     _©L_/diogH.y 
au-    dw      'fl,òtt',t2W\    da-    /  +  2e://,\    dv    /' 


1      /^°8_^,\ '  ,      1    djoge,  3  log  // ,         j    de,  öjog //, 
+  2e;7/jV  d«  7+e,//$    du       du        ejtfjdv     dv 


'»"i 


i  » 

te  è  la  quinta  delle  (15). 

Similmente  si  ricava  la  sesta  delle  (ij). 

In  secondo  luogo  deriviamo  la  (51)  rispetto  a  tv,  avremo: 

sa  per  la  (ji)  medesima  e  per  le  (49)  e  (50)  si  può  scrivere: 

è  la  quarta  delle  (ij). 

In  terzo  luogo  osserviamo  che  per  le  (49)  e  (50)  le  espressioni  : 

1   aiog  11,       j^  a  bg  h) 
#tHì    du    »      e,//,    dv    ' 

no  indipendenti  da  u>;  eguagliando  a  zero  le  loro  derivate  rispetto  a  w  si  ottengono 
prima  e  la  seconda  delle  (15). 


* 


Infine  consideriamo  l'espressione 


Ö<1> 


*M     a« 


Ai  e  deriviamo  rispetto  a  l' tenendo  conto 


Ve 

okre  per  la  (34)  e  (35)  avremo  altresì 


(34);  avremo: 

drW,    <3  "  t/P\   a  adi/  dv  du      ff 


*n    ^M     *n    ^v         f^2      ôt'       V     dw        '         du      /' 


_j 


ed  in  questa  sostituendo  per 
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v\4*n  du  /"   <r>l}   du  «^  dt;  ■ 


d*. 


♦t,    <3/<   ■  »!>,,    at» 


le   loro   espressioni    ricavate  dille 


(49)  e  (50)  e  ricordando  che 


1  aea 

e.  dif  ' 


dMogf/,       dlogH3 aiogif?       d log  h,  a  log  flj       dipg e,  a  log fl, 

duàv  du  dv        *        di'  du        '        du  dv 

che  è  la  terza  della  (15)  e  così  il  teorema  è  dimostrato  completamente. 

8.  Frattanto  risulta  da  quanto  sopra  è  detto  che  la  principale  difficolti  della  deter- 
minazione dei  sistemi  ciclici  consiste  nell'integrazione  dell'equazione  di  secondo  ordine 
(33)  ï  Pcr  una  funzione  •  che  soddisfa  a  questa  equazione  il  sistema  (31)  è  illimiü- 
tornente  integrabile  e  la  determinazione  della  funzione  <1*  si  compie  con  una  quadri 
tura  mediarne  la  forinola  : 

dopo  di  che  si  avranno  le  rimanenti  «l\,  successivamente  dalle  (34),  (35),  (36), 
(38),  (39),  (40)  con  soli  calcoli  algebrici  e  di  derivazione. 
Le  funzioni  fondamentali  H , ,  H} ,  H    saranno  date  da  : 

♦n«'1 +  *..«'  +  *„ 


(S3) 


H,= 


♦n*"1 +  *,»«'  +  *„' 
»„w1 +  »„«>  +  ♦,, 

1 


(54)   <**'  = 


e  l'elemento  lineare  dello  spazio  riferito  al  sistema  ciclico  assume  la  forma: 

(♦,y  +  *.,«'  +  *„)'<»«'  +  (»„w*  +  »Mw  +  *„y<^ + «^ 

In  particolare  per  ti'  =  o  si  ha  : 

d51  =  £dft1+  Gif*1, 

che  è  l'elemento  lineare  della  superficie  iniziale  S. 

g,  Per  completare  quanto  abbiamo  esposto  daremo  l'espressione  del  raggio  del  cir- 
colo, e  delle  coordinate  di  un  punto  della  superficie  generica  ortogonale  ai  circoli. 


ossia  per  le  (34)  e  (35); 


tale  scopo  assumiamo  la  (17)  ed  in  questa  teniamo  conto   de!le  (49)   e  (jo); 


R2   ~  W,,  '  ^  Waj    dv  ì  ■ 

conoscere  il  raggio  del  circolo. 
oriamo  inoltre  con  xof  yQ,  ^  le  coordinate  del  punto  Po  della  superficie  iniziale 
esce  il  circolo  (m,  v)  e  denotiamo  con  : 

A'/,        Y%        Z°t, 

*:>    n,    *:, 

x°,      y;,      z^, 

i  direttori  del  triedro  principale  della  superficie  S  nel  punto  Pû;  dedurremo  fa- 
le  espressioni  dei  coseni  direttori  della  normale  principale  al  circolo  nel  punto 
forinole  di  Frknet;  avremo  così: 

S5f-  (  !  dX>)  -  _*  U  '  dH>)  r+l1  dHi)  vi 
TT- \g;  d^/„ -     a »L\//.  du  lx>  +  li^v  //\> 

naloghe  per  cost),  cos£;  e  per  le  (53): 

cosg_  1  a«y       1  a*„ 

naloghe  per  cost:,  cos£. 

do  infine  le  coordinate  x,  v,  fc  di  un  punto  P  della  superficie  generica  orto- 
ai  circoli,  occorre  integrare  il  sistema   completo  (3),    (4),  (5);   però  si  giunge 
Itamente  al  risultato  per  via  geometrica  introducendo  l'angolo  t   d'inclinazione 
lo  del  circolo  passante  per  P  sulla  normale  principale  al  circolo  in  P0;  avremo 

x  =  xo  -J-  £cos£(i  -f-cos*)  +  ÄX^sen/, 

y  =  y0  +  R  cosi»(i  -f  cos  f)-$-  RY°}  sen  f, 

^  =  Xo  +  Ä  cosC(i  +  cosf)  +  Ä  ZJ  sen  t, 
la  funzione  incognita  è  semplicemente  t. 
er  determinarla  deriviamo  queste  ultime  rispetto  a  wì  avremo: 

d*  n        t        ,  d'     I    D  vo        .  d< 

t^ —  =  —  iìcos;  sen/s —  4-  RX°co&t  = —  , 
ghe  in  y  e  ^;  da  cui  quadrando  e  sommando: 

conclude  perciò  che  la  funzione  t  dovrà  determinarsi  dall'equazione: 

Rd±-  ±X 

die        4>.fw*  +  *uw  "+"  *n 
r  togliere  l'incertezza  del  segno   sì  osserva   che  le  (56)  danno  la  superficie  ini- 


m 
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rüde  per  *  =  x;  sicchi  per  w  =  o  si  deve  avere  t  =  w.  Ora  dalla  (57)  abbi 

ma  d'altra  parte  si  deve  avere: 

dunque  la  (j8)  dovrà  scriversi  nel  modo  seguen 

RÈL  —  -  1 

e  ammette  l'integrale  generale: 

M  essendo  funzione  di  u  e  v  solamente. 

Ora  osserviamo  che  dovendosi  avere  per  u>  =  o,  /  =  x,  potremo 
ledere  la  generalità  che  per  w  =  o  la  funzione  M  si  annulli  ed  essendo 

dente  da  tv  sarà  identicamente  nulla;  quindi  avremo: 

ut)  *-f- *(^+*„), 

da  cui  per  la  (36),  (54),  (48): 

H.  wi  \ 


ritecc 
■  essa  is 


j  -j-cost  = 


it 


dopo  di  che  sostituendo  nelle  (56)  e  tenendo  conto  della  (jj),   facilmente  si  net 
le  coordinate  di  un  punto  della  superfìcie  generica  ortogonale  ai  circoli  sotto  la  fa 

(60)       v=  y  +^"f^^y<>+Ì,^r  +  (*  „  +  *♦  )y" 

Queste  formole  danno  la  più  generale  superficie  ortogonale  ai  circoli  ponende 
w  un  valore  arbitrario;  in  particolare  per  w  =  o  danno  la  superficie  iniziale  S 
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SUR  LES  SOUS-ENSEMBLES  BIEN  ORDONNÉS  DU  CONTINU. 
Par  M.  Johannes  Mollerup  (Kóbenhavn). 


Adanaaxa  <U1  14  aprile  1907. 


L  IL  G.  Cantor  a  démontré  (Journal  de  Crelle,  vol.  LXXVII)  que  le  continu, 
l'ensemble  des  nombres  réels  compris  entre  o  et  i,  n'est  pas  dénombrable. 
ace  du  continu  est  donc  supérieure  à  celle  de  l'ensemble   dénombrable.   Par 
at  le  contenu  contient  des  sous-ensembles  bien  ordonnés  de  la  deuxième  puis- 
c'est-à-dire  des  sous-ensembles 

ai  »     a»  *     ai  »  •  •  •  »  a<*  *  •  •  •  »  ax y  "  "  *  * 
parcourt  tous  les  nombres  de  la   deuxième  classe  de  nombres  de  M.   Cantor. 

faire  dans  ce  qui  suit  une  recherche  de  la  structure  de  tels  sous-ensembles. 
Définition.  —  Une  série  fondamentale  de  la  deuxihne  esphee  est  un  ensemble  bien 
dis  nombres  réels  de  la  puissance  de  la  deuxième  classe  de  nombres 

aii    az>    *j>  •••  >  <*Q,  ...  ,  *Y,  ... 

issant  de  la  propriété  suivante: 

*  sait  t  un  nombre  positif  donné;  alors  il  existe  un  nombre  y  de  la  premure  ou  de 

muxième  classe  tel  que  la  relation 

K  —  *J  < e 

v  satisfaite  toutes  les  fois  que  y,  tt  yf  ^  y. 

Suivant  le  théorème  de  Bolzano- Weierstrass  sur  l'existence  des  points-limites, 
aque  sous-ensemble  infini  d'une  telle  série  fondamentale  de  la  deuxième  espèce  a  au 
oins  un  point  limite;  il  faut  qu'on  ne  confonde  pas  ces  points-limites  avec  le  point- 
He  particulier  que  je  vais  mentionner  dans  le  théorème  suivant. 

Théorème  L  —  Une  série  fondamentale  de  la  deuxième  esphee 

an    *a>    *}>  •••  >  **>  •••  >  V  ••  • 
nn  point-limite  particulier  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

soit  donné  un  intervalle  autour  de  a,  il  existe  un  nombre  y  de  la  première  ou  de 
deuxième  classe  de  nombres  tel  que  tous  les  a  dont  les  indices  sont  plus  grands  que, 
égaux  à,  y,  se  trouvent  dans  l'intervalle. 
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Soit 

S>h>h> 

une  série  fondamentale  de  nombres  positifs   décroissants,  ayant   pour  limite  o. 
nombres  correspondent  des  nombres  de  ta  première  ou  de  la  deuxième  classe: 

y,  ^  y2  ^  Y,  ^  "  ' #     (suivant  la  définition  préd 
Suivant  le  théorème  sur  l'existence  des  points-limites,  chacun  des  ensembles  i 
brables 


^ïv»     *ïvki     %r^»» 


contient  une  série  fondamentale;  soient  celles-ci 

%CtJ       flriat       %!}) 
^Tai»       ^Tj*»       ^Tij» 


^Tvi  »      ^Tvi  »       ^Tvj  I 


ayant  les  points-limites 

L'ensemble 

contient  une  série  fondamentale 


ayant  !e  point-limite  £T 
On  a  ici 


*T|I       *Ya>       *T»»    ••■ 


0, 


Maintenant  je  vais   démontrer   que  h^  sera  le    point-limite  particulier  de 

fondamentale  de  la  deuxième  espèce  (il  est  clair  qu'il  n'existe  pas  plusieurs 
mites  particuliers). 

Soit  l  5    °  un  nombre  donné;  on  pourra  déterminer  un  entier  p  tel  qui 

v  ^  -y  <  V.  - 

Alors  on  détermine  m  tel  que  Ton  ait 

et  enfin  on  détermine  n  et  p  tels  que  Ton  ait 


l^-VKj  et  *>V 
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L  aura  donc 

I*t  —  a?\  £  '*r  —  *r.J  +  Km  -  *rv„"l  +  Km*  -  a?\<  3  -y  =  e- 
m   Alors  b    sera  le  point-limite  particulier  cherché. 

Théorème  LT.  —  Soit  b   le  point-limite  particulier  d'une  série  fondamentale   de   la 
tspïu 

ai>      ai>      ai>    •••  >   aw>    ••'  9   aT>    '••  ; 

a/ör^,  à  l'intérieur  de  celle-ci,  une  série  fondamentale  ordinaire  ayant  pour  point- 

V 

Pour  l'ensemble 

^Tv,1*      ^ïv,1'      ^Tvj1» 

détermine  \  tel  que  Ton  ait 

KgXt  —  *T»tl<f.i 

l'ensemble 

^Yv,!  >     ar»2a  »  •  •  • 
k  détermine  X2  tel  que  Ton  ait 

(ansi  de  suite. 

On  a  donc 

Ka.-  *rj<«.- 
able 

alors  une  série  fondamentale  ordinaire  ayant  le  point-limite  bx. 
Théorème  III.  —  Soit  b    le  point-limite  particulier  d'une  série  fondamentale   de   la 
wmxièmc  espici 

a>>   a2>  •••  >  a«,  •  ••  y  ar>  •••  ; 

I  *xf5&  a/or*  a/*  £wri*r  p  <fc  /a  premure  ou  de  la  deuxième  classe  de  sorte  que  l'on  a 

mmstammtnt,  dès  que  i  7  p, 

a   =  b  . 

En  effet,  on  trouvera  dans  la  deuxième  classe  un  nombre  p  plus  grand  que  chaque 

rbre  de  l'ensemble 
YvjX,  5    Yvax2  >    Tv}x3  >  *  •  •  1 

puisque  dans  cette  classe  chaque  ensemble  bien  ordonné   dénombrable   est  suivi   d'un 
nombre  nouveau. 

Alors  on  aura,  yv  x    et  P  étant  tous  les  deux  >  m, 

K  -  KJ  ^  Km  -  *rVmxJ  +  KmxM  -aj<2tm. 
Cette  différence  convergera  vers  zéro,  tTv    parcourant  la  série  fondamentale 

**,>     K2>  •••• 
Alors  tf  p  sera  le  point-limite  de  cette  série  et  coïncidera  avec  b  .  p  est  ici  un  entier 
arbitraire  de  la  deuxième  classe,  plus  grand  que  tous  les  nombres 

Y»,x,  >    Yvaxa  >  
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De  ces  théorèmes  on  voit  que  des  séries  fondamentales   de  la    deuxième 
proprement  parler  n'existent  pas:  dès  que  l'indice  du  terme  sera  devenu  assez 
tous  les  termes  seront  identiques.  L'ensemble  de  tous    les   nombres   qui  pn 
nombre  donné  de  la  deuxième  classe  étant  dénombrable,  le  sous-ensemble 
différents  entre  eux  sera  dénombrable. 

Théorème  IV.  —  Étant  donné  un  sous-ensemble  bien  ordonné  du  continu, 
deuxième  puissance, 

ai>     a*i     •*?  •••!  *Ut  •••  t  ^t  •••! 
ii  existe  un  nombre  réel  £,  o  <  e  <  i,  tel  que 

K  —  *h\  <  e> 
p(  et   pa   étant  plus  grands   quun    nombre   déterminé  p;   d'autre  part,  t*   étant  <i 
\aPt  — flpj  <  s'  pour   certaines   valeurs  de  p,  et  ptl  cette  différence   sera  >$' 
valeurs  plus  grandes  de  pt  et  pa. 
En  effet,  l'ensemble 


*2» 


i  arj 


n'étant  pas  une  série  fondamentale,  il  existe  un  nombre  réel  positif  *t ,  tel  que,  j^- 
étant  <et,  il  y  a  toujours  des  indices  plus  grands  tels  que  cette  différence  soit  >f 
Soient  7j(,  na,  .  . .  ,  %mf  . . .  une  suite  de  nombres  positifs  décroissants  ayant  it 
limite;  alors  on  ne  pourra  pas  pour  chaque  valeur  de  v  déterminer  un  entier  p  td q 
l'on  ait  constamment,  dès  que  f  et  t  >  p, 

Supposons  en  effet,  que  la  suite 

A    X    1  «  P"       ?lì      ^    "* 

correspond  à  la  suite 

«,l     >^>     H,j  >«■  i 

de  sorte  que  1  on  ait 

hi  —  *rl  <  *i 

dès  que  <x  et  r  >  p„  ;  on  pourra  déterminer  un  entier  p  plus  grand  que  tous  les  non 

Pi'     P.i     P,*  •••  • 

Alors  la  différence  \a^  —  aT|  sera  plus  petite  que  tous  les  nombres  Y], ,  r 
dès  que  g  et  t  sont  >  p,  et  par  suite  \a,7  —  aT\  ^  £,  i  ce  qu*  est  impossible, 
faut  qu'il  existe  un  nombre  v;v  tel  que,  \aPi  — dpj  étant  <C^V?  on  pourra  trouer« 
indices  supérieurs,  pour  lesquels  la  différence  sera  >  tj¥.  Il  est  donc  démontré  que, i 
étant  un  nombre  réel  et  positif  comme  au  commencement  de  la  démonstration,  il< 
stera  toujours  un  nombre  plus  grand  ayant  la  même  propriété. 

Le  nombre  i  étant  tel  que 

K  -  *n\  <  h 
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isemble  donné  du  continu  determinerà  une  coupure  de  Dedejund  des  nombres 
entre  o  et  i  ;  cette  coupure  nous  fera  connaître  le  nombre  cherché  e. 
Thkoreme  V.  —  Un  sous-ensemble  bien  ordonné  au  continu  ia  la  deuxième  puissance 


>  axj 


intra  un    intervalle  (H),  o  ^  k  <  I  ^_  i,   contenant   tous  les  derniers   élétnents, 
ire  tous  les  éléments  dont  les  indices  sont  plus  grands  qu'un  nombre  p  ;  d'autre  part, 
sous-interval  le  de  (kl)  ne  contiendra  tous  les  derniers  éléments,  c'est-à-dire,   étant 
un  sous-intervalle  de  (k  I)  il  n'existe  jamais  un  nombre  p  tel  que  tous  les  éléments 
lius  >  p  soient  situés  dans  ce  sous-intervalle.  Ainsi  l'intervalle  (kl)  sera  parricu- 
x  représenté  dans  l'ensemble  donné. 
Tout  le  sous-ensemble   donné  est   contenu  dans  l'intervalle  (oi);  d'autre  part,  il 
un  intervalle  (oe)  qui  ne  contient  pas  tous  les  derniers  éléments  (Th.  A'*),  D  est 
démontré  qu'il  existe  toujours  un  intervalle  (oe,),  zt  >  £,  ne  contenant  pas  tous 
eiuents.  Alors,  l'ensemble  donné  fera  une  coupure  des  nombres  réels,  qui 
era  un  nombre  /^  î,  tel  que  l'intervalle    (o/)   contiendra    tous  les  derniers 
tout  intervalle  (o  /J,  ÈJ  <  /  ne  contenant  pas  tous  les  derniers  éléments.  Éga- 
U  existe  un  intervalle  (k  î),  o  ^  k  <C  î,  contenant  tous  les   derniers  éléments; 
que  Jt  <  /,  L'intervalle  (kl)  contiendra  donc  tous  les  derniers  éléments. 
Par  conséquent,  chaque   intervalle  (Ita),  k  <  ay  et   chaque  intervalle  (lb),  b  <  /, 
tiendront  un  sous-ensemble  de  l'ensemble  donné,  ayant  la  deuxième  puissance  ;  car,  sup- 
Isant  qu'un  intervalle  (ka)  ne  contienne   qu'un   sous-ensemble    dénombrable,  on  voit 
tous  les  derniers  éléments  se  trouvent  dans  l'intervalle  (al),  ce  qui  est  impossible. 
Théorème  VL  —  Un  sous-ensemble  bien  ordonné  du  continu  de  la  deuxième  puissance 


,«,, 


n'a  pas  dans  chaque  sous-intervalle  de  l'intervalle  (kl)  du  Théorhm  V  un   sous-en- 

dt  la  deuxième  puissance,  il  déterminera  dans  cet  intervalle  une  série  de  sous-inter- 
correspondants  aux  entiers  positifs  et  négatifs 

•  ••  (*_.0  •••  (*-*0(»-.0(*.0(*.0(*,*J  •••  (*.-J  •■• 

k<b_.<a_.  ...  <*„<*„<*,<«,<  •••  <  a.  .-■  < /, 
sorte  que  chaque   intervalle  ne  contient  qu'un   ensemble  dénombrable   des   éléments  de 
ble  donné.  D'autre  part,  chaque  intervalle 

■  ••(«_>_,._„)  ...('^»-XOOfeOfeO  •••  0»A~.)  ••• 

ra  un  sous-ensemble  de  la  deuxième  puissance.  Dans  chaque  intervalle  arbitraire* 
t  petit  à  droite  d'un  terme  a  et  à  gauche  d'un  terme  b  il  se  trouve  un  sous-ensemble 
la  deuxième  puissance.  Si  la  série  d'intervalles  est  fini  à  droite  ou  à  gauche,  il  existe 
intervalle   tel  que   chaque  sous-intervalle  contienne  un   sous-ensemble  de  la  deuxième 

Puissance. 

En  supposant  qu'il  y  ait  des  sous-intervalles  de  (k  ï)  qui  ne  contiennent  pas  un  sous- 

nsemble  de  l'ensemble  donné  ayant  la  deuxième  puissance,  il  y  a  un  point  a0  ayant 
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un  sous-ensemble  dénombrable  dans  un  intervalle  a  gauche.  Le  théorème  précédent 
minera  donc  bo  tel  que  bo  ait  un  sous-ensemble  Je  la  deuxième  puissance  danscb 
intervalle  à  gauche,  a  t  et  b_t  seront  également  déterminés,  etc,  ;  la  sèrie  ne  finira  < 
arrivant  a  un  intervalle  (kbn)  dont  chaque  sous-intervalle  contient  un  ensemble! 
deuxième  puissance.  Selon  le  théorème  précédent,  on  peut  déplacer  dans  Tint» 
{b_mb^  t^)  a_m  à  droite  si  loin  que  possible,  (b_ua  n)  ne  contenant  toujours  qu'un  ensa 
dénombrable,  (a_M  £_,„_,>)  contenant  au  contraire  un  ensemble  de  la  deuxième  puiss 

De  la  même  manière,  le  sous-en semble  contenu  dans  l'intervalle  (/  ao)  détcrmi 
un  point  à  droite  de  jo,  où  on  peut  placer  ao  de  manière  que  (/tf0)  contient  to« 
derniers  éléments  du  sous-ensemble  nommé,  aucun  sous  intervalle  ne  contenant  les 
niers  éléments.  S'il  y  l  dans  (tf0/)  un  point  bt  ayant  un  sous-ensemble  Jénomb 
dans  un  intervalle  à  droite,  on  déterminera  dans  (btl)  le  point  al  tel  que  (btat) 
tienne  un  sous-ensemble  dénombrable,  as  ayant  un  sous-ensemble  de  la  deuxième 
sance  dans  chaque  intervalle  à  droite.  Ainsi  continuera-t-on,  et  enfin  bif  btJ  ,* 
déplacés  à  gauche  si  loin  que  possible,  0\dt,  K**^  »♦•)  ne  contenant  toujours 
ensemble  dénombrable.  Aucun  intervalle  ne  peut  disparaître;  maison  peut  finirai 
avec  un  a  et  à  gauche  avec  un  b. 

S'il  n'y  a  pas  d'intervalle  qui  ait  la  propriété  de  contenir  partout  un  sous-ens 
de  la  deuxième  puissance,  nous  nous  pourrons  assurer  que  la  série  boi  £_t ,  b 
verge  vers  Jk,  en  faisant  converger  vers  k  la  série  des  a  déterminés  les  premiers 
série  des  a  déplacés  converge  vers  un  nombre  -^]>Jfc,  un  intervalle  du  voisinage 
jusqu'à  A  ne  contiendrait  jamais  qu'un  ensemble  dénombrable,  ce  qui  est  impos 

Donc  la  série  des  a   déplacés   convergera   aussi  vers  k   De  la  même   manié 
intervalles  {bnam)  convergent  vers  /. 

Théo  rèmi-  VII.  —  Etani  donné  un  sous-ensemble  bien    ordonné  du    continu 
deuxième  puissance 

(2   ■       Ûm      1/    ...*.//.*..    12    ....  . 
i ?  iJ  j )  >     u  )  "y '  ' 

»7  existera  toujours  dans  Y  intervalle  (k  l)  correspondant  des  points  w  de  ta  proprie 
Yensemble  donné  ait  un  sous  ensemble  de  la  deuxième  puissance  et  dans  chaque  ink 
à  droite  et  dans  chaque  intervalle  à  gauche  de  u>. 

S'il  se  trouve  un  intervalle  dans  {k  /)  dont  chaque  sous-intervalle  contient  un 
ensemble  de  l'ensemble  donné,  ayant  la  deuxième  puissance,  le  théorème  sera  tr 

Dans  le  cas  contraire  nous  ferons  la  division  d'intervalles  du  théorème  préd 
alors  les  intervalles  (ambn^t)r  n  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  contiennent  toi 
des  sous-ensembles  de  la  deuxième  puissance.  Si  Ton  traite  ces  intervalles  de  la 
manière,  il  s'établira  des  sous-intervalles  (tfWl«aT  bn^lt„2+t)}  nv  et  n2  étant  des  entier 
traireSj  positifs  ou  négatifs,  contenant  toujours  des  sous-ensembles  de  la  deuxièmi 
sance.  En  continuant  de  la  sorte,  on  trouvera  une  série  d'intervalles 

chaque  intervalle  étant  contenu  dans  le  précédent  ;  cette  série  convergera  vers  un 
limite  w  ayant  la  propriété  cherchée. 
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Si  la  puissance  du  continu  est  supérieure  à  celle  de  la  deuxième  classe  de  nombres, 

léorèmes  précédents  resteront  vrais  pour   des   sous-ensembles   bien   ordonnés    des 

mces  suivantes. 

Si  Ton  accepte  le  théorème  de  M.  Zermelo  (Math.  Ann.,  t.  LIX,  page  514),  la  puis- 
du  continu  sera  un  «  aleph  »  ;  en  ce  cas  les  théorèmes  précédents  seront  tous  triviaux 
k  continu  lui-môme,  tandis  qu'ils  ne  le  seront  point  pour  les  sous-ensembles  bien 

înés.  Il  me  semble  que  le  Théorème  111  conserve  l'importance  au  delà  des  recherches 

e  problème  du  continu  dont  la  solution  d'une  manière  naturelle  est  à  chercher  par 

étude  approfondie  des  sous-ensembles  bien  ordonnés. 

Copenhague,  mars  1907. 

Johannes  Mollerup. 
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I  NUOVI  NUMERI  PSEÜDO-TANGENZIALL 

Nota  di   Ernesto   Pascal  (Milano). 


Adunar*  del  aS  aprile  1907. 


I  coefficienti  fi  dello  sviluppo  in  serie  della  tangente  trigonometrica 

hanno,  da  una   parte,    una  semplice   relazione  coi  numeri   Bcrnoulliam  Bim1 
differiscono  per  un  fattore  semplicissimo  *): 

W 


e,  da  un'altra  parte,  hanno  delle  relazioni  di  analogia  coi  numeri  Euleriani, 
proprietà  affini  i  quelle  di  questi,  alcune  delle  quali   erano  gii  note  da  tempo,  < 
furono  rilevate  da  StudniÉka  **). 

In  un  mio  recente  lavoro  ***),  partendo  dalla  rappresentazione  dei  numeri  Eu 
mediante  determinanti  ricorrenti,  io  ho  studiato  altri  notevoli  numeri  affini  agli  Eu 
e  che  ho  chiamati  pseudo-Euleriani.  Nella  presente  Nota  mi  propongo  di  mostrare 
una  cosa  simile  possa  farsi  anche  per  i  numeri  ß,  rinvenendo  cosi  dei  numer 
chiamerò  pseudo-tangenziali,  che  derivano  dalla  medesima  funzione  genera: 
(ai  quali  serberemo  il  nome  di  numeri  tangenziàli))  e  che  meritano  d'essere,  msi 
questi,  introdotti  e  studiati  neh" Analisi, 

§  1.  Definizione  dei  numeri  pseudo-tangenziali. 
Relazioni  fra  loro  e  coi  pseudo-Euleriani. 

Dalla  (1),  tenendo  conto  degli  sviluppi  in  serie  del  seno  e  coseno,  si  ha  faci! 
fra  i  fi  la  relazione  ricorrente: 

o)*«=("r,)|,--CT>-+--«-,5r(»-0»--t 


*)  Si  può  vedere  utilmente  su  ciò  it  mìo  Repertorio  di  Matematiche  superiori*  t.  I,  CÛÇ,  X\ 
Milano  1898;  Leipzig,  1900. 

**)  Studni^ka,  Ober  ein  Anahgon  der  Euler1 sehen  Zahlen  [Sitzber.  der   K.    Gesell,  der 
Prag,  1900J. 

•**)  Pascal,  /  determinanti  ricorrenti  e  i  nuovi  numeri   pseuâo-EuUrùwi  [Rend.  Ist.  Lomb^ 
t.  XL,  1907]. 
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3S9 


dà  immediatamente  per  i  ß  la  espressione  mediante  determinanti  ricorrenti: 
i)  i  o         .  .  .  o 

(!)    a)     •  -  • 

0      0      (0  -    • 


K->  = 


(2»-i\      tin—  i\  tin  —  i\  /in—  i\  \ 

2H—l)       \2n—2/  \2fl—  4/    '    '    '    V        2         /ì 

teorema  dimostrato  nel  §  2  della  mia  Nota  sui  determinanti  di  tal  natura  *), 
isformarsi  subito  nella  seguente: 


{>,._.  =  (2« -i)!|        4r 


I 

TI 
i 

I 


I 
~2\ 

I 

TT 


i 
TT 


!(2«  —  I)!      (2«—  2)!      (2«  —  4)!    '    "    '     2\ 

\  questo  determinante  si  sviluppa  secondo  somma  dei  prodotti  degli  elementi  del- 
t  linea  per  i  loro  complementi,  si  ha  la  relazione  (3);  se  invece  si  sviluppa  se- 
somma  dei  prodotti  degli  elementi  della  prima  colonna  per  i  loro  complementi 
altra  relazione  già  nota  **). 

,_.=(2"r>r,-(2T>..-.+-+(-.)-o:i>,-(-o-, 

'  gli  E  gli  ordinarli  numeri  Euleriani, 
»nsideriamo  ora  il  determinante 

!       TT  -'  o        .  .  .  o 

11  ! 

—r  — r  —  t  .    .    .      O 

3  !  2  ! 

1  _i_  1  j. 

yr  4T  ir  °  1 


.,(0  =  (a«-0>; 


(2n  —  1)!     (2«  —  2)!     (2«  —  4)! 


I     ! 

TT1 


kSCAL,  /  determinanti  ricorrenti  e  le  loro  proprietà  [Rend.  1st.  Lomb.,  serie  II,  t.  XL,  1907]. 
.  Studnicka,  cit. 
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Possiamo  far   vedere  che   questi   ilm  t  sono  i  coefficienti  dello  sviluppo  òdk  » 
gueme  funzione  iperbolica: 

ifTsèahWT.x)        _  *-        (.     a 
V  ;  (i  +  0  ~a»b(YT.x)  ' '  éi*"- W(2«  -  0' 

in  cui  con  sen  6,  cos  A  si  rappresentano  il  seno  e  coseno  iperbolico. 

Infinti,  riducendo  questa  forinola  a  forma    intera  e  sviluppando  in   serie  il  seno  : 
il  coseno  iperbolici,  si  ha  la  relazione 

x      .    txl    .    fx*    .  /  x1         tx*  \/f    X,     ,     ,    X1     ,       \ 

rr  +  yr  +  7!  +  —  -\1-ir^4T* H*'^+*'ìt+'1 

da  cui  si  ha  la  forinola  di  ricorrenza 

r    i  rt  ^  *•- 

^     x        i  *  y\  -  :tr-}  Tau—  Ç  *    T  *«— 7 

OT  ^--l^2W^I>[2!(2w-3)!","4!(2«— 5)P  6!(2«— 7)M  ""+(2n-2)!i!  '  :.- 
e  sviluppando  il  determinante  di  (7)  come  somma  di  prodotti  degli  elementi  dell'i 
linea  pei  loro  complementi,  si  ha  esattamente  la  precedente  (9). 

Con  ciò  è  dimostrata  la  (8),  e  resta  anche  trovato  che  le  ò  soddisfanno  alla  for- 
mula ricorrente 

(.o)*,..,=(2T,)+.-.+(2"r,)'*-.+-+c:-i)'-*.+ 

I  numeri  fi  sono  evidentemente  i  valori  dei  polinomii  <t  per  il  valore  —  1  Wi 
gomento  /,  e  infatti  per  t  =  —  1  il  primo  membro  di  (S)  diventa   precisamente  % 
Accanto  ad  essi  consideriamo  allora  i  valori  dei  polinomii  i  per  /  =  -|-i.  I  numeri 
otteniamo  e  che  indicheremo  con  VM  t  saranno  i  coefficienti  dello  sviluppo  in  serie 
,     v  sen  /; .  x 

K     /  2 —  coshx 

e  li  chiameremo  numeri  pseudo-tangenziali  ;  essi  hanno  delle  proprietà  perfettamente  j»| 
loghe  a  quelle  dei  [i,  e  cioè,  come  questi,   terminano  alternativamente   con  due 
cifre  fisse;  come  questi,  soddisfanno  a  certe  relazioni  di  divisibilità  per  numeri  primi, ö 

Intanto  essi  soddisfanno  alle  relazioni  ricorrenti  [casi  particolari  delle  (io)]* 

(..)^=("r>u-,+("ri)^+-+(»zi)*'-+' 

e  inoltre  introducendo,  come  abbiamo  fatto  nella  Nota  citata,  i  nuovi  nun 
Euleriani  E\  nello  stesso  modo  con  cui  si  deduce  la  (6)  si  ricava  : 

oaiu-(,T,)*~+("T,)^+",+(£-,)*+ 

I  primi  6  numeri  [V  hanno  i  seguenti  valori  : 

p;  =4 

p;  =  46 

p;  =  1114 

K  —  45546 

p;.  =  2883574 


TANGENZIALI.  $6 1 


mdo  presente  la  legge  di  svfluppo  dei  ricorrenti  da  noi  data  nella  Nota  lucci- 

»siamo  dedurre  un'altra  espressione  esplicita  per  i  ß  e  i  ß\ 

ichiamo  con  S^"""0  le  somme,  con  ripetizioni,  dei   coefficienti  polinomiali  del 

2  ti  —  i,  ad  i  indici  di  cui  uno  solo  sia  dispari  e  gli  altri  tutti  pari  maggiori 

e  abbiamo 


( 


hm* 

:  che  si  deducono  come  le  analoghe  per  i   numeri   f,   £'   da   noi  già   ricavate 
a  Nota. 

S  2.  Proprietà  dei  ß'  in  riguardo  alla  divisibilità. 

numeri  ß  hanno  la  proprietà  di  essere  alternativamente  congrui  a  ;fc  i  secondo 
ilo  3;  i  ß'  invece  hanno  la  proprietà  più  semplice  di  essere  tutti  congrui  a.-j-  i 
il  modulo  3.  Giacché  da  (n)  si  ha: 

■« =("r ')«--«)+ -+(::i;)«-')+I  ("!')■ 

a  l'ultimo  sommatorio  è  22n~2  —  i,  divisibile  per  3,  onde,  supposta  che  la  pro- 
da verificata  per  tutti  i  ß'  sino  a  ß'2w_3 ,  resta  verificata  per  $'3H  x . 
generale  abbiamo  dunque,  essendo  la  cosa  verificata   per   i   primi   dei   ß'   già 
i  nel  §  precedente,  che  : 

?;._,  =  1    (mod.  3). 

l'altra  proprietà  la  possiamo  dedurre  dalla  espressione  degli   E'   mediante   i   ß', 
veremo  nel  seguente  modo  : 

:l  §  3  della  Nota  sui  ricorrenti  abbiamo  dimostrata  una  relazione  dalla  quale  in 
are  si  ha  che 


1 

77  -' 

TT  77  —  ' 


•  —  t 


(2W  —  i)!      (2«  -  2)!       (2«  —  4)! 

:         1  1  1  1 

{2n)\         (in  —  i)~!     (2fi-  3)!  "  '  '   77 

Ctrt.  Mattm.  Palermo,  t.  XXIII  (1907).  —  Stampato  il  28  maggio  1907. 
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è  eguale  a  *) 


(2«)r 


1 

IT 
1 


—  t 

1 
Tf 


—  t 


1 
"a! 


(2«)!     (2«  — 2)!     (in  —  4)! 

Di  qui  per  f  =  —  io  per  t  =  -(-  1,  osservando  che  allora  questuiamo  dei 
name  diventa  rispettivamente  i:3H ,  e  £^,  e  sviluppando  il    primo    determinante 
somma  di  prodotti  degli  elementi  dell'ultima  linea  pei  loro  complementi,    si  haa 
formole  : 


(ié) 


^=f[(v)^+(vi^+--+(2;-I)^'} 

da  cui  colle  (2)  e  (11)  rispettivamente  si  hanno  le  altre  (tenendo  conto  di 

,7j£-,.=-L[(2„+1)K..,+(27')K-,+-+e:z;)?;+.]. 

delle  quali  la  prima  si  trova  in  Studnicka,  e  la  seconda  ha,  come  ss 
zione  clic  pel  primo  termine  non  segue  la  legge  degli  altri  termini. 
La  seconda  delle  (17)  per  n  =  2,  3,  .  .  .  dû  : 

(i_3£;)  +  îp;  =  °, 

e  dalle  equazioni  di  questo  quadro  prolungato  sino  a  quella  che  comincia  con  (1- 
eliminando  fìJT  K,  ...  B^_ »  e  risolvendo  la  risultante  rispetto  a  ß^_, ,  si  ha  la  for 

I  — 3F  5  o  o    .  .  ,         0 


(««)  (*;„_,= 


5.7...(2«+l) 


(0      ' 

(0    0 


2«— 1 


0         /2«— 1\       /2n— 1\  /2FÏ  — I 

"-*     (    .     )     (    4    )  •  •  •  U-4 


•)  V.  lu  forinola  (23)  della  mia  Nou  sui  numeri  pseudo-Eukri.mi 
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ì6ì 


Se  invece  le  precedenti  forinole  le  scrìviamo  in  quest'altro  modo: 
(i-3F4  +  2ß;)  +  3ß;  =  o, 

(i-3F6  +  2(ì;)  +  (0fì;  +  5(ì;  =  o, 


Po  stesso  procedimento  otteniamo  : 

3f4-2(ì;-i  3 

3F,-2p;-i        (0 


ß' 


_         (-  I)" 


3.5. ..(2n  — i) 


o 
5 


o 
o 


2»  —  3 


/  Se  2n  —  1  è  primo,  tutti  gli  elementi  dell'ultima  linea  in  questo  determinante, 
pò  il  primo,  sono  divisibili  per  2  n  —  1  ;  il  moltiplicatore  del  primo  nello  sviluppo 
^determinante  è  3.5  ...  (2«  —  3)  non  divisibile  certamente  per  (2«  —  1),  mentre 
F  dovendo  il  primo  membro  essere  un  numero  intero,  tutto  il  determinante  deve 
Ke  divisibile  per  tal  numero;  onde  abbiamo  il  teorema: 
Se  (2n  —  1)  i  numero  primo  =/>,  la  espressione: 

WmnsibiU  per  esso. 

In  modo  simile  scrivendo  le  (12)  per  n  =  2,  3,  ...  sotto  le  forme 
-(p;-i)  +  3F1  =  o, 

-(fi«-O  +  (0F,  +  5F4  =  o, 


o 
5 


o 
o 


I eliminando  fa,  E'4>  ...  E[      9  abbiamo: 

'•-    (0 

r\  /?*       = v i2 j 

J     — *        3-5  ...(211  — 1)1  ,      _  . 

la  questa  collo  stesso  ragionamento  si  ha  : 
Se  2  w  —  1  =  p  ì  numero  primo,  $'p  ì  congruo  ad  1  secondo  il  modulo  p. 

§  3.  Legge  cui  soddisfanno  le  due  ultime  cifre  dei  numeri  ß'. 

I  due  teoremi  che  vogliamo  dimostrare  in  questo  §  sono  i  seguenti: 
I.  /  numeri  $\mm_l  soddisfanno  alle  congruente: 
2)  ?4«-i  —  10(6 m  —  1)  +  4    (mod.  100)    per  m  dispari 
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(23)  $     t  =  io(m  —  1)  -f-  4     (mod.  100)    per  m  pari, 

dot,  V ultima  loro  cifra  i  sempre  4,  e  la  penultima  l  rispettivamente  (seconJocU  mìi] 
spari  0  pari)  eguale  alla  cifra  terminale  dei  numeri  6  m  —  1,  e  m  —  1. 
IL  /  numeri  $'     à  terminano  invece  sempre  con  46,  per  m  >  o: 

(24)  P;„+,  =  46     (mod.  100). 
Dimostriamo  il  teorema  L 
Partendo  dalle  formale  già  da  noi  dimostrate  nella  Nota  soi  numeri  pseudo-Eulemm: 

e  dalla  (13)  scritta  sotto  la  forma: 

»;..,  =  (-,->;.,.,  +  •  ..  +  (;;-;)*;  +  , 

possiamo  scrivere,  trascurando  i  multipli  di  100: 
Intanto  possiamo  scrivere: 


mod.  100) 


(27) 


j  «^£&+,V<— >S(4V,)-SiC 


e  possiamo  mostrare  che  l'ultimo  di  questi  tre   sommatoria  è   divisibile   per  iot  il  ck 
ci  servirà  in  pane  ora,  e  completamente  più  tardi, 

Giacché  nel  §  2  della  Nota  sui  numeri  pseudo-Euleriani  abbiamo  trovato  nnfif 
mola  donde  può  subito  dedursi: 

S'* (44I+ 1)  =  (■  -  OC*4-'  -  (-  0M 21""  4-  2<— ] 

+  «i[a—  «  +  (_i)-2— '  +  2— «  _,]  +  4Cw,_0[2^-l]-4y,/;(4 
e  nducenuo  si  ha 

S'^fr  +  *)  =  (IO'"  -  7>3  2—  +  (-  I)- 2J-  -  5  m  +  2M, 

essendo  M  un  numero  intero.  Di  qui  si  deduce  che 

(28)  *>j4m  +  2> 

t  pari  0  dispari  secondochi  h  è  m. 
Ma 


) 


&{sìi)+pr<v 


I  NUOVI  WUMEftl  PSEUDO-TANGENZIALI.  3^5 

Avendo  dimostrato  nella  Nota  citata  che  il  sommatorio  del  secondo  membro  [che 
(28)]  è  divisibile  per  5,  dalla  (29)  risulta  che  lo  è  anche  il  primo  membro  della 
l  stessa,  e,  combinando  con  teorema  precedente,  risulta  anche  che  il  primo  membro 
k  ogni  caso  sempre  pari. 

Abbiamo  quindi  il  lemma: 

TI  sommatorio 

>  p(4\ì2) 

tmpre  divisibile  per  io. 

Tornando  ora  alle  (26),  (27)  possiamo  scrivere  (tenendo   conto  dei  valori  delle 
rane  di  coefficienti  binomiali  calcolate  nella  Nota  citata): 

^^24-_(_I)--».3.2^-«_6]^IO(m__  I)[24«-4_j_(_  1)— I22m-a-f24m-5](mod.ioo) 
lenendo  conto  delle  congruenze  (risultanti  facilmente  dalla  tabella  dei  resti  delle  po- 
ne di  2  (mod.  100),  inserita  nella  stessa  Nota): 

ì  l      24W  =  40  m  -}-  76  \ 

U4«+«  ==80*1  +  52/    ,       .         . 

(0  {   «+,       e         \         1    Cmod-  I0°) 

1  2*m+2  =  6om-f-4    l 

|  (24^3  =  2om  +  8    ) 

/  22m-2  ^  jo  w  _j.  44        (m  =  pari)      \ 

i  x  1  ==  20  m  +  56         (m  =  dispari)  f     ,       ,  N 

«  a— -io»  +  88        (m  =  Pari)  ^  '^ 

\  =  40  m  -}-  12        (m  =  dispari)  / 

Hämo  facilmente 

)  fr-  "  I0£  "  °  +  4      <m = T1 ,  ì  (™d-  Io°); 

"  |^|Sio(6»-i)  +  4        (m  =  rfi5^n)J     V  » 

:on  ciò  è  dimostrata  la  prima  parte  del  nostro  assunto. 

Dimostriamo  ora  il  teorema  H. 

Applicando   alla  (13)  per  in  —  1  =  4m  -f-  1  le  (25),  e  trascurando  i  multipli 
100,  possiamo  scrivere: 

/4"»+i\_/     4»»    \    ,    /     4'»    \ 

/*m-\-i\_Um  +  2\  _  /4W+  i\ 
V4*  +  3/~\4*  +  4/       \4*  +  4; 

_/4"»  +  2\_/       4m       \   _/       4OT      \ 

-V4Ä  +  4/       \4*  +  4/       \4h-\-3) 
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si  ha  : 

rîcN         /4'"+  i\  __L/4'«  + 2\    ,    _L/      4'»     \     _J_(     4"'    \ 

U5J       \4b  +  })~  2  V4>'  +  4'~t~  a  I4H2/"    2  U*  +  4/ 

Servendosi  di  questa  forinola  e  osservando  che 

r<'(4;:î;)=î<*-'K4"'4n 

=,±K4",4l2)-^--o 

e  che  il  primo  termine  del  secondo  membro  è,  per  quanto  abbiamo  dimostrato,  <&» 
bile  per  io,  mentre  24W —  1  è  dispari  divisibile  per  y,  possiamo  scrivere: 

+  I0  (m  2   2)  X  (44i )  +  I0O  —O+50        (mod.  100) 

e  tenendo  conto  dei  valori  delle  somme  di  coefficienti  binomiali  calcolate  nella  succiuo 
Nota,  abbiamo  da  (34)  : 

^_,S2*-+6[2^--K-l)-2i—  -I] 

+20(w— l)^4™-— (— i)"^"-1] 

-iO»—  1X2""**— (— 1)"2"-']  (mo 

+j(»»— 2)[24"'-,-f<—  l)"2s"-1  —  2]+I0(«I  — 1)+50 

=—  aj.2*"-'-f<—  i)'"ii.2ï""1+iom[24"— (_i)*"2,"-,]-fi4 
e  di  qui  si  ha  per  m  pari: 
ßU+i  = —  29[6om  —  56]  +  io»i[4om  +  76]  +  54+  [i  i  —  iom][iom  +  88]  (mod.  ioo 

=  —  50  m  +  46 

=  46        (essendo  »<  pari); 
e  per  m  dispari  maggiore  di  1  : 
K>»*>  ss—  29[6om  —  56]  +  io/«[4om  +  763  +  54  —  [n  —  lowborn  +  1 2]  (mod.  M 

=  46. 

Per  m  =  i  si  calcola  poi  immediatamente  ß'  =  46,  onde  possiamo  dire  che  i 
ógni  caso}  per  m  >  o: 

(37)  ^  —  46         (mod.  100) 

e  con  ciò  è  dimostrato  il  teorema  li. 


Milano,  aprile  1907. 


Ern  esto  Pasc/ 


BEMERKUNGEN  ZU  EINER  ARBEIT  DES  HERRN  V.  FURLAN. 

Von   Edmund    Landau   (Berlin). 


AJutuni.i    Jcl    ?K  Iprite    1907, 


Fur  lax  hat  im  Band  XVIII  der  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik  ') 

rit   veröffentlicht,  welche  den  Titel  führt  :  «  Über    das   Mertews* sehe    Postulat 

j/w  *.  Diese  Arbeit,  welche  an  meine  Untersuchungen  über  analytische  Ideal- 

anknüpft,  lässt  sich  kurz  so  charakterisieren:  Der  Verfasser  gelangt  durch  falsche 

lung  der  Grundbegriffe  der    Analysis    und    der    Ideahheorie  —  und    nur    unter 

le  der  Richtigkeit  eines  von  ihm  willkürlich  aufgestellten  Postulates  —  zu  einem 

Resultat,  ohne  zu  bemerken,  dass  dies  Resultat  in  einer  Abhandlung  von  mir, 

er  überdies  zitiert,  aufrichtigem  Wege  —  und  ohne  Annahme  eines  Postulates  — 

worden  ist.  Um  diese  Kritik  zu  begründen,  werde   ich    über   den   Inhalt   der 

ausführlich  Bericht  erstatten.  Meine  Entgegnung  ist  langer  als  jene  Arbeit  selbst; 

mir  nämlich  daran,  die  analytische  Idealtheorie,  zu  deren  Klärung  ich  vieles  bei- 

zu  haben  meine,  in  keinem  Punkte  verdunkeln  zu  lassen. 

Mertens  hatte  in  einer  bekannten  Arbeit  a)  untersucht,  welche  Folgerungen 

»ter  der  Annahme  ergeben  würden  ;  «  Es  ist  für  n  >  1 

K'OI  <  V". 

t)  die  bekannte  zahlentheoreti^cliL   Funktion  bezeichnet  und 

H 

*(")  =  ZK«) 

E    1 

ist  n.  Ich  verdanke  dem  Studium  der  grundlegenden  MERTHKs'schen  Arbeiten  im 
der  analytischen  Zahlentheoric  ausserordentlich  viel.  Auch   die  genannte  Arbeit, 
durch  Einführung  eines  Postulates  von  den   übrigen  unterscheidet,  ist  von  In- 
da das  Postulat  innerhalb  weiter  Grenzen  verifiziert  wurde,  und  da  die  Folge- 
aus ihm  im  Einklang  mit  anderen  älteren  Vermutungen  stehen.  Herr  Mertens 


Wien,   r907< 

Über  um  labUntheoreiische  Funktion  [Sitzungsberichte  der  Kaiser!.  Akademie  der  Wissenschaften 

mathenL-naturw.  Klasse,  Bd.  CVI,  Abt.  IIa  (1897),  S.  761-830]. 
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zeigte  u.  a>,  dass  unter  jener  Annahme  (i) 


.4ï  M 


ist.  Übrigens  habe  ich  später  5)  die  Richtigkeit  dieser  schon    von    Möbius   verm 
Gleichung  (2)   bewiesen,   während    die    Entscheidung   über    die   Richtigkeit  oder 
richtigkeit  von  (1)  auch  heute  noch  in  weiter  Ferne  zu  liegen  scheint.  Herrn  fl 
Aussage,  es  sei  bisher  nicht  gelungen,  die  Gleichung  (2)  zu  beweisen,  ohne 
neueren  Untersuchungen  der  Herren  Hadamard  und  de  la  Vallée  Pol 
RiEMANN'sche  Ç-Funkrion  Gebrauch  zu  machen,  ist  unrichtig.    Mein    erster 
von  (2)  aus  dem  Jahre  1899  stützte  sich  zwar  noch  auf  jene  hochbedeutem 
suchungen;  mein  zweiter  Beweis  s)  vom  Jahre   1903    benutzt   aber   nur   meine 
cheren  Hiîfsbetrachtuogen  über  die  T- Funktion  und  ist  von  den  Resultaten  der 
Hadamard  und  de  la  Vallee  Poussin  über  die  Existenz  und  Verteilung  der  Nu 
von  Ç(s)  unabhängig.  Ich  habe  nicht  einmal  davon  Gebrauch    gemacht,    dass  £ 
der  ganzen  Ebene  existiert.  Dies  ist  bei  meinen  Arbeiten  der  springende  Punkt; 
in  der  Theorie  des  beliebigen  algebraischen  Zahìkorpers  x  vom  Grade  k  ist  au: 
über  die  Fortsetzbarkcit  der  zugehörigen    Funktion    XXs)    nuT    bekannt,    dass 
Punkte  s  =  1  einen  Pol  erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  %  hat  (wo  at  eine  dure 

Kftrper  w^hlbestimmte  positive  Konstante  ist)  und  sonst  für  ^R  CO  >  l  *-■ 

ist.  Meine  Methoden  sind  bis  jetzt  die  einzigen,  welche  zu  dem  Ziele    führen, 
weisen,  dass 

^  (i.(0  log  Ni  _       ± 


0) 


ist.    Hierbei  bezeichnet    p($)    diejenige    idealtheoretische    Funktion,    welche  dure 
Festsetzung  erklärt  ist: 

p.(t)  as  1  für  das  Einheitsideal, 

jjl(i)  ss  ( —  %y  für  ein  quadratfreies,  aus  p  Primidealen  zusammengesetztes 

*j.  (t)  es  o  für  ein  nicht  quadratfreies  Ideal  ; 
Ni  bedeutet  die  Norm  von  i,  und  in  der  Summe  auf  der  linken    Seite  von  (j 
die  Ideale  nach  wachsenden  Normen  zu  ordnen,  wobei  die  Reihenfolge  der  Ida 
gleicher  Norm  unerheblich  ist. 

Nun  zur  Arbeit  des  Herrn  Furlan  !  Dieselbe  setzt  sich  das  Ziel,  die  G!ei 
elementar,  d.  b.  ohne  Heranziehung  der  Funktion  ^(j)  zu  beweisen,  wenn   dl 


')  Contribution  à  la  théorie  de  la  function  Ç(f)  de  Riemànn  [Comptes  rendus  hebdonudur 
seances  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  Bd.  CXXIX  (1899),  S,  812-815];  ein  zweiter  Bewd 
in  meiner  Arbeit:  Ober  die  lahk  nth  c  or  e  tischt  Funktion  \i.(k)  [Sitzungsberichte  der  KaiserL  Abdcm 
Wissenschaften  in  Wien,  mathcm.-naturw,  Klasse,  Bd.  CXII,  Abt,  IIa  (1905),  S.    5 57-570]. 

4)  Siche  Anni.  3. 

s)  Siehe  Anm.  3. 
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jnJe  gelegt  wird, 


*(*)  —  X  KO 


ist   *).  Dies  Postulat,  das  er  einführt,  um  daraus  Bekanntes    zu    folgern,  wäre 
rosser   Tragweite,  da  aus  ihm  die  Existenz  und  das  Nichtversch winden  von  £>,(.*) 
($)  >  -j  folgen   würde.   Im   Gegensatz   zum   MnRTExs'schcn   Postulat  sprechen 
rlei  heuristische  Gründe  für  die  Richtigkeit  des  Postulâtes,  und  sein  Er6nder 
cii  Einfuhrung  durch  keinerlei  numerische  Verifikationen  an  speziellen  Körpers 
die  Richtigkeit  des  Postulates  spricht    die    Tatsache,    dass  man    nur   die 
der  Theorie  der  Ideale  zu    kennen    braucht,    um  einzusehen,  dass  es    keine 
rine  Giltigkek  haben  kann.  Z.  B.  gibt  es  quadratische    Körper,    in    welchen   die 
2  und  3  in  je  zwei  verschiedene  Primideale  ersten  Grades  zerfallen,  sodass  für 
Körper 

<3)  =  -3 
will  daher  im    folgenden    die    No.    1    der    Arbeit    so    auslegen,    dass    sie    die 
stellt,  zu  zeigen  :   0  Wenn  ein  Körper  die  Eigenschaft  hat,  dass    (4)   gilt,   so 
daraus  (3)  elementar  ableiten  ». 
(4)  folgt  leicht  die  Konvergenz  der  Reihe 

«  p(t)hgNi 

-     ~NT     ■ 

Herr  Furlan  in  No.  2  fast  richtig  erkennt. 

Er  bemerkt  nun  am  Anfang  der  No.  3  mit  Recht,  dass  aus 

è    Ni'  --£(*) 

Q  die  Gleichung  (3)  leichi  folgt,  nachdem  einmal  die  Kon- 

(5)  feststeht.  «  Aber  es  soll  eben  gezeigt  werden,  dass  die  Annahme  des 

chen  Postulates  die  Theorie  der  ^-Funktion  ganz  entbehrlich  macht»  7), 

Sein  Ziel  ist  also,  aus  der  Konvergenz  von  Q)  und  dem   Postulat  (4)  die  Glei- 

(3)   elementar    herzuleiten.    Wenn   Herr   Furlan    den   §    5    meiner    Arbeit   *) 

den  Zusammenhang  einiget   neuerer  Slitte  der  analytischen  Zahlenlheorie  w%  welche 

schon  auf  seiner  ersten  Zeile  zitiert,  gelesen  hätte,  so  würde    er   wissen,    dass   ich 


*)  D.  lì.  die  Variable  1  durchläuft  alle  Ideale,  deren  Norm  Z^  «  ist. 

*)  Hierzu  bemerke  ich  übrigens,  dass  bei    jenen    Sterigkeitsbetractatmigcn   die    Kîgensdialtcn 

für  komplexes  Argument  nicht  zur  Anwendung  kamen,  sondern  nur  gewisse    fDr    riiBl    K 
cn. 
*)  Sitzungsberichte  der  Kaiser!.  Alademie  der  Wissenschaften  in    Wien,  in.tthcni.-n.iuaw.   I 

Abt    IIa  (le*  6)2,   I      kommt  insbesondere  S.  623,  Zeile  6  v.  u.  bis  S.  624,  Zcde  \ 

L  Gir*.  Jl*ttt».  fmltrm*)  t    XXU1  Oyu7).  —  Sumpatü  il  4  giugno  1907, 


dort  u.  a.  elementar  (d.  h.  ohne  auch  nur  die  reelle  Variable  s  einzuführen,  also  j 

im  Sinn  seines  Desideratums)  gezeigt  habe,  dass  aus  der  Konvergenz 

chung  (3)  folgt,  und  zwar  ohne  irgend  ein  Postulat  dabei  zu  Grunde  zu  legen. 

Nunmehr  gehe  ich  dazu  über*  den  «  Beweis  »  des  Herrn  Furlan  zu  bek 
Er  will  zeigen,  «  dass  die  Grundlagen  des  MERTENs'schen  Beweises  auch  im  allgei 
Falle  richtig  sind  ». 

Er  beginnt  damit,  folgende  Identität  auszusprechen,  in   welcher  eine  beliebige  Mi 
theoretische  Funktion  »(f)  auftritt: 


(6) 


<«  wo  sich  links  die  Summe  über  alle  Teiler  S  der  Ideale,  deren  Norm  ^  t  ist  1 
und  rechts  E(x)  nach  Legendre  die  grösste  in  a  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet  1. E 
muss  zunächst  links  ü(J),  rechts  u(i)  heissen  [oder  u  müsste  als  zahlentheorei 
nicht  idealthcoretischc  Funktion  definiert  sein].  Für  jeden  vom  Körper  der  rati 
Zahlen  verschiedenen  Korper  ist  überdies  die  Identität  (6),  im  Sinne  des  Verta | 
aufgefasst,  falsch;  sie  ist  nur  richtig,  wenn  E(x)  die  Anzahl  der  Ideale  des  Körp 
bezeichnet,  deren  Norm  £x  ist.  Herr  Furlan  hat  aus  den  von  ihm  zitierten  Arida  | 
von  Herrn  Poincaré  ,0)  und  mir  M)  einige  Formeln  übernommen,  ohne  auch 
ihren  Sinn  zu  verstehen;  selbstverständlich  sagt  Herr  Poincaré  ia)  genau,  was  ff 
unter  E(x)  versteht,  und  ich  M)  sage,  was  ich  unter  [x]  verstehe.  Das  Merkwürdig* 
ist,  dass  Herr  Furlan  seine   falsche  Identität  (6)  noch  beweist  :  «  In  der  Tat  kann 

links  jedes  Glied  von  der  Form  p(Ni)  M)  ebenso  oft  vor  als  eben  EÌ    '    | 

Hier  hatte  er  doch  merken  müssen,  was  E(x)  zu  bedeuten  hat.  Man  braucht  & 
nicht  einmal  zu  wissen,  was  die  Worte  «  Ideal  »  und  «  Norm  »  besagen.  DesVcrfcsw 
ideal  theoretische  Fehlschlüsse  müssen  von  jedem  bemerkt  werden,  der  nur 
wenigstens  aus  den  bekannten  Formeln  herausliest  :  «  Ideale  sind  Dinge,  die  aus  | 
von  ihnen,  welche  Primideale  heissen,  eindeutig  zusammengesetzt  sind;  zu  jeder 
ti ven  ganzen  Zahl  n  gibt  es  endlich  viele  (eventuell  o)  Ideale,  deren  Norm  n  j 
wird,  und  es  ist 


*)  Bei  den  beiden  Anwendungen,  die  Herr  Furlan  von  (6)  tmchu    hat    uii)    wirkîi 
Ideale  gleicher  Norm  denselben  Wert. 

lM)  Extension  aux  nombres  premiers  complexes  des  thterkwts  dt  li.  Tciubicheff  rjoumaNc^ 
manques  pures  et  appliquées,  Ser.  IVT  Bd.  VIII  (18,2),  S.  25-68]. 

n)  Über  die  \u  einem  algebraischen  Zahlkôipa  gehörige  Zctafunktioti  und  die  Ausdehnung  for  f# 
üY-CHEf%  sc  hen  Prîm\ahlentheorie  auf  das  Pt  i'erteììung    der    Primi dealt    [Journal  far  àk 

und  angewandte  Mathematik,  Bd.  t  XXV  (1903),  S.  64-188]. 

,a)  L  c.t  S.  48. 

■J)  1.  c*,  S,  114,  Ich  verstehe  unter  fxj  die  Anzahl  der  Ideale,  deren  Norm  ^x   ist,  *ko 
wa*  in  (6)  E(x)  wirklich  bedeuten  soll. 

M)  Lies  |i(t> 
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Für 

Bit  nun  der  Verfasser  die  bekannte  Relation  Z5) 

ner  gelangt  er  für 

.  u(Nt)  ,6)  =  log  Ni 

I  Hufe  der  falschen  Hilfsbetrachtung  «  dann  ist  für  jedes  Primideal,  bezw.  für  jede 
Benz  eines  Primideals 

Z  K*)  log  N%  =  —  Iog  Ni  »  I7) 

zufällig  —  bei  richtiger  Bedeutung  von  E(x)  —  richtigen  Formel 

6(0=  X  vlogiV/)  l8) 

ist  und  hierin  v  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  Np  ist,   welche  ^  t 
ftrährend  p  alle  Primideale  durchläuft,  deren  Norm  ^  t  ist. 
Nunmehr  verwechselt  Herr  Furlan  die  Funktion  b  (t)  mit  der  Summe  der  Loga- 
der Normen  aller  Ideale,  deren  Norm  ^.t  ist,  und  er  schreibt  Herrn  Poincaré 
Formel  zu  : 

e(0  =  ^iog^(£(xL)  +  B(sL)  +  ...); 

muss  dafür  links    £  logJWi   stehen,   d.  h.    die  Funktion,    welche    er  zwei  Zeilen 

als  log{/}!  definiert  '>). 
Aus  der  PoiNCARÉ'schen  Identität  schliesst  er 


®(0  +  e(-f)  +  e(y)+-+e(T)=W 


nd   sagt   dazu:    «Diese  Formel  entspricht  ganz  der  bekannten   TscHEBiscHEF'schen 
wmel  ».  Statt  dessen  muss  es  in  (8)  rechts  log{f}!  heissen,  links 

tun  kommt  eine  richtige,  aber  durch  Herrn  Poincaré  bekannte  2°)  Identität  heraus. 


'*)  Er  zitiert  auch  richtig  S.  118  meiner  genannten  Arbeit. 
x6)  Lies  u(i). 

*7)  Dies  ist  nur  für  Primideale  richtig;    für    Primidealpotenzen  i  =  pP  muss  es  rechts  —  log  Np 
issen. 

|S)  0(*)  ist  also  die  auf  S.  119  meiner  Arbeit  mit  <{/(*)  bezeichnete  Funktion. 

'*)  log{x  $1  ist  das  T(x)  in  meiner  Arbeit  (S.  114). 

2°)  Vergi.  S.  51  der  PoiNCARÉ'schen  und  S.  120  meiner  Arbeit. 
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Ein  blosser  Blick  auf  die  Titel  der  in  Anni,  io  und  n  genannten  Arbeiten  von 
Poincaré  und  mir  hätte  doch  Herrn  Furlan  vermuten  lassen  müssen,  dass  da: 
logon  zur  TscHEBYSCHEF'schen  Formel  schon  bekannt  ist 

Ich  komme  nun  zu  dem  analytischen,  vom  Bisherigen  unabhängigen  Teil  der 
in  welchem  es  sich  darum  handelt,  \t\\  asymptotisch  auszuwerten.  Zu  diesem 
beweist  der  Verfasser,  von  der  WEBER'schen  Gleichung 


(9) 


IFoo  =  «/  +  o(ri) 


. 


[wo  F{n)  die  Anzahl  der  Ideale  mit  der  Norm  n  ist]  ausgehend,  zunächst  un« 
lieh  überflüssiger  Heranziehung  eines  neueren  (übrigens  unrichtigen)  allgemeinen 
wertsatzes  von  Herrn  Bortolotti,  dass 


lim 


tog(tl) 


(io) 

ist;  andererseits  ist  bekanntlich 

(n)  log  (*!)  =  I  log  /  —  /  +  0(log  t\ 

Die  Vorstellungen,  welche  Herr  Furlan  vom  Begriff  des  Limes  hat,  gestatten  ï 
(io)  und  (ii)  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  «  bis  auf  Crossen  von  der  Ordnui 

(12) 


log 


KtMtN 


ist.  Er  macht  also,  um  es  unabhängig  von  der  speziellen    Bedeutung  der  vorli 
Funktionen  darzustellen,  den  Fchlschluss,  dass  er  aus 


lim^)=« 

•-  KO 

gQ)  =  thgt-t  +  O(log0 
f(t)  =  a  t  log  t  —  a  t  +  Ö(log  t) 
ist,  während  man  doch  nur  das  Recht  hat, 


und 
schliesst,  dass 


lim 


/(Q  - 
FEgi 


zu  schliesscn.  Wäre  es  übrigens  erlaubt,  (13)  zu  folgern,  so  müsste  trotzdem 
rechten  Seite  von  (12)  «  im  Zahler  statt  im  Nenner  stehen  ai);  für  den  Kör] 

rationalen  Zahlen  ist  zufällig 

1 
m 

Übrigens  hätte  der  Verfasser  aus  S.  115-116  meiner  in  Anm.   11  ziriertei 


ai)   Denn   (a  t  log i  —  a  i)  —  2  I  ä log  —  —  a I  =  a  t  log  2. 
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■ED  können,  dass  aus  (9)  mit  Leichtigkeit  durch  partielle  Summation  die  Relation 

l  \og\t\l  =  *t\ogt— *t+ 0(t    Mogf) 

die  Anwendung  des  BoRTOLorri'schen  Satzes  ergibt  nur 

I-00     tiOgt 

Es  sei  noch  folgendes  erwähnt.  Der  Verfasser  glaubt   bewiesen   zu   haben,   dass 
ch 

log\t\\  =  xlogfi^  +  cLtlogt  —  *'  +  a-~-log'+T~7 

1  eine  Formel,  welche  ganz  der  STiRLiNG'schen  entspricht  »,   und  er  hat  nicht  be- 

dass  hieraus  leicht  die  Fortsetzbarkeit  von  £„(5)  über  die  Gerade  |£(j)=  1 j- 

also  ein  wichtiger  neuer  Satz  folgen  würde  "). 
I Nachdem  nun  Herr  Furlan  die  Relationen  (7),  (8)  und  (12)   «bewiesen»  hat, 
man  erwarten,  dass  die  eigentliche  Untersuchung  beginnt  und  dass  er  die  Mer- 
fochen  Schlüsse  Schritt  für  Schritt  durchgeht  und  für  den  beliebigen  Zahlkörper 
aert.   Bei  diesem   eigentlichen   Beweise  seiner  Behauptung  vermag  ich  ihm 
Fehlschluss  mehr  nachzuweisen;  denn  auf  die  Formel  (12)  folgen  unvermittelt 
'Worte:  «  woraus  mit  Herrn  Mertens  sofort 

^-  (A  (i)  log  Ni  _    1 

kddossen  werden  kann  »,  und  Herrn  Furlan's  Arbeit  ist  zu  Ende. 
Berlin,  den  23ten  April  1907. 

Edmund  Landau. 


")  Das  «Postulat»  hatte  er  nämlich  beim  «Beweise»  von  (14)  nicht  angewendet. 
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STUDIO  SUI  POTENZIALI  LOGARITMICI  DI  STRATO  LINEARE 
SEMPLICE  E  DOPPIO,  E  DELLE  LORO  DERIVATE  PRIME 

Memoria  di  Giuseppe  Pucci  ano  (S.  Demetrio  Corone). 


Adulala  dt\  jS  aprile  1907* 


§  1.  —  Potenziale  logarìtmico  di  strato  lineare  semplice. 

In  questo  paragrafo  esponiamo  rapidamente  le  proprietà  del  potenziale  logaritmico  I 
strato  lineare  semplice,  avvertendo  fin  da  ora  che  di  esse  ci  varremo  per  lo  studio 
Emite  delle  derivate  prime  dello  stesso  potenziale  nei  punti  carichi  di  massa.  Pot 
rimandare  lo  studioso  alle  Teorie  sul  potenziale  logaritmico  di  A.  Harnack  o  di  Oil 
mann,  etc.,  ma  per  qualche  considerazione  clic  dobbiamo  fare  preferiamo  un  rapido  svi- 
luppo dell'argomento. 

Rispetto  ad  un  sistema  di  due  assi  cartesiani  siano  a,  b  le  coordinate  dei  putiti  di 
una  linea  piana  s;  x9  y  le  coordinate  di  un  punto  generico  0  del  piano,  ed  r  la  distami, 
considerata  sempre  positiva,  del  punto  0  dai  punti  della  linea  s  :  il  senso  positivo  delle 
rotazioni  angolari  nel  piano  sia  quello  in  cui  k  direzione  positiva  dell'asse  delle  ascisse 
debba  rotare  di  un  angolo  retto  per  coincidere  con  la  direzione  positiva  del 
ordinate.  Se  <r  rappresenta  un  arco  generico  della  i,  a  partire  da  un'origine  P,  e  sell 
funzione  di  u,  gaì  è  atta  all'integrazione  definita,  la 


r(^y)  =  f 


fa- l°g 


è  potenziale  logaritmica  di  strato  lineare  semplice,  Esso  è  funzione  monodxoma,  finita  e 
derivabile,  sotto  il  segno  d'integrazione,  un  numero  qualunque  di  volte,  in  tutti  i  punii 
del  piano  non  appartenenti  alla  s:  in  tali  puu ti  soddisfa  inoltre  all'equazione  differenziale 
di  Laplace. 

Indichiamo  con  Vt  il  limite  di  F(x,  y),  quando  il  punto  0  =  (x,  y)  si  awieifla 
in  un  modo  qualunque  al  punto  P.  Per  asserire  l'esistenza  di  tal  limite  dobbiamo  fut 
le  seguenti  due  ipotesi  : 

iÄ  la  linea  s  non  deve  avere  nell'intorno  di  P  un  numero  infinito  di  ondulazioni; 

2*  la  g^  deve  esser  finita  nell'intorno  di  P. 

Allora  stacchiamo  dalla  s  una  parte  so ,  che  contenga  P  e  sia  tutu  compresa  udii 
prima  ondulazione  della  s  e  nell'intorno  di  P  in  cui  ga  è  finita. 
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?7S 


mtamo 


*a  =  ',  > 


Allora  è 


ha 


r(xy)-r(v,  v)+  ). 

no  con   Fj    il  limite  di   f\  (xy\  quando  il  punto   0  =  (*))  tende  a  P. —  Me- 
movimcnto  degli  assi  coordinati,  possiamo  considerare  il  punto  0  =  (x,  j)  come 
e  Tasse  delle  ascisse  disposto  in  modo  che  sia  ri  soddisfatte  le  seguenti  condizioni  : 
nessuna  tangente  dell'arco  so  deve  essere  perpendicolare  all'asse  delle  ascisse; 
2*  percorrendo  sempre  in  un  verso  l'arco  5o,  l'ascisse  de'  suoi  punti  devono  o  sem- 
re  o  sempre  decrescere. 

l'elemento  de  =  |A  _|_  f  i_\  ,da;  l'elemento  dOj  percorrendo  5o,  od 

positivo  od  è  sempre  negativo,  e  -t-    ê  quantità    finita.    Se    da    è   negativo, 
il  senso  dell'integrazione,  sarà  da  posirivo;  quindi,  se  G  è  il  massimo  valor 

dì  g79  e  T  il  massimo  valor  assoluto  di    1/  i  -(-  i  jt—  1  ,  si 

1^.(^)1  ^gt.  Aog-J- 

ìicchè,  per  jo  abbastanza  piccolo,  ed  in  un  conveniente  intorno  di  P,  si  ha 

\K(*y)\<G.T.f  log  ±. da. 

Allora,  scelto  t  piccolo  ad  arbitrio,  si  può  determinare  un  arco  5o  ed  un  intorno  del 
P  in  modo  che  sia 

Tale  proprietà  è  sufficiente  per  asserire  l'esistenza  di   F   e  l'uguaglianza 

*t-i 

aale  indica  che  il  valore  di  V(xy)  nel  punto  P  e  il  limite  dei  valori  di  V(xy) 
do  il  punto  O  =  (jc,  _)')  tende  a  P  in  un  modo  qualunque. 

Osservazione. —  Si  noti  che  la  |  Vo  {xy)\  <<  t  è  vera  anche  quando  il  punto  P 
ide  con  un  estremo  della  $,  perciò  l'esistenza  di  F  e  la  (i)  sono  vere  anche  negli 
ni  della  $. 


.da. 


§  2,  —  Potenziale  logaritmico  di  strato  lineare  doppio. 

Sia  A  ti  primo  e  B  l'ultimo  estremo  della  5,  nel  senso  positivo  degli  archi  t.  L'ele- 

►o  positivo  d*s  individua,  in  ogni  punto  della  j,  una  direzione  f,  che  diremo  positiva, 

Sa  tangente  alla  s,  Sia  n  quella  direzione  della  normale,  che  verifica  la  (tti)  —  -^ . 


i 
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Se  mgJ  funzione  dell'arco  gj  è  atta  all'integrazione  definita,  la 


W 


w-/ 


dlog 


mm 


dn 


in  cui  la  derivazione  rispetto  ad  »  è  eseguibile  sulla  j,  è  potenziale  hgaritrts 

strato  Untare,  Esso  e  funzione  monodroma,  finita,  derivabile  un  numero  qualunque  i 

volte,  ed  armonica,  nei  punti  del  piano,  che  non  appartengono  alla  s. 

Prima  di  occuparci  del  limite  di   W{xy\  quando  il  punto  O  =^  (xy)  tende  il 
modo  qualunque  al  punto  P,  dobbiamo  stabilire  alcune  formule  preliminari. 

Osservazione  L  —  Le  funzioni 

b-y 


8  =  arc  tag 


a  —  x 


log 


log 


sono  associate. 

Osservazione  II.  —  Se  (rs ,  «t)  ed  (r, ,  n2)  indicano  i  valori  di  r  e  le  direzioni  • 
delle  normali  rispettivamente  negli  estremi  A  e  5  della  $y  la  funzione 


»cq»-./£.*-.=fcsï-! 


è  monodroma,  finita,  derivabile  ed  armonica,  in  tutto  il  piano,  esclusi  i  punti  A  e 

Osservazione  III,  —  Se  P  non  è  estremo  della  j,  l'angolo  formato  dalla  i 
positiva  della  tangente  a  destra  con  la  direzione  negativa  della  tangente    a   sinistri  i 
punto  P  venga  indicato  da  i,  e  sia  e  l'angolo  replementare.  Si  consideri  la  funzione 

Siano  f/v  il  valore  di  (*(xj)  nel  punto  P,  (jl.c  il  lìmite  di  [*(*  v)  quando  O^W 
si  avvicina  a  P  movendosi  in  un  modo  qualunque  entro  l'angolo  t,  e    pv  il   ! 
{*(*,  v)  quando  0  si  avvicina  a  P  movendosi  in  un  modo  qualunque  entro  Tangolot| 
Si  ha 

H  =  fc  +  *> 

K  =  Pc  —  h 

fc>  —  |*«  =    **• 

Se  P  coincide  con  l'estremo  A,  sia  «  il  minimo  angolo  positivo  formato  dalli  h  I 
rezione  positiva  della  tangente  in  A  col  raggio  generico  p,  uscente  da  A.  Se  jjl  i  ü  ^  | 
unte  di  |a(xj)  quando  0  si  avvicina  a  P  sul  raggio  p,  si  ha 

IV  —  fc  +  *—  v 

Il  valore  di  [a     varia  col  raggio  p.  Se  è  p'  il  raggio  opposto  a  p,  edè«p< 
ha  %  r  =  %   -J-  tu,  e  quindi 

fy«  — P.  — V 

tv  —  tv  =  *< 
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^Sc  P  coincide  con  5,  sia  ßp  il  minimo  angolo,  minore  di  tc  in  valore  assoluto,  for- 
m  dalla  direzione  negativa  della  tangente  in  B  col  raggio  p',  uscente  da  5,  opposto 
g  si  ha 

valore  di  \l^  varia  col  raggio  p.  Se  è  ßp  positivo,  si  ha  ß0,  =  —  (w  —  a  )  e  quindi 

fV<  =  fc  —  (*  —  Pp)f 

fV  —  IV  =  *• 
BRVAZIONE  IV.  —  Si  consideri  la  funzione 

Se  e,  e  u,  sono  i  valori  di  <r  relativi  rispettivamente  ad  A  e  B,  si  ha 
,     N  cos  (r,n,)  cos(r.»_)  ,     . 

Adottiamo  simboli  analoghi  a  quelli  dell'osservazione  precedente.  Se  P  non  è  estremo 
j,  si  ha 

v«  =  \  —  e> 

v«  =  \  +  '*» 
vjt  —  v„  =  —  2%. 

j.  Se  P  coincide  con  A,  è  «r,  =  o  fuori  del  limite;  perciò  si  ha 
Se  P  coincide  con  5,  è  <j2  =  o  fuori  del  limite  ;  perciò  si  ha 


V 


■.  =  \  +  «  -  Pp 


Osservazione  V.  —  Se  P  non  coincide  con  A  o  5,  consideriamo  nell'angolo  * 
m  raggio  p,  che  formi  con  la  direzione  positiva  della  tangente  a  destra,  in  P,  un  an- 
tob  e,  piccolo  a  piacere  ma  non  nullo,  ed  un  raggio  pI ,  simmetrico  di  p  rispetto  alla 
natrice  dell'angolo  i.  Se  la  s  non  ha  nell'intorno  di  P  un  numero  infinito  di.ondu- 
fetoni,  possiamo  staccarne  un  arco  so ,  abbastanza  piccolo,  che  contenga  internamente  P, 
che  abbia  con  le  rette  dei  raggi  p  e  pf  solo  il  punto  P  in  comune.  Se  0  =  (xy}, 
stinto  da  P,  appartiene  all'angolo  (pp,),  inclusi  i  lati,   e    se    M  =  (a,  b),    su    5o,   è 

remo  del  raggio  vettore  r,  uscente  da  0,  e  dell'arco  <j,  di  origine  P,  il  rapporto  — , 

andò   O  resta  fisso,  varia  con  M,  ed  è  nullo  quando  M  coincide  con  P,   qualunque 

O.  Quindi  il  massimo  valor  assoluto  di  — ,  se  esiste,  corrisponde  ad  una  posizione 
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di  M  distinta  da  P,  quantunque  tale  posizione,  al  variare  di  O  possa  anc  I 

indefinitamente  a  P.  D'altra  parte  per  ogni  punto  0,  interno  all'angolo  e  :  .  I 

terminare  convenientemente,  sopra  uno  dei  lati  pep,,  un  punto,  equidistante  da 
stinto  da  P,  Tale  punto  al  variare  di  0  e  di  M  può  anche  avvicinarsi  indefimmœat] 

a  P.  Possiamo  quindi  attenuare  che  l'insieme  dei  valori  assoluti  di  — ,  relativi  ad  uni 

posizione  qualunque  di  M  su  so  e  ad  una  posizione  qualunque"  di  O  nell'angolo  (f  s J 
inclusi  i  Iati  ed  escluso  P,  sia  finito,  quando  si  dimostri  che  l'insieme  dei  valori  j 

di  —  relativi  ai  punti  di  50,  escluso  P,  ed  ai  punti  di  p  e  pt,  escluso  P,  sia  fin 

serviaino  intanto  che  ò 


1  ü 

\  t 

= 

PM 

■ 

PM 
r 

— 

PM 

• 

sen  (MOP) 


sen  (M PO) 


Z. 


PM 


sen  (MP  0)1 

a 


PAf 


i 


Giacche  e  non  ha  un  numero  infinito  di  ondulazioni,  la  quantità 

per  ogni  punto  M  di  50,  e  tende  al  limite  i  quando  M  si  avvicina  ind 

Giacché  0  appartiene  ad  uno  dei  raggi  p  e  pt,  la  quantità TjjTn  ef\ 

se,  restando  fisso  Al,   il    punto    0    vari,  pur   avvicinandosi    indefinitamente  i  P, 
raggio  p  o  p|f  a  cui    esso    appartiene,    mentre    Tistessa    quantità    varia    continui 


rimane  co 


insieme  col  punto  M  su  so.  Inoltre  il  valore  assoluto  di 


è   finito  qu 


sera  (M  PO) 

M  è  distinto  da  P,  perchè,  per  l'ipotesi  fatta,  M,  P,   O  non  sono  mai  in  lìnea 

,  quando  Al  si 


sen  : 


e  d'altra  parte  Tistesso  valore  assoluto  tende  al  limite  finito 

vicina  indefinitamente  a  P;  quindi  si  può  determinare  una  quantitA  1  tale  che 

o 


qualunque  sia  M  su  jo,  incluso  P,  e   qualunque    sia   0   nell'angolo  (pp  )f  ine 
ed  escluso  P* 

La  considerazione  precedente,  relativa  all'angolo   i7   può   ripetersi   per  l'angolo 
Siamo  quindi  in  grado  di  affermare  che  : 

Se  il  punto  0  si  avvicina  al  punto  P,    movendosi  nell'angolo    i   o   ndYo\ 
percorrendo  una  lima  composta  di  punii  tutti  interni,  eccetto  P,  all'angolo  i  od  all\ 
e,  si  può  staccare  dalla  s  un  conveniente  arco  5o,    che  contenga  internamente  P,  e  si 

determinare  un  numero  E  tale  che  il  valore  assoluto  della  quantità  — ,  rei 

di  so  e  ad  una  posizione  qualunque,  distinta  da  Ps  del  punto  0  sulla  linea  che  peroriti 
sia  minore  di  2. 

Tale  modo  di  avvicinarsi  del  punto  0  al  punto  P,  nell'angolo  i  o   nell'angolo 
esclusi  i  lati,  continueremo  ad  indicarlo  rispettivamente  con  l'indice  i  o  con  l'indice 
Il  teorema  è  vero  anche  negli  estremi  della  s  ;  soltanto  non  si  può  parlare  di  ofjl 
ed  angolo  e. 
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§  3.  —  Valor  limite  del  potenziale  logarìtmico  fV(xy) 
nei  punti  carichi  di  massa. 


30  le  seguenti  tre  ipotesi  : 

P,  origine  degli  archi  a  della  s}  non  sia  estremo  della  5. 
linea  s  non  abbia  un  numero  infinito  di  ondulazioni  nell'intorno  di  P,   ed 
itura  finita. 

momento  M0  ammetta  una  funzione  primitiva  <pa  monodroma. 

ìdichiamo  con   IV   il  valore  di  ÏV(xy)   nel   punto    Py   con    Wu  il   limite   di 

(  quando  il  punto  O  =  (a  y)  si  avvicina    in   un   modo   qualunque   al   punto    P 

angolo  i,  esclusi  i  lati,  e  con  IV  It  il  limite  di  IV{xy)  quando  il  punto  0  =  (jc)T) 

n   un  modo  qualunque  al  punto  P  entro  l'angolo  et   esclusi   i   lati,    prove- 

sistenza  di  WmJ  di  Wu  e  di  fVie.  Intanto  è,  per  FOsservazione  I  del  §  2, 


•-£ 


-  p. 


1         /*     Ô'G    j     « 


ao  jT  =  off  —  fo  —  *  w0,  dove  fo  ed  mo  indicano  i  valori  di  <p7  ed  ma  nel 
È  possibile  determinare  un  arco  5o,  che  contenga  internamente  P,   tale  che, 
suoi  punti,  si  abbia 

U 


u  piccolo  a  piacere. 
liamo 


<i, 


J  —  i    =  i 


1 1 


e  (Oss.  ffl  e  IV) 

7.t(.xy)  e  continua  nel  punto  P,  e  in  esso  abbia  il  valore  yIf  :  indichiamo  con 
i  valori  di  £  (•*)')  e  $(xy)  nell'istesso  punto  P,  e  con  j^j  X«)  ^u  e  ^«  '  '•" 


. 


e  posso  dimostrare  che  l'uguaglianza 


s: 


òx 


dx=f(b}-f(a) 


nan  do  la  /(x)  è  continua  nell'intervallo  {a  &),  od  ammetta  un  numero  discreto  di  discontinuità, 

n  numero  infinito  di  discontinuità,  che  cadano  tutte   nell'intorno   d'un   numero   discreto 

Ignoro  se  in  generale  quando  è  /(*)  monodroma,  e  vera  l'uguaglianza   accennata.  Noi   sup- 

sitata  la  generalità  di  m?  in  modo   che   sia    1      m^  à  g  =  fa   —  çff  t 


< 


}8o 
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miti  di  x(YV)  c  Hv))  ne'  Punto  Py  quando  0  converge  a  P  rispetta 
terno  dell'angolo  i  o  dell'angolo  e,  percorrendo  una  linea  qualsiasi.  Intanto 
punto  di  tale  linea 

,     s  P     sen  (r  u)  cos  (r  fi)    j      i      /*     d(xn)  sen(rn) 

/     m    ^       fltfJ     *       ^     j      ,      f!?,|    I*       d(xn) 


d« 


Per  le  ipotesi  fatte  sulla  s  nell'intorno  di  P,  si  possono  determinare 
in  modo  che  siano 


do 


<CÀ 


e  quindi 


d<7 


rf«<C, 


|X0(*j)|<a2.Cli  +  X.C„.i|.Jof 


ossia,  per    r,  <     ,    ,    ed  ti  <  r      , 

bu(*jOl<«- 

Tale  relazione  è  sufficiente,  perchè  esìstano  /,,  y  ,  e  /rw,  e  si  abbia 

e  quindi 

Ì,  =  f  —  «•«».» 

Possiamo  quindi  affermare  che  esistono  Wt,  Wu  e  W„,  e  che  è 

Se  la  97  ha  nel  punto  P  la  derivata  a  destra  distinta  dalla  derivata  a  sic 
dichiamo  con  m'a  ed  *»'^  rispettivamente  tali  derivate.  Immaginiamo  che  la  s 
zata  in  due  parti  dal  punto  P:  per  le  Osservazioni  III  e  IV,  adottando  simboli 
ad  ogni  raggio  p  uscente  da  P  corrispondono   due  angoli  «    e   ß  .    Se 
ßp  >  o,  si  ha 

»v = wf -«,»»:- e*  ~pPx, 
»v-»V.  =  *«  +  <)■ 


J)  Questo  teorema  è  dimostrato  dai  matematici  che  si  sono    occupati    <jY1    potenziale 
strato,  nel  plano  e  nello  spazio,  nel  solo  caso  in  cui  il  momenta  wa  sia  continuo.  [Vedi  :  Ï 
mann,  Stud  ir  n  aber  die  Methoden  von  C.  Nel  mann  und  G.  Robin  Çttf  Losung  der  beiden 
der  PoktUialtheorte  (Leipzig,  Teubner,  1905),  p.  24  J, 
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è  *p  >  -  C  °i  s>  ^a  V  <C  w  e  ?p<  >  °>  perciò  si  ricade  nel  caso   pre- 

*  *p  <  -  e  f>p  <  o,  si  ha 

^    =  Wt  +  («  -  «,K  -  (*  -  §,,)<, 

»V  -  »V.  =  *«  -  «O 

Se  è  a2  >  ::  e  ß  >  o?  si  ha  a?r  <  -  e  ^  <  o,  perciò  si  ricade   nel  caso   pre- 
procedimento  analogo  a  quello  usato    dai  matematici    che    si    sono    occupati 
risoluzione  dell'equazione  differenziale    di    Laplace    nel  piano   e   nello    spazio,   si 
mostrare  che  WH  e  W n  sono  atte  all'integrazione  definita,  sono  continue  o   di- 
le  al  variare  di  P  sulla  x,    ed    ammettono    una    funzione    primitiva    quando    le 
condizioni  sono  verificate  pel  momento  ma*  Perciò  possiamo  enunciare  il  seguente 

potenziale  di  strato  dóppio,  relativo  ad  una  linea  chiusa  s,  che  abbia  nell'intorno 
suo  punto  curvatura  finita  ed  un  numero  discreto  di  ondulazioni,  può  avere  per 
limiti,  sul  contorno,  i  valori  d'una  funzione  dell'arco  <s  della  s,  la  quale  sia  atta 
frazione  definita  ed  ammetta  una  funzione  primitiva  monodroma  3). 

4*  —  Limite  delle  derivate  del  potenziale  logaritmico  di  strato  doppio 
nei  punti  carichi  di  massa. 

BRVAZIONE  L  —  Se  h  è  una   direzione  arbitraria,  uscente  dal  ponto  0=(xf  y}3 

dHx>  y)  _    A  rcog(f,fiJl  _  _d  [cos{rt nj] 
db       -òhi       r,      J       dhl       r%      \ 

secondo  membro  è  monodromo,  finito  e  continuo,  in  tutti  i   punti   del   piano, 
gli  estremi  Ä  e  B  della  j.  Adottando  simboli  analoghi  ai  precedenti,  si  ha,  nel 

p, 

L  db"i ~i  di  .  j-l  tri: 

servanone  IL  —  Le   funzioni  Ö  e  log  —  soddisfano  all'equazione  di  Laplace, 
se  t  ed  n  conservano  l1  loro  significato,  si  ha  che  5-  e  —  3—  sono  associate. 


Il  Volterra  ha  dimostrato  resistenza  di  funzioni,  che  ammettano   ima   funzione    primitiva   e 

atte  all'integrazione  definita.  Forse  le  funzioni  atte  alTintegr azione  definita  ammettono  sempre 

ne  primitiva  monodroma.  Ignoro  se  tale  teorema  od  il   contrario   sia   stato   dimostrato.   Io 

ito,  come  feci  altrove,  che  la  derivata  prima  di  una  funzione  monodroma,  se  ha  un  numero 

di  discontinuità,  o  se  ha  un  numero  infinito  di  discontinuità,  le  quali  cadano  nelTintorno  d'ita 

finito  di  punti,  sono  atte  all'integrazione  definita,  e  possono  rappresentare  sia  il  momento  m4 

ìVi(   e   li 


j8a 
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Ma  è 


d  log  —        d  log  — 


da 


dt 


dj>       dO        dft 

d'n  '     dT  ~  di  ' 


dlog 


50  **  r 

quindi   ì^-  e  — =j—    •  sono  associate.  Se  b  e  k  sono  due  direzioni  uscenti  da 


do 


d« 


che  sia  (H)  =  — ,  si  ha 


db 


-«    d  (?°*L*l\       „    d  p:°s(r,»,)-l        d      /        °g  '     ,, 

- *•*'>{   rr-)-e>dbl--^-l-rkJi  -§^-à 

d  /cos  r,  n,  \  5   /cos  r,  n,  \    .    cos  rx  k        cos  rt  i 

s,öÄ\~7r~ ^  ~^c^i  ^~~ z"1"-^     ~^r 

La  — ^ir^  fc  monodroma  finita  e  contìnua  in  tutti  i  punti  del  piano,  esc 
estremi  À  e  B  della  *.  Nel  punto  P  si  ha 

pMv.vn     rdv(.vy)-t    r<Hxy)-| 
L  m  L~l  db  j-l  db  i; 

/JS2  fa 
a* ^-^da;  si 

/     x         ,  cos  (r  n .)         ,  cos  (r  w  J  f    d  9 

dfr      -ff'dftL       ',      J"     'àb\     r,      ; 

.  cos  (ri)  cos  (ri)    .  .,,     N  .       i  ,,     V1        I 

+  2    »,  — ^^  —  «,  — y-1  +  sen  (A»,),  log  —  —  sen  (*»,)  log  — 

/    cos (*»)-^2- log ~.<i<r—    J 


dlog-J- 


cos (fc  «) 

t_J  fp 

La       Vj        £  finita  monodroma  e  continua  in  tutti  i  punti  del  piano,  esdu 

della  s.  Nel  punto  P,  distinto  dagli  estremi,  se  esiste  una  sola  normale,  si  ha,  w 
con  [cos  (k  tt)]F  il  valore  di  cos  (k  n)  nel  ponto  P, 
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îe.  nel  punto  P  esìstono  due  normali  distinte,  indicando  con  [cos(in')]p  e 
bn"y\p  i  limiti,  a  destra  ed  a  sinistra  di  P,  di  cos (k ti)  si  ha,  quando  è  oc  <?; 
>  o  : 

^dF1]    =[^L)1  -^-^os(kn')]p-2.^[cos(kn")]p, 

Tfir0]  =  p^l  +  »•«,[«■(**'>]«.  +  »(«  -  Piccosi»"],, 

odo  è  ap  <  ir  e  ßp  <  o  : 

h^)J    =plp)^  _2(ir-«,)[cos*«']J>  +  2(W-ßp0[cosÄ»"]p, 

e  il  punto  P  coincide  con  l'estremo  A,  per  ricavare  conseguenze  utili  bisogna  sup- 
che  sia  sen  knt  =  o  e  quindi  cosknl  =  ii,  bisogna  cioè  supporre  che  la  dire- 
6  sia  o  la  direzione  positiva  o  la    direzione    negativa    della   tangente  alla  s    nel 

C       dlogv 

A.    In    tal    caso,   con  facili  considerazioni  sovra     I    cos  k  n  — ~ d  <r,  si   ri- 

Js  dtl 

)  le  formule  per  ap  <  w  : 


e  il  punto  P  coincide  con  l'estremo  5,  quando  h  è  la  direzione  positiva  o  nega- 
ella  tangente  alla  s  nel  punto  5,  si  ha,  per  ß  >  o  : 


p«(*j)1       p«(*r)1  _     2  _ 


J84 
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Riprendiamo  la 

u/r     \         C      ^ti  cosrl«1  r%         .,       . 

(*^  =  j  m*-^d*  =  ?..  —j^ — ^~f~  - * &  & 

Se  I*  è  frazione  propria,  pel  teorema  di  Lagrange,  si  ha 


Supponiamo  che  sia 


lim 


f»(g.<Q  — me  _  gQ 


a 

e  che  mrt  e  —  siano  Ikniri  unici  a  destra  ed  a  sinistra  di  P.  Possiamo  determinare  i 
0        2 

arco  soJ  che  contenga  intero  amente  P,  tale  che  per  tutti  i  suoi  punti    si    abbia,  per 

piccolo  ad  arbitrio, 

2 


?*  —  9o  —  *  Wo  —  —  ft, 


<*. 


Poniamo  J^  =  9,  —  ^0  —  amo —  g0  e  sia  possibile  determinare  sc  in  modo< 


si  abbia 


Quantunque  la  semplice  continuità  di  mCT  non  sia  sufficiente  perchè  si  verifichino  1 
condizioni  suesposte,  pure  tali  condizioni  non  sono  neanche  sufficienti  per  la  continu 
di  mc  nel  punto  P,  Intatti  quelle  condizioni  dicono  che  i  valori,  m(;,<7),  di  m^iqu 
tendono  ad  ma,  devono  tendere  al  limite  in  un  modo  speciale.  Ciò  però  non  imp 
che  w7  possa  prendere  altri  valori  che  le  impediscano  di  tendere  ad  un  limite. 
abbiamo  asserito  può  vedersi  in 

?*  =  Cos'sen  ±-  +  Ct  r?  +  Ct  <x  +  C,, 

dove  Col  Ct ,  Cj,  C5  sono  costanti. 
Poniamo 

Intanto  è 
*".(**)_„/".  sen[(tr)— a.(f»)]  ,     f    d(xn)  sen  [(fer)  -(m)]    . 

<M.s+i.r.(;.i,) 


au,(w) 

db 


d(.w») 


dove    Cu  soddisfa,   per  tutti   i  punti  di  so1   alla    relazione    -~ 


<C„ei  allait 


relazione 


<*. 
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Sì  può  determinare  5tì  in  modo  che  sia 

„<_!.     ed  anche    K^. 

de 


dh 


<«■ 


Tale  proprietà  6  sufficiente  perchè  sia,  nel  punto  P, 
io  se  P  è  ponto  ordinario  si  ha 

Se  P  è  punto  singolare  con  due  ungenti  distinte,  si  Ira  per  ap  <  tt  e  {Sp>  o: 

pK^l  =  p^yq  +  C*  _  , >(,  [cos  ;.„.L  +  pf.ficost, ,.],., 


*)  Quando    /j    coincide    con  Li    direzione    positiva  o    negativa  della  normale    nel    punto    P  si  ha 


ÛÎ 


-  o,   e    perciò      — puT^         =     — ^v  '  »  la  quale  è  una   riconferma  del 


teorema  di 


pounoff.    Questi  però   ha  dimostrato  tale  proprietà  nella   sok    ipotesi  di  m^  continua.    La  mia  di- 
D,  per  un  verso,  restrittiva.  Si  noti  però  che  le  mie  condizioni    Dan  impongono  la 
continuili  alta  m^  ,  perciò,  per  tale    verso,  la  mia    dimostrazione  è    estensiva.    Inoltre   il    Liapounoff 

fton  dimostra  con  La  sob  continuità   di  ma  resistenza    di    (  \',     \     J-jr-  )    i  [Vedi  E.  R.  Neumann, 

fòro  citato,  pag    46,  e  Journal  de  Mathématiques,  serie  \\  volume  IV  (189R),  pp,  29 3 -299 ], 

*)  Quando  la  direzione  /;  è  la  bisettrice  delle  normali  positive  nel  punto  P  è  [cos*»'Jj»  = —  [co$kn"\P 

M^ì  ("AI")     =  ("a/")      ÎLl  ^UÀ^  tsPrìinc  il  teorema  di  Liapounoff  in  un  punto  singolare, 

JtniJ    Ciri.  àÌ*Hm.   l'*Utm0t   t.   XXilI  (1907). —  Stampilo  il  4   giugno    1907. 
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cper«,  <*eßf<o: 


Dobbiamo  fare  oggetto   di  speciale  considerazione  un  caso   particolare, 
serviremo  per  determinare  il  limite,  sul  contorno,  della  derivata  nonnaie  dd 
IfUmicc  di    irata  Untare  semplice. 
Tlk  considerazione  mira  a  semplificare,  per  il  caso  speciale  in  cui    la 

è  congnia  all.i  direzione  positiva  della  tangente  in  P,  la  condizione  del  limite  di  — ^r- 

qnaiulo  il  punto  0  converge  a  P  in  un    modo   qualunque  ncll  interno  dellV. 
delFangolo  4  escludendo  i  lari.  Si  noti  però  che  la  semplificazione  accennata 
Ottenere  soltanto    quando  P  è    punto  ordinario  della  5:    se   Pi   punto  singolare,: 
ciò  clie  ahhtaino  luppofto  t  dimostrato  per  una  derivata  generica  di  IV ( 

I  Muniamo  premettere  la  seguente 

I  I    1  .itvAZioNK.  —  Nell'ipotesi  gü  formulate  altrove  sulla  linea  s  nell'intorno  dil 
»la  n    la  direzione  positiva  della  normale  nel  punto  P. 

0  6  un  punto  qualunque  d'una  linea  composta  di  punti  interni,  escluso  P,l 
i  --  ?:  od  all'angolo  t  ~  ir,  con  procedimento  analogo  a  quello  usato  ne 
M-rva/ionc  V  del  §  2,  si  dimostra  che  la  quantità,  variabile   con   O  e  col    punto 

M  dì  un  arco  conveniente  $9Ì  che  contenga  P, 


Isen  (un) 
r 


Isen  (ti  n  ) 
PM 


PM\ 


< 


sen  («  w.) 


PM 


è  fittiti«  Perciò  e  possibile  determinare  C  in  modo  che  sia,  qualunque  possa  cssetc 
-ione  dì  0  sulla  linea  che  percorre,  e  qualunque  possa  essere  M  su 

Si  noti  che  0  non  deve  coincidere  con  P,  per  la  validità  del  teorema;  giacché 


*)  Quando  li  s  ha  una  cuspide  nel  punto   ì\  ad  a,  ■<  *  comsponulc   sempre  £.  <  a  bota 


~Sh   I     ~  (  TÏT  )      *  ^  *  c  n  U  dìreàcee  positiva  della  uay—f  a 


in    F  |i 
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coincidesse  con  P,  quando  M  coincida  anche  con  P,  si  avrebbe 


sen  (n  nc) 


sen/in. 


sia  finito,  quando  0  è  distinto 


iva  di  significato.  E  d'altra  parte  ci  basta  che 

.  P,  oppure  tende  a  P  indefinitamente. 

H  punto  P  può   essere  anche  un   estremo   della  s  e  la  proprietà  è  sempre  vera: 
iltanto  allora  non  bisogna  fare  distinzione  tra  l'angolo  i  e  l'angolo  e. 


Sia  te  la  direzione  congrua  alla   direzione  positiva  della  tangente  in  P.   Per  una 
ormula  ricavata  precedentemente  si  ha 

3Qq(*>)  =  2  fi  ««[ftp -*(")]  Jg    ,     fi  «enftr  — m)   d(xn) 

JP  ,  cos (2 r n) sen (te n)   cos (rn)    ,           C ,  cos (2 r «") sen (r ti)  cos  t.n    . 
/, — * J-i — ^-^- ±—S.d<J  —  2     la — !» £ i-^ -*-•<** 
'o                                   '                                             r                                    l/«0                                T  ' 

—  a  fi  *p(™>  <*»'*«  cos(^")  d<J,     f 1  senftr  —  rit)  8(xn)    , 
4/   „  f,  r      •      -rj    „  r>  da   • 


>erciò,  adottando  i  simboli  adoperati  finora,  nella  sola  condizione 


?a— to" ff-Wo r^° 


<» 


ha 
ia  per 


df. 


i8r.C, 


<6.u.2'.C,  +  2.D. r.C.*0  +  u. 2*.  C0.50> 


^        8  ^        e 


62\Cj, 


j.r.c..*.' 


a*. 


<s 


Tale  relazione  è  sufficiente  perchè  sia 

Si  noti  che  si  ricavano  conseguenze  utili  anche  quando  si  suppone  che  sia 

9—1-0  9  2 


v«w 
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Perchè  in  tal  caso  si  può  considerare  la  s  divisa  nelle  due  parti  che  hanno  üp 
in  comune,  e  ricordando  che  la  - — vf  ha  limite  finito,  ma  variabile  col  rag 
cui  0  converge  a  P,  si  ha  per  a    <[  rc  e  {i  >  o  : 

Si  noti  poi  che  essendo  P  punto  ordinario  ad  a    <  *  deve  sempre  corri 

Ciò  che  abbiamo  dimostrato  nel  §  4  possiamo  compendiare  nel  seguente 
sintetico  : 

Per  una  linea  s  formuliamo  le  seguenti  ipotesi  possibili  : 

i°  La  s  abbia  nell'intorno  d'un  suo  punto  P,  che  non  sia  un  estremo,  ui 
discreto  di  ondulazioni  e  curvatura  finita. 

2°  Il  punto  P  sia  ordinario. 

30  D  punto  P  sia  singolare,  e  la  s  abbia  in  esso  due  tangenti  distinte. 

Assunto  il  punto  P  come  origine  degli  archi  a  delta  j,  formuliamo  per  il 
ma  del  potenziale  logaritmico  di  strato  doppio  W(xy),  relativo  alla  s,  le  altri  1 
sibili 

40  La  ma  sia  atta  all'in tegrazionc  definita  in  tutta  la  s> 

5°  La  ma  ammetta  una  funzione  primitiva  monodroma  ^o. 

6°  La  quantità 

%  —  ?o  —  g  ■  mo 
a* 

a 

abbia  lìmite  unico  finito,   So  ,  quando  e  tende  a  zero  rispettivamente  per  vaio 

o  per  valori  negatili, 

70  La  quantità  che  figura  nella  precedente  ipotesi  abbia  due  limiti  disunì 

Z        z" 

A?_  e  -*£_  ^  secondo  che  g  tende  a  zero  rispettivamente  per  valori  positivi  o 

negativi. 

8°  Ad  una  quantità  tj,  piccola  ad  arbitrio,  si  possa  far  corrispondere  un 
della  5,  il  quale  contenga  internamente  P,  tale  che  sia 


i\ 


%  —  %  —  »•«*,— 
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Sia  h  una  direzione  arbitraria,  uscente  dal  punto  0  =  (x,  y). 

I  Se  si  verificano  le  ipotesi  1,  2,  4,  5,  6  ed  8,  esistono,  ed  in  generale  sono  distinti, 


L      à 


'*  1 


[d  ir  (xy)l 
L    5*    1' 


dW(xt) 

quali  indicano  %  limiti  di  — A       ?   quando  il  punto  O  =  (xv)  converge  a  P  i: 

lodo  qualunque  rispettivamente  nell'angolo  «  =  -x  e  neW *  angolo  e  =  -,  itflfttt  «  /a/i,  de 
I«?  1  due  raggi  di  origine  P,  della  tangente  alla  s  nel  punto  P.  Tali  limiti  non  dipen- 
dal  modo  in  cui  O  tende  a  P. 

IL  Se  si  verificano  le  ipotesi  1,  3,  4,  5,  6  ed  8,  e  se  p  2  un  faggio   uscente  da  P, 

riluto    dai   rog£i    <&//*    tangenti   in    P,    tttxte     — àh~       > 

JFfxy)  J         F 

quando  0  converge  a  P  movendosi  sul  raggio  p. 


che   indica  il  limite  di 


dh 


Tale  limite  varia  col  variare  di  p* 

HL  Se  h  ì  congrua  alla  direzione  positiva  tt  della  tangente  in  P  e  se  si  verificano  le 
:    4,  j  r  6  esistono,  ed  in  generale  sono  distinti,  sen^a  dipendere  dui  modo  in 

IV.  S*  si  verificano  le  ipotesi  1,  2,  4,  5  «  7  «mite,  «  wrw  «m  p,     —  *  ^      . 

É  utile  osservare  che  le  ipotesi  4,  5,  6  ed  8  sul  momento  m^  sono  sempre  ve- 
beate: 

i°  quando  m9  è  monodroma  finita  e  continua,  in  un  intorno  di  P,  ammette  la 
rivata  prima  monodroma  finita  e  contìnua,  nello  stesso  intorno,  e  la  derivata  seconda 
tita  ; 

2°  quando  ma  è  monodroma  finita  e  continua,  in  un  intorno  di  P,  e  soddisfa  alla 
azione 

ve  è  A3  costante  e  pi  >  o  nell'intorno  considerato. 

Olfatti  in  tal  caso  è  g 0  =  o  e  pel  teorema  di  Lagrànge,  se  è  o<î<i,  si  ha 


?<r 

fo 

Wo 

S 

ff1 

w 


<MW^<™ 


Nel  caso  in  cui  è  u.  =  j-  la  condizione  è  stata  data,  nello  spazio,  da  Liapqunoff 
edi  libro  citato  di  E.  R.  Neumann,  pp.  37  e  38). 

Si  noti  inoltre  che  quando  è  mQ  continua,  monodroma  e  finita,  e  quando  la  sua 
rivata  prima  è  anch'essa  monodroma,  finita  e  continua,  m  generale  le  mie  condizioni 


39o 
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sono  verificate  ed  è  difficilissimo  trovare  l'espressione  analitica  d'una  funâone  che  Mm 
le  soddisfi.  Si  badi  infine  che  le  mie  condizioni  non  impongono,  come  feci  DOW  i 
trove,  la  continuità  al  momento  tna*  Per  questo  basta  considerare  ^esempio  gü  àm 

%  =  Cy  sen  -^  +  Cv  e2  -f  Cta  -f  Cjt 

la  cui  derivata  prima  ha  una  discontinuità  di  seconda  specie  per  a  =  o,  mentre  sod 
soddisfatte  tutte  le  mie  condizioni. 

Osservazione.  —  Nell'ipotesi  che  la  m0  sia  monodroma,  finita  e  continua,  in  m 
intorno  di  P,  ed  ammetta  nel  solo  punto  P  h  derivata  prima  go  finita,  si  possono 
studiare  direttamente  le  derivate  della  funzione 

(*,  —  *«  —  9tà$ï'd*' 

js  n  (  y  v\ 

Con  procedimento  affatto  analogo  a  quello  adoperato  per   la        aj~i   valcndod 

di  osservazioni  precedenti,  si  dimostra  la  proprietà 

db      J  <  ' 

d  Wix  y) 

da  coi  derivano  tutte  le  proprietà  della  — â\        c've  abbiamo  già  messo  in  luce  eoo 

l'altro  metodo.  Le  ipotesi  6,  7  ed  8  sul  momento  ma  si  trasformano  però  nelle 
guenri: 

6'.  La  quantità 


tn„ 


m. 


abbia  limite  unico  finito,  gQÌ  quando  a  tende  a  zero  sia  per  valori  positivi  che  per 
lori  negativi 

m~  —  w*„ 


7'.  La 


-°   abbia  due  limiti  distinti,  gf0  e  g'ó,  secondo  che  v   tende  2 


rispettivamente  per  valori  positivi  o  per  valori  negativi. 

8'.  Ad  una  quantità  v\}  piccola  ad  arbìtrio,  si  possa  far  corrispondere   un  arco 
della  j,  ti  quale  contenga  internamente  P,  tale  che  sia 


JO* 


—  ».  —  •& 


ài  <n. 


del  li- 


Vedremo  che  V osservazione  fatta  è  delia  massima  importanza  per   io  studio 
mite,  sui  contorno,  delia  derivata  prima,  rispetto  ad  una  direzione  arbitraria,  del  potcn 
liale  logaritmico  di  strato  lineare  semplice. 
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5  5.  —  Limite  delle  derivate  prime  del  potenziale  logaritmico 
di  strato  lineare  semplice  nei  punti  carichi  di  massa. 

Teorema.  —  La  funzione  g7  dell'arco  <j  di  una  linea  s  sia  atta  alV  integratone  ac- 
id ammetta  una  funzione  primitiva  nwnodroma  m0  ').  Se  m7i  ed  m*AÌ  rl  ed  rt  sono 
ri  di  m^  e  di  r  relativi  rispettivamente  agli  estremi  A  e  B  della  5,  percorsa  nel 
positivo  dtgli  archi  <r,  le  funzioni 

r  ^  Ä  J[ * IOg  "r"  d*  ^~  **"  bg  ~V  ~  m**  bg  T  ' 


/• 


dlog  — 


U\xy)=    /    m.—^ 


d* 


associate. 

Infatti  per  l'Osservazione  I  del  §  2  ia  funzione  associata  di  V'{xy)  è 


fi 


Il  teorema  dimostrato  lascia  notare  che  Io  studio  del  limite  delle  derivate  di  V(xy\ 
punti  della  j,  si  riduce  a  quello  del  limite  delle  derivate  di  ll\xy). 
In  particolare  e 

dV'jxy)  aiT(xj) 

d#,  ~      ~~  dt( 

i  punti  del  piano  non  appartenenti  alla  5,  quindi  possiamo  enunciare  che 
I.  Se  P  non  e  estremo  della  s}  esistono  i  limiti  della  derivata  normale 

r*n*y)i  e  p  n*yj] 

trebè  P  sia  punto  ordinario,  e  nella  sola  ipotesi  che  la  densità  ga  ammetta^  nelVintorno 


T)  Feci  notare  altrove  quali  siano  i  limiti,  entro  cui  io  so  che  sia  possibile  la  uguaglianza 


dx 


àx  =  /((,)-/(<>). 


Supponiamo  quindi  che  la  generalità  di  g9  sia  limitata  in  modo  che  sia  possibile  la  uguaglianza 


GIUSEPPE     PUCCIANO. 


di  P,  una  funzione  primitiva  monodroma  m^.  Si  ha  poi 

Se  la  derivata  a  destra  g'(t  di  ma  i  distinta  daììa  derivata  a  sinistra  g'J,  nei  pm 
P,  esiste  il  limite 

ed  essa  varia  insieme  con  p.  Si  ha  inoltre 

Questo  teorema  fu  dimostrato,    nello   spazio,    dal   Dikichlet    ne!  solo  caso 
continua,  nell'intorno  di  P. 

Osservando  poi  che,  se  fc  e  ft  sono  due  direzioni  generiche  uscenti  da  0=(x, 
e    tali    che    sia  (Ai)  =  ~*^  si  ha  nel  campo  esterno  alla  linea  s 

ar(xy)  _  dfT(xy) 

at  ai 

e  possiamo  enunciare  il  seguente  principio  : 

IL  Se  P  i  punto  ordinario,  distinto  dagli  estremi  della  *,  nell'ipotesi  che  g9  amm 
nell'intorno  di  P,  una  funzione  primitiva  monodroma  w,,  tale  che  abbia  derivata  t 
£o,  nel  punto  P,  e  verifichi  la  relazione 

K  —  »,  —  *g. 


jcf 


d*  O 


aertvm  i 


aft 


arfxyì 

nell'intorno  di  P,  esistono  e  sono  finiti  i  limiti  della  derivata  generica  -    ^t     *  r" 
sentati  dai  simboli 

il  £«Ì  significato  ci  ì  noto.  Si  ha  poi 

Se  P  i  punto  singolare  con  due  tangenti  distinte,  nelle  stesse  ipotesi   dei  case 
dente,  esiste  ed  h  finito,  ma  varia  con  p,  il  limite 

'B  V(xy) 


PffiJ] 


Quando  J  «  <it  e  f  >o,  si  ha 


*•*.([«*(*«')], +  [cos(*«")],) 


e  quando  e  «   <tt  e  fi   <  o,  jì  ha 


,,. 


STUDIO  SUI  POTENZIALI  LOGARITMICI  DI  STRATO  LINEARE  SEMPLICE  E  DOPPIO,  ETC.  393 

Questo  teorema  fu  oggetto  di  studio  di  insigni  matematici.  Per  quanto  io  so  i  ri- 
Itati  da  essi  ottenuti  si  riferiscono  ai  punti  ordinari  della  linea  carica  di  massa,  nella 
La  ipotesi  che  la  densità  ga  sia  continua  in  un  modo  speciale. 
Il  LiAPOUNOFF  dà  la  condizione,  nello  spazio, 

»•"ve  sia  A*  costante. 

La  mia  condizione  include  quella  di  Liapounoff  non  solo,  ma  anche  le  altre  più 
onerali: 

lr.-ftJ<^*i°8r(-r)» 

*ve  sia  m  >  o. 

Inoltre,  quasi  tutte  le  funzioni  continue,  la  cui  espressione  sia  conosciuta,  possono 
»^presentare  la  densità  gaJ  e  soddisfano  alla  mia  condizione,  la  quale  non  impone  nean- 
*e  alla  ga  la  continuità  nell'intorno  di  P,  come  si  può  verificare  con  l'esempio  : 

ma  =  C0<xasen-i-  +  C,*  +  Ca, 

£a  =  2C0<rsen-i (^cos-^+C^ 

S.  Demetrio  Corone,  aprile  1907. 

Giuseppe  Pucciano. 
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In  luogo  di  : 


fi-*PÌ  =  o 


1* 
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MEMORIE  E  COMUNICAZIONI. 

SULLE  CURVE  GOBBE  RäZIONAS^SB 
DOTATE  DI  QUATTRO  PUNTI  DIPEROSCULAZIUNE. 

Memoria  di    Luigi    B  e  r  z  o  I  a  r  i   (Pavia). 


AAllHITH  del  i8  aprile   lyaj. 


^e  curve  gobbe  razionali  dotate  di  quattro  punii  d'iperoscula^JQm  (punti  in  ognuno 
lali  son  raccolte  tutte  le  intersezioni  della  curva  col  rispettivo  piano  osculatore) 
io  di  eleganti  proprietà,  che  sono,  in  generale,  diverse  secondo  che  l'ordine  «  della 

sia  pari  o  dispari  Di  esse  mi  occupo  nel  presente  lavoro,  dove  sembrami  sopra- 
degno di  menzione  il  collegamento  che  viene  stabilito  tra  codeste  curve  e,  per  n 
la  configurazione  proveniente  da  due  tetraedri  omologici  in  quattro  modi  (tetraedri 
ci),  per  n  dispari,  la  configurazione  di  Kummer. 

lì  caso  della  cubica  gobba,  dfè  il  più  semplice  che  si  presenti  per  n  dispari,  ho 

in  una  Nota  recente  ');  d'altra  parte,  qualcuno  dei  teoremi  che  qui    si   espor- 

per  n  pari  o  dispari,  trovasi  gii,  esteso  agl'iperspazi,  in   un'altra   mia  Nota   di 

anteriore  a).  Ma,  malgrado  le  citazioni  che    talvolta   farò  di    codesti    due    lavori, 

ae  segue,  per  uniformiti  di  trattazione,  è  reso  indipendente  dalla   conoscenza    dei 

ri- 
sia T"  una  curva  gobba  razionale  d'ordine  n  (con  «  \  j),    dotata   di  quattro 
unti  punti  d'iperosculazione  A^  A2,  A^  AA.  Dicansi  at9  a2j  a,,  a{  i  parametri  di 

r  punti  in  una  qualsiasi  deter  min  azione  parametrica  fissata  sulla  curva,  e  si  ponga  : 
./ W  =  (>  -  «,)0  -  00  -  'OC*  -  <0> 

inoltre  : 

D  =  (23)(ìi)(i2)(I4)(24)(H), 
rve  (i  i)  indichi,  per  brevità,  la  differenza  à{  —  ak .  Pertanto  D1  sari  il  discriminante 
Ila  forma /(>.). 


I.  —  Teoremi  preliminari. 


i)  Sópra  la  configuratone  di  Kummer  e  il  suo  intervento  mila  boria  adii  cubiche  gobbe  [Raul  Helk 
AccaJ\  dei  Lincei,  I.  V,  voi  XVI,   1°  semestre   1907,  pp,  726-7^11. 

*)  Alcuni  teoremi  sulle  li  di  uno  spazio  ad  r  dimensioni  dotate  di    r  -f-  1 

da%ie>*4  (questi  Rendiconti,  tomo  XXII  (1906),  pp.  214*219]. 

Emi    Ort.  M*Um.  Békrm*t  %.  XXIV  (j^1  um,   1^07),  —  Stampato  il  35   maggio   1907 


Scelti  come  fondamentali  i  piani  (piani  osculatori  singolari)  aventi  in  quei  p 
contatto  «-punto  con  FM,  le  coordinate  del  punto  corrente  su  questa  si  potranno  cs 
mere,  per  mezzo  del  parametro  \  con  le  formole  : 

x.  =  (*  —  O"  (1=1,  1,1 

Nei  numeri  successivi  dovremo  considerare  un  gruppo    di    quattro    tetraedri, 
conviene  definire  fin  da  ora,  e  di  cui  qualcuno  può   talvolta   esser   degenere,  com 
dirà.  L*uno,  (^),  è  quello  che  ha  per  vertici  A% ,  . .  ■  ,  A  ,   e   di   esso    diremo  « 
faceta  opposta  ad  Àl  .  Un  secondo,  (B),  ha  per  facce  ßa ,  , . ,  ,  fi    i  piani  osculato 
AÈ,  .  .♦,  A^  e  di  esso  diremo  E%  il  vertice  opposto  a  fi..  Un  terzo,  (C),  hai  ve 
C,,  . . .  ,  C    nelle  intersezioni  delle  tangenti  in   At ,  . . .  ,  A%   coi    piani    x , 
e  l'ultimo,  (D),  ha  per  facce  %tJ  . . .  ,  X^  i  piani  che  dalle  stesse  tangenti  projettai 
putiti  Bt,  . ..  ,  B^:  si  dirà  fi  *a  ht™  di  (C)  opposta  a  CL1  e   D(    il   vertice  di 
opposto  a  ?>. . 

a.  Qualsiasi  «,  le  coordinate  del  punto  corrente  sulla  tangente  in  *  a.  I*  son  i 
al  variare  di  ft,  da 

*i  =  0*  —  OC*  —  *#r*  0  -«ti 

mentre  le  coordinate-raggi  della  tangente  stessa  sono: 


Se  ne  deduce  che  If  tangenti  di  r",  qualsiasi  n,  tagliano  i  quattro  piani  sin^ 
in  punii  formanti  un  gruppo  projettivo  a  quello  dei  punti  di  contatto  dei  piani  ita 
Posto  dunque 

le  tangenti  di  T"  appartengono  al  complesso  tciraedralc 

Pensando  invece  A  come  parametro  indeterminato,   questa    equazione    rapprc 
oor  complessi  tetraedrali,  che  tutti  hanno  per  tetraedro  fondamentale    quello   dei 
singolari,  e  contengono  le   tangenti    di    T"    nei    punti    Aiì  .  ..,  A^    ognuu 
n  —  i  volte,  ed  esse  soltanto. 

Il  cono  del  precedente  complesso  avente  il  vertice  in  At  si  spezza  nei    due 
rappresentati  dalle  equazioni 

*,  =  °i 

^(i3T(HT^~(i2r(i4ï^-^  -  iXi*niìTxi  =  o, 

di  cui  la  seconda,  per  PidentkA 

(23)04)  +  00(24)  +  (I2)(54)  =  o, 
può  scriversi  anche  cosi  : 

(34)    v  (24)    „     ,      (23)    „   ..n 

(12)—    *       (13)"-    >  ^  (14)—  **         ' 
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presenta  il  piano  f>t  che  dalla  tangente  in  At  projctta  il   punto   Bx    comune   agli 
i  tre  piani  singolari. 

Se  invece  si  cercano  i  punti  p  dove  F"  incontra   il   cono    dello    stesso   complesso 
aie  il  vertice  nel  punto  a  di  F*,  con  un  calcolo  che  non  offre  difficoltà  si  trova  : 
ff*(!ta  —  i)A(A  —  i)(a  —  p)#[/(a)]w-2  +  potente  superiori  di  (a  —  p)  =  o. 
Pertanto: 

TI  emù  del  complesso  tetraedraie  (cui   appartengono    tutte   le    tangenti   delia    curva) 

per  vertice  un  punto  qualunque  di  T"  ha  raccolte  in  questo  punto  quattro  delle  sue 

'sezioni  con  F"  3),  e  ne  ha  raccolte  di  più  sol  quando  il  vertice    sia    uno   dei  punti 

* .  .  5  A  ,  nel  qual  caso  esso  si  spessa  nel  relativo  piano  singolare  e  nel  piano   che 

i  rispettiva  tangente  projetta  V  inter  sezione  dei  piani  singolari  rimanenti. 

3.  Dicansi  UtVn   UlFlì  ^^    Ie  coppie  di  punti  di  F*  che  separano  armonica- 

le  coppie  AtA}  e  A,A^,  AyAì  e  A2A^  AtAt  e  ASA^,  I  parametri,    per  es., 

1  $  Vti  essendo  radici  dell'equazione 

—  ««  —  Ov  —  2<M  ~  m4>*  +  a*aM  +  ai)  -  ***M  +  "3)  =  °> 

do  i  valori 

*>a%  -  ^a4  ±  j-  (ji)(i2)(24)(34) 
(30  + (24) 
Ora  il  piano  osculatore  a  F"  nel  punto  a  è  rappresentato  da: 


îlK24)(î4)v     .   00(34)04)  v    ,   (i2)(i4)(24)r     ,   (»3)00(12)      _n 
(a  —  o,)"'1     '  "*"    (X  —  a,)"-1     *  "•"   Çk  —  «p"-J  "»  ~   (X  —  ay->     *  ~    > 

oche  quello  che  oscula,  per  es.,  in  Ut  ha  un'equazione  cui  può  darsi  la  forma  : 
04) \     00(34)      „     1  (i2)(24)  ) 

v     1     j/7 w — ~\  l"  — *  ÌVa/7 T7 xl*""1      >  ~ 'I-  Tj/ 7 w \  l*^1     li 


B^:OÖ(34)  +  1/(I2)(24)J"-1{b/(I2)(24)^,    '       [f-(30(34")r2   'S 
(23)  \        04)(34)___v    |        0000      J 

if-  00(12) + i^x34)]"",<[/::rt3T)(ior  '^Lt^KiDr  S 


=  o. 


3)  Per  la  cubica  gobba  (n  =*  5)  si  trova  facilmente  che  le  due    rimanenti   intersezioni   del   cono 

Li  curva  costituiscono  il  gruppo  polare  di  2°  ordine  del  vertice  \  rispetto  al  gruppo  At  ,  . . .  ,  A4 , 

i  punti  di  F* ,  che  son  vertici  dì  coni  tangenti  altrove  alla  curva,  formano  su  questa  THessiano 

gruppo  À%  , -ì .  y  e  i  quattro  punti  di  contatto  hanno  per  parametri  le    radici    del    covariante 

i" —  ji//,  avendo  indicato,  come  d'uso,  con  H  THessiano  e  con  f  e  /  gl'invarianti  quadratico  e  cu- 
della  forma  /(^).  Cfr,,  anche  per  il  nesso  coti  altre  proprietà,  il  na  1 r  della  mia  Nota  :  Intorno  aita 
\ppr e  sentaient  dille  forme  binarie  cubiche  e  biquadratiche  sulla  cubica  gobba  (due  Note)  [questi  Rendi- 
Ulti,  toruo  V  (1891),  pp,  9-32,  33-50], 

Per  la  quartka  di  2*  specie  (1*  s^  4)  si  trova  che  i  parametri  delle   quattro  rimanenti    intersezioni 
â  cono  con  la  curva  son  le  radici  del  covariante 

io  /(>)•/ (F)  -  U(k?yHiH>?-i(\t¥. 
Questo  ha  per  invariante  quadratico  il  quadrato  di  Ht  sicché  per  note  proprietà    risulta   che   som 
mitro  i  punti  delia  quartica  F4  ,  tati  che  U  corto  del  complesso  ktraedrak  avente  il  vertice  in  uno  dì  essi 
contri  ulteriormente  la  curva  in  quattro  punti  equianarmonici,  e  sono  i  punti  di  contatto  delle  quattro    tri- 
canti  Ungenti. 
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Se  ne  deduce: 

Per  n  pari,  ma  non  per  n  dispari,  le  rette  Ut  Vl%   UaFtì   U.V    sono  arieti*] 
pali  della  curva,  ciob  risp.  intersezioni  dei  piani  a  questa  osculatori  nei  lo* 
e  V„  U,e  V„  Uit  K,. 

4.  Quando  n  sia  pari,  i  piani  secanti  V*  in  gruppi  di  punti  apolari  a  sé  me 
inviluppano  una  quadrica  E  che  ha  per  equazione  tangenziale 


■1 


i.k 


(4) 


(?) 

e  per  equazione  locale 

[(25X24X34)]"*:  +  r(3iX34Xi4)T'-v!  +  [(12X14X24)]"*;  +  [(23X3iX'-ìì 
+  [03)"0 4)"  -  (>0"(24)"  -  (i2)"(34)"][(M)"*1*,  +  (23)"*,*] 
+  [(3i)"(24)"  -  («2)" (34)"  -  (23)" (I4)"]l  *,  +  (J^VJ 

+  [(I2)"(34)"  -  (23)"(i4)"  -  (30"(24)"]f(34)"*,*ì  +  (12)"  *,*,]  =  * 

La  quadrica  E  passa  per  t  punti  An  . . .  ,  Aa  ed  ha  in  essi  per  piani  tançcnù  i 
rispettivi  piani  singolari  {à(,  .  ..,  ßj    siecht   rispetto    ad    essa  :iproc\   i 

{A)  e  (B). 

Questa  quadrica  è  indeterminata  per  n  dispari;    ma   in   suo   luogo   si  può 
considerare  con  vantaggio  il  complesso  lineare  G  formato  dalle  rette  in  cui  s'incori1 
le  coppie  di  piani  secanti  Vn  in  gruppi  di  punti  tra  loro  apoliri.  La  sua  equazione  e 

(14)"/),,  +  (24)"/>}1  +  (34)"/»,,  +  (23)"  A4  +  (30"^  +  <i*TPM  =  °- 
//  complesso  G  contiate  le  tangenti  a  T"  nei  punii   At,  ...  ,  A  ,  ne 
due  volte  (a  meno  che  non  sia  n  =  3,    nel    quoi    caso    contiene   tutte   U    tangenti 
ni  iva). 

5.  Il  determinante 

o  (12)"  (13)"  (14)" 
(21)"  o  (23)"  (24)" 
(31)"  (32)"  o  (34)" 
(41)"    (42)"     (43)"       0 

formato  con  le  coordinate  dei  punti  Alf  . ,.  ,  A^ ,  è  simmetrico   o  emisimmetrko: 
corido  che  n  è  pari  o  dispari,  e  nel  primo  caso  coincide   col   discriminante  della 
drica  E,  In  ogni  caso  esso  contiene  come  fattore  il  discriminante  D2  della  forma /( 
ü  rimanente  fattore  è  dunque  un  invariante,  di  grado  2(11  —  3),    della   forma 
ed  anzi,  quando  n  sia  dispari,  il  quadrato  d'un  invariante  J%  di  grado  n  —  3.  Questui 
timo  è  ciò  che  si  ottiene  dividendo  per  D  il  trinomio 

(ì)  K  =  (23)"(i4)"  +  (3i)"(24)"  +  (I2)"(34)", 

il  cui  quadrato  equivale  allora  al  precedente  determinante.  Osservando  che    A'  è 
Pinvariante  di  G,  si  conclude  : 

Per  n  pari,  i  punti  Ax,  , . .  ,  A4  sona  in  un  piano  quando,  e  sol  quando,  si 
un  Ili  un  eerto  invariante,  di  grado  2(w  —  3),  della  forma  /(*);  allora  la  quadrica 
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natta,  cerne  luogo,  a  quel  piano  contato  due  volte  (e  inversamente)  *).  In   caso    con- 
ti i  tetraedri  {Ä)  e  (fi)  sono  iperboloidici. 

Per  n  dispari.  :  tetraedri  (A)  e  (B)  sono  di  Möbius  e  reciproci  l'un  dell'altro   ri- 
»  ai  complesso  G  *)  :  a  meno  che  non  sia  nullo    tot   certo    invariante  Jt ,  di   grado 
3*  di  /(*•)?  n*l  °"'^  caso  »  P""'i  '^,1  •  •  •  )  A.  sono  in  linea  retta,  e  il  complesso 
spettale  ed  ha  per  asse  questa  retta  °). 
6.   Qualsiasi  «,  i  piani  8t ,  . . .  ,  &H  hanno  per  equazioni  : 

(34)    „  (24)    „    i.    (*})   _  _ 


in)   v 


-x  4-  AW   x 

1  >^  (14)—  « 


(»3)   x    «     ('3)    v 


(23) 

(12) 


4-  JÖ2L  v 


=  o. 


(43)"-'    ' 

quali  il  determinante  dei  coefficienti  ò  simmetrico  o    emisimmetrico    secondo    che 
pari  o  dispari.  Nel  secondo  caso  esso  è  il  quadrato  dell'espressione 


—.+ 


i=3  + 


(23)"-(i4)"-1   *   Oi)-'(H)-'    '    (12)-' (34)" 
quale,  prescindendo  dal  denominatore,  equivale  airinvariante 

!..  =  KiOOOO  »)(34)]-!  +  [(I2)(23)(34)(i4)r'  +  [(23)(30(i4)(24)]-1, 


4)  Per  fi  ~  4  il  gruppo  dei  quattro  punti    dev'essere  equianarmonico,    e    si    ottiene    un   teorema 
amo. 

5)  Ricordo»  anche  per  il  seguito,  che  due  tetraedri  di  Möbius  determinano  un  complesso  lineare, 
:o  al  quale  son  reciproci  l'un  dell'altro,  e  una  quadrici!,  rispetto  a  cui  sono  entrambi  autorecìproci; 

inoltre  le  polarità  rispetto  al  complesso  e  alla  quadrica  sono  permutabili  e  il  loro  prodotto  e  untin- 
one rigata  che  muta  Fun  tetraedro  nell'altro.  Cfr.  su  ciò  Caporali  e  Del  Pezzo,  Introdurne 
Ucria  delio  spazio  rigato  (1885),  nelle  Memorie  di  Geometria  del  Caporali,  Napoli,  1888,  p.  270.  — 
'imo  dei  due  tetraedri  si  sceglie  come  fondamentale,  e  le  coordinate  dei  vertici  dell'altro  sono  gH 
enti  del  determinante  (necessariamente  cnrisjnametrico)  |ä^|,  il  complesso  e  la  quadrica  hanno  le 
doni  : 

anP>y  +  "i4f  ji  +  auPn  +  **)Pi4  +  a3iPH  +  at*Pn  m  °* 
«^«„sj  +  aìt  auaH  x\  +  aì2a^  g^jrj  +  a1}aìt  atlx*  =  0, 

tvolunone  rigata  è  rappresentata  dalle  fcrmole  : 

x\  =  *,i«u**(  anxi  +  V*J  +  «m*^ 

*1  =  atlaÈìau(a4ìxx  +  aHx}  +  aìtx^ 

^4»éHMHëH(^Xi  +  atìx,  +  a2tx}  % 

6)  Ne  segue  che  per  n  —  5  ed  n  =  7  i  punti  At  ,  ... ,  A4  non  sono,  in  generale,  in  un  piano, 
addirittura  in  linea  retta  quando,  e  sol  quando,  formino  sulla  curva  un    gruppo   equianarmo- 

Oh,  per  le  notizie  bibliografiche,  la  mia  Nota  citata  [ a)  ]  :  Alcuni  teoremi,  etc. 
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di  grado  i(n  —  2),  della  forma /(>). —  Nel  primo  caso  invece  il  determinante steaoJ 
ridotto  a  forma  intera,  equivale  ad  un  invariante,  di  grado  4(7*  —  2),    che   p  I 

versi  ?)  sotto  la  forma 

/;- 4  £>"-%, 

essendosi  chiamato  /}  l'invariante,  di  grado  n  —  2, 

/,  =  (23)-,('4rJ  -h  (30"-,(24r '  +  (I2)-J(J4)"-'- 

Si  hanno  perciò  i  teoremi  seguenti: 

Per  n  pari,  affinchè  i  piani  ^ ,  ... ,  ^  concorrano  in  un  punto,  occórre  t 
sia  nullo  un  invariante,  di  grada   \(n —  2),  di  /Çk).  Se  ciò  non  avviene,  le  fflrtgrtói 
V"  nei  punti  A^  .  . , ,  A    sono   iperboloidiche ,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  sono  ij 
i  due  tetraedri  (fi)  e  (/))  8). 

Questi   tetraedri    (/?)  e  (/))   sono    reciproci  Timo  dell'altro    rispetto  alla  qu 
di  equazione 

00    Yr    1      (24)    vv    1     (34)    vv    ,      03)_YV     ,      00   rv     ,   JjO   tv 
(23)"-1  â  |T  00       ''  T  (ur^1  *~(14T*  * 4       04)       24  "*"  ( 

dal  confronto  della  quale  con  la  (3)  risulta: 

Per  n  pariy  la  quadrka  rispetto  a  cui  sono  reciproci  i  tetraedri  (fi)  e  (D),  < 
rata  come  luogo,  i  apolare  alla  quadrila  E,  rispetto  a  cui  sono  reciproci  i  tetraedri  (i 
e  (J5),  considerata  come  inviluppo. 

Inoltre  : 

Per  n  dispari,  i   tetraedri  (fi)  e  (D)  sono  di   Mobius,  a   meno   che  non  sia 
l'invariante  /a,  nel  quai  caso,  e    allora   soltanto,    i  piani  Jj  ...,  X    passano  per  1 
j/wrt  rsfte. 

Il  complesso  lineare  G'T  rispetto  a  cui  sono  reciproci  i  due  tetraedri  di  Mobius,  I 
l'equazione: 

_0iL,    i.JM  t  +J1Ü-*    1   to)  1,    1   00  »  +  (")  »  J 

(23)W-JÌJ)^ 00""     r'       (i2)"'^t,r  (14)— lfî<^  ^y-1'1«  '  ^y-'" 
epperò  è  in  involuzione  con   G.  Poiché  d'altra  parte  il  suo  invariante  è  la  quantità  (* 
si  conclude: 

Per  n  dispari,  il  complesso  lineare  G\  rispetto  al  quale  sono  reciproci  i  tetraiin 
Möbius  (fi)  e  (D),  è  in  involuzione  col  complesso  lineare  G,  rispetto  a  cui  sonòre 
gli  altri  due  tetraedri  di  Mobius  {A)  e  {B). 

Quando  sia  nullo  l'invariante  /a,  e  allora  soltanto,  il  complesso  G*  t  specialen 
suo  asse  concorrono  i  piani  8t,  . . .  ,  8  . 

7.  Ancora    per  n   dispari,    un  altro    significato    dell'annullarsi   dell'invariante  /, 
ottiene  come  segue.  Dalle  espressioni  (1)  delle  coordinate  della  tangente  a  r  nel 


7)  Superfluo  avvertire  che  anche  per  n  pari  j2  è  un  invariante  di  /. 

8)  Gfr.  il  n°  4  della  mia  Nota  citata  \  a)j  :  Alcuni  teotimi,  etc.  —  Teoremi  più  comp 
e  d'un  altro  del  n°  8  risulteranno  per  altra  via  nel  n°  io. 


£  =  00-04)"-'  -(12)'-' (34)'-', 
(8)  ]M  =  (i 2)"' 04)-  -  03)"- (M)"-, 

jv  =  00-04)-  -  (30-04)-; 

e  il  loro  déterminante,  emisimmeirico,  è  il  quadrato  di 

o)        03)-04)"-^  +oo-04r,Mi  +  oo  'WTT- 

Chiamando  i  l'invariante  quadratico  di /(>),  si  ha: 

O5)3o-i)'  +  uow  +  (i2)(34y  =  »•', 

(23)00(14)04)  +  000004)04)  +  (I2)(25)(Ï4)(M)  =  -  «, 
sieche,  rammentando  la  (5),  la  precedente  quantità  si  riduce  a]  prodotto  KJ^So^i 
mendo  il  fattore  D,  risulta  un  invariante,  di  grado  371 —  7,  espresso  dal  prodi 
Perciò  : 

Se  n  e  dispari,  i  tei  mairi  (/i)  e  (C)  som  di  MoBII 
0  l'altro  degl'invarianti  Jt  e  ] 2 ,  nei  quali  casi,  e  in  essi  soltanto,  t  punti  C 
sono  iti  Unti!  retta. 

U  complesso  lineare  G",  rispetto  a  cui  sono  reciproci  {B)  e  (C),  ha  per  eqiuiii 

04)"-\6      |    04)-Mft      ,.  04)-xrft 

_i.03)-Lfi  ,  oo-M„  +  oo-xrft  _0 

£"5Jtì  contiene  le  tangenti  di  TPi  né*  /w//*  -4, ,  . ,.  ,  A  ;   inoltre   ha  per  iiiv. 
la  quantità  (9),  ed  è  in  involuzione  così  con  G  come  con  G\  Pertanto: 

Se  n  h  dispari,  il  complesso  lineare  Gf\  rispetto  al  quale  sono  reciproci  i  Ulti 
di  Mößius  (JS)  e  (C),  e  in  involuzione  con  ciascuno  iti  complessi  G  e  G'.  Qu: 
qtiatuh,  sia  nullo  l'uno  0  l'altro   degl'invarianti   }%  e  J2 ,    G"  e  speciale^  e  sul  SU 
sono  allineati  i  punti  C, ,  . . .  ,  C  . 


§  II.  —  Caso  di  n  pari. 


9.  Sia  n  =  2m.  Scrivendo  le  equazioni  dei  piani  che  proiettano,  per  es.,  la  cm  I 
t/l  Vx  (n°  3)  dai  punti  fondamentali  B^(o^  o,  o,  1)  e  ^(o,  o,  1,  o),  risulta  nullo nd» 
prima  anche  il  coefficiente  di  x%ì  e  nella  seconda  anche  il  coefficiente  di  xs;  inoltrt  s 
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ono  successivamente  sopprimere  in  entrambe  i  fattori 

11'-  (30(24)  +  1/02)(34)1"  -  [V-  00(M)  -  V/(i2)(>4)]"  • 
Si  ottengooo  così  le  equazioni  delle  corde  U,Vìy  UìVl}  UìF}  risp.    nella  forma: 

(24r(j4)"'x1±(i2r(30"'v4=o; 
(i2r(i4)"^±(23r(34)"A-1  =  o, 
(34r(i4)"xj±(23)™(i2)-x4=o; 
(23)™(24)"xl  ±  (3O"  (14)"*,  =  °> 
(i4)"(24rxi±(30"(23r^  =  o; 
x  sono  da  prendere  i  segni  superiori  0  i  segni   inferiori  secondo   che   m   sia  dispari 


Risulta  da  esse  che  le  corde  Ul  Vv ,  Ut  F2 ,  U  F  passano  per  uno  stesso  punto  op- 

giacciono  in  uno  stesso  piano,  secondo  che  m  sia  pari  0  dispari  10). 

Per  m  pari,  diremo  04  il  punto  di  concorso  delle  tre  corde,  il  quale  ha  le  coor- 


[(30(i2)(i4)]"',    [(i2)(23)(24)r,     [(23)(3i)(34)r,    [(14X24X34)]™, 

io  o)t,  Wj,  cj}  i  piani  contenenti  risp.  le  corde  2a  e  3*,  3*  e  ia,  ia  e  2a,  i  quali 

le  equazioni  : 

[(23X24X34)]^,-l(30(34XM)rv-[(i2Xi4X24)]"'.xi+[(23X3iXi2)r.v4=o, 
XK23X24X-  -[(30(34Xi4)]'"-v2+[(i2Xi4X24)r^-[(23X3iXi2)]^=O> 

f[(23X24x?4)]'";vl+[(3iXMXM)r-v-r(i2xI4)(24)r^ -[(23X31X12)]^  =0. 

Chiameremo    poi    0Ì    il    conjugate    armonico    di    0     rispetto    ai    punti    Uu    Fi 
p  S,   2,    ì),  e  cì4  il  piano  0^,0..  I  punti   (>;!  Ot,  0    hanno  le  coordinate  "): 
<  [(3lX»X*4)ri    -[(12X23X24)]'",     -[(23X3iX34)]m,        [(14X24X34)]"; 

*)J  [(30(i2XH)| ",    -[(.2X23X24)]'%       [(23X31X34)]'%    -[(HX24X34)]™; 

'  [(3>X'2XM)]%        [(12X23X24)]-,     -[(23X3iX34)]'%     -[(i4)(24X34)r; 


"»)  Questo  teorema,  clic  del  resto  e  rami  £Ì,ì  noto  due  anni  sono,  trovasi   anche   nel  lavoro    del 

.  MaRletta,  Contributo  alla  boria  delle  curve  ragionali  | questi  Rendiconti,  tomo  XXI  (1906),  pp.  192  210 

nQ   I2)J.  Per  n  2=  trovato  simultaneamente  dai  si£.  Bertini,  SulL  curva  gobba  di  40  online 

r*  j^«*^  [Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo,  s.  II,  t.  V  (ißya),  pp.  622-6jK  (nu  1  i)J  e,  sotto  la  forma  duale, 

Laguerre,  Recherches  analytiques  sur  la  surface  réciproque  de  la  surface  de  Steiner  [Nouvelles  Annales 

Mathématiques,  deuxième  série,  t.  XI  (1872),  pp.  319-327,  337-547,  418  428;  t.  XII  (1873),  pp.  55-71. 

-  Œuvres,  t.  Il  (19QÌ),  pp.  281  318]. 

£  Marletta  chiama  le  rette   t/,  F,  ,    U2  V\  ,  U,  V%  ,  tanto  per  n  pari  quanto  per  «  dispari, 
ira*  principali  della  curva,  denominazione  che  nell'uso  comune  è  ormai  riseduta  alle  corde  che  sono 
tersezionì  dd  piani  osculatori  nei  loro  estremi.  Invece  nel  tì°  3  si  è  veduto  che  di  tale  proprietà  — 
cui  non  e  parola  nel  lavoro  del  sig.  Marletta —  godono  quelle  rette  fotolito  se  n  e  pari. 
it)  Qui  ito  giova  tener  presemi  l'identità 

(23)(*4)  +  (30(H)  -  (i2)[(3i)  -  (24)J 
le  analoghe. 

.    €**(.  AiMtm.  I\ikrmot   i.   XXIV  (i<0  scrQ,   1907).  —  StampAlu  il  25  maggio  1507.  a 


IO 
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e  il  piano  <*>    è  rappresentato  dall'equazione 

(15)  [(23X24X34)r*,+lOiX34XM)]-X+[(12Xi4X24)]"*1+[(23X3iX"^1= 

Se  al  contrario  m  è  dispari,  i  punti  0|f  0a,  0}  che   hanno    le   coordinate  (i 
sono  risp.  le  intersezioni  delie  corde  21  e  ja,  3*  e  ia,  1*  e   2a,    mentre   il  piiao  * 
rappresentato  dalla  (13)  I  quello  che  contiene  le  tre  corde;  inoltre  i  piani  »,, 
dati  dalle  (11)  sono  i  piani  conjugati  armonici  di  w^  rispetto  alle  coppie  di  piani  ûk» 
latori  a  T  in  Usì  Vy  ;  t/2,  F2;  U}ì  V^  e  il  punto  0  t  di  coordinate  (io),  è  Tin»! 
sezione  di  codesti  tre  piani. 

Riassumendo,  qualsiasi  ti  purché  pari  (=  2  m\  si    ottiene  un  tetraedro  ( 
variante  per  la  curva,  t  cui  vertici  hanno  le  coordinate  (io),  (12),  e  le  cui  facce 
rappresentate  dalle  equazioni  (11),  (13).  Esso  non  è  mai    degenere    se,    come 
supponiamo*  i  punti  Aì ,  . .  .  ,  A^  sono  distìnti,  e  nel  seguito  verri  chiamato  il  Utu 
principale, 

io.  Siano  /,,  /,,  I}  le  involuzioni  rigate  aventi  risp.  per  assi  le  coppie  di 
opposti  QiOì  e  Ot04,  0}0t    e   02O^    OlOi    C    0%OA    del  tetraedro   (0). 
noto  Ia),  esse  sono  a  due  a  due  permutabili  e  ciascuna  è  il  prodotto    delle    altre 
sicché  risulta  un'involuzione  il  del  40  ordine,  i  cui    od5  gruppi  sono  costituiti  ctai 
goli  punti  dello  spazio  insieme  coi  loro  conjugati  in  li%  73,  I  ,  1    punti   d'un 
di  iì,  quando  non  appartengano  ad  una  faccia  di  (0),  sont)  vertici  d*un  tetraedro 
corrisponde  ad  (0)  in  quattro  omologie  armoniche,  sicché  i  due  tetraedri  equ 
ha  i  vertici  nei  centri  delle  quattro  omologie  formano  una  terna  des* 

Le  7J  T  I3 ,  Iì  hanno  risp,  per  equazioni  : 

x;:x;:x;:x;  =  (I2)"Oi)"^:(i2r(24)"xi:(3i)"(34)-A:J:(24r(34) 
y|:x;:x;:x;  =  (i2)»(i4y.vl:(23)"(i2)".v,:(2.ì)"(34rvi:(?4y(i4rx!, 

yi:x'2:x;:x;  =  (3i)-04)*.v3:(23)-(24)'Aì:(^)"(23rAV(i4r(24) 

Ognuna  trasforma  la  curva  r"  in  sì;  P  contiene  quindi  oc*  gruppi  di  Q,  i 
formano  l'involuzione  (sizigetka)  W  determinata  sulla  curva  stessa  dal  gruppo  A:,  , .. 
e  dal  suo  Hessiano. 

In  particolare  si  può  dunque  dire  che  l'involuzione  Ü'  consta  dei  vertici  à 
traedri  inscritti,  i  cui  spigoli  opposti  sono  incontrati  dalie  tre  corde  principali  l 

Quattro  gruppi  di  U  si  hanno,  evidentemente,  nei  vertici  dei  tetraedri  (A),  (fy> 
(C),  (D)  definiti  nel  n°  1;  perciò: 

Ciascuno  dei  tetraedri  (A),  (S),  (C),  (D)  è  omologico  al  tetraedro  principali  (O) 
in  quattro  modi  ;  e  però  i  tetraedri  stessi  sono  a  due  a  due  iperboloidici  in  quattro  mJi, 
nell'uno  dei  quali  sono  corrispondenti  i  vertici  rappresentati  da  lettere  con  lo  ste> 


»a)  Per  queste  e  altre  proprietà  di  cui  tra  poco  faremo  uso,  cfr.  Stephanos,  Sur  Us  sysUmes^ 
miques  de  trois  titraèdtrs  [Bulletin  des  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  deuxième  série,  l 
(1879),  p.  424-456];  Veronese»  Sopra  alcune  notevoli  configurazioni,  etc.  (Memorie  adii   El 
dei  Lincei,  s.  Ili,  t  IX  {1880-81),  Memoria  2*].  —  L'involuzione  il  è  considerata  anche  nei  citato  Li>" 
del  «g.  Marletta. 
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i  altri  tre  si  deducono  da  questo   scambiando   nclYun    tetraedro   due   vertut   tra 
!  i  vertici  rimanenti  pure  tra  ìoro  l3). 
Segue  ancora: 

opra  agni  spigolo  di  (0)  si  ha  uninvol 'unione,  che  ha  i  punti  doppi  nei  vertici  di 
ad  esso  appartenenti,  e  quattro  coppie  di  punti  con  fugati  nelle  intersezioni  dello  spi- 
tesso  con  due  spigoli  opposti  di  ognuno  dei  tetraedri  (A%  (£)>  (C),  (D). 
Similmt 

Attorno  ad  ogni  spigolo  di  (0)  si  ha  un'involuzione  di  piani,  della  quale  sono  ele- 
ppi h  facce  di  (0)  in  esso  concórrenti,  e  quattro  coppie  di  elementi  con  fugati  son 
nate  dai  piani  che  passano  per  lo  spigolo  stesso  e  per  certi  due  spigoli  opposti  di  o- 
:  tetraedri  (J),  (5),  (C),  (D> 
Con  le  equazioni  dei  n'  precedenti  risulta  di  più  che  :  se  lo  spigolo  considerato  Ï 
delle  tre  corde  principali  UiVn  quando  tu  sia  dispari,  alla  prima  involuzione  ap- 
wgono  pure  come  conjngatì  i  punti  d'appoggio  della  conia  con  P  ;  mentre  per  m  pari 
quinta  coppia  della  seconda  involuzione  h  formata  dai  piani  osculatori  a  Tw  negli 
ni  della  corda  ^). 

Ricordando  poi  (v.  per  es.  Stephanos,  L  c,  n°  21)  che  una  rena  qualunque  dello 

izio  e  le  sue  conjugate  in  /  ,  lt ,  I   appartengono  ad  una    medesima   schiera   d'una 

u  rispetto  a  cui  (0)  è  autoreciproco,  si  ottiene  0  notevole  teorema  IS): 

Le  tangenti  a  P  nei  punti  d'un  gruppo  qualunque  dell' involuzione  siqigetica  Û'  sono 

airici  d'una  stessa  schiera  sopra  una  quadrica,  rispetto  alla  quale  il  tetraedro  prin- 

£  (O)  i  autoreciproco. 

In  particolare,  la  quadrica  su  cui  stanno  le  tangenti  nei  punti  An  .  • .  ,  A^  ha  l'e- 
«ione: 

*+(i2X3iX24X34X(»rx34ri+(3irx^ri(MyvJ+(23Kx4i 

(+0iX25Xi4X24)[0iy^^ 


|3)  Si  osservi  che  se  di  due  tetraedri  uno  è  circoscritto  all' nitro,  e  se  le  congiungenti  i  vertici  dei  primo 
tiet  del  secondo  risp.  situati  suìle  facce  opposte  sono  iperboìoidiche,  i  due  tetraedri    sono    iptrholoidki 
tri  tre,  e  tre  soli,  modi,  che  si  deducono  dal  precedente  scambiando  tra  loro  neìVun  tetraedro  due    ver- 
te puri  gli  altri  due.  Ciò  si  dimostra  per  la  via  più  breve,  assumendo  il  primo   tetraedro   come 
iemale  e  rammentando  che  la  condizione  per  la  posizione  iperboloidica  consìste  allora  nell'essere 
0  il  determinante  formato  con  le  coordinate  dei  vertici  del  secondo.  —  Poiché  adunque  (B)  e 
circoscritti  ad  (A)t  e  similmente  (D)  a  (B)t  e  (A)t   (B)>  (D)    a  (C),    delle    quattro  maniere 
questi  tetraedri  sono  a  due  a  due  iperboloidici  una  porta  come  conseguenza  le  altre  tre, 
■4)  Che  per  la  quartica  di  2*  specie  (m  ~  2)  i  due  ultimi  piani  separino  armonicamente  due  facce 
triedro  formato  dalle  corde  principali,  fu  osservato  dal  sig.  Bertini,  L  c.t  nö  12* 

15)  Per  la  quarti  e  a  di  2*  specie,  il  teorema,  nella  sua  prima  parte,  fu  enunciato   dal  sig.  Study, 

tenderò  da  tutt'altro  punto  di  vista,  nella  Nota   Über  die    Raumcuvven    vierter    Ordnung,   ^weiter  Art 

chte  der  K.  Sachs.  Gesell,  ru  Luîpzig  1886,  p.  3];  e  una  dimostrazione  algebrica  se  ne  trova  alla 

lei  mio  lavoro  Sui  combinanti  dei  sistemi   di  forme    binarie    annessi    aite   curve  gobbe   ragionali  del 

forame  [ Annali  di  Matematica,  s.  II,  t.  XX  (1892),  pp.  101-162  (n°  40)].  Però  la  semplice  osserva- 

del  testo  è,  se  non  erro,  quella  che  ne  mostra  la  vera  ragione,  per  qualsiasi  valore  di  m. 
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Le  quadriebe  del  fascio  individuato  da  questa  t  dalla  quadrici   E  iil 
per  comune  tetraedro  autoreciproco  il  tetraedro  principale  (Ö),  t  tait£  sm*  taf 
nei  punti  Ati  . , .  ,  A^,  Ciascuna  t  trasformata  in  si  dalle  /g,   /lf  J;,  rppert 
esse  è  circoscritta  al  tetraedro  (B)  l6),  un  altra  a  (C),  e  una  fórra  a  (£));  une  pài 
ne  esiste,  che  i  tangente  in  AtJ  , . .  ,  A    alle  facu  del  tetraedro  (D), 

il.  Un'altra  proprietà  si  ottiene  nel  modo  seguente,  dove  per  la  semffiddi 
formolc  attribuiremo,  com'è  lecito,  ai  punii  A% ,  . .  .  ,  Aé  risp«  i   valori  a,  i, 
parametro,  sicché  gli  estremi  Ut ,  V%  della  prima  corda  principale  avranno 
Yä  e  —  )fä<  Consideriamo  la  matrice 

a-     {i-\fl)lm     a-{i-fafm       i 
X*"      o  —  iym  (X  —  a)7m  i 

fl*«    (x  —  aym      alm(x  —  iym    v*  | 

formata  con  le  coordinate  di  U \  e  di  due  punti  di  V  conjugati  in  /  ,  quindi  < 
metri  X  e  — ,  Uguagliando  a  zero  i  minori  che  risultano  omettendo  la  second 
terza  verticale,  si  ottiene  una  stessa  equazione: 

(X™  —  am)[(i  —  fà)tm  (Vm  +  am)  —  amQ.  —  i)ai"  —  0  —  a)""]  s  o. 
Uguagliando  a  zero  gli  altri  due  minori  di  terz'ordine,  si  ottiene  similmente  i 
medesima  equazione: 
[am(l  —  i ym  -  (X  —  a)2m] [(i  —  i/a)2"1  (X3"  +  <T)  —  ^(X  —  iy  —  (a  —  aym]=o.i 

Questa  e  la  precedente  sono  entrambe  soddisfatte  ove  si  prenda  X  in  me 
rificare  la  relazione: 

(15)  (1  —  fSf  (Vw  +  am)  —  am(\  —  i)3"'  —  (X  —  a)ìm  =  o, 

e  in  tal  caso  i   due  punti   considerati   di  T" ,   conjugati  in  Jr ,   sono   allineati  con 

Poiché  la  (15)  ha  la  radice  doppia  X  ==  }/tf,  eh 'è  da  trascurare,  si  conclude: 

Da  ognuno  dei  punti  LT,  Vt  partono  m  —  1  trisecanti  di  T",  *  cui  ulterim 
d'appoggio  con  la  curva  sono  conjugati  in  una  delle  involuzioni  /,./,,/    fin  qutlki 
cui  uno  degli  assi  contiene  il  putito  considerato). 

Per  ciascuno  de'  sei  punti  passano  poi  altre  2  (in —  i)(m  —  2)  tnsecani 


§  IIL  —  Caso  di  n  dispari. 

12.  Con  le  forinole  dei  nl  6  e  8,  alcune  delle  proprietà  la  stabilite  per  n  & 
possono  completarsi  e  riassumersi  cosi  : 

/  tetraedri  (A)y  (B)}  (C),  (Z>)  sono  a  due  a  due  di  Möbius,  e  rispetto  ai  cmfe* 
lineari,  a  due  a  due  invoìutorìj  Gy  G\  G*'  sono  ordinatamente  tra  loro  reciproci  {A 
e  (B)  come  pure  (C)  e  (D),  (A)  e  (C)  come  (B)  e  (/>),  (A)  e  (D)  come.  (fi)  t  (Q 

I  16  vertici  e  le  16  facce  dei  quattro  tetraedri  sono  dunque  tali  che  per  ogn^ 


io)  La  sua  equazione  si  ottiene  sottraendo  le  (4)  e  (14)  Tuna  dall'altra. 
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uej  punti  passano  6  ài  questi  piani,  e  su  ciascuno  di  questi  giacciono  6  dei  primi  ; 
rica  poi  subito  che  tre  di  tali  punti  o  di  tali  piani  non  appartengono  mai  ad  una 
retta;  onde  per  un  noto  teorema  **)  risulta: 
/  vertici  e  le  facce  dei  tetraedri  {A\  (fi),  (C),  (D)  sono  gli  elementi  d'una  confi- 
amone di  Kummer, 

Alla  stessa  proprietà  si  può  giungere  anche  per  quest'altra  via,  die  meglio  ne  pone 
ace  l'intima  ragione.  Ciascuno  dei  nominati  tetraedri  [cfr.  la  nota  s)]  i  autorad- 
io rispetto  alla  quadrica  5  rappresentata  dall'equazione  : 

cui  una  schiera  di  generatrici  contiene  le  corde  Ut  J7,,  U2  Pfj  U]  F  (n°  3)  di  T , 

la  schiera  trasversale  R  è  quella  in  cui  si  tagliano  i  complessi  G,  G\  G",  Le 

ie  w,t\,  U2V2i  U'V    di  generatrici  dì  R  uscenti  dalle  coppie  di  punti  Ut  Ff,  U2V2, 

sono  a  due  a  due  armoniche,  e,  prese  come  assi,  individuano  tre  involuzioni  ri- 

Ix ,  /,,  /  ,  rappresentate  risp,  dalle  formole: 

■;  ■*]  ■■  <  =  (i2)"(5i)"^  :  -  (»XhT«!  :       C3i)"(34)"-v,  :  -  (*&&#*., 

I.  ■■  *;  ■■  K  =  (I2)"(i4)"-x3  :       (23)"(I2)" *4  :  -  (23)"(34)" *,  ■  ~  C?4)" Cm)"^ , 

=  ÜOW*.  :  -  (23)"(24)"*,  :  -  00"(23)"  \  :        (14)" (=4)"^- 

Le  It ,   /a ,  /.  sono  a  due  a  due   permutabili,  e  ciascuna  è  il  prodotto  delle  altre 

che  —  analogamente  a  ciò  che  si  è  trovato  per  n  pari  —  nasce  un'involuzione  Ü 

40  ordine,  i  cui  gruppi  si  ottengono  associando  ai  punti  dello  spazio  i  loro  conjugati 

$%t  7lt  7j.  I  punti  d'un  gruppo,  quando  non  appartengano  ad  una  stessa  generatrice 

schiera  trasversale  di  1?,  sono  vertici  d'un  tetraedro  autoreciproco  rispetto  ad  5. 

aiuta  delle  7  ,  72,  I,  trasforma  la  curva  V"  in  se,  e  però  r"  contiene  oo*  gruppi 

costituenti   l'involuzione  (sizigetica)   Ü'  che  su  F  vien   determinata    dal  gruppo 

. . .  7  A4  e  dal  suo  Hessiano. 

Poiché  i  vertici  di  (A)y  (S),  (C),  (Z>)  danno,  evidentemente,  quattro  gruppi  di  il, 
i  cui  vogliamo  giungere  segue  dalla   proprietà  lö)  che  quattro  gruppi  di  11,  i 
ali  siano  composti  coi  vertici  di  quattro   tetraedri  a  due   a  due  di  Möbius,  formano 
configurazione  di  Kummer. 

13.  Dei  sei  complessi  lineari  a  due  a  due  in  involuzione,  dai  quali  con  la  nota  co- 
alizione del  sig.  Klein  può  dedursi  la  precedente  configurazione,  tre  sono  G,  G\  G". 
i  altri  tre,  Gt,  G3Ì  G;T  son  quelli  relativi  ai  sistemi  nulli  Nn  N2^  N}  che  vengono 
«crminati  riferendo  la  schiera  R  involutoriamente  a  se  stessa  con  le  rette  doppie  ttt 


17)  Ciani,  Sopra   ìa   configurazione   di   Kummer    [Giornale    di   matematiche,  voi  XXXIV  (1896), 
177-180;   vol.    XXX VII    (1899),   pp.    62-72 J  ;    Martinetti,    Sopra    la   configuration*   di   Kummer 

,  vol   XXXV  (1896),  pp.  235-241J. 

18)  Cn\  la  mia  Nota  citata  in  principio  [*)]♦ 
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e  vt ,  Ma  c  v2,  «j  ei'j.  Le  loro  equazioni  sono  : 

(M)"/>31-(2j)"/>M  =  o, 

(34)7,,  —  (i2)X  =  o- 
Di  più  si  ha: 

Il  complesso  Gà  contiene  le  tangenti  di  V"  nei  punti  doppi  delle  involuzioni  < 
dinate  da  L  e  ^  su  r" ,  cioè  nei  punti  LV,   r,   17.,  Fa  inoltre  le  tangenti  nei  | 

di  — -  gruppi  dell'involuzione  Ü  **). 

Delle  dieci  quadriche  fondamental!  della  configurazione,  Tuna,  contenente  la: 

R  comune  a  G,  G',  G",  ò  la  S  di  cui  si  e  data  l'equazione  nel  n°  precedente.* 

dovute  similmente  ai  complessi  G,  G2,  GSJ  G\  G2,  G^;  G'\  G^,  G.  hanno 
zioni  : 

4»  +  2(24)"(34)" x,  [Ol)"  a,  +  (12)" xj  4-  2(ji)"(i2)-.v4[04)"x1  -  (24)"^ 

«  +  2(23)-,(l4r,lOO0HX34)"*,.Y]  +  (I2)04)(2^  A;  X, 

+  02)Ü4)0l)"xiA-<-0l)(24)(l2)*Vj  = 

£♦  +  2(23)(i4)i(3iri(24r'  Mt04)"*,*.  -  t»r*,*a* 

+  (i2)"  'O-O-'^Kh)"*,*.  +  00"*»*, 

dove  si  è  posto  per  brevità: 

*-[03X24X34)]X-[(3iXî4Xi4)]"a1-[(i2XmX24)]"x;+[(23X3iX")Tï 

ed  Lj  Afj  iV  hanno  i  valori  (8).  Le  sei  quadriche  rimanenti,  che  si  deducono  dalfct 
ultime  cambiando  i  complessi  Ga?    G^  in  G}J    G^  e  Gl}   G3,  hanno  equazioni  che  i 
ricavano  dalle  precedenti  permutando  circolarmente  gl'indici  i,  2,  3  tanto  nelle  a,  qu 
nelle  differenze  (23),  (31),  ... 

14,  La  ottenuta  configurazione  di  Kummer,  benché  generalmente  non  degenere 
tetraedroidale,  è  però  particolare,  in  quanto  che   dipende  da   un  solo  modulo  (1 
da  tre),  cioè  dal  birapporto  A  dei  punti  An  che,  prenderemo,  come  nella  (2),  nelTarl 
dine  AÌA}AÌA4. 

Se  consideriamo  ad  es.  i  sei  punti  B:1   J52,   B}J   A^    C  ,  D4  del  piano  a^-o. 
essi  stanno  sulla  conica 

£(14)**,*,  +  MW*,*.  +  Nfay^x,  «  o; 

e  si  trovano  subito  le  forinole  seguenti,  nelle  quali  i  birapporti  dei  primi  membri  sii 


19)  Similmente  Gf  oltre  alle  tangenti  nei  vertici  di  (A)>  contate  due  volte  (n°  4\  contiene  k  ö& 

genti  nei  punti  di  tali  gruppi  ;  G'\  oltre  alle  tangenti  negK  stessi  vertici  (n°  8),  le  ungenti  9 

punti  di  — grilppi,  e  &  I*  tangenti  nei  punti  di  - — —  gruppi. 
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ano  ai  punti  considerati  come  appartenenti  alla  conica  stessa: 

(16)  dice  che  la  conica  cui  appartengono  i  sci  punti  della  configurazione  giacinti 
w  osculatore  a  T-  in  A^  ì  il  luogo  d'un  putito,  dal  putii  i  punti  /?r,  B3,  B,%  C^ 
pTòjettati  secondo  un  gruppo  di  rette  projettivo  al  gruppo  AÌA2A,A4  della  stessa  F\ 
Descritta  questa  conica,  le  (17),  (18)  determinano  su    essa  le   posizioni  dei  rima- 
due  punti  A    e  D  . 

In  modo  analogo,  oppure  trasformando  successivamente  il  fascio  di  rette  A  [Bßß^^) 
le  polarità  rispetto  ai  complessi  G",  G',  G",  si  ottiene: 

«  4  A,  DJ  =  (C3  C  C,  BJ  =  (D,  Dì  Dt  AJ  =  a, 
i  birapporti  si  riferiscono  seirpre  ai  punti  considerati  sulle  rispettive  coniche  della 
irazionc,  le  quali  risultano  cosi  definite  anche  per  le  facce  dei  tetraedri  (A)^  (  C),  (D). 
15.  Le  proprietà  precedenti  cessano  di  sussistere  quando  sia    nullo  uno  degl'inva- 
*  /i  1  A  della  fonna  /(>.).  Risulta  infatti  dai  n'  5,  6  e  8  che: 
Quando  sia  nullo  /t,  1  /Wfrti  C. ,  ,  .  .  ,  C^  coincidono  risp.  coi  punti  Atì  . ..,  AA 
ccicmo  sopra  una   medesima    retta;   mentre  i   complessi  G   e  G"  si   riducono  ad  un 
complesso  speciale  avente  per  asse  quella  retta. 

:do  si  annulli  }%ì  i  punti  Ct ,  . . .  ,  C    appartengono  ail  una  stessa  retta,  alla 

appartengono  pure  i  piani  ST ,  . .  .  ,  S  ;    mentre  i   complessi  G*  e    G"  si  riducono 

complesso  speciale  avente  per  asse  la  retta  medesima. 

Le  esplicite  espressioni  di  /,  e  J2  per  mezzo  degl'invarianti  fondamentali  i  e  j  di 

)  —  al  secondo  dei  quali  potremo  qui  sostituire  il  discriminante  D\  in  virtù  della  re* 

me  D*  —  32  (i* —  6j2)  —  si  ottengono  facilmente  dalla  nota  formula  del  Wariho, 

dà  te  somme  delle  potenze  simili  delle  radici  d'un  equazione  algebrica  come  funzioni 

il  Infatti  i  prodotti  (2$)(i4),  (3 0(-4)>  (12) (34)  che  figurano  nelFespres- 

(5)  di  A",  sono  radici  dell'equazione  cubica: 

r  —  Git  —  D=  o, 


/.  =  *! 


(*  +  p-l)U;l 


Mpl 


6K?D^\ 


la  sommi  comprende  tutti  i  termini  che  si  ricavano  da   quello  scritto  ponendovi 
a  e  (x  tutte  le  soluzioni,  in  numeri  interi  positivi  o  nulli,  dell'equazione 

2  a  -f-  3  u.  =  n 
û  pari  di  «,  è  dispari). 
Quanto  a  /J?  i  tre   prodotti  di  cui   nell'espressione  (7)  compajono   le  («  — 
e,  sono  radici  dell'equazione  eubica 

t>  +  6it2  —  D1  =  0, 


i6 
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epperò  : 


/,  =  («- ol  c-i^tLT0'^^» 


>![*! 


con  X  e  pt  interi  non  negativi  soddisfacienti  la  relazione: 

*  +  5  F  =  *  —  2- 

Seguono  immediatamente  da  queste  forinole  parecchie  proprietà.  Così  se  nella 
può  porsi  X  =  o,  deve  essere  n  divisibile  per  3  ;  epperò  se,  essendo  n  (dispari)  m 
visibile  per  3,  i  punti  Ai}  ...,  A  formatto  svila  curva   un  gruppo  equiatu. 
nullo  7P,  pandi  i  putiti  stessi  sono  in  linea  reti  Similmente  se,  essendo  n— $ 

spari)  non  divisibile  per  3,  i  punti  Atì  . . .  ,  AA  formano  sulla  curva  un  gruppo 
narmonico,  i  nullo  Jlt  e  perciò  i  punti  C, ,  . ..  ,  C4  jiw  in  linea  retta,  etc. 

16*  Esaminiamo  ciò  che  avviene  allorché  il  gruppo  Az  At  A.  A  ,  coi. 
armonico.  Posto  A  —  —  i,  ed  esprimendo  la  differenza  (31)  per  mezzo  della  rdi 

(30Cm)  =  (^)(34)? 
. ,  C    si  possono  allora  scrivere  sotto  la  forma 


le  coordinate  dui  punti  C, , 


(24)' 
(12)"- 


(M)' 


(34) 
(24)-  ' 


(24)" 


(24)" 
04)" 


(24)  ' 


(12)- 

(-4)  . 
(12)' 


Le  coppie  di  punti  C2C    e  CtC    stanno  perei  sugli    spigoli    BtB  t 

del  tetraedro  (5),  e  sono  separate  armonicamente  dai  vertici  di   esso  ivi   situiti, 
del  pari  sopra  una  stessa  retta,  e  separate  tra  loro   armonicamente,  le  coppie  di 
AÈAÌ  e  Dl  D4l  come  pure  le  coppie  At  ,1  e  DtDfl  mentre  su  altre  quattro  rette  s 
le  quaterne  di  punti  Ba  C1  A}  D} ,    B%  C.  At  D2 ,   Ex  Cx  A^  D, ,   BA  C%  A{  D% ,   avena 

birapporto  il  valor  comune     „ :_,  ao).  Insomma  nel  caso  presente  i  16  punti  dell* 

gufatone  giacciono  sopra  una  medesima  quadrila  (la  quale,  contata  due  vtv 
la  superficie  di  KuMMEft  determinata  dalla  configura/ione  stessa),  e  sono  le  inte 
di  quattro  generatrici  della  schiera  in  cui  si  tagliano  i  complessi  G*\  G3,  G.  con  q 
generatrici  della  schiera  trasversale.  La  quadrica  incontra  P  in  2  u  punti,  dei 


cadono  in  Ati  A2Ì  A^  Ax 


Pavia,   io  aprile  1907. 


Luigi  Berzou 


ao)  Qualsiasi  X  .si  dimostra    senza  difficoltà  che  il  birapporto  delle  quattro  rette 

V  —  1 
ll%  B.  ,  2Jg  if    ,  entro  la  schiera  cui  appartengono»  è  j- rj-.  Per  A  =  —  I,  si  tv 

dato  nel  testo. 


SUL  PRIMO  TEOREMA  FONDAMENTALE  DI  LIE 
NELLA  TEORIA  DEI  GRUPPI  DI  TRASFORMAZIONI. 

Nota  di  Carlo  Se  ver  ini  (Catania). 


Adunanti  del   Ji  maggio   1907. 


Affinchè  un  insieme  oor  di  trasformazioni 

jiica  un  gruppo  è  sufficiente,   come  insegna   il    primo   teorema   fondamentale   di 
■)  che  le  *',  quali  funzioni  dei  parametri  a,  soddisfino  ad  equazioni  della  forma: 


tf. 


§f  =  IV*H.M 


ih=  i,  2,  ... ,  n\ 

\k=  1,  2,  ....  rp 


x  le  (1)  sia  contenuta  la  trasformazione  identica,   corrispondente   a  valori   dei 

unetri,  pei  quali  il  determinante  delle  r£  k(ß)  ^  diverso  da  zero. 

La  proposizione  inversa  non  è  vera  in  tutta  la  sua   estensione,    pei  clic,    ammesso 

le  (1)  costituiscano  un  gruppo,  se  si  può  dire   che  esse   soddisfano   ad  equazioni 

le  (2),  in  cui  il  determinante  delle  ^(tf)  non  è  identicamente  nullo,  e  le  |  h  (x') 

soddisfano  a  nessun  sistema  di  equazioni  della  forma  : 


p=r 


£f,  W*0  =  ° 


(b  ^  1,  2,  ...,  «) 


coefficienti  g    indipendenti  dalle  x'  e  non  tutti  nulli  3),  non  può  peraltro  asserirsi 
all'insieme  (i)  appartenga  la  trasformazione  identica. 

Se  però,  essendo  il  campo  di  variabilità  delle  x  e  delle  a  il  campo  totale  di  tutti 
sibili  valori  di  siffatte  variabili  +),  il  determinante  delle  <JV*00i  ne^e  equazioni 
a  cui  supponiamo  soddisfino  le  (i),  risulta  sempre  diverso  da  zero,  la  trasforma- 


1)  Scriviamo  per  brevità,  secondo  l'uso, /;(*,  a)  invece  dì  ft(xt  t  x1,  . ..,  xn;  ati  aìt  •  ••!  a)* 
\  analoghe  notazioni  useremo  in  casi  analoghi. 

a)  Or*  Lie,  TìteorU  der  Trmtformathtugruppm,  IHtett  Absdmit,  Abth.  VI  (Leipzig,  Teubncr,  1893), 

3)  Questa  proprietà  delle  L|0O  &  nella  prima  parte  del  teorema  di  LlE  implicita  nella  condizione 
lie  i  parametri  siano  essenziali. 

a}  Per  tale  ipotesi  le  funzioni  che  avremo  da  considerare,  le  quali  d'ordinario  si  suppongono  ana- 
he  regolari,  s'intenderà  che  siano  trascendenti  intere. 

Gr<.  Mêimm.  Pmkrmo,  1.  XXJV  (*°  um,   »9*17).  —  Su  rap«  io  il  17  giugno   1907. 


zione  identica  deve  necessariamente  essere  contenuta   fra  queste,   affinchè  possano 
stituire  un  gruppo. 

Di  ciò  mi  occupa  anzitutto  nella  presente  Nota.  Indico  poi,  per  il  caso  oni 
delle  condizioni    che  equivalgono  all'ipotesi  che  esista  la  trasformazione  identici,  t  i 
possono  pertanto  condurre  a  dimostrare  che  formano  un  gruppo  le   trasformazioni  i 
un  dato  insieme,  del  quale  si  sa  soltanto  che  soddisfano  ad  equazioni  del  tipo  delle ( 
insieme  cui  si  può  pervenire  colla  diretta  integrazione  delle  stesse  (2),  ove  si  fissi,  1 
diante  una  trasformazione  che  non  sia  l'identica,  il  modo  di  dipendere  delle  x'i 
per  un  determinato  sistema  di  valori  dei  parametri. 

L  Ricordiamo  che   dall'essere   i    parametri  essenziali   si    deduce   che  le  funn 
:  ,  ( V)  non  possono  soddisfare  ad  equazioni  come  le  (3),  e  che  il   determinante 
typk{à)  è  in  generale  diverso  da  zero:  noi  ammetteremo,  come  dianzi   abbiamo 
nato,  clic  sia  sempre  diverso  da  zero. 

Se  si  pone: 

(4)  *^ =&,»(»')  J£  *-**■ 

ES  UXh 

le  r  trasformazioni  infinitesimali  X^f  saranno  linearmente  indipendenti,  e  si  avriinefae 


0) 


WX'P)f=lckp,xj 


(*,  p  =  I,  l,  . . 


h=   1,   2,   ...TI 
I.    - 


ove  i  coefficienti  Ck     sono  quantità  costanti. 

2.  Risolvendo  le  (2)  rispetto  alle  ÇpJb(x')  si  abbia: 

donde,  se  con  \,  >2,  .  .  .  ,  \  s'indicano  r  quantità  indeterminate,  segue: 

Essendo  t  un'altra  quantità  indeterminata,  riguardiamo   i   parametri   a  come 
zioni  di  /  e  delle  X,  ponendo  che  sia,  per  ogni  sistema  di  valori  scelti  per  le  l  : 


(7) 

o,  ciò  che  è  lo  stesso  : 


da»       v\        f  ^ 


(* = 1, 2, 


(* = 1. 2, 


ove  con  aiot  indichiamo  i  valori  assunti  per  le  a  come  corrispondenti  del  valore  '■~i 

Ponendo  : 

l\  =  V-,  <*  =  ».  «.- 

si  può  anche  scrivere  : 

(8) 


«.  =  «P  +  'IfV,.(<0  + 


(*=:,:. 


P-i 


Per  le  ipotesi  fatte  sulle  $!>k(a),  dalle  quali  segue  che  le  «^(a)  sono  funzioni n» 
scendenti  intere  delle  variabili  a,  e  che  il  loro  determinante,  che  è  l'inverso  di  qw 
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i*)5  è  sempre  finito  e  diverso  da  zero,  si  vede  bene,  che  l'intorno  del  punto 

=  1,  2,  .  . .  ,  r),  in  cui  restano  definiti  gl'integrali  delle  equazioni  (7)  si  estende 

lo  spazio  ad  r  dimensioni.  D'altra  parte  le  (8)  definiscono  le  quantità  p*  come 

ni  delle  a  stesse,  essendo  il  determinante  funzionale  -A— — 3*  *  *  "  f — f-i  non  iden- 

ite  nullo,  come  si  prova,  osservando  che  diverso  da  zero  è  per  valori  nulli  delle 
xrchè  si  ha  : 

modo  che  la  corrispondenza  che  le  (8)  stabiliscono  fra  i  parametri  a  ed    i    nuovi 
lamctri  pi  è  biunivoca  ;  ed  al  variare  comunque  di  questi  si  otterranno  le  trasforma- 
ci del  sistema  (1)  nella  loro  totalità. 
Ciò  posto  dalle  (6)  e  dalle  (7)  deduciamo: 

Le  equazioni  : 

t£=|;V»(*')  (è =i,2,...,„), 

ogni  sistema  di  valori  assegnati  alle  >.,  definiscono  un   gruppo   ad   un   parametro, 
è  il  gruppo  canonico,  avente  come  trasformazione  infinitesimale  generatrice  la  : 

si  è  posto  : 

te 

si  vede  bene  che  tale  trasformazione  infinitesimale  non  è  altro  che  una  combinazione 
«are,  con  coefficienti  uguali  ai  valori  fissati  per  le  a,  delie  r  trasformazioni  infinité- 
Dali  indipendenti  (4),  scritte  nelk  variabili  xtf  cioè: 

Si  ha  infatti  per  le  (11): 


*-ü  df  f  ?-*     fc-«  àf 


e,  a  causa  delie  (4),  dimostra  l'asserto. 

Supponiamo  che,  integrando  il  sistema  (9),  si  abbia  : 

!!.(*',  (0=C,  (.'=1,2 „). 

Poiché  abbiamo  detto  che  a  valori  nulli  dei  parametri  |i,  cioè  a  t  =  of  corrispon- 
jno  per  i  primitivi  parametri  i  valori  dù\  sarà  in  particolare; 

15)  o.r/(*,  o.  o]  =  c,  0=,,  2 B), 

confrontando  le  (12)  cotte  (13)  si  avrà  in  ultimo: 

4)  0<  (*',  rì  =  *i  [f(*t  O.  o]  ìt~h* n). 


t 


0  ni 


Of)  ß;(*'»  F)  —  ««(*,  o)  (-  =  1,1,. 

sono  le  equazioni  del  gruppo  canonico  ad  un  parametro,  generato  dalla  trasformi 
infinitesimale  (io). 

Segue  pertanto  dalle  (14)  che  si  ottiene  l'insieme  delle  trasformazioni  (1 
cando  la  trasformazione  : 
O«)  **»«/,(*<)  (,  =  ,,,, 

per  le  trasformazioni  di  oor~'  gruppi  ad  un  parametro,  che  si  hanno  quando  3 
siderino  per  le  X  tutti  i  possibili  sistemi  di  valori. 

D'altra  parte,  per  il  secondo  teorema  fondamentale  della  teoria  dei  gruppi  s)  ru 
di  questi   os"-1  gruppi  canonici  ad  un  parametro  costituisce,  a  causa  delle  (6),  un  g 

Si  può  dunque  concludere  che  Pinsieme  delle  trasformazioni  (1)  si  ottiene  ro 
cando  la  (16),  che  è  una  trasformazione  qualunque  di  esso  insieme,  per  le  tras 
zioni  del  gruppo  Gr,  generato  dalle  r  trasformazioni  infinitesimali  (4). 

3.  Ammettiamo  ora  che  Pinsieme  delle  trasformazioni  (1)  costituisca  un  grv 
consideriamo  due  trasformazioni  qualsivogliano  di  esso. 

Indicando  queste  con  Sa,  Sa,  e  con  S#(0,  la  (16)  sarà: 

5a  =  Sja)  E^}    Sat  =  54<o>  E p  ) 
ove  £x,  Ep  rappresentano  due  determinate  trasformazioni  di  Gr;  e  quindi: 
(I?)  S^S^^S^E^S^E^ 

Ma,  essendo  la  5flSa,  una  delle  trasformazioni  (1),  esisterà  in  G,  una  trasfom 
Ev7  per  la  quale  si  ha: 

Dal  confronto  di  questa  colia  (17)  si  ricava  che  deve  essere: 

ExSjo)E^  =  2?v) 
ossia: 

\(0»     =    E^       fyX^       . 

Questo  ci  dice  che  la  5-{0,,  e  quindi  ognuna  delle  (1),  appartiene  al  grupp 
si  verifica  anche  la  proprietà  inversa  ;  perchè,  indicando  eoo  ET  una  qualsivoglia 
inazione  di  Grì  si  potrà  sempre  soddisfare  all'equazione; 

prendendo  : 

che  pure  appartiene  a  Gr  y  il  quale,  essendo  a  coppie  di  trasformazioni  inverse,  a 
insieme  con  S^  »  anche  Sj£) * 

Il  gruppo  rappresentato  dalle  (1)  coincide  pertanto  col  gruppo  Gr,  e,  come  ta 
tiene  la  trasformazione  identica. 

Da  tutto  quanto  è  stato  sin  qui  detto  possiamo  dunque,  concludendo,  racco 
seguente  teorema: 


5)  Cfr.  Lie,  1.  e. 
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Se  si  ha  un  insieme    oor  di  trasformazióni 
'aeriti  ad  equazioni  della  formai 

g-£wM4         a=::f::;;). 

</i  variabilità  delle  x  e  delle  a  essendo  il  campo  totale  di  tutti  i  possibili  valori 
riabili  ed  il  determinante  delle  $pk  (a)  risultando  sempre  diverso  da  %ero,  con- 
ntttssaria  e  sufficiente  affinchè  tale  insieme  costituisca  un  gruppo  e  che  ad  esso  ap- 
a  la  trasformazione  identica. 
4.  Supponiamo  ora,  nelle  condizioni  dette  sul  campo  di  variabilità  delle  x  e  delle  a 
sul  determinante  delle  y  k{a)>  di  sapere  soltanto  che  le  (i)  soddisfano  alle  equazioni  (2), 
corchiamo  le  condizioni,  a  cui  in  principio  abbiamo  accennato,  equivalenti  all'ipotesi 
esista  nell'interne  (1)  la  trasformazione  identica,  condizioni  necessarie   e  sufficienti 
che  raie  insieme  costituisca  un  gruppo. 
Ammettiamo  anzitutto  che  la  trasformazione: 

tf  =/*!/(*•    *\    *1  (Ì=I,   2 «), 

(odono  di  due  trasformazioni  qualunque: 

?  (1),  abbia  soltanto  r  parametri  essenziali,  il  che  è  eviden temente  necessario,  se  si 

t  che  queste  costituiscano  un  gruppo. 

Se  con  Cf  (jf  =5  1,  2,  .«♦ ,  f)  indichiamo  i  parametri  della  (i8),  avremo: 

e  saranno  funzioni  deüe  a  e  delle  b}  cioè  : 

*>  =  0pfo  *)  (P^i.  2,  ....  r). 

Queste  relazioni  risultano,  come  è  noto,  risolubili  sia  rispetto  alle  0,  sia  rispetto  alle 
del  resto  segue  dal  fatto  che,  se  teniamo  ad  esempio  fisse  le  a}  e  facciamo  variare 
>,  la  (21)  percorre,  come  la  (20),  un  insieme  cor  di  trasformazioni,  e  perciò  le  r  fun- 

->  /ti        ti  A   \ 

c  sono  indipendenti  rispetto  alle  L  ossia  il  determinante  funzionale  „t'J  ■*— --'-'-,  ^j 

iverso  da  zero.  Analogamente  si  prova  che  è  diverso    da    zero         f'     a  »  '  *  *  *    rc . 

df>,,  *„...,*,) 

Se  ne  ricava  che,  se  con  S^ySh  indichiamo  le  trasformazioni  rappresentate  dalle  (19), 

),  si  potrà  soddisfare  alla  relazione  : 

2)  Sa  St  =  Sjq) 

ciò  che  è  lo  stesso,  alle  equazioni  : 

\(a,b)=\(a»\  O  (P  =  ,,2,...,r) 

assegnando  le  a  e  calcolando  le  t,  sia  assegnando  le  t  e  calcolando  le  a. 
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Dalla  (22)  abbiamo  : 

Dopo  ciò  se,  come  sopra,  indichiamo  con  Ex  una  trasformazione  generica  del  gra^ 
Gf,  per  ti  risultato  a  cui  siamo  pervenuti  nel  §  precedente,  si  potrà  scrivere: 

Sj°>  $a  =  %%  ì 

il  che  ci  dice  che  la  trasformazione  S^ù}54  percorre  ai  variare  di  a  tutte  le  trasfona 
zioni  di  Gf.  Il  medesimo  si  verifica  allora,  a  causa  della  (23),  per  la  trasformala 
54(oi  S;;  ' ,  al  variare  di  ft,  e  dell'inversa  di  questa  Sb  $jfa ,  per  modo  che  si  ha  : 

E    indicando  ancora  una  trasformazione  qualunque  di  Gf,  donde: 

Sy  —  Ep  S  (tn) . 
I  due  insiemi  di  trasformazioni  : 


5a(0)  Ex ,    E  Sa 


(o) 


coincidono  dunque  coll'insiemc  dato  (1),  e  però  possiamo  simbolicamente  scrivere 

5atoi  Gr  ss  GrSa(0) 
che  è  quanto  dire: 
(24)  SrfàOfSjn  =  Gr» 

cioè  la  Sjo),  che  è  una  trasformazione  qualunque  delle  (1),    trasforma,    sotto  lipo« 
posta  al  principio  di  questo  §,  in  sé  stesso  il  gruppo  Gr. 

5.  Ciò  posto  supponiamo  ancora  che  all'insieme  (1)  appartenga  il  prodotta 
di  due  sue  determinate  trasformazioni  Sjt)}  Sj2^  condizione  anche  questa  necessaria, 
che  si  possa  avere  un  gruppo. 

Non  escludiamo  che  possano  Sju,  51<;}  coincidere,  e,  nel  caso  che  siano  distia 
nessuna  ipotesi  ci  occorre  fare  sul  prodotto  Srti,  .S^,,. 

Poniamo  : 

Per  quanto  è  stato  detto  nel  §  2  l'insieme  delle  trasformazioni  (1)  si  potrà 
moltiplicando  una  qualunque  delle  5flit),  Sd<2),  Sä(|)  per  le  trasformazioni  di  G,. 
Essendo  allora  Sa,  5t,  due  trasformazioni  qualsivogliano  di  detto  insieme,  sari 

(25)  s.  =  s...,irr,   S^-J^SR 

ove  E^\  Ep}  rappresentano  due  determinate  trasformazioni  di  Gf,  i  cui  parametri (t se 
dati,  per  la  prima  dal  sistema  di  equazioni: 

«»  =  <  +  n  |VP  ve*1")  +  •  •  •        <* = ••  * 

e  per  l'altra  dal  sistema  di  equazioni: 

<  =  4T  +  £  %?,**(<*")  +  •  •  •         <*  -  ». ■ 

Si  consideri  della  E^]  la  trasformata  per  mezzo  della  Stf(1) ,  che  pure  appartiene  a 


SUL   PRIMO  TEOREMA   FONDAMENTALE  DJ   LIE   HELLA   TEORIA  DEI  GRUPPI   Dt   TRASFORMAZIONI. 


prec.),  e  s'indichi  eoo  Ei^\  si  ponga  ctoé: 
La  Sj^^E^  apparterrà  (§  2)  all'instate  (j):  i  som  parametri  si  otterranno  dalle 


iole: 


^««P+Z**»*« 


(*=i,  2,  ...,  r), 


ido  nel  secondo  membro  al  posto  delle  ja  i  valori  cor  rispondenti  alla  trasforma- 

La  medesima  trasformazione  S^E^E^  rappresenta    inoltre  il  prodotto  delle  date 
formazioni  SÄ,  S^,  perchè  si  ha  dalle  (25): 

lue  per  la  (26): 

54 .  5,,  =  SaUÌ  S>r_}  SJ*  1Ç 
finalmente . 

É  ovvio  che  in  modo  analogo  si  perviene  a  dimostrare  che  all'insieme  (1)  appar- 
ile anche  il  prodotto  Sa,.SQ  delle  due  assegnate  trasformazioni:  basta  perciò  esprimere 
ed  Sa  nel  modo  dianzi  tenuto  rispettivamente  per  Sa  ed  5^. 
Le  considerazioni  svolte  in  questo  e  nel  precedente  §  permettono  di   enunciare  il 
ate  teorema: 
Se  si  ha  un  insieme  oor  di  trasfor magioni: 

x[—f£x7  a)  00  1,*.«!  4 

soddisfacenti  ad  equazioni  della  forma  : 


e  ! 


ih  =5 1, 2, ...,  «\ 

\k=  i,  2,  ....  r/' 


campo  di  variabilità  delle  x  e  delle  a  essendo  il  campo  totale  di  tutti  i  possibili  valori 
di  siffatte   variabili,   ed  il   determinante   delle   §ftk(à)   risultando  sempre  diverso  da  zero, 
condizione  necessaria  e  sufficiente  affin  che  tale  insieme  costituisca  un  gruppo  i  che  la  tra- 
sformatone prodotto  di  due  qualsivogliano  di  esse  abbia  soltanto  r  parametri  essenziali,  e 
er  un  particolare  sistema  di  valori  di  questi  coincida  con  una  delle  (27). 

6.  La  condizione  espressa  dalla  (24),  necessaria,  come  si  e  visto,  perchè  i  parametri 
essenziali,  da  cui  dipende  la  trasformazione  prodotto  di  due  qualsivogliano  delle  (1),  siano 
soltanto  r,  è  anche  sufficiente,  perche  da  essa  si  ricava  che  coLTinsieme  delle  trasfor- 
mazioni (1)  coincide  ognuno  degli  insiemi: 

e  che  essendo  pertanto  il  prodotto  di  due  qualsivogliano  delle  (1)  espresso  da 

esso  contiene  i  soli  r  parametri  essenziali  di  E^E^. 
Si  può  quindi  anche  dire: 
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Nelle  ipotesi  del  teorema  precedente^  condizione  necessaria  e  sufficiente  i 
o  di  trasformazioni  costituisca  ss  gruppi?  e  che  ad  esso  appartenga  il  pro 
di  due  sue  determinate  trasformazioni  J  una  trasformatone  S7  (d 

anche  coincidere  con  una  delle  precedenti)  per  la  quale  resti  trasformata  in  û 
Gf,  generato  dalle  r  trasformazioni  infinitesimali: 


(28) 


v-ty*% 


7.  Li  condizione,  cui  deve  soddisfare  b  S-,  è  soddisfatta,  se  il  sìsi 
trasformazioni  infinitesimali  e,  rispetto  ad  essa,  invariante,  se  cioè  posto 


si  lia: 


frlwü-tq^g, 


(I  =  I,  2, 


Daitni 


le  i    sono   funzioni   delle  sole  *Ä,  perchè  allora  la   S-   trasforma. 
l'uno  neiraltro  gU  00  ~l  gruppi  ad  un  parametro,  che  costituiscono    Gr 
se  le  (ì)  costituiscono  un   gruppo,   coincidendo   questo    con    GT,    rispetto  ad  a 
delle  (1)  e  invariante  il  sistema  delle  (28). 

i  permette  di  concludere  che  Yinsieme  dato  delle  trasformazioni  (1)  cos, 
gruppo,  allora  e  solo  allora  quando  ad  esso  appartiene  il  prodotto  SJt  . 
determinate  trasformazioni  Sjuh  $*<*>?   ed    una    trasformazione    S-   (che  potrebbe 
tornatine  con  una  delle  precedenti)  rispetto  alla    quale    h   invariante    il    sistema  i 
trasj  or  mozioni  infinitesimali  (28). 


aa  û 

n 


auro  1907, 
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SUL  MOTO  DI  m  PUNTO  SOLLECITATO  DA  UM  FORZA 
l  LINEA  D'AZIONI:  GIACE  SEMPRE  IN  UN  COMPLESSO  LINEARI 

Nota  di   Pasquale   Grossi  (Cassino). 


Adniunu  Jtl  ti  maggio  1907. 


In    una  Nota   del   Prof,    Cerkuti    i  Intorno   ad   una  getter  alizz^Zìom  di  alcuni 

ti   di  Meccanica  »   l)  fu  dimostrato  che  la  condizione  perchè  te  equazioni  differen- 

del  moto  di  un  punto  ammettano  un  integrale  lineare  nelle  componenti  della  ve- 

he  la  linea  d'azione  della  forza  giaccia  sempre  in  un  complesso  lineare,  e  che 

punto  è  costretto  a  rimanere  sopra  una  superfìcie,  perchè  sussista  l 'integrale  Lineare 

jna    che  questa   sia   elicoidale,  ed   allora   la   risultante   della   forza   motrice  e  della 

jne  della  superficie  giace  sempre  nel  complesso. 

Nella  presente  Nota  riprendiamo  quest'argomento,  in  certo  modo  in  vertendolo,  cioè 
acuendo  per  ipotesi  che  la  forza  giaccia  sempre  in  un  complesso  lineare,   troviamo 
condizione  perchè  esista  anche  l'integrale  della  forza  viva  e  determiniamo  così  la  forma 
deve  avere  la  funzione  delle  forze.    Supponendo    poi  il  punto   obbligato  a  restare 
una  superficie  liscia  si  ritrova  che  questa  deve  essere  elicoidale;  ora  siccome  anche 
normale  a  siffatta  superficie  appartiene  allo  stesso  complesso,  ne  segue   che  la  risul- 
te della  reazione  e   della  forza   applicata,    ossia  la  forza  effettiva,   giace    nello  stesso 
ìplesso. 
Dimostriamo  in  seguito,  per  via  affatto  elementare,  che  date  le  ipotesi  ultime  pre- 
iti,  l'integrazione  delle  equazioni  differenziali    del    ir« rio  si   compie  per  quadrature, 
aendo  così  a  generalizzare  ciò  che  avviene,  come  è  noto,  nel  caso  che  il  complesso 
speciale  e  che  quindi  la  superficie  sia  di  rotazione  intorno  aliasse  del   complesso  e 
forza  incontri  sempre  quest'asse. 

Questa  trattazione  è  fatta  prima  coi  metodi  diretti,  poi  col  metodo  Hamilton-Jacobl 
La  presente  Nota  si  chiude  con  una  osservazione  circa  la  forma  della  funzione  delle 
forze  affinchè  ÎI  moto  avvenga  per  asintotiche  e  con  la  determinazione  della  equazione 
delle  geodetiche  delle  superficie  elicoidali, 

2.  Il  complesso  lineare  è  la  configurazione  delle  rette  dello  spazio,  che  soddisfano 
ad  una  medesima  condizione.  Se    diciamo  Ç,  rtJ  '(,  <*,  [5,  v  le   coordinate   radiali  di  un 


ij  Collectanea  mathematica  in  mtmerìam  Dominici  luti  ini  i;  Ml- ai  ulani,  i88i),  pp.  171-182. 

Remi.   Ort.  M*Um,  Palermo,  i.  XXIV  (a1'  ìciu.   1907),  —  StaanpftM  il  jS  gfoftt)   1^07 
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raggio  qualunque  del  complesso,  l'equazione  di  questo  è 

a\  -f-  brt  -f  ci  +  1%  +  m?  +  «y  =  ° 

Se  si  vérifiai  che 

ai  -f-  *  «  +  en  =  o, 

il  complesso,  che  si  dice  specialty  si  riduce  a  tutte  le  rette  dello   spazio,  che  si 

giano  ad  una  data  retta  di  coordinate  radiali  /,  /«,  «  (asse  dd  complesso  s] 

invece 

al  4*  km  -}-  cn  ^  o 

il  complesso  è  generale.  In  tal  caso   esiste  a)  una   retta,  asse  del  complesso,  uk 
dicendo  q  la  minima  distanza  di  un  raggio  qualunque  del  complesso  dall'assi 
golo  che  detto  raggio  forma  con  quest'asse,  sì  ha 

(i  )  q  tan  6  =  costante. 

Si  può  dire  che  per  il  complesso  lineare  speciale  la  costante  deve  essere 
3,  Supponiamo  che  un  punto  di  massa  m  sia  sollecitato  dalla  forza  di  com; 

Ky  Yf  Z  e  supponiamo  che  Et  retta  d'azione  di  questa  forza  rimanga  sempre  in 

complesso  lineare. 

Assumendo  come  asse  1  Tasse  del  complesso  lineare  ed  indicando  con  —  a  I 

stante  del  complesso,  siccome  il  momento  della  Corsi  F   rispetto   all'asse  {   ha  le 

espressioni 

xY —  yX3        F^senO, 
avremo 

xY  —  y  X  =  Fq  sen  0  ; 

Introducendo  il  terzo  coseno  direttore  della  forza,  questa  equazione  può  seri 

ft        xY  —  yX 

?tage  = jJ—i 

e  siccome  per  la  (1)  deve  aversi 

</tag'i  =  —  4 

XY—yx  +  az  =  t. 

Se  ora  supponiamo  che  regga  l'integrale  delle  forze  vive  e  diciamo   V  la  firn 
delle  forze,  questa  funzione  dovrà  verificare  l'equazione  alle  derivate  parziali 

(3) 


si  perviene  all'equazione 


èU         dU   t      dU 

x-^-yj^  +a  *7  =°- 


sono 


dv  dx     '       d^ 

Due  integrali,  fra  loro  indipendenti,  del  sistema  differenziale  ordinario 

dy  d^ 

x     "  —  y  ~     a 

x2  +  y*  ~  cost., 

V  "* 

are  tag  —  =  —  +  cost., 


a)  E,  CesAro,  Geometrìa  ìntrìmeca,  pag.   129-130. 
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possiamo  scrivere  cod 

l—  a.arctag-2-=  Ca, 
|è  la  più  generale  3)  funzione  U  che  verifica  la  (3)  è  la  seguente 

tf=/(/F  +  7,  t  — fl.arctag-J-) 

e  ne  ricava  il 

Teorema  I.  —  Se  un  punto  h  sollecitato  da  una  força  la  cui  linea  d'anione  giace 
tyre  in  un  complesso  lineare  di  asse  ç  e  di  costante  — a,  e  se  ha  luogo  l'integrale  delle 
Xt  vive,  la  funzione  delle  force  deve  essere  della  forma  (4). 

4.  Facciamo  la  seguente  osservazione  puramente  geometrica. 

Le  superficie  tali,  che  le  loro  normali  giacciano  in  un  complesso  lineare  di  asse  ç 
fi  costante  —  ay  sono  le  superficie  elicoidali  di  asse  ^  e  di  passo  —  a . 
[    Olfatti  l'ipotesi  si  traduce  nella  equazione: 

dz  dz 

p  ammette  per  integrale 

K.  =  x0/*5~+7)  +  *•  arc  tag -^ . 

5.  Dal  teorema  I  e  dalla  precedente  osservazione  geometrica  si  deduce  il 
Teorema  II.  —  Se  un  punto  è  obbligato  a  rimanere  sopra  una  superficie  liscia  e  la 

m  d'anione  della  força  ad  esso  applicata  giace  in  un  complesso  lineare  di  asse  ç  e  di 
tante  —  a,  verificandosi  l'integrale  delle  force  vive,  la  funzione  delle  force  deve  essere 
la  forma 

^=/(/^rT?^-^arctag^) 
'equazione  della  superficie  deve  essere 
>  Ï.  -  Xtfx'  +  y2)  +  a.  arc  tag  -^ 


ì  essa  deve  essere  elicoidale  intorno  all'asse  ç  e  di  passo  —  a . 

Ciò  è  chiaro,  perchè  la  forza  effettiva  m  -7-5- ,  m  j~ ,  m  -t4  giacerà  anche  nel  com- 

sso  lineare,  giacendo  in  esso,  per  ipotesi,  la  forza  applicata  e,  per  l'osservazione  pre- 
lente, anche  la  reazione. 

In  particolare,  se  il  complesso  è  speciale  si  ha  a  =  o,  ed  il  teorema  si  muta  nel- 
Itro  notissimo  : 

Se  un  punto  h  obbligato  a  rimanere  su  una  superficie,  se  la  força  applicata  si  ap- 
rgia  all'asse  ç,  verificandosi  l'integrale  delle  force  vive,  la  funzione  delle  force  deve  es- 


3)  Jordan,  Cours  d'Analyse,  voL  III,  pag.  17. 


sere  della  forma 

t/=/(fF+7,  o 

e  la  superficie  deve  avere  per  etjuarj 

chi  deve  essere  di  rivoluzione  intorno  all'asse  äfc 
6,  Dimostriamo  ora  il 

Teorema  III.  —  Nelle  ipotesi  del  teorema  II  il  problema  della   completa 
liotie  del  moto  del  punto  si  risolve  con  quadra: 

Le  componenti  della  forza  effettiva  w'i't*  w~j1t)  wT^   vcrìficano   la  equ 

fai;  deve  dunque  aversi 

d*y  d*x    ,      d2i 


ta  dite. 


equazione  die  e  suscettibile  di  una  prima  integrazione 
(6) 

Poiché  sussiste  l'integrale  delle  forze  vive,  si  ha 


dy  dx    .      di 


(?) 

avendo  posto 

Avendosi 


è  noto  che  si  ha 


U  «  m u  =  mft  Uf*  +  fi  Z  —  a,2TC  tag  y—  \ 

x  =  R  cos  Q, 
y  =  R  sen  ö, 


</x 


df    _àW 


iV 


poi 


Di  modo  che 


di'  +  d?  *  dt1  +  R*  df* 


ia  /§  è  funzione  della  soia  /?;  e  le  equazioni  (6)  e  (7)  diventano 


DJJ6  ,d0  ,/m<** 
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Dalla 


prima  si  ricava 


de 


d±  -     r     _  ìxW^J 

dt~  R'  +  a2       R2  +  a'dt 


Eliminando  ^f-  tra  le  due  si  ha 
di 


dR 

d 


fL1  +  Tr+J\  =  2^R)  + 2h  -  W+a-'  ' 


cm 


dr  =  ± 


integrando 


1  + 

R2  +  a2 

da 

*?(*)  + 

zh           Ï 

2b      R'  +  a' 

t  =  ± 


Dazione  del  tempo. 

La  relazione  (8)  poi  ci  dà 


"Hirfr 


dR, 


1  + 


i?3  +  fla 


»tW  +  ^-F^? 


«x'ffl 


di? 


integrando 
I       0  = 


/ 


±*r 


«  + 


tf'  +  tf1 


«x'flO 

R2  +  a1 


di?; 


2?W  +  ^-jdp 

esta  è  l'equazione  della  proiezione  della  trajettoria  sul  piano  xy. 

Nel  caso  di  a  =  o  si  ricava  il  noto  teorema  : 

*  Quando  sussistono  insieme  l'integrale  delle  for%e  vive  e  un  integrale  delle  aree  ed 
dtre  il  mobile  t  obbligato  a  rimanere  sopra  una  superficie  di  rivoluzione,  il  cui  asse 
ncide  con  quello  a  cui  si  riferisce  l'integrale  delle  aree,  le  due  rimanenti  integrazioni 
riducono  a  quadrature». 

Ed  in  tal  caso  i  due  integrali  sono: 


+  *"(*)   ,i* 


(*)+!*-£ 


•  =  ±  + 


J1    ]/*«* 


+  x"(*)      ^ 


?(Ä)  +  2* 


A' 


e  l  equazione  delle  forze  me,  espresa  nefle  vsmtf  <5  Hamzltos,  è 
Sicché  b  funzione  ci  nttcr istica  JF  deve  jo&fafm  jlTcquazìcmc 

(r  +  o|f + ['  +  x-W]^  -  -«»gir 
=  *»'[*(«)  + »][*■  +  «"  +  *'x"(*>]- 

Ponendo  in  questa  equazione 


51 


=  «Ti 


aw 


essendo  y  «na  costante  arbitraria,  e  risolvendo  l'equazione  di  a*  grado  in  -5-=-, 

Cr  A 


onde,  a  parte  la  costante  additiva,  la  funzione  caraneristica  è 


Gli  integrali  del  problema  dunque  sono: 


,  1  *'x"(*) 


•t«+.»-1F^ 


dR  =  h'  +  t 


1/  ,+ 

A'Y'(A') 
2?*  +  a' 

y  **(*)+ 

a»           ** 

Ä'  +  a'J 

«+0  =  *,. 
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io  a  qualche  applicazione: 

Come  caso  particolare  del  problema  risoluto,  se  vogliamo  l'equazione  delle 

delle  superficie  elicoidali,  basta  supporre  che  il  punto  si  muova  sulla  superficie 

:o  da  forze;  in  tal  caso,  essendo 

m<p(#)  =  o 
te  delle  geodetiche  sarà 


e  = 


±*r 


R2  +  a2 


R2  +  a2        ax'dR) 
Y2  R2  +  a2 


dR. 


R2+a2 

Cosi,  per  esempio,  se  la  superficie  è  un  elicoide  a  piano   direttore,  la  x(^)  ^  co" 
êç  quindi  l'equazione  diventa 


e,  ponendo 


-/^-^T' 


esibirla  sotto  la  forma 

e 


fïh 


=  b, 


bdR 


~±J  /(R*  +  <t*)(R'  +  «*  -  b'Y 
la  nota  equazione  delle  geodetiche  dell'elicoide  a  piano  direttore    ♦). 


V)  Siccome  l'equazione  delle  assintotiche  delle  superficie  elicoidali  è 

R'x'W 


-fi 


è  facile  provare,  segue  che:  il  movimento  può  avvenire  per  assintotiche. 
FAlPuopo  basta  identificare  quest'ultimo  integrale  con  quello  della  formula  (9),  basta 
scegliere  la  9 OR),  che  è  la  funzione  delle  forze,  in  modo  che  si  abbia: 


1  + 


R2X"(R) 
R'  +  a* 


R2  +  a>  —  FyjCR) 


o,  si  ottiene 


Se  nella  equazione  delle  assintotiche  facciamo  a 
te  è  appunto  la  nota  equazione  delle  assintotiche  di  una  superficie  di  rotazione  s). 


Cassino,  aprile  1907. 


Pasquale  Grossi. 


4)  E.  CesAro,  Calcolo  Infinitesimale  (Napoli,  1905),  pag.  481. 

5)  E.  CesAro,  Opera  citata,  pag.  319. 


sulle  curvi  gobbe  razionali 
dotati;  di  quattro  punti  dtperosculaz» 

Nota  di   Giuseppe    Marietta  (Catania). 


Adunanza  del  ia  màggio  1907, 


In  una  Nota  recente   *)  assai  elegante,  il  prof,  Berzolarì  dimostra  un  teore 
per  r  =  3  afferma  come,  data  una  curva  gobba  razionale  d'ordine  pari,  dotata  di  qu 
punti  d'iperosculazione,  le  tangenti  in  questi  punti  siano  iperboloidiche. 

Nella  presente  Nota  sarà  dimostrato  un  teorema  generale,  che  contiene  cornei 
particolare  il  teorema,  per  r  =  3,  ora  accennato.  Si  troverà  inoltre  qualche  altro  ì 
rema  che  credo  non  privo  d'interesse. 

I,  É  noto  a)  che  data  una  curva  gobba  razionale  e  d'ordine  pari,  dotata  di  1 
punti  d'iperosculazione,  gli  assi  delle  tre  involuzioni  assiali  (/),  (73),  (J\ 
quali  la  curva  è  invariante,  compongono  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  di  uno 
tetraedro,  che   chiameremo    tetraedro  principale.    Ê  noto  inoltre  che    esiste  nello 
una  involuzione   (/)  del   quarto   ordine,  il  cui    gruppo  generico  è   del  tipo  P??l 
essendo  Ft si (/,}!*,   Pa  =  (/3)P,   e  ^=(7,)?.   Chiameremo  gruppo   rigato  di! 
ogni  quaterna  di  tette  come  r,  rl^(/i)r,  r3={Ii)r  e  rì  =  (/,)r. 

Mi  propongo  ora  di  dimostrare  il  seguente  teorema  generale: 

Data  Una  curva  gobba  ragionale  d'ordine  pari  «,  dotala  di  quattro  punti  d'tpm 
Iasione,  ogni  gruppo  rigato  deirinvoluiivne  (/)  da  essa  individuata,  i  un  gruppo  tf 
loidico* 

Infatti  è  noto  che  una  quadrica  è  perfettamente  individuata  qualora  sian  noti  1 
sua  retta  e  un  suo  tetraedro  autoconiugato.  Ciò  posto,  indichiamo  con  V  la  quad 
passante  per  la  retta  ry  e  per  la  quale  sia  autoconiugato  il  tetraedro  principale.  È  eh 
che  r  è  trasformata  in  se  stessa  da  ciascuna  delle  tre  involuzioni  assiali  (/^(O*! 
onde  essa  passerà  anche  per  rt ,  per  r,  e  per  r,„  cioè  le  quattro  rette  r9rtl  r 
iperboloidiche. 


t)  Berzolari,  Alami  Uoretni  sulle  curve  ragionali  di  uno  spazio    ad   t   dimmsicnt 
punti  d'iperoscuia^órie,  [Questi  Rendiconti,  tomo  XXII  (1906),  pp.  214*219],    Solamente    dopo 
la  presente  Nota,  ho  saputo  che  il  Prof  Bürzolari,  dal  cinto  suo,  era  pervenuto,  con    altri,   1 
tutti  i  risultati  di  essa.  Vedi  Berzolarì,  Suite  curve  gobbe  ragionati  dotate  di  quattro  punti 
Itone.  [Ivi,  tomo  XXIV  (1907),  pp,   1  léj, 

*)  Mahletta,  Contributo  aìla  teoria  delle  curve  ragionali.  (I).  [Ivi,  tomo  XXI  (1906)]. 
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f,  in  particolare,  r  è  una  tangente  della  curva,  vediamo  che  sonò  iperboloidiche  le 
iti  alla  curva  nei  punti  di  uno  stesso  gruppo  qualunque  di  J  3), 
Se  dunque  ora  osserviamo  che  i  quattro  punti  d'iperosculazione  formano  effettiva- 
un  tale  gruppo,  possiamo  senz'altro  dedurre  il  teorema  cui  accennai  in  principio, 
io  avendosi  una  curva  gobba  razionale  d'ordine  pari,  dotata  di  quattro  punti  d'i- 
culazione,  le  tangenti  in  questi  punti  sono  iperboloidiche  «). 
Similmente,  indicando  con  n  l'ordine  della  curva,  possiamo  direcheJe  2{n — z\n — 3) 
ungenti-secanti  di  questa,   formano  y(w  —  2)(n  —  3)  quaterne  iperboloidiche» 
3.  Sia   O  uno  qualunque  dei  vertici  del  tetraedro  principale.  Un  cono  quadrieo  V 
il  vertice  in  0  e  passante  per  quattro  punti  di  un  gruppo  di  (/),  ammette  come 
liugato  il  trispigolo  di  questo  tetraedro,  avente  il  vertice  in  0.  Se  quindi  V  passa 
per  una  retta  r  (uscente  da  questo  medesimo  punto),  passerà  anche  per  le  tre 
rmì  r},   le  quali  formano   con  r    un    quadrispigolo   avente  come    diagonale  il 
50I0  poco  sopra  nominato.  Deduciamo  dunque  il  seguente  teorema: 

una  curva  gobba  razionale  d'ordine  pari  n  dotata  di  quattro  punti  d'ìper  oscula- 
1  coni  quadrici  del  fascio  avente  per  base  le  quattro  rette  che  da  un  vertice  de! 
ro  principale  proiettano  i  punti  dt  un  gruppo  qualunque  dell* involuzione  (/),  secano 
va  in  gruppi  di  questa  medesima  involuzione. 

;o  teorema  era  noto  solamente  per  n  ss  4,  anzi  in  parte,  cioè  nella  sola  ipo- 
1  vertice  del  tetraedro  principale  fosse  il  punto  comune  alle    tre  corde  princi- 
c  il   gruppo  di  (/)  giacesse   sulla   curva,    fosse,    cioè,    un  gruppo  dell'involuzione 

•> 

Similmente,  la  rigata  quadrica  individuata  (n°  1)  dalle  quattro  rette  rf  r,,  r3,  t  , 
la  curva  in  gruppi  dell'involuzione  (/). 

3.  Dai  ragionamenti  fatti  nel  n°  1,  segue  che  se  ï  punti  PPìPìPì  e  QQt  Ö,  ßj 
ao  due  gruppi  di  (/),  essi  sono  i  vertici  di  due  tetraedri   che   sono  iperboloidici 
Uro  modi  diversi,  considerando  come  retta  r  (nu  1)  una  delle  quattro  rette  P  Q} 
ti  P  Qi  e  P  Gt*  Si  hanno  cosi  infinite  coppie  di  tetraedri  iperboloidici  ciascuna  delle 

anzi,  si  può  considerare  in  quattro  modi  distinti. 
Dualmente,  se  essendo  iz  e  y    piasi    generici,  si    pone   rc.  =(/.)rc   e  j^  =  (/.)£ 
r—  I,  2,  3,  i  piani  ttttt;,-    e  JtXtJtiXi  sono  'e  f*acce  di  due  tetraedri  iperboloi- 
di quattro  modi  diversi. 

4*  Molte  altre  proprietà    della    quartica  di   seconda   specie,    possono  generalizzarsi 
nente  per  una  curva  gobba  e  d'ordine  pari  >/,  dotata  di  quattro  punti  d'iperoscula- 
ac  A,  Z>\  C,  D. 


3)  Per  n  =  4  questo  teorema  fu  enunciato  da  Study,  l-  dimostrato  atgcbricaincntc  da  Berzqlaki« 
combinanti  det  sistemi  dì  formt  binari*  amassi  alle  curve  gobbe    ragionali  del    quart'ordine  l Annali  di 

serie  II,  tomo  XX  (1892-93),  pp.  101162],  5$  7,  40. 

4)  Per  n  =  4  vedi  Cremona,  Interno  alla  curva  gobba  dei  auari'ordim,  per  la  quale  p* 
pei*  di  ìuoiiào  grado,  f  Annali  di  Mat  cm.,  serie   1*,  tomo  IV  (J  I4)J* 

5)  Beriolari,  1.  e,  S  4>  i8- 

Of.  M*trm.  PiUrmo,  t.  XXIV  (j<    »cm.  i9vj).  —  Stampalo  il  1°  luglio  i$o;* 


Così,  se  questi  punti  formano  un  gruppo  armonico  AB  CI) 
mata  in  sé  stessa  da  due  omologie  armoniche.   I  centri  di  queste  sot  > 
del  quadrangolo  (piano)  completo  formato   dai   punti    doppi   delle  involuzioni  J, 

UT  AC 

se  si  suppone  che  sia  /l  =  ~  ~  . 

Se  si  chiama  h_  Tasse  di  (/*)  diverso  da  quello  at  che  contiene  i  punti  doppi  I 
di  lif  segue  che  alia  retta  bt  appartiens  il  piano  ovvero  il  punto  comune  alleu 

alla  cuna  C  nei  punti  Ei  e  Ft ,  secondo  che  e  «  ^  4m  ovvero  «  =  4r«-f^. 
Inoltre,  indicando  simbolicamente  con  (Afr,  ji/)  e  (M",  |tf#)  le  due   omoloj 
moniche,  si  ha: 

Per  »S41,  M'  =  ht.CD,     p'^a^AB;         M"  =  bt,AB,     uT^f 

Per  m  =  4wi  +  21     Af  =  tfrCD,     p'  =  bt.AB;        M"  =  arAB,     *"=* 

E  ancora:  ogni  tangente  di  e  individua  un  blatero  gobbo  circoscritto  a 
curva.  E  così  via. 

5.  Sia  e  una  curva  d'ordine  dispari  n  dello  spazio  [«]  ad  n  dimensioni  S< 
C  sono  tre  suoi  punti  qualunque,  il  piano  c2  =  ABC  e  il  suo  spazio  polan 
s'incontrano  in  un  punto  5,  onde  a:  e  *       giacciono  neiriperpiano  \   }  polan 

Siccome  <i2  è  unito  per  la  collineazione  U  di  [n]  individuata  dall'omografia 

cd  =  j*cà*  sc8ue  c^e  ancne  ^-ì  e  quindi  £„_,  sono  spazi  uniti  per  12.  Ne  se* 

se  n  non  è  multiplo  di  5,  lw  t  secherà  e  oltre  che  nel  ciclo  ABC,  in  altro  ce 
mero  di  cicli,  e  poscia  in  punti  uniti  per  co.   Siccome  evidentemente  ln_,  si  dev 
portare  nello  stesso  modo  rispetto  ad  entrambi  Ì  punti  uniti  D  ed  /: 
che  se  è  ti  ss  3  m  -\-  i,  -,_,  secherà  e  in  altri  m  —  2  cicli  di  t»,  e  nei  punti  i 
ciascuno  contato  due  volle,  cioè  conterra  !e  tangenti  a  1  unti  Se, 

è  n  ss  5  w  -{-  2,  ^h-i  secherà  ulteriormente  la  curva  in  altri    Ni  —  i    cicli,  e  0 
(semplicemente)  i  detti  punti  D  ed  E. 

Se  ne  deduce  che  gl'iperpiani  iperosculatori  in  questi  due  punti,  passano 
cioè  il  piano  ABC  incontra  (in  S)  ciascuno  degli  [ti  —  4]  polari  degli  spazi  e 

ABCD  e  ABCE. 

BCD 

Consideriamo  ora  Tomografia  binaria  o\  =  rnr»-  possiamo  asserire,  per 

si  è  detto,   che   il  piano  BCD  incontrerà   gli    [fi  —  4]    polari  dei    due   spazi  < 
BCD  H  e  BCDK,  essendo   H  e  À"  i   punti   uniti   di  *>, .    Ma  ABCD  è  un 
equianannonico,  quindi  sarà  A=^H^  per  cs.,  onde  il  piano  BCD  incori 
polare  dello  spazio  ordinario  ABCD.  Ne  segue  senz'altro  che  questi  due  ultimi 
;io  lungo  una  retta,  cioè  giacciono  in  un  [n  —  2].  Concludia 
Se  tuta  curva  gobba  ragionale   d'ordine   dispari    n  non    multiplo    di    3,  t  i 
quattro  punti  d'iperoscula^iouc  formanti   un  gruppo   cquianarmonko,    questi  put 
sopra  una  stessa  retta. 

U  teorema  inverso  però  non  è  vero  per  n  >*  7.  Infatti  se  M  e   un   altro 


E   CURVE  GOBBE   RAZIONALI   DOTATE   DI   QUATTRO   PUNTI    D  IPER OSCULAZIONE, 


3Ï 


in  \_t,  il  piano  ABM  e  lo  spazio  «tm_,  hanno  in  comune  un  certo  punto  Ry 

questo  punto  non  solo  passano  gl'iper piani  iperosculatori  a  e  in  Ay  B  e  C,  ma 

vi   passa  Piperpiano  polare  di  M,  visto  che  M  appartiene  alTiperpiano  polare  di  Ä. 

lo  spazio  ordinario  AB  CM  ed  il  suo  [»  —  4]  polare,  si  secano  lungo    la    retta 

ciò  sebbene  il  gruppo  AB  CM  non  è  cquianarmonico. 

1   però  e  h  =  j  o  «  =  ;,    1  i!_i  seca  e   solamente   nel  ciclo  ABC}  e  nei  punti 

i   i-è  (contati  una  o  due  volte  rispettivamente);  onde  segue  il  teorema  noto  §): 

a  condizione   necessaria  e   sufficiente   affi n  chi    una   curva  gobba   ragionale  d'ordine 

0  h  =  7  dotata  di  quattro  punti  d'iper  osculazione  sia  equianarmonica,  è  che  questi 

siano  sopra  una  stessa  retta. 

6.  È  noto  che  due  involuzioni  gv  e  g\  si  dicono  coniugate  (Castelmuovo),  quando 

come  w-pli  gli  n  punti  di  un  gruppo  qualunque  di  una  qualsiasi  di  esse,  si  ottiene 

1  che  contiene  l'altra  involuzione.  Ciò  posto,  è  chiaro  che  due  gruppi  Gm  e  G*n 

curva  (razionale)  C"  di  [r]  sono  coniugati,  quando   siano   immagini    di  gruppi 

Ci  della  quale  C'  è  proiezione,  secati  da   iperpiani  fra   loro   polari.   Ne  seguono 

.latamente,  un  pò  ampliati,  i  teoremi  del  n°  1   della  Nota  citata  in  principio  della 

Cioè: 

*ata  una  curva  ragionale  d*  ordine  pari  di  [r],  gViperpiani  che  la  secano  ingruppi 

nti  autoconiugati,  inviluppano  una  quadrica.   Se,  in   particolare,   la   curva  è  dotata 

1  punti  d'iperoscula^ione,  la  detta  quadrila  tocca  in  questi  punti  i  rispettivi  iper- 

singolari.  La  quadrica  di  cui  si  parla  è  il  contorno  apparente  di  quella  individuata 

Similmente  : 
Wa  una  curva  ragionate  d'ordine  dispari  di  [r],  gli  [r  —  2]  in  cui  s'incontrano  le 
d'iperpiani  secanti  la  curva  in  gruppi  di   punti  fra    loro   coniugati,  formano   un 
so  lineare.  Se,  in  particolare,  la  curva  i  dotata  di  r+i   punti  d'iperoscttla^ione, 
te  complesso  appartengono  gli  [r  —  2]  aventi  con  la  curva  un  contatto  (r — i)-punto 
sti  punti  d'iper  osculazione.  Gli  [r  —  2]  del  complesso  appartenenti  ad  un  iperpiaoo 
passano  tutti  per  il  punto  D  proiezione  del  polo  dell'  [n  —  1]  di  cui  8  è  la  traccia 

h 


Catania,  4  aprile  1907. 


Giuseppe   Mar  letta. 


e  ;   vedi  Ciani,  Sopra  alcuni  gruppi  lineari  quaternari  dotati  di  qnartica,  0  di  quintka  gobba 

ìcnale  invariante  [Rend,  itk  R.  Istituto  Lombardo,  iene  2%  voi.  XXXVII  (1904)];  Marletta,  Sulk 

>hih  del  quinto  ordine  [Questi  Rendiconti,  tomo  XIX  (1904)];  Berzolari,  Osservatimi  alla  Sota 

del  prof.  E.  Ciani  «r  Sopra  le  curve  gobbe  ragionali  di  quinfordint  »  (Rer  Lom- 

2',  voi.  XXXVIII  (1905)]. 

Per  h  ss  7,  vedi  Berzolari,  Alcuni  teoremi  suite  curve  raqionaU,  etc, 


ÜBER  DIE  ENTWICKLUNG  ALGEBRAISCHER  FUNCTIONE 
Von   Lea   Koenigsberger  (Heidelberg). 


Adujutua  del  1}  giugno  1907 


Sei  eine  algebraische  Gleichung  von  der  Form  gegeben 

1  }  i  +G.+ W/+  •  •  •  +'/iy-K»o+«1'+«/+  •  •  •  +»/ 

in  welcher  die  Coefficienten  ganze  Functionen  von  t  sind,  deren  Grad   wir  als 
voraussetzen  dürfen  f),  so  wird  dieselbe,  wenn    n^  =  o   und  lQ  von  Null  verse 
ist,  für  t  =  o  die  einfache  Lösung  v  —  o  besitzen,  und  sich  somit  y  in  der  Um| 
von  /  —  o  in  eine  convergente  Potenzreihe  von  der  Form 


« 


7        1!    ^  2!     ^  ?!      ^ 


entwickeln  lassen;  die  Coefficienten  derselben  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

dt  +dyy  -°' 
dt'  ^    dtdy7  ^dy'y    ^  dy  y  ' 

d<}  ^3dt'dyy  ^3dtdy'y    ^dy'y    ^  '{dtdy  ^  dy'y  f}     ^dyy 


oder  für  t  =  o  aus 


(3) 


„ /  ^0 


«,  +  '.>:+*.*:  +  « +  ('.  +  **•>;) 


2°  — 


ii 


1)  Wobei  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  ist,    dass    diese    Coefficienten  samtlich    oder    zu 
im  Einheitskreise  convergirende  Potenzreihen  sind. 
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ich  bei  Gelegenheit  der  Verallgemeinerung  eines  EiSENSTEiN'schen   Satzes  gezeigt 
t  a),  in  der  Gestalt 


-EL-  *i 


in  die  G    ganze  und  ganzzahlige  Functionen  der  Grössen   ö0,  ...  boJ  ...  /o,  ... 
. .  .  sind.  ♦ 

Ist  nun  M  der  grösste  der  Moduln  dieser  Zahlen,  und  bildet  man  der  Gleichung 

analog  die  Gleichung 

(F(t,  0  =  (M-f  Mf  +  ...  -f  Mf^-KM+Mf-I -f-M^)^-1-! 

j  +(>o_}-Mf+ t-Mf)î  +  (Mt  +  Mt2-{ f-M/*)  =  o, 

in  \  reell  negativ  und  —  \  Z  mod  /0  ist,  so  wird  wieder  dem  /  =  o  die  einfache 

ung  £  =  0  entsprechen,  und  sich  daher  ebenso  ç  als  Function  von  t  in  der  Form 

;tellen  lassen 

rin  sich  die  Werthe  -^- ,  -^y ,  •  •  •  aus  den  Gleichungen 

M  =  —  ii 
0  1! 


ederum  in  der  Gestalt  ergeben 

»  ff  -  fl» 

'  pi  ~  *r'  ' 

d  die  Grössen  H   ganze  und  ganzzahlige  Functionen  von  M  und  V0  sind. 
Nun  folgt  aber  durch  Vergleichung  der  Systeme  (3)  und  (7),  dass 

mod/n.mod-^V  =  mod  nt  Z.M  Z.  —  \>-%, 
1  !  —       —  1  ! 

d  somit  nach  der  für  \  festgesetzten  Bedingung,  mod  -^-  Z-  -^-  ;  ebenso 

n 

mod  l0 .  mod  2j  Z  mod  n2  -f-  mod  lt  mod  /0  +  mod  k0  mod  )£ 


!  daher  wieder  mod  ^j  ^  -^j ,  allgemein 


mod^-^^-, 
p!  —  p! 
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so  dass  der  Convergenza  rei:;  der  Reihe  (6)  jedenfalls  auch  den  ConvergeuzbereoS  to 
Reihe  (2)  um  fassen  wird. 
Setzt  man  nunmehr 

(IO)  ,+,  +  ,'+...    +  /"=T, 

so  dass  die  Gleichung  (5)  in 

(n)  MtCi+i  +  ^4....  +n  +  (xo_M)^-M  =  o 

übergeht,  so  werden  die  mehrfachen  Punkte  der  algebraischen  Function  ^  durch  k 
Lösungen  der  Discriminante  der  Gleichung  (u),  oder  durch  die  Werthe  von  rial 
die  sich  sodann  aus  (10)  ergebenden  Werthe  von  /  definirt  sein,  welche  man  «iura 
Elimination  von  ç  aus  den  Gleichungen  (11)  und 

(12)  AfT(i  +  2<+u3H t-m?-)  +  \-M=o 

erhalt.  Die  Gleichungen  (11)  und  (12)  können  aber  für  keinen  Werth  von  t  die 
meinsame  Lösung  %  ~  1  besitzen,  da  sich  Linter  dieser  Annahme 

M (tn  -j-  i)t  -)-  a0  —  2M  =  o     und     Mm{m  -\-  i)t  +  2\  —  2Af^ot 

oder  durch  Elimination  von  t 

iM{m  —  1)  —  7o(m  —  2)  =  o 

ergeben  würde,  während  >    negativ  ist,  und  es    wird  daher  kein  mehrfacher  Punh 
existiren,  für  welchen  die  gleichen  Werthe   von  ^  den  Werth  1  annehmen.  M 
man  daher  die  Gleichung  (11)  mit  Ç— Is  so  dass  dieselbe  in 

(13)  JfT<T'  +  (\  -  Mtf  -  \i  +  M(I  -  T)  =  o 

übergeht,    so    werden    die   mehrfachen    Punkte   durch    das    Eliminationsresultat  von 
zwischen  den  Gleichungen  (13)  und 

(14)  O  +  i)Mrf  +  2(\  -  M)i  -  \  =  o, 

oder  wie  unmittelbar  zu  sehen,  zwischen  der  Gleichung  (14)  und  der  Gleichung 

(15)        o„  -  MX«  -  ik  -  v»v  +  m(«  +  o(i  -  t)  =  o 

definirt   sein,    wenn    derjenige   Werth   von    t   ausgeschlossen    wird,    für    welchen 
Gleichung  (11)  den  Werth  %=  1  ergiebt,  also  der  Werth 

T  -  M(m  +  1)  * 

Bezeichnet  man  nun  die  nur  von  \}  m  und  M  abhängigen  Lösungen  des Elinmu- 
tionsresultates  m  +  2lüU  Grades  mit 

so  werden  die  sämtlichen  Vcrzweigungspunkte  der  algebraischen  Function   ^,  die  ** 
unter  den  mehrfachen  Punkten   derselben  enthalten  sind,  nach  (10)  unter  den 
der  m  -\-  2  Gleichungen 

(16)  l*  +  f^1  +  - . .  +  i>  +  î  +  1  =  t,  ftr^r,  2,  ...mti 

zu   suchen  sein,  welche  nunmehr  ausser  von  V  ,  w,  M  noch  von  p.  abhängen  werdfr 
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Convcrgenzbereich  der  Potenzreihe  (6),  also  auch  der    der   Reihe  (2)  wird   sich 
t  jedenfalls  bis  zu  derjenigen  der  Lösungen  der  w-j-2  Gleichungen  (16)  erstrecken, 
he  den  kleinsten  Modul  besitzt. 
Da  aber  bekanntlich  die  Moduln  der  Lösungen  einer  algebraischen  Gleichung 

grösser  sind  als 


a  q  die  grösste  der  Zahlen 


*  +  i 


mod  -j2 ,       mod  -~  ,     ...     mod     ^ 

utet,  so  werden  für  ein  bestimmt  gewähltes  t7  die  sämtlichen  Lösungen  der  Glei- 
g  (16)  ausserhalb  des  mit  dem  Radius 

1  mod  (1  —  t^) 


+  1 


1  +mod(i  -  O 


<i 


mod(i  —  t7) 

den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen,  und  dieser  Radius  von  (/.  unabhängig,  nur 
\  ,  m,  M  abhängig  sein.  Sämtliche  Verzweigungspunkte  t  der  Function  ^  werden 
it  ausserhalb  des  mit  dem  kleinsten  Werthe  der  für  <i=  1,  2,  . . .  m-f-2  sich  erge- 
ien  Ausdrücke  (17)  als  Radius  um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen,  oder 
Kreises,  dessen  Radius  durch  (17)  für  den  kleinsten  der  Werthe 

mod  (1  —  t,),         mod  (1  —  tJ     ...     mod  (1  —  zm„) 

rimmt  ist,  wobei  wir  nur  noch  zeigen  wollen,  dass  wir  für  diesen  von  \ ,  m,  M, 
r  nicht  von  p.  abhängigen  Radius  den  Wcrth  Null  ausschliessen  können.  Wäre 
nlich  vermöge  (17)  xa  =  1,  so  würden  nach  (16)  nur  t  =  o  und  die  fxten  Einheits- 
rzeln  ausser  t  =  1  in  Frage  kommen.  Sollen  aber  für  t  =  1  die  beiden  Gleichungen 
)  und  (15)  eine  gemeinsame  Lösung  haben,  so  müsste,  da  £  =  o  wegen  ao  ^  o 
geschlossen  ist,  der  aus  (15)  sich  ergebende  Werth 

Gleichung  (14)  befriedigen,  oder  es  müsste  die  Bedingung  erfüllt  sein 

(\-MfO"-ir,  +  I-°' 

möglich  ist,  da  >o  eine  negative,  M  eine  positive  reelle  Grösse  darstellt  und  der 
^  Summand  daher  für  grade  und  ungrade  m  stets    negativ    ist;    will    man    diesen 

jedoch  vermeiden,  so  braucht   man    daher   Xo,    welches    nur    negativ   und  dessen 

lui  kleiner  als  mod  /0  sein  sollte,  nur  so  zu  wählen,  dass  es  nicht  eine  Lösung  der 

:hung 

(ao  _  M)m(m  —  i)m-1  +  Mmm\™-1  =  o 


(iS) 


Ist  daher  cine  algebraische  Function  durch  die  Gleichung  definirt 

+  a  +  ^  +  u,+  ---+v^  +  K'  +  v,+  ---+^)=°< 

worin  ta  von  Null  verschieden  ist,  so  wird    derjenige    Zweig    derselben, 
t  =  o  den  Werth  y  =  o  annimmt,  sich  in  eine  Potenzreihe  entwickeln  lasser, 
jedenfalls  convergent   ist    innerhalb    eines    um    den    Nullpunkt    beschriebenen   Kreise^ 
dessen  Radius  von  p.  unabhängig  durch  den  Ausdruck 

mod  (  i  —  t)  i 

i~  +  mod(i  —  T)        12 
bestimmt  ist,  worin  mod  (i  —  t)  den  kleinsten  der  Moduln  der  Werthe  i  —  -^  be 
wenn  tt  die  tu  -J-  2  Lösungen  der  Discriminante  der  Gleichung  m  -j-  l,eu  Grades 

(19)  ürf*'  +  (Xu  -  M)<?  -  M  +  Af(i  -  t)  =  o 

darstellen,  Af  den  grössten  Modul  der  CoefBcienten    ao,  ...  fco,  ,..  wt,  ...,  und  ti 
eine  willkührlich  angenommene  negative  Zahl  bedeutet,  deren  Modul  ^ /o  ist,  iroJ, Ü 
r^  =  1  ausgeschlossen  werden  soll,  nicht  der  Gleichung 

(20)  (\  —  Af  )"(wi  —  1)— '  -f  M  /»/'"r1  =  o 
genügen  darf. 

Es  wird  somit  die  Gleichung 


(«.+£+ä+ 


oder 


Q   '  Q' 

+  ('0  + 


+£)>-+ (*.+4+^ 


1,  +  4  + 
ß  +  öj  + 


0 

+£)'+&+*+ 


+  £)r 


+ 


Q1 


+  0*7 


durch  die  convergente  Potenzreihe 


* y  —  1!  Ö        2l  Q1 


1 

!  ß' 


identisch  befriedigt,  in  welcher   Q  nur  von  m  und  AI  abhängt,  da  X  von  den  : 
Einschränkungen  abgesehen  willkiihrlich  war,  von  [/.  jedoch  unabhängig  ist;  die  Kci 
wird  ferner  für  jedes  grössere   Q  convergent  bleiben  und  nach  Bestimmung  der  Co 
deuten  mittels  der  Gleichungen  (j)  der  algebraischen  Gleichung  identisch  [ 

Hs  erübrigt  nur  noch  der  folgenden  Bemerkungen  wegen,  an  einem  speciellen  Falk 
zu  zeigen,  da  ss  nicht  stets  Q  ^L  Af  sein  muss;  so  wird  für  die  Gleichung 

worin  mod  ba    _v  1   sein  soll,  die  Gleichung  (5),  wenn  den  Bedingungen  entsprach 
\  s  —  1  gesetzt  wird,  in 

Af  (1  +  0  ï  +  (-  1  +  Af  Öa  +  Mi  =  o 


Ober  die  Entwicklung  algebraischer  Functionen. 


und  die  Auflösung  der  Discriminantengleichung 

(_  i  _|_  Mty  —  4APf(i  +  0  =  o 

I  =  ^[-  (2 M  +  i)  ±  y4M'  +  4M  +  4] 

itx   sein,  für  welche  der  absolute  Betrag  der  kleinsten  derselben  unter    6  M  liegt, 
Q  >  6  M  liefert. 

Eine  genauere  Untersuchung  des  Convergenzradius  der  Reihe  (6),   deren   Coeffi- 
sich  aus  (7)  als  ganze  und  ganzzahlige  Functionen  von  M  ergeben,  ist  vermöge 
früher  von  mir  entwickelten  Beziehung  durchführbar,  nach  welcher 

y  A  (EL  +  EL  A"  ***'** -W  ,    ,, 

+4V=0 

'worin  die  DifTerentialquotienten  in  bekannter  symbolischer  Weise  aufzufassen   und 
Coefficienten  durch  den  Ausdruck  bestimmt  sind 

_  Il  _J__ 


'  -■ —  «,  u3i  ;  ; .  «p_,  !  (1  !)w'(2!)^(i!)^  ;  ;  ;  (P  —  j  ly?-** 

er  aus  der  für  l^o^  £  =  o  nach  (5)  sich  ergebenden  Beziehung 

[  Ell ~L  M  *•  V'  a"^r"'4'hî  F  ! 


>-j-p 


1st  daher  eine  ganzzablige  Gleichung  wtcl1  Grades  von  der  Form  gegeben 

Af  +  *f~*  +  . .  -  +  Ly  +  N  =  o, 

wählt  man  eine  beliebige  positive  Grösse   M,   bestimmt  ferner   den   Gleichungen 
!),  (19),  (20)  gemäss  die  Grösse  Q7  so  wird  für  jede  über  Q  hinausliegendc  Zahl 
er  Gleichung  (21)  durch  eine  convergente  Reihe 

y        1  !  p    ^  2 !  p'  ^  }\  pJ  ^ 
1er  Weise  genügt  werden  können,  d;iss  man,  je  nachdem  A,  B,  . . .  positive   oder 
îrjve  Zahlen  sind,  durch  Absonderung  der  grössten  positiven  oder  negativen  unter 
liegenden  ganzen  Zahlen  die  Coefficienten  der  Gleichung  in  die  Form  setzt 
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worin    #t,  .  ..  btJ  . ..  ntl  ...    ganze    Zahlen    sind — Null   Dicht   ausgeschlossen  -»J 

v        If 

wahrend  a  *  b  *  . , .  ti   auch  aechte  Brüche  sein  können;  die  Coefficic! 

û"ô"  o  ■  I  '       2  ' 

der  Reihe  (22)  werden  dann  aus  den  Gleichungen  (3)  oder  den  oben  aufgestellten  %>  I 
meinen  Ausdrücken  zu  berechnen  sein,  wenn  man  noch  den  Bedingungen,  dass  Ic tuo 
Null  verschieden  und  no  =  o   sein    muss,   genügen    kann.   Ist   aber   /ö  =  o,  so  wirf] 
man  nur  L  in  die  Form 

!  =  /,  +  >,_,/>+  •••H-/,^-,-^  +  ^ 

zu  bringen  und  />p  durch  den  Ausdruck 

P  =  \  H-  \..P  +  W  +  •  •  •  +  ^P*-'  +  */ 

zu  ersetzen  brauchen,  worin  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  p  ganze  unter  Mi 
gen  de  Zahlen  darstellen,  während  1  ein  aechter  Bruch  ist,  um  L  die  verlangte  GtsuiJ 
zu  geben.  Was  endlich  noch  die  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  noth 
erfüllende  Bedingung  betrifft,  dass  nQ  =  o  ist,  also  die  Zerlegung  von  N  nur  bis 
(/.  —  i1*"  Potenz  reicht,  so  braucht  man  nur,  wenn  N  vom  j/cn  Grade  in  Bezug 
p  ist,  sämtliche  Grössen  A,  B,  ...  L  durch  Hinzufügen  von  o.p^*  in  ihrem  Gr; 
um  eine  Einheit  zu  erhöhen,  und  ebenso  wie  vorher  unter  der  Annahme  von  10  = 
geschehen,  den  Grad  von  L  auf  den  (j.  -J-  1 lc,i  zu  erheben,  so  dass  der  letzte  Cocfl 
von  Null  verschieden  ist,  wobei  aber  auch  der  Coefficient  von  pv-  eine  gebrochene  \ 
werden  kann, 

Ist  Q  selbst  eine  Primzahl,  oder  nimmt  man  für  p  irgend  eine  über  Q  hioflrij  I 
gende  Primzahl  P,  deren  untere  Graenze  nach  dem  Früheren  nur   von    m   u 
willkührlich  angenommenen  positiven  Zahl  Af  abhängt,  und  zerlegt   in    der    beka 
Weise  jeden  der  Coefficienten  der  Gleichung  (21)  in  der  Form 


*  $**•*•  l^t  •**  flUt  •  •■  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  kleiner  als  P  si 
so  wird,  wenn  alle  diese  Coefficienten  unter  M  liegen,  /t(  von    Null   verschieden  uJ 
«o  =  o  ist,  die  Gleichung  (21)  eine  durch  die  convergente  Reihe 


worin  a„ 


1 

T 


y=A^  +  A*-h>  +  AA>  + 


1 


1 


darstellbare  Lösung  besitzen,  worin  die  Coefficienten  aus  den  Gleichungen 

—  l0A%  =  nt  , 


Ober  dœ  entwicklcsg  algdkaischek  fumctionex.  4) 

0  ?  f 

nmt  sind,  und  G    ganze  und  ganzzahlige   Functionen   der   Coeffidenten    n0, 

.  -   /0 ,   —  nl ,  ...  darstellen. 

Heidelberg,  den  15.  Juni  1907. 

L.   KOEKIGSBERGER. 


COMPLEMENTO  AD  UNA  NOTA  DEL  SIC  EMCIL 

Nota  di  Giulio    Giraud   (Torino). 


Adunimi    del  j]  giugno  1907. 


Il  sig.  Enea,  oella  sua  Nota  :  The  Configurations  of  the  Points  of  Infkxû 
Piane  Cubic  and  their  Harmonic  Polars  [questi  Rendiconti,  t.  XXIII  (i°  semestri 
pp.  251-254],  enuncia,  corne  ultimo  risultato,  che  esistono  81  rette  ciascuna  de 
contiene  un  punto  d'inflessione  e  due  punti  di  contatto  di  tangenti  condotte  d 
e  che  per  ogni  punto  d'inflessione  passano  9  di  tali  rene.  Questo  risultato  va 
nel  senso  che  il  numero  di  tali  rette  è  108  e  che  per  ogni  flesso  passano  12  rette 

Infatti,  fissiamo  un  flesso  F  e  consideriamo  la  retta  che  lo  unisce  al  pun* 
contatto  d'una  tangente  f,  uscente  da  un  altro  flesso  G.  Consideriamo  Tomolc 
monica  di  centro  F  che  muta  in  se  la  cubica.  Da  essa  il  flesso  G  è  mutato  in  t 
flesso  G*  e  le  tangenti  da  G  alla  cubica  sono  mutate  in  tangenti  da  G'  alla 
Ciò  accadrà  in  particolare  per  la  /  che  sarà  mutata  in  una  tangente  t*  ;  il  pum 
contano  della  t  sarà  mutato  nel  punto  V  di  contatto  della  t' ;  onde  la  retta  FI 
passare  per  T\  Ne  viene  che,  congiungendo  ogni  flesso  con  i  punti  di  contato 
24  tangenti  alla  cubica  condotte  dagli  altri  flessi  e  diverse  dalle  tangenti  d'infl« 
le  rette  che  si  ottengono  contengono  sempre  un  altro  di  tali  punti  di  contano,  o: 
rette  uscenti  da  un  flesso  sono  precisamente  12,  e  quindi  il  numero  totale  del 
per  un  flesso  contenenti  due  punti  di  contano  di  tangenti  condotte  da  altri  flessi 

Che  d'altronde  sia  12  e  non  9  il  numero  di  tali  rette  uscenti  da  un  fless< 
108  e  non  81  il  numero  totale  di  esse,  risulta  pure  dalla  tabella  posta  a  pag.  2 
Nota  del  sig.  Emch.  Egli  infatti  alla  fine  della  pagina  253  dà  il  gruppo  : 


di  terne  di  punti  allineati. 


A, 

*, 

D, 

A, 

K 

A 

4 

5. 

D6 

a, 

B, 

D, 

a, 

Cs 

e, 

A, 

ct 

*>, 

4 

c, 

*>, 

A, 

c* 

D-, 

A. 

e. 

D. 
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dalla  tabella  risulta  che  oltre  a  quelle  9  terne  di  punti  allineati  contenenti  At 
>no  considerare  le  terne 

4    B,    5, 
4    B<    B, 

^i   Q   Q , 

2  e  non  9  sono  le  rette  di  cui  ci  occupiamo  uscenti  da  Ax  e  quindi  da  ogni 


nno,  13  giugno  1907. 

Giulio  Giraud. 


SUR  LA  FONCTION  E(x)  REPRESENTANT  L'ENTIER  CONTENU  DANS 

Par  M.  J,    V.    Pexider  (München). 


Adulimi*  id  u  roiggitt  1907 


Si  l'on  désigne  par  n  et  x  deux  nombres  reels  quelconques,  on  a  en  général 

co  *(-tH(i4tH' 

â  étant  un  entier  positif  ou  zéro  et  E(x)  ou  [a*]  représentant  l'entier  contenu  da 
Nous  nous  proposons  d'étudier  l'équation  (î)  pour  d  =  o, 


M 


*(tH(tttH 


où  n  désigne  un  nombre  réel  donné  supposé  positif  et  x  l'inconnue  qui  doit  satzsi 
a  cette  équation. 

Nous  commençons  par  demander,  quel  sera  le  nombre  A(ji)  des  racines  x  àc  [i 
si  x  doit  prendre  seulement  des  valeurs  entières  et  positives.  L'équation  (2) 
évidemment  toujours  les  racines  x  ==  [n]  4*  1,  [n]  -+-  2,  [«]  -f-J,  ...  en  nombre  ; 
d'antre  part,  le  nombre  des  racines  qui  sont  positives  et  moindres  que  [«]  ne  peutl 
que  fini. 

Deux  voies  s'offrent  pour  conduire  a  la  détermination  de    ce   nombre  des  radn 
positives  et  moindres  que  [«]. 

L'une,  que  Ton  doit  à  M.  Lerch  •),  pan  de  la  considération  des  fonctions 

+  (»i  0    et    X(*i  0, 
dont  la  première  représente  le  nombre  des  diviseurs  de  n  supérieurs  a  r,  l'autre  le 
bre  des  diviseurs  de  n  non  supérieurs  à  r,  le  nombre  n  supposé  entier  •). 


*)   M.  Lerch,   Po\nàmha  arithmtlickà  [Casopis  pro  pestovdnf  mathematiky  a  fysiky,  tome 
(1895),  pp.  228  2ÎOJ. 

>)  La  formule  de  M.  Lerch  s'exprime  ainsi  : 


(l»=  1.  :,  j, 
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La  seconde  voie,  dont  nous  allons  nous  servir,  repose  sur  les  propriétés  élémentaires 
la  fonction  E(x),  fournit  une  expression  très  simple  pour  ce  nombre  cherché,  n  étant 
leurs  un  nombre  réel  quelconque,  et  laisse  en  outre  indiquer  les  racines  de  (2), 
;  inconvéniant,  Tune  après  l'autre.  Nous  verrons  que  A  (ti)  est  une  fonction  linéaire 

>]  et  [Vn\. 
En  désignant  par  k  un  nombre  réel  quelconque,  on  déduit  de  l'identité 


jation 


•  =  [t]+*  +  "-[t]-*- 


alors 


[f] 


=  1  + 


+  * 


[t] 


i+e 


+  * 


DDT 


*=  1,  2»  3»  •••[«]  —  I  ~\,  en  supposant  [»]  —  I -^-J 


^1. 


Gir  on  obtient  de  la  relation  évidente 


Kiri\i,  l'inégalité 


T-[f]<- 


-[f]-*<[f]  +  ^ 

nt  l'expression  n  —    —    —  k  ne  devient  pas  négative,  si  k  suffit  à  la  condition 

7  puisque  k  doit  être  un  nombre  entier,  tant  que  soit 

Dans  ce  cas,  le  numérateur  de  la  fraction  e  est  moindre  que  le  dénominateur  et  reste 
nstamment  positif  ou  devient  égal  a  zéro;  on  a  par  suite 

£(1  +  e)  =  1. 

En  général,  on  trouve  que  l'équation 

n 


) 


[f] 


+  * 


=  a  —  1 


V.     PEXIDER. 


est 


satisfaite  pour  k  ss  ïf  %  Jj  ..« .  I  —  I  ^—  I  —  I,   en  supposant 

En  effet,  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous  avons  employee  ci-devant,  on 
d'abord  de  l'identité 

l'iqaadoa 


=«+ 


[iTî]+' 


puis  —  en  vertu  des  inégalités  évidentes 

*  + 1     L*  +  u       - 

où  it  disigne  un  nombre  entier  positif  —  on  trouve 

°-"[iTT]-«*<[^n]  +  i'  »^ 

Le  premier  membre  du  la  relation  précédente  ne  devient  pas  négatif,  si  l'on  si 


dans  cette  condition,  il  en  suit 


et  par  consequent 

(5) 

pour 

dès  que 


»■=«.**  •■■[r^?]-[f]' 

m-[^]v, 


ce  qui  constitue  un  résultat  qui,  après  la  substitution  de  z  au  lieu  de  i  ^  J 
proposition  énon. 

Quant  à  la  condition  (4)»  nous  faisons  la  remarque  suivante. 

La  relation 


tól-l» 
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irérifiêe  pour  chaque  nombre  positif  n  satisfaisant  à  la  condition 

n  ^  «(*  —  i); 

en   remplaçant  dans  le  premier  terme  de  la  relation  (4)  le  nombre  n  par  sa  valeur 

n  =  a(a  —  1)  -f-  r,         o  Z.  r, 
obtient  la  différence 

[•  +  rh]-[-'+T]' 

«  étant  un  entier  positif  et  r  un  nombre  réel  ^  o,  la  relation 

I^-J-[t>- 


h  Ton  tire 


La  condition  (4*),  imposée  au  nombre  n,  est  suffisante  pour  que  la  relation  (4)  soit 
rifiée  ;  mais  elle  n'est  pas  tout  à  fait  néceàaire.  Il  peut  arriver  qu'il  y  ait  des  nombres  n 
as  petits  que  a  (a  —  1),  satisfaisant  à  la  relation  (4);  mais  ce  sont  des  nombres  par- 
oliers. L'essentiel  est  que  tout  nombre  réel  plus  grand  que  a  (a  —  1),  aussi  bien  que 
amer  n  =  a  (a  —  1)  lui-même,  vérifie  la  relation  (4). 

En  somme,  on  a  le  système 


') 


bi- 


=  a  —  1 


T.I  +  *. 

ur  chaque  nombre  positif  n  ^  a  (a  —  1). 
Si  l'on  pose 

relation  (3*)  offre  l'équation 


fcü 


=  a  —  I 


ins  la  condition  suffisante  n  ^  a  (a  —  1). 

Mais  dans  ce  cas  on  se  convainc  sans   difficulté   que  la  dernière  équation  a  lieu 
>ur  chaque  nombre  n  ^(a  —  i)2,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

=  a     dès  que     n  ^  aa . 


m 


Mmd.  Gre.  M**m.  Pakrwu»,  t.  \X1V  (*°  »cm.  1907).  —  Stampato  il  6  loglio  • 


[f]  + 


et  enfin  la  formule 


»     1 


[t] 


=  *> 


qui  subsiste  pour  chaque  valeur  positive  de  it  ^  ol1  . 
Il  reste  encore  i  remarquer  que  l'on  a 


X* 


Cil 

pour  les  nombres  n  compris  entre  les  limites  a  ^L  n  <^  a3 
Pour  le  montrer  on  n'a  qu'à  poser 


l'expression 


rend  de  suite 


n  =  h  ol  -|-  r ,        o  ^  r  <  «  ; 

"  ,-+[t| 


LL*  J. 


[i] 


I>  a  OU 


r  » 


M 


=  a  , 


selon  que  la  valeur  de     -y  -     sera  differente  ou  égale  i  zero. 
En  désignant  par  v  la  fonction  E(\n\  on  a 

n  —  v1  -f-  r,        o  ^  r  <  2  v  -|-  i , 
et  en  posant  a  s  2,  5,  ...  v  on  obtient,  en  vertu  de  la  relation  (5)  et  de  la 


SUIt    LA   FONCTION    E(x)  REPRÉSENTANT   L*EXTTER   CONTENU   DANS   X. 


5* 


le  système  d'équations 


=  "*  =  [     il]    ]=ï'  qu™d     W^2' 

quand     n^S.2.3 


m- 


ïé'\'\B¥-\""%i 


=  v — i,     quand     w^v(v —  i)r 


iste  en  ce  cas  simultanément  A  cause  de  la  relation  «  ^v* . 
Il   est  clair  que  la  suite  de  nombres  positifs 

ente  un  groupe  complet  de  racines  de  l'équation  (2)  en  nombre 

N(2)=[«]-|j-]-i, 

que  les  fonctions  £1  — j  et  £(       <       )  deviennent    pour   chacune   de   ces   va- 
égales  A  1  et  annulent  par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  au 
que    la    fonction  hi  — *  I    s'annule   elle-même    pour   x  —  [n]  -\-  1    et    la   fonction 

dépasse  le  nombre  1  pour  n  ^  2. 


m 


Quant  à  la  dénomination  dont  nous  nous  servîmes  ci-dessus,  nous  convenons    de 
qu'un    groupe  de   racines   de   l'équation    (2)  est  compiti  s  s'il   contient   toutes  les 

x  de  (2)  pour  que  la  fonction  EÌ  —  1  conserve  la  même  valeur  fixée. 

En  général,  si   Ton  désigne   par  a  un  entier  quelconque  compris  entre  les  limites 
<C  *  ^  vj  Ia  su^e  de  valeurs 

*-!>]+■■  [ï]+*  ■  [dKh 

eprésente  un  groupe  complet  de  racines  de  (2)  en  nombre  limité 

»M  =  [dhHv]- 

Car,  pour  les  nombres  (8),  les  fonctions  El  - —  I  et  El  — -y—  !  prennent  la  valeur 
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xonde  classe  offre  la  relation 

N(v  +  I)  =  v  +  H-[^]-jv+[^rr]J 

tire  à  l'égard  de  I      *         =  o,  p  étant  <  v  -|-  i, 
N(y  -j-  i)  =  o        pour        p  <C  v 


que 


N(y  -j-  i)  =  i         pour        v  ^  p  <  v  -}-  i. 

nie  la  quantité  a  ne  dépasse  pas  v,  l'expression  N(a)  indique,  à  l'égard  du 
[7),  le  nombre  des  racines  d'un  groupe  complet  de  l'équation  (2).  Mais,  est-ce 
a  lieu  encore  pour  a  =  v  -j-  1  ?  La  possibilité  en  existe,  parce  que  la  restric- 
est  une  condition  suffisante,  mais  n'est  pas  nécessaire,  et  nous  avons  trouvé 
îeure  N(y  -f-  1)^0. 
r  la  première  classe  n  =  v1  -j-  r,  nous  aurons 


[TTr]  =  '-  +  [f£]  =  '-.     '< 


mséquent 


=  v  —  1. 


Ivrrl  +  'J"'     fchM 

lleurs,  on  a  vu  que  les  entiers 

*  =  !>]  +  "  [v]  +  *.    -  [vér]  — 

racines  de  (2)  caractérisées  par  la  circonstance  que  la  fonction  E 1  —  1  prend 

nombres  la  valeur   v  —  1.   En   vertu    de   la    deuxième   des   formules   (11), 

c  =  I  — — —  I  -j-  2  pourrait  être  une  nouvelle  racine  de   (2),   excepté   certai- 


ie  cas  ou  soit 


tri] +  *  =  !>]  +  '. 


-e  que  cette  racine  soit  identique  avec  le  premier  nombre  de  la  suite  (12)  et 
elle  soit  déjà  comptée  en  N(y)  comme  l'élément  du  groupe  précédent, 
en  raison  de  la  supposition  faite  sur  le  nombre  «,  on  a  les  équations 

[t^t]  =  v-x,       [-f]  =  *,       «-V<v 

ent  de  suite  en  évidence  l'exactitude  de  l'identité  (13)   pour   les  nombres    de 

ire  classe. 

plus,  il  suit  de  là 


[vtJ+-I>]-"> 


S4 


J.     V-     P  EX  I  DER. 


ce  qui  prouve  de  uouveau  que  Li  suite  (8)  représente   aussi    pour   %  =  y 
complet  de  racines  de  (2). 

Il  en  résulte  enfin  que  le  nombre  x  =  v  pourrait  être  une  racine  de  1 


puisqi 


dans  le  cas  où  la  valeur  de  El  — 1  soit,  pour  x  =  v  —  1,  égale  A  v.  Mais, 

obtient 

pour  la  première  classe  de  nombres  pi,  on  voit  qu'il  n*y  a  pas  de  racines  de  (2 
le  groupe  «  =  v-|-i;  nn  a  donc  à  DOS 

(i))  N(y  -|*  l)  =  0,         fi  —  v1  <;  v. 

Pour  la  deuxième  classe  de  nombres  n  satisfaisant  A  la  condition 

»  =  v(v  +  i)  +  p,  n^p  <v+   ]. 


on  obtient 

ci«) 


b^h" 


et  alors,  en   cherchant   à  déterminer   le  groupe   a  =  v  -|-  1    pour    k  ■=■  1    et   J 
on  a  les  relations 


(17) 


Ï^Ft  -' 


—  v3Xv 


lU+iJ 


+ 


1  + 


L'  +  âJ" 


En  supposant  ensuite  en  premier  lieu  p  <  v,  on  tire  de  l'équation  précéder 

N 


fc 


Ï^F 


=  v  —  it 


et,  comme  nous  avons  déjà  démontré  plus  haut   que    le    groupe    obtenu    pour 
est  complet,  quelque  soit  le  nombre  positif  *,  il  est  nécessaire  qu'il  soit  ideutiqu 


t*-j+-m+ 


On  vérifie  cette  equation  immédiatement  en  remplaçant  n  par  sa  valeur 

n  —  v(v  -f-  1)  -f  p,         o^p<*. 


on  trouve 


]>]- 


=  v+i, 
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pi  adjoint  au  résultat 


fe 


Tt]  + 


[t] 


té  par  (17),  montre  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  de  (2)  dans  le  groupe  a  =  v-f-i  ;  par 
sequent,  on  doit  poser 

*)  JV(v-f-i)  =  o,         n  —  v(v-f-i)<v. 

Le  second  casv^p<v-f-i  offre  à  l'égard  de     *-^£ —    =  1  l'équation 

puisque,  dans  cette  hypothèse  p  —  v  <  1,  on  peut  se  servir   du   résultat  (17),  on 
it  que 

t  une  racine  de  (2)  appartenant  au  groupe  caractérisé  par  le  nombre  «  =  v  -j-  1. 
Ce  groupe  sera  déjà  complet,  si  pour  l'entier  précédent,  savoir  pour  x  =       ,        , 

i  fonction  El —  I  surpasse  le  nombre  v. 
En  effet,  on  a  pour  cette  valeur  de  x 

-[■£.]-„  +  ,; 


n 

ï 

n 

+ 

à 

1  groupe  indiqué  consiste  alors  en  deux  entiers  x  =  v  -}-  1  et  x  =  v  -f-  2,  c'est-à-dire 
:  une  racine  x  =  v  -}-  1.  Il  faut  donc  poser 

N(y  -f"  0  =  *>        w  —  v  (v  -f-  2)  ^  o. 

En    résumant  les  résultats  obtenus,   on  a  la  proposition   suivante  :   le   nombre  N 
racines  de  (2)  appartenant  au  groupe  a  =  v  -j-  1  est 

N(y  +i)=i, 

le  nombre  n  satisfait  à  la  condition  n  —  v(v  +  2)^o,  v  =  |Yw  ];  en  tous  les 
très  cas,  il  n'y  a  pas  de  racines  de  (2)  de  la  même  espèce.  D'ailleurs,  il  faut  remar- 
er   que  le  nombre  x  =  v  n'est  jamais  une  racine  de  (2). 

De  la  comparaison  des  équations  (15),  (15*)  et  (15**)  avec  les  équations  (10), 
o*)  et  (10**),  on  tire  la  conséquence:  le  sens  de  l'expression  N(a),  donnée  par  la 
rmule  (9)  sous  la  supposition  a  ^  v,  reste  le  même  pour  a  =  v  -}-  1. 

Comme  il  en  est  de  môme  pour  a  =  v  -j-  1  que  pour  a  ^  v,    on    peut    ajouter 


au  système  (7)  une  nouvelle  ligne 

(7*) 


«N.V 


et  demander  quel  est  le  nombre  des  racines  de  (2)  qui  sont  plus  grandes  qo 
rappelant  que  pour  la  primiere  classe  on  a  trouvé 

"  =  [-4n]  +  '=- 

mais  AT(v  +  0  =  °>  et  P°ur  'a  deuxième  classe 


-[■4-J+—+ 


Ce  nombre  des  racines  est  pour  toutes  les  deux  classes  visiblement  donne 
somme 

N(2)  +  W(3)  +  ■  •  •  +  N(y)  +  N(y  +  i) 

OU,  eu  vertu  de  la  formule  (9),  par 

,1 


£*co-iCvl-[4-J- 


Y 


Il  n'y  a  pas  de  racines  de  (2),  inférieures  à  v  -f-  1.  Car  pour 

x  —  v  —  l  (k  =  ,,  a,  j, 


|v_xJ       Lv-(l-i)J 


la  difference 
suffit  à  la  relatiun 

[^-[.j'+i.^.+^i-rtr^r] 

m  le  nombre  n  appartient  il  la  premiere  classe,  parce  que 

V  +  r        V  +  r  —  2*+  1 
v  —  1  ->  v  _  X  —  I 

pour  r\oet  a^j,  2,  3,  ...  v  —  i. 

Le  nombre  n  appartenant  i  la  seconde  classe,  la  différence 


v  +  x  +  p^-O'  +  fi-O  +  p 

V  —  %  *  V  +  I    —  \ 

pour  p  N,  0  et  >  =  I,   2,   3,  .  .  .   v  —  j. 

En  désignant  par  J(?t)  le  nombre  de  tontes  les  racines    de   (2),    on    a 


fournit 


parce  que 


SOS  LA  VOMCnON  £(*)  REMtSSBHTANT  l'enTIBR  CONTENU  DANS  X.  $7 


Lrd  de  (16) 
Pour  la  première  clasise  de  nombres  n,  on  obtient 

ì    En  tous  les  deux  cas  n  =  nt  et  «  =  «a,  l'expression  -4(h)  est  une  fonction  linéaire 

feti  et  [ft»]. 
Ainsi,  nous  avons  trouvé  la  proposition  suivante  : 
Le  nombre  A(n)  des  racines  x  de  V équation 

^    r  .  ^Hk^H 

■fofin/  /><*r  Y  expression 
h  suite  de  nombres 

L0]  +  I'    [v]  +  2 [iT=r.-]-».   «  =  >.5.-,*ftGM- 

risente  leurs  valeurs,  pour  chaque  cl  satisfaisant  à  la  condition 

fc^Hi]>- 

Du   reste,  nous  nous  proposons  d'étudier  l'équation  (i). 
Si  Ton  pose  x  =  i,  2,  3,  ...  et,  pour  plus  de  brièveté, 

'(-rH(rhH<* 

.  obtient  de  (1)  la  suite  de  nombres  entiers 

d  =  A(i),     A(2),  ...,  A  (a),  ..., 

L,  à  cause  de  la  formule  (9), 

<f=i+AT(2),     i  +  N(3),  ...,  i+N(«),  ...,o. 

On  voit  que  ces  nombres  particuliers  sont  les  seuls  ayant  la  propriété  que  l'équa- 
tm  (1)  soit  résoluble. 

Rgmd.  Cire.  Uaitm.  PaUrmo,  t.  XXIV  (a°  s  cm.  1907).  —  Stampato  il  6  luglio  1907. 


2V  I 

"•  Lv-t-*J 
ws 

la  seconde  classe 

.   r     n    T 

2V 

•    L^  +  iJ 
par  conséquent 


*a 


J,    V.     PEXlDbR. 

En  outre,  le  système  (7)  met,  avec  (7*),  cu  évidence  qiK 

n     1  n 


1 


est 


satisfaite  pour  essi)  2,  3,  ...     —    ;  on  conclut  de  là  que  les  nombres 

=w,  [4  [f], ...  [i] 

sont  des  racines  de  l'équation 

*(tH(;  ;,)=■■ 

Si  Ton  a 

te  nombre  x  =  a  —  1  est  une  racine  de  (1), 

Dans  les  cas  à  ^  1,  le  nombre  des  racines  entières  de  (1)  est  toujours  fi 


IL 


Dans  un  de  ses  travaux,  Cesaro  a  indique  3)  le  théorème  suivant  : 
5î  at  b  sont  des  diviseurs  complémentaires  de  n,  on  a 


|[x]=|[t]+|[t]- 


Mais,  si  l'on  généralise  un  peu    la    demonstration    de   ce    théorème,    donn 
Cesàro,  on  se  convainc  sans  difficulté  que  Ton  a  plus  généralement  la  relation 

im=im+'l'[T]-«[v]. 

a  étant  un  entier  et  n  un  nombre  positif  quelconque. 

Si  nous  partageons  les  nombres  réels  positifs,  comme  au  Chapitre  I,  en  deux 
nous  aurons,  pour  n  =2  va  -j-  r,  o  ^_  r  <  v, 

et  l'équation  (îS)  prendra  pour  a  =  v  la  forme 


(«9) 


[/r] 


!*(tHij*(tH<  .-■.. 


**)  E,  Cesàro,  Sur  un  tbforènu  de  \L  Stîeltjes  [Comptes  rendus  hebd 

l'Académie  des  Sciences  (Paris},  tome  XCVI  (1883),  pp.   IU29-IÜ31], 
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Pour  la  deuxième  classe  de  nombres  «,  on  obtient 

[-7J  =  v  +  J         resP'        v  +  2> 


me 


par  conséquent 


Bt-i-dire  pour 


l[x]=i[i]^  -  il»« 

ï[v]-#]  =  |[f]-. 
|-(t) 


même  différence  (19)  qu'au  premier  cas. 
La  relation  (19)  a  donc  lieu  pour  chaque  nombre  positif  n. 
La  même  équation  résulte  (Tailleurs  simplement  des  relations  obtenues  au  Chapitre  I. 
Si  k  parcourt  les  valeurs 


^fonction  El  — 1  prend  à  l'égard  du  système  (7)  chaque  fois  la  valeur  i,  et  Y 


h 


b  parcourt  les  valeurs 
a  plus  généralement 


1  *(*)-*(.)-*(-=-); 


felf 


a^v  +  i, 


£.= 


[^(t)=<«-oK^)-£(t)Ì 


par  suite 


Ki> 


2^.1,.-(f)=S(«-)|[^]-H|, 


bien 


"Krl 


0)     J^-l-frHtvJ.  •-■*). 

Pour  la  première  classe  de  nombres  n  nous  avons     — j—     -f-  1  =  v  et  alors 


ou 


(20*) 


I'(r)-F(f)-n« 

Pour  la  seconde  classe  «  =  v(v-f-i)-(-pJ  °^P<Cv~f~I?  on  obtient 
et  la  relation  (20)  fournît  conscquemment  la  même  équation  (20*), 

La  formule  (20*)  a  donc  lieu  pour  chaque  nombre  réel    n\2,   ce  qui  | 
effectivement  l'exactitude  de  la  relation  (19). 

La  relation  (19)  est  due  ;\  Lejeune-Dirichlet  *};  Hermite  a  donné  une« 
stration  directe  5)  de  cette  formule  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  élémentaire 
fonction  t(ti\  qui  désigne  le  nombre  des  diviseurs  de  l'entier  w,  et  une  autre 
stration  fondée  sur  des  méthodes  d'Analyse  6).  La  démonstration  de  If.  Lî 
suit  une  voie  analogue  à  la  première  méthode  cf  Hermite,  La  formule  (19)  c 
leurs  un  cas  spécial  d'une  formule  de  Lîpschitz  8)  (pour  j=i)  et  on  la  d< 
même  d'une  formule  de  M.  Busche  *);  voir  enfin  une  remarque  à  la  page  2 
Mémoire  de  M.  Zeller  io). 


m. 


.. 


Soient  :  n  un  nombre  réel  quelconque  et  it  un  nombre  entier,  tous  les  deus 
On  aura,  eu  égard  à  la  définition  de  la  fonction  £*(.v),  l'équation 


t  =  £(t)  +  t- 


où  a  désigne  un  nombre  réel  satisfaisant  à  la  condition  o  ^  a  <  k. 
Si  a\i,  on  obtient  de  là 


"-Ì-  =  *(t)  +  l 


4)  P.  G.  Lejeune-Dirichlet»  Ober  die  Bestimmung  der  mittleren  Werte  ùt  der  Z 
[Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften,  1849,  pp.  69  ei  suivj  ;  Werke,  Bd.  I 
suiv. 

5)  Ch.  Hermite  et  R.  Lipschitï,  Sur  quelques  points  dans  la  théorie  des  nombres  [Acta 
tica,  tome  II  (i88j),  pp.  299-304], 

6)  Ch.  Hermite,  Sur  quelques  conséquences  arithmétiques  des  formules  de  ta  théorie  de. 
elliptiques  [Acta  Mathematica,  tome  V  (1884),  pp.  297- jjo  (Extrait  du  Bulktin  de  f  Acide; 

de  St.-Pctersbourg)]. 

7)  M.  Lerch,  tÊÇêè  vit  y  arithmetické  [Casopis  pro  pêstovdnf  mathematiky  a  fysikv,  t 
(1892),  p,  185  et  suiv.]. 

8)  Voir  le  Mémoire  5)>  seconde  partie. 

ô)  E.  Busche,  Über  eine  Formel  des  Herrn  Hermite  T  Journal  für  die  reine  und  am 
matik,  Bd.  G  (1887),  pp.  459-464]. 

lo)  Chr.  Zeller,  Ober  Summen  von  grössten  Ganzen  bei  arithmetischen  Reihen  [Nacbn 
Kgl.  Gesellschaft   der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Jahrgang  1879,  pp.  24J-268J. 


SUR  LA  FONCTION  E(x)  REPRÉSENTANT  L'ENTIER  CONTENU  DANS  X.  6l 

par  conséquent 

x  —  I 
ree  que  la  fraction  — 7 —  sera  \o  et  alors  [n]  ^é  o  (mod  k). 

Mais,  x  étant  moindre  que  l'unité,  on  a 


[t]=[*]     "     M  =  0(mod*)> 


t  Ton  déduit  de  l'identité 

n  —  1  [n]  —  1    ,   a 

équation 

*(^H(f)- 

En  vertu  de  ces  résultats  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
La  différence 

»>  £(t)-£(^) 

t  égale  à  1  ou  o,  5*/<m  901  jfe  *rt  1*«  diviseur  de  [n]  ou  non,  c'est-à-dire  selon  que  Von  a 

[n]  =  o    ou    [«]  ^  o    (mod  ür). 
Soient  maintenant  /(x)  et  F(x)  deux  fonctions,  liées  l'une  à  l'autre  par  la  relation 

1/09  =  F(n), 

à 

d  parcourt  tous  les  diviseurs  de  [n],  y  compris  l'unité  et  [n]. 
Par   rapport  à  la  relation  (21),  on  aura 

/(*)*(£) -/(*)*(^)=/(*)    ou    o, 

on  que 

[h]  =  o    ou    [«]^o    (mod  k). 

En  conséquence,  on  obtient  la  somme 

g|rt»*(f)--«*>*(£Ti)i  =  $'w 

,   puisque  2?  1 1  =  o,  la  relation 

f/(^)-'ï>)*(^)  =  F00 

en  effectuant  la  sommation  par  rapport  à  n  depuis  n  =  1  à  «  =  [«], 

M  /  *.  \  I") 


Si  Von  suppose  que  n  soit  un  nombre  entier,  cette  formule  est  identique  1  y 
que  Hebjotb  a  obtenue  par  une  méthode  d'Analyse  dans  les  m  Acta  Mathematica 

En  désignant  par  /(;/)  le  nombre  de  tous  les  diviseurs  de  [«]  et  par    /  (n) 

Euler)  la   somme    de  ces  diviseurs,    on  déduit    de  (22),  en   posant  /(é)  =  1 
f[k)  =  A,  la  relation 


respectivement 


Mihi™ 

IM(x)-I/c». 

Si  Ton  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

a^  =  £(t)-£('lPL)   et  /W-/tt*D. 


on  a,  A  reglfd   de  la   relation  (21),  l'identité 


W 


I  A  (*)=![»]. 


*-i 


Mais,  comme  la  puissance  i*(k)  prend  pour  a  >  o  les  mêmes  valeurs  qi 

si  Ä  parcourt  les  valeurs  A  =  1,  2,  3,  ...  [«],  on  a  plus  généralement  Pidenritt 


(23) 


M 


£  A«  (*)  =  *[«] 


(a  =  1,  2, 


*-i 


Le  simple  cas  a  as  2  offre  l'égalité 


et,  à  l'égard  de  la  formule  bien  connue 
la  relation 

De  la  formule  de  Duuchlet  ,a) 

IÌtÌ~Mì)™ 


m)  Ch.  Hermjte,  Sur  qurhfues  conséquences  arithmétiques,  etc,  [Acta  Mathematica,  tome  V 
pp.  2973  30J. 

*»)  P.  G.  Lejeune-Dirichlet,  Über  tin  die  Division  betreffendes  Problem  [Monatsberichte  der  1 
Akademie,  Jahrgang  l8Si,  p.  20;  Werke,  Bii  I,  p.  97J, 


SUR  LA  FONCTION  E(x)  REPRÉSENTANT  L'ENTIER  CONTENU  DANS  X.  6} 

ourvu  que  les  fonctions  F(x)  et  /(*)  satisfont  à  l'équation 

F  «  =  z/wl 

déduit,  pour 

/(*)  =  *- -(*-!)"•, 

elation 

£*(*)-I«(*)|«--c»-4 

rtant   un  nombre  entier  positif  quelconque. 
L'identité  (23)  fournit,  pour  0  =  3,  l'équation 

I^(t)-3^(t)-(^)h*)-I-(^)='W. 

En   utilisant  l'équation  (25)  à  la  transformation  du  premier  et  du  troisième  terme 
l'équation  précédente,  on  obtient  la  relation 

|^(*)-|Ht)£(^)ì«=/w 

alors  le  résultat 

?*(fW-^)-Ç'-/M. 

t  d  parcourt  tous  les  diviseurs  du  nombre  [«]. 

IV. 

Puisque  nous  avons  trouvé 

E  i  —  1  —  -El j  =  1  resp.  o,  pour  [n]  =  o  resp.  [n]  ~-jk  o  (mod  u) , 

►us  obtenons,  en  posant  (afin  d'abréger  l'écriture) 

*[vH(tH(^-)' 

quation 

1  —  AI  —    =  o  resp.  1,  pour  [n]  =  o  resp.  [n]  ^é  o  (mod u). 
L'expression 


mr„n   m 


a 


.6) 


v-khm-pmAn- 


m 


-1H^]ì-4^]u-[^]-!-4t] 


tdiquera,  par  suite,  le  nombre  des  entiers  qui  ont  l'entier  a  pour  diviseur,  mais  n'ont 
ucun  diviseur  inférieur  à  a,  sauf  l'unité,  et  qui  ne  dépassent  pas  d'ailleurs  le  nombre  x. 
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En  désignant   par  Sb  la  fonction  A    —  L  on  peut  réduire  l'expression  (26)  i  ! 
forme 

J*ai  montré  dans  un  Mémoire  précédent  ri)  que,  en  conséquence,  l'expression 

(27)  v0O»r*]-i-|JL|-  y  ,(.) 

indique  la  totalité  des  nombres  premiers  supérieurs  à  [^x|,   mais  ne  surpassant  pas 
limite  x. 

La  somme 

*oo  =  *co  +  *(*.)  +  *oo  +  •  •  •  +  n*ù 

désigne  alors  le  nombre  des  nombres  premiers  n'excédant  pas  la  quantité  .y,  pourvu  1 
l'on  fixe 


tà  =  £(*''),     l  =  E\ 


m. .,... 


On  en  tire  pour  la  fonction  *(.v)  l'expression  explicite 


*w  =  1 

V  i: 


-Mfe)' 


Sî  Ton  suppose  les  nombres  premiers  non  supérieurs  à  la  racine  \^x  comme  connus,' 
la  relation  (27)  prendra  une  forme  qu'on  peut  réduire  A  la  formule  donnée  par  de  Jon- 

QUìÈRES   f*). 


Munich»  niai  1907. 


J.    V.    P  EX  ID  ER. 


**)  Anzahl  der  Primzahl* n  unier  ehirr  gegebenen  Grenzt  [Mitteilungen  der  Naturforschcndcn  GesA 
tt  in  Bern,  Jahrgang  1906,  p.  82  et  suiv.  | 

M)  E.  de  Jönquieres,  Formule  pour  àthrmittft  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  n'excédant  pas 
un  nombre  donné  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences  (Paris),  tome 
XCV  (1882),  pp,  1144-1146];  Sur  la  formule  récemment  communiquée  à  V Académie  au  sujet  des  tiombfts 
premiers  tlbïd>,  tume  XCV  (1882),  pp.  1 345-1 Î44J- 


i'ER  L'UNIFICAZIONE  DELLE  NOTAZIONI  VETTORIALI; 

PROPOSTE   DI 

C.    Borali- F  orti   (Torino)  e   R,   Marco  longo   (Messina). 

Nota  II   '). 
Operazioni   vettoriali. 


Adunanza  <Jd  9  giugno  1907 


"   il*  a*  Ics    Sciences    mu  thématiques,  une    bonne    not  a  tuen 

«  h  mime  importance  philosophique  qu'un«  bonne  classibcition 
da  as  les  Sciences  naturelles  ,,. 

Poincaré  {Préface  aux  Œuvra  de  Lagvbui,  p.  x«  Puri*,  1*98). 

Il   sistema  vettoriale  del  quale  intendiamo  occuparci  in  questi  primi  articoli  è  quello, 
,  che  fa  uso  dei  soli  enti  numero  (reale),  punto  (euclideo),  vettore;  e  le  cui.  ope- 
ni  o  funzioni  producono  o  numeri,  o  punti,  o  vettori. 

Questa  Nota  contiene  tutte  le  operazioni  vettoriali.  Nella  successiva  considereremo  le 
ni,  esaurendo  cosi  l'algoritmo  del  sistema  minimo,  e  faremo  anche  vedere   come 
questo  sistema  possa  dedursi  l'intero  calcolo  dei  quaternioni  di  Hamilton. 

In  seguito^  confrontate  le  varie  forme  di  applicazioni  vettoriali  e  riconosciuto  quali 
stioni  non  si  possono  direttamente  risolvere  col  sistema  minimo,  esamineremo  i  più 
sistemi  che,  possiamo  affermarlo   fin    d'ora,   sono   tutti  contenuti   nel   calcolo   di 
SMAMH,  convenientemente  esposto  ed  inteso. 

§  L  —  Vettori. 

I,  Nome  e  significato.  —  L'ente  vettore,  quale  si  applica  oggi  in  numerose  e  svariate 
ioni  di  Geometria,  di  Fisica  e  di  Meccanica  a),  ha  ricevuto  tale  nome  da  Hamilton, 
1845  3),  ma  è  di  origine  più  antica  4), 


')  Vedi  la  Nota  1*  in  questi  Rendiconti,  tomo  XXIII  (i°  seni.  1907),  pp.  324-328. 
2)  A.  M  ACF  ARLANE,  Biblìografy  of  Quakt  nions  ami  allied  systems  of  Mathematics,  1904,  —  I  soli 
di  libri  che  adottano  il  calcolo  geometrico  occupano  ben  86  pagine.  —  Vedi  pure  dello  stesso  :  A 
ssion  of  the  Notation  and  Fundamental  Principiti  of  Vector  Anal \) sts  [International  Association  for 
noting  the  Study,  etc.,  aprii  1905,  p,  2 2 J. 
*}  Le  prime  pubblicazioni  di  Hamilton  sui  Quaternioni  :  On  Quaternions  ;  or  a  new  System  of 
varies  in  Algebra,  dopo  una  nota  preliminare  del  novembre  1845  alla  Royal  Irish  Academy,  com- 
vero  nei  numeri  di  luglio,  ottobre  1844  del  Philosophical  Magazine,  Third  Series,  Vol  XXV, 
to-  1 3,  241-246,  489-495.  Sono  del  1853  le  Lecture*  on  Quaternions  (Dublin);  e  i  due  grossi  volumi 
«c^ü  Elements  of  Quaternions  furono  editi  nel  i860  dopo  la  morte  delTA.  e  poscia  nuovamente  nel 
•899.  G  riferiremo  sempre  a  questa  seconda  edizione 

li  Danae  vector,  dx  veìh te  trasportai r$M  e  che  fa  pensare  al  veicolo  mediante  il  quale  da  un  punto  si 
l>aisa  ad  un  altro,  il  proposti»  nel  Quarterly  Journal  of  Math.  (Cambridge),  t.  1  (1845),  p.  j6. 

♦)  L'Henhicl:  On  the  Use  of  Vectorial  Methods  in  Physics    [Report  British  Ass.  for   the  Advance* 

MmA.  Ort.  hiütm    Paltrmv,  fc   XXIV  (2°  sera.    1307).  —  Stampato  it   u  luglio    1907* 


Wi:ssEL  5)  e  Argano  e)  lo  considerarono  esplicitamente   col    nome    rìs\ 
ìttica  retta  o  linea  e  di  tigne  dirigée.    Ne!    harycenìrìsche    Calcul  a. 

(Gesamm.   Werke,  Bd.  I),  il  vettore,  non   esplicitamente   considerato,  è  un  caso 
del  baricentro  di  due  ponti  le  cui  masse  hanno  somma  nulla.  Nd   Metodo    delle 
pallente  il  Bellavitis  7)  ne  fa  uso  sistematico  col  nome  euclideo  di  retta;  e,  fio 
nella  Atisdehnnngslehre  di  Grassmann  si  presenta  come  speciale  formazione 
di  prima  specie  e  riceve  il  nome  di  Strecke  8). 

Gli  autori  moderni    tanno   tutti   uso   della    denominazione   hamiltoniana 
sono  tutti  d'accordo  9)  nell'i  ndicare  con  questa  parola  un  ente  geometrico  i 
de^a,  direzione  e  verso,  e  caratteri—alo  da  questi  tre  eìcmenli.  Y\  precisamente:  il i 
determinato  dai  punti  A  e  lì,  da  A  verso  B,  h  identico  al  vettore  deter  untiate 
C,  D,  da  C  verso  D9  solamente  qUM 

i°  la  distanza  di  A  da  B  e  eguale  alla  distanza  di  C  da  D ; 

2°  la  retta  AB  h  parallela  alla  retta  CD  (le  due  rette  hanno  eguale  direyont);\ 

3°  il  verso  da  A  a  B  Ì  identico  al  verso  da  C  a  D. 

3.  notazione  mediante  due  punti.  —  II  vettore  determinato  dai  punti  A,  5,  da  A  n 
iJ,  viene  indicato  con  AB,  o  AB,  o  B  —  A  lo).  Li  notazione  più  antica  è  AB;\ 
presto  si  riconobbe  la  maggior  convenienza  dell'altra  B  —  A. 

Bellavitis  usa  sistematicamente  la  notazione  AB;  ma  è  costretto  a  cambiarla  ti 


ment  of  Science,   iqo?J  fa  risalire  L'origine  del  vettore  fino  a  Newton,  perche  questi,  per  il  primo (« 
espose  in  modo  chiaro  la  Lcggt  del  parallelogrammo  delle  forze!  Ma  ;:o  non  è 

rintracciarlo  in  Euclide  ed  in  Archimede  ! 

5)  Otn  Directionens  analytisle  iSetegning,  1797.  Essai  sm  fa  ffj  m  de  ta  direction  \\ 
par  l'Académie  Royale  des  Sciences  et  des  Lettres  de  Danemark,  a  l'occasion  du  centenaire 
scnt.ition  I  l'Académie,  le  iu  mars  1797.  Copenhague,  [£97],  In  questa  traduzione  (ranco 
droite  o  ligne  »  é  stato  sostituito  «  servient  I, 

6)  Essai  sur  une  maniere  de  représenter  Us  auantit's  imaginaires  dan    Us  constructions   g/ 
(1806).  È  stato  nuovamente  edito  da  J,  HoOel  (Paris,  Gauthier  VilLirs,   [874). 

7)  GLi  studî  del  Bellavitis  sul  metodo  delle  equipollenze  cominciarono  nel  1852,  com  egli  s 
ha  scritto  al  prof.  Lajsànt.  Le  primissime  pubblicazioni  sono  : 

Sopra  alcune  applicablem  d'un  nuovo  vi,  Geometrìa  analitica  (Poligrafo,  Giornale  di 

Lettere  ed  Arti  (Verona,  gennaio  1833;,  L  Xlll,  pp.  53-01 J - 

Saggio  di  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  di  Geometria  analitica  (Calcolo   delle  equipollenze)  [Al 
nali  delle  Scienze  del  RflgQQ  Lombardo  -Veneto,  t  V  (1835),  pp.  244-259J. 

Mètodo  delle  equipollente   [Ibidem,  t.  VII  (1837),  pp,  243461;  t.  Vili  (1838),  pp,  8>  .ijlj 

La  memoria  capitale  è:  Scostitene  del  mètodo  delle  equipollente  [Meni.  Soc.  Italiana  delle  Sckwü 
s.  I,  t  XXV,  p.  2â  (185 s),  pp.  225-509]. 

5)  DU  Ausdebnungslehre  von  1844  un^  die  geometrische  Analyse  [Gesamt 
\t  (i%4)J;  Die  Amdehnungslebre   POI   iSf>2  [Ibid.,  I3   (1896)],  p.   1 18. 

ö)  Fa  eccezione  TApjell,   Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  I  rcuntft 

che  ha  sei  coordinate,  mentre  il  vettore  ordinario  ne  ha  tre 

10)  Schell,  W.  {Theorie  d.  Beweg,  u.  d.  Kräfte,  1879)  é,  crediamo,  il  solo  ad  indicar«. 
con  tABl 


PER   ^UNIFICAZIONE  DELLE    NOTAZIONI   VETTORIALI   (NOTA   II). 


-  B  (a.  1S37,  p.  248)  per  ottenere  il  calcolo  dei  baricentri  di  Möbius;  però  se  si 
liono  conservare,  in  generale,  le  proprietà  formali  algebriche,  converrà  indicare  il 
ore  da  A  a  B  con  B  —  A. 

M  obi  us  pure  segue  la  notazione  AB  ll);  ina  dalla  notazione  per  i  baricentri  ri- 
a,  al  limite,  B  —  A  e  non  A  /i 

Grassmann  (Werke, l^  pp.  165,  $03)  giunge  alla  notazione  B  —  A  e  precisamente, 

> 

[AB]  =  B~A, 

:  a  Beide  stellen  also  nur   versch  tc-Jcne    Bezeichnungen    dar,    und    da    die    erstere 
türlich,  die  letzere  nothwendig  ist,  so  werden  wir  von  jetzt  an    am    liebsten  jene 
Anfang   an   nur    als    vorläufig    dargestellte    Bezeichnung    gegen    die    letzte    fallen 
50,  etc.  ». 

Hamilton  scrive  B  —  ^  e  anche  BA,    ma  usa  di  preferenza  la  prima;    poi    ab- 
iuiu  entrambe  le  notazioni  e  indica  il  vettore  con  una  sola    lettera,    Edi   osserva  : 
the  symbolic  equation,  D  —  C  =  B  —  A,  may  denote  that  the  point  D  is  or- 
y  related  (in  space)  to  the  point  C  as  B   is  to  A7    and   may   in    that   view   be 
sed  by  writing  the  ordinai  analogy,  D  •  •  C  :  :  B  *  •  A  :    which  admitts  of  Mi- 
ll and  alternation  »   ,J). 

;  lutazione  AB  (Argano)  non  differisce,  per  gli  effetti  formali  delle  operazioni 
oriali,  dalla  notazione  AB,  di  cui  ha  tutti  i   difetti.    Quindi    il    tratto    sovrapposto 
costituisce  altro  che  una  inutile  difficoltà  tipografica  e  però  si  può  escludere  a  priori 
tale  notazione  ï3). 

Quanto  alla  notazione  AB  è  da  osservare  che  essa  non  è  d'accordo  con  la  sem- 
e  notazione,   soggetta  alle   ordinarie    leggi    algebriche,    usata   da  Grassmann  per  le 

fiotri  geometriche  di  prima  specie,  che  danno  appunto  B  —  Ac  non  AB.  Inoltre 
sistema  completo  di  calcolo  geometrico  è  necessario,  come  vedremo,  far  uso  con- 
io del  prodotto  alternato;  e  converni  indicare  questo,  come  in  algebra  si  indica  Tor- 
ino prodotto,  con  AB,  senza  alcun  segno  speciale  interposto  tra  A  e  B;  e  ciò  non 
ossibile  se  si  adotta  la  notazione  AB  pel  vettore.  Infine  tale  notazione  distrugge 
urologìa  col  calcolo  algebrico,  cioè  è  contraria  all'utile  principio  di  permanenza* 

tUn  primo  semplice  esempio  è  fornito  dalla  condizione  di  eguaglianza  H) 
B  —  A  =  D  —  C 


— 


ll)  Die  demente  d.  Mechanik  à.  Himmeìs  (1843)  [Gtsantm.    Werke,  Bd.  IV,  pp.  19-21  J. 

IÄ)  Quarterly  Journal,  L  I,  p.  47. 

*3)  É,  del  resto,  seguita  da  pochi:  per  es.  Tait,  An  ehm.  Treatise  on  Quaternions  (edizioni  1867, 
tradotta  in  tedesco  da  Scherfp,  i88o;in  francese  da  G.  Plarr,  1882-1884)  i  Somofp,  Theoretische 

mik.  187879. 

*♦)  Quasi  tutti  sono  d'accordo  nelTadoperare  il  segno  =.  Möbjus  [loco  citato  ll)J  per  indicare 

aglianxa  di  due    vettori   adopera  il  segno  delle    congruente    =-;    ma   non  fu  seguito.  Bbllavihs 

segno  ^St  (sìmbolo  astronomico  della  libbra);  AB^±CD  indica  l'identità   dei   due    vettori    AB, 

mentre  ÀB=  CD  esprime  soltanto  che  i  due  vettori  hanno  eguale  lunghezza.  —  In  questi  ni- 
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di  due  vettori,  dalia  quale  segue 

B  —  D  =  A  —  C, 
che  si  ottiene  dalla  prima  con  le  leggi  formali  note  dell'algebra,  o,  se  si  vuole,  con  Fi 
goritmo  antico  e  disusato  delle  proporzioni  per  differenza.  Invece   colla  notazione  Ai 
da  JB  =  CD  segue  OB=CA  e  si  passa  dalla  prima  alla  seconda  con  leggi  the  » 
stituiscmo  un  algoritmo  nuovo, 

3.  Notazione  con  una  sola  lettera, — Io  molti  casi  e  utilissimo  indicare  un  vettore  eoo 
un  solo  segno  (una  lettera);  per  es.  in  Elettrodinamica. 

Hamilton,  Tait,  Gïbbs  nelle  sue  prime  lezioni  lS),  convengono  di  indica:, 
vettore,  sistematicamente,  con  una  lettera  greca  minuscola;  Maxwell,  Lorektz,  Som- 
merfeld, etc.  impiegano  invece  una  gotica  maiuscola  Iô);  Heaviside  prima  e  poi  Gius 
nelle  lezioni  del  1902,  impiegano  i  così  detti  tipi  di  Clarendon  I7);  Foppl  ed  Abraham 
e  molti  autori  tedeschi  adottano  gli  stessi  tipi  sostituendo  alle  lettere  latine  le  gotiche  '*)> 
Altri  autori  non  fanno  convenzioni  speciali  Iß). 

Sulk  notazione  di  Maxwell,  Heaviside  (voi.  I,  p.  1 40)  ha  osservato  :  a  This  wn 
an  infortunate  choice,  being  by  itself  sufficient  to   prejudice   readers    against   v 
analysis  ».  La  notazione  di  Heaviside  sembra  molto  opportuna. 

Stabilire  il  vincolo  di  una  notazione  unica,  nel  caso  considerato,  non  e  n 
perchè  basta  che  ogni  autore  in  ogni  caso  stabilisca  nettameli  [e  che  cosa  rappr« 
le  lettere  che  adopera;  ne  pare  conveniente  stabilirlo,  perchè  una  convenzione  opportuni 
nello  sviluppo  di  una  teoria,  può  essere  inopportuna  o  incomoda  per  lo  sviluppo  à 
un'altra* 

4.  Grandezza  di  un  vetiore* —Hamilton  indica  con  T«,  tensore  di  a,  la  lunghe« 
del  vettore  «,  Questa  notazione  segue  le  leggi  ordinarie  delle  funzioni  algebriche  e  poi 
essere  adottata  5*°).  Grassmann  fa  uso  della  notazione  indiretta  Yu*  che  risulta  dal  pro- 


timi  tempi  poi  il  prof  W.  VoiGT  \ Etwas  über  Tensor  analysis  (Nachrichten  von  der  KgL  GesellsciaÉ 
der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Mathematische-physikalische  Klasse,  »904,  pp.  495-51$)]  ha  propo« 
un  nuovo  strano  simbolo,  #,  per  indict«  «die  völlige  Gleichheit  zwischen  Grössen». 

15  j  J.  W«  Gibbs,  Eterne nts  of  vector  analysis,  arranged  for  the  use  of  students  in  Physics  (NewHivcL 
1881-84).  Non  crediamo  siano  mai  stati  stampati. 

lfl)  J.  Clerk  Maxwell,  A  Treatise  on  EUctrìcity  and  Magnetism,  [i*  edu.,  187$;  2*  edÜL,  ittt 
(tradotta  in  francese,  1885);  j'  ediz.,  1892].  —  Lo  rent  z,  H.A.,  Encykhpàdie  u.  s,  w.,  V,  1  j,  14. 

'?)  Philosoph.  Magazine;  vol  XXII,  5  series,  august  1886,    p,  nj  e  poi  sopratutto  in  Bertram 
gnetk  Theory  by  O.  Heaviside,  vol.  I,  1891-95,  a  cui  sempre  ci  riferiremo. 

Vector- Analysis  . . .  founded  upon  the  Lectures  of  J.   Willard   Gibbs,   by  E,  B.    Wilson  (Nets- 
York,  1902).  Citeremo  sempre  questa  edizione. 

lB)  FöPPL  u.  Abraham,  Einführung    in    die    Maxwelìscht  Theorie    der   Ekklrrctal  (iÄ  edit.  1S94, 
2*  edte.  1904). 

l&\  Per  es»  Klein  u.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels  (1898);    Fehr,  Application  de  U  mHhtà 
vectorielle  de  Grassmann  à  ta  Geometrìe  infinitésimale  (Paris,  1899). 

ao)  Insieme  col  criterio  generale  (che  crediamo  utilissimo  per  facilitare  la  lettura  delle  fonnalt) 
di  stampare  in  CARATTERE  diritto  le  lettere  che  rappresentano  simMi  (fissi)  di  f unitone,  e  (seootJi 
l'uso  comune)  in  carattikh  inclinato  (italico)  quelli  che  indicano  gli  enti  soggetti  al  calcolo. 
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interno:  essa  è  poco  conveniente.  Bellavitis  ìndici  indifferentemente  con  AB  il 
e  la  sua  lunghezza,  e  i  possibili  equivoci  restano  quasi  sempre  eliminati  dall'uso 
10  =£=;  con  l'uso,  perfettamente  logico  e  conveniente,  del  segno  =c  la  conven- 
di Bellavitis  porterebbe  a  notevoli  errori,  e  del  resto  è,  in  generale,  marantis- 
che ww  solo  segno  possa  rappresentare  due  enti  distinti,  R.  Gans  al)  indica  la  lun- 
del  vettore  a  con  la  notazione  \a\  di  Weierstrass;  nia  pare  da  doversi  esclu- 
perchè  \a\  è  una  funzione  di  a  il  cui  simbolo,  |  |,  vieti  scritto  parte  a  destra  e 
a  sinistra  della  lettera  cui  si  applica^  contrariamente  alle  ordinarie  leggi  dei  simboli 
izione  sen,  log,!,  etc,  ciascuno  dei  quali  viene  scritto  tutto  da  ina  stessa  parte 
lettera  cui  si  applica  ""). 

La  lunghezza  del  vettore  a  è  una  funzione  di  a  che  ha  in  algebra  la  sua  corri- 
ne nel  modulo  o  valore  assoluto  di  un  numero.  Seguendo  allora  la  notazione 
&GAND,  Cauchy,  . . .  si  può  scrivere 

mod.  r/,         «  modulo  di  a  » 

idicare  la  lunghezza  del  vettore  a.  Noi  in  questi   artìcoli  faremo    uso  della  nota- 

ì:  mod.  a,  perchè  pia  antica  (sebbene  fuori  del  campo  vettoriale)  di  T  ti  e  suscet- 

di  essere  anche  usata  in  algebra   per  i    numeri   reali  e  per  i  complessi  di  ordine 


unquL 


"> 


§  II.  —  Somma  e  prodotto  per  un  numero. 

5,  Somma  di  vettori  e  prodotto  di  un  vettore  per  un  numero,  —  Tutti  gli  autori  sono 
>rdo  Dell'indicare  con  a -\- b  la  somma  del  vettore  a  col  vettore  ft*4);  con  ma 
dotto  del  vettore  a  per  il  numero  reale  m;  con  — a  il  prodotto  di  a  per  —  I, 
quindi  tutti  ottengono  l'ordinario  algoritmo  algebrico  dei  segni  -J e  del  prodotto 

Ìun  numero.  Sono  pure  tutti  d'accordo  circa  il  significato  geometrico  di   a  -J-  b  e 
|  ed  è  quindi  inutile   insistere  su   tale   argomento.    Esamineremo   piuttosto  come  si 
portano  le  due  notazioni  ABt  B  —  A  rispetto  a  questa  parte  dell'algoritmo  vetto- 
ale.  Con  la  notazione  B  —  A  si  ha  identicamente: 

'ß—Ay±(C~  B)=C~  A,        (B— A)-\-(C^B}j-(A—  C)=o,        —{B—A)=A—By 


t3*1)  Einführung  in  die  Vektor  analysis  (Leipzig,  1905),  p.  5. 
**)  Inoltre  in  lina  formula  in    cui  compariscano  le    lunghezze  di    due  o  più  vettori»  il  segno  |   \ 
1  confusione  ;  ad  es.  per  il  prodotto  interno  di  r#  per  ò  si  deve  scrivere  \a\  \b\  cos  («,  h). 
*3)  C.  Neumann:   Unters,  ù  das  Logorìi,  h.  Newton' sehe  Ponte ntialp  1877,  melica  con:  abs  a  il  valore 
fcoluto  del  numero  a\    la  notazione  è  seguita  anche  in  lavori  recenti.  Sarrau  [Maxwell,  Traiti  d'É- 
tirtciU,  etc.  (Paris,  1889),  t.  II,  p.  J95J  usa  per  i  vettori  il  nome  modulo  perchè  «déjà  usité  pour  re* 

riter  La  quantité  analogue  dans  la  théorie  des  imaginaires  « 
3  * )  Il  concetto  di  somma  geometrica,  desunto  da  quello  di  forza  risultante  di  più  altre  concorrenti, 
vasi  già  in  Wessel,  Argano  e  poi  in  Bellavitis. 
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come  in  algebra;  mentre  con  la  notazione  AB  si  ha: 

AB  +  BC  =  AC,        AB-\-BC+CA  =  o,        —  AB  =  BA 

che  hanno  la  forma  algebrica  del  prodotto  alternato,  ma  che  per  tale   operazione 
sono  identità*5).  In  proposito  Blllavitjs  7)  (a,  1837,  p.  248)  dopo  aver  osservale 

AB  +  BC-\-  CD-\-DA  =  o, 

ridotti  i  vettori  ad  una  origine  comune,  dice:  «  noi  la  scriveremo  sotto  la  fonia 

(A  -  B)  +  (B  -  C)  -f  (C  -  D)  +  (D  -  A)  =  o 

e  tosto  ci  apparirà  la  sua  esattela  »,  dimostrando  cosi  la  superiorità  formale 
tazione  B  —  A  sulla  notazione  AB. 

Se  Pt9  o  P(t)  secondo  l'uso  comune,  è  un  putito  o  un  vettori  funzione 
riabile  numerica  t,  allora 

±.[P0  +  k)-p(t)} 

è  un  vettore;  il  suo  limite  per  h  =  o  i  pure  un  vettore  che  può  chiamarsi  du 

dP 
di  P  rispetto  a  /,  e  si  può  indicare  con         .  La  definizione  ha  forma  identk 

usata  in  analisi  per  le  funzioni  nume  la  permanenza  delle  leggi  algebri 

vettori  e  per  le  differenze  di  due  punti,  fa   concludere   per  la  permanenza   deli 
delle  derivate,  che  è  evidentemente  distrutta  dalla  notazione  AB  aD), 

6;  Somma  di  un  punto  con  un  ve ttore,— Finora  non  tutte  le  leggi  algebriche  soc 
plicabili  alla  (1);  non  si  può,  ad  es.,  trarre 

B  =  A  +  (D  —  C),  etc. 

perchè  non  ha  ancora  ricevuto  significato  la  notazione 

P  -\~  v     «  punta  (?)  -+-  vettore  (v)  ». 

Basta,  però,  convenire,  come  si  ha  in  algebra,  che 

A  -f  (J5  -  A)  =  B 


35)  —  A  lì  =  fi  A  ii  iJctitità  per  il  prodotta  alternata,  ma  non  le  prime  due,  per  le 

AB  +  BC  =  (A  —  C)Bt        AB  +  BC  +  CA  =  (B  —  A)(C  —  A) 

che  conservano  le  leggi  formali  algebriche,  tenuto  conto  della  terza. 
aö)  Se  i  punti  Pe(?  sono  funzióni  di  É,  allora, 

d(Q-P)_dQ      dP 


quali 


dt 

dt 

à 

come 

in 

analisi  ; 

ma 

con 

la 

notazione 

PQ  <\  ha 

dij 
dt 

"  dt 

iP 
di 

che  non  ha  la  sua  corrispondente  formale  in  analisi.  Se  PQ  indica  il   prodotto    alternato 

allora  si  ha,  come  in  analisi: 

d(PQ)_âP  dQ 


di  pp« 


in  generale,  P  -f  r  indichi  il  punto  Q  tale  che  r=  Q~ P,  vale  a  dire,  P-j-  t< 
chi  il  punto  che  si  ottiene  dando  a  P  la  traslazione  della  quale  t*  indivìdua  la  gran- 

Éla  direzione  ed  il  senso. 
Dri  la  somma  di  un  punto  con  un  vettore  si  esprime  una  nota  operazione  geo 
i  e  meccanica;  quindi  punto  -f-  vettore  ha   un   notevole   valore   intrinseco,   oltre 
ilo  formale   già   indicato.   Tale   operazione    si    trova    accennata,    ma   non    usata,    in 

LTON  (l8<?9,  p.  5);  MoBius  la  considera  implicitamente  col  baricentro,      ~T , 

1  —j—  1     ■  [ 

iti  A^  /?,  C  di  masse  1,  I,  —  I,  che  e  precisamente  il   punto  A  -f-  (B — ■  C); 

ìrassmann  è  caso  particolare  della  somma  di  due  formazioni  geometriche  di  prima 

In  Bella viTis  e  nella  maggior  parte  degli  autori  moderni  non  comparisce;  ma, 

dovrà  comparire  in  seguito,  data  la  sua  grande   importanza  che  cercheremo 

in  luce  con  pochi  esempi, 

r  individuare  un  punto  P,  come  avviene  spesso  in  Geometria  e  in  Meccanica, 
ao  di  una  linea  poligonale  QABCP,  i  cui  clementi  hanno  grandezze  direzioni  e 
noti,  o  facilmente  esprimibili,  si  ha  identicamente 

P  =  <  )  +  (  A  -  O)  +  (  li  -  A  )  +  (  C  -  B)  +  (  P  -  C)  ; 

punto  P  viene  a  vivere  di  vita  propria,  mentre  senza  l'operazione  anzidetta  rimane 

ita  di   Oj  non  potendosi  considerare  che  il  vettore  P  —  0. 

Hamilton   e  tutti  i  moderni  autori  sono  costretti   ad   individuare  la   traiettoria  di 

P  mediante  il  vettore   */,  (unzione  del  tempo  /,  che  va  da  un  punto  fisso  O 

ito  variabile  P«  In  tal  modo;  il  punto  P  che  è  ['elemento  principale  non   campa- 

esplicitamente,  rimane  legato  al  punto  fisso  O  ed  è  rappresentato  indirettamente  dal 

a.  La  velocita  di  P  è     ,    ,  che  vale  appunto  ■_.-;  ma     .     dice,  ai  nostri  sensi, 
tit  at  tit 

tIP 
meno  di  quanto  dice         ;  occorre  osservare  (e  molti  autori  non    lo  fanno)  che 

e  indipendente  da  0,  mentre  non  ve  ne  è  bisogno  per        ;  e  lo  stesso  dicasi  per 

cclerazioni  di  qualunque  ordine. 

Fissati  tre  vettori  non  nulli  e  non  complanari  *f,  r,   ir,  un  vettore  qualunque   si 
ie  linearmente  mediante  questi,  doe  sotto  la  forma  xu  -f-  v  r  -f- 1  ir.  Se  0  è  un 
rito  fisso,  allora  qualunque  sia  il  punto  P,  P  - —  0  è  un  vettore  e  si  ha 

P  =  0  -f-  x  U  -f-  y  v  -j-  ç  w. 

su  espressione  di  P  contiene  non  solo  le  coordinate  a,  y,  ^  di  P,  ma  anche 
mero  sistema  di  riferimento:  origine  Q\  direzioni  e  versi  positivi  degli  assi  le  direzioni 
i  versi  di   //,  9,   ir:  unita  di  riferimento  i  moduli  dei  vettori. 

Non  è  qui  il  caso  di  trattare  con  i  vettori  la  teoria  delie  coordinate,  le  applicazioni 
le  curve,  alla  Meccanica,  etc.;  esaminando  le  trattazioni  già  fatte  si  vedrà  come  si  ot 
ngono  sempre  espressioni  vettoriali  semplicissime,  aventi  tutte  un  significato  geome- 
ico  o  meccanico  ben  chiaro  e  visibile  a  prima  vista. 
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7.  Baricentri  e  formazioni  geometriche  di  prima  specie,  —  Se  Ay  5,  C  sono  punii 
è  un  numero  rette,  non  risultano  ancora,  dal  sin  qui  detto,  le  eguaglianze: 

A  -f  (5  -  C)  =  A  +  B  —  C\        m(A  ~B)  =  mA  —  mB, 

vere  is  algebra,  e  vere  anche  se  A,  B,  C  sono  vettori,    perchè   non    ha  ancora 
significato  A  -J-  #,  m  Ay  .  .  .  .  Le  formule  precedenti  sono   vere  ed    hanno  un 
cato  geometrico  preciso   nell'algoritmo  delle   formazioni  geometriche    di  prima  spia 
Grassmann,  e  sono  implicitamente  contenute  nel  calcolo  bariccntrkô  di  Möbkjs. 

La  nota  importanza  geometrica  e  meccanica  di  questo  calcolo  prova  quanto  su 
pontino  estendere  l'algoritmo  ottenuto  fin  qui,  in  modo  che,  per  punti 
le  operazioni  *|-,  — ,  prodotto  per  un  numero,  si   abbia    un  calcolo  completo  del 
identico  a  quello  algebrico.  Diamo  un  semplice  cenno  di  tale  estensione. 

Se  xi  sono  numeri  e  Ai  sono  punti  (i  =  i*  2,  . ,  ,  n),  Tente 

si  chiama,  con  Grassmann,  forma  geometrica  di  prima  specie,  o,  per  brevità  Ft 
Diremo  che  una  forma  è  nulla,  due  forme  sono  eguali,  cioè 

y  xt  At  =  0,         Y  xt  Ai  =  y  yi  Bt , 

quando:  comunque  si  fìssi  il  punto  O,  si  ha  sempre 

I-v.W-O)  =  o,        I-v.C^-  0)=  Vv ,{B  -  0\ 
e   l'ente  geometrico  Ft  è  cosi  definito  dipendentemente  JalTiJca,   nota,   di  vetture 
nita  la  somma  di  due  Ft, 

Z«i4  +  I  yA  =  x%A,  +  •  ••  +  *.4  +  v,5,  + 

e  il  prodotto  di  una  F,  per  un  numero  reale  /;, 

fr(2>,  -<)  =  (**,) 4  +  (KK  +  •  •  ■  +  (hx¥)Am. 

si  ha  per  le  F,  un  algoritmo  identico  a  quello  algebrico  per  le  corrispondenti  opera 

Ciò  posto  è  facile  vedere  il  significato  geometrico  di  una  Fr  Se  poniamo, 
0  un  punto  arbitrario, 

x  =  Vx,  =  massa  di   X-V  ^,      «  =  2l**(4  —  O), 
si  ha  identicamente 

Se  a  =  o,  allora  la  Ft  considerata  si  riduce  al  vettore  u.  Se  x  ^é  o,  allora  il  pò 


+  y.Bm 


0  + 


Fxf4 

u  =  ^-' 


è  precisamente  il  baricentro,  secondo  Mömus,  dei  punti  Ai  con  le  masse  x 

Le  F,  di  Grassmann,  che  estendono  ai  punti  il  calcolo  algebrico, xontengooc 
tori  e  1  baricentri  (punti)  di  MöBXUS.  Ciò  basta,  vista  anche  la  semplicità  del  loro 
identico  a  quello  algebrico,  per  affermarne  l 'importanza  e  consigliarne  l'uso  s 
Geometria  e  in  Meccanica. 
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§  III.  —  Prodotto  interno  (o  scalare) 

B,  Operazioni  e  funzioni  nell'analisi*  —  Un  simbolo,  a,  di  operazione,  come  -(-  — 
?  si  scrive  ira  due  enti  a,  y  e  la  notazione  complessa  jcav  clic  si  ottiene,  indica 
ne  ben  determinato.  Questa,  in  Algebra,  è  la  caratteristica  formale  àvW  operazione. 
Un  simbolo  /  di  funzione,  come  sen,  log,  ! ,  si  scrive  dinanzi  (o  dopo)  un  ente  x, 
notazione  fx  *7)  indica  un  ente  ben  determinato.  Onesta  è,  in  analisi,  la  caraUe- 

formah  di  una  funzione  di  una  o  più  variabili. 

operazione  a  e  sempre  esprimibile  mediante  una  funzione  /  di  due  variabili  ; 

definire  /  ponendo 

/(*»  y)  =  x*y 

unque  siano  x  e  y  nel  campo  di  flt. 
Se  in  un  algoritmo  si  possono  far  comparire  dei  simboli  di  operazione   con  pro- 

1  formati  identiche  o  simili  a  quelle  dei  simboli  -j X  /  dell'Algebra,  allora  si  può 

fcrmare  che  la  riduzione  di  quei  simboli  ai  corrispondenti  di  funzione  di  due  variabili 
trugge  l'analogia  col  calcolo  algebrico  e  conduce  ad  un  algoritmo  notevolmente  coni- 
ato- Cosi,  per  es,,  se  qualunque  siano  i  numeri  x>  y  si  pone 

*0s  y)  —  x  +  y>     % (*>  y)  =  *xy* 

ora  le  semplici  proprietà 

C*+j)-f  *  =  *  +  (?  +  Öj       *  X  (y  +  0  =  *  X  y  +  x  X  & 
tumono  le  forme 

*[*(**  yl  i]  =  *[*>  ?(a  09)      *[*t  *Gs  0]  =  «IX*  j)>  *fe  01 s8) 

ressochè  illeggibili.  L'Algebra  non  avrebbe  raggiunto  lo  sviluppo  attuale  se  fossero  stati 

ütrodotti  i  segni  di  funzione  e,  77  in  luogo  dei  segni  di  operazione  -J-  X- 

9.  Prodotto  interno  ;  significato,  notre  e  notazione.  —  In  Geometria   e   in   Meccanica 

■fina  delle  proiezioni,  lavoro  di  una  forza,  etc.)  occorre  sovente,  dati  i  vettori  t/,  t*, 

considerare  il  numero 

(2)  mod  u  mod  v  cos  (•«,  u), 

prodotto  dei  loro  moduli  per  il  coseno  del  loro  angolo. 

Grassmann  è  il  primo  che  ha  considerato  questo  numero  come  risultato  di  opera- 


•7)  Secondo  l'uso  comune  /(t);  però  Lagrange  [Worte  analytique  des  fonctions  (No uv.  édition, 
l|j)J,  Abel,  etc.  scrivono  /  \  G  tum  f(.\).  Le  parentesi,  praticamente  non  usate  in  sen  1,  log  x,  x\t 
iono  inutili, 

9*)  Per  queste  occorre  scrivere  23  e  26  segni,  mentre  per  le  corrispondenti  ne  occorrono  15  o 
itno  sopprimendo,  come  di  salto  il  segno  X-  L.i  foni»  mista,  che  comparisce  in  Hamilton  conte 
«doni  S  (scalare),  V  (vettore), 

«  (*>  y  +  ö  =  *  (**  y)  +  *  (*,  t) 

meno  complicata,  ma  sempre  meno  semplice  di  quella  ordinaria.  Vedi  in  proposito  anche  le  osserva- 
mi di  Gibbs  in  Sature,  VoL  XLIII  (aprile   1891h  p.  512. 

Rmi,  Gr*.  ìiaUm.  PnUrmo,  t,  XXIV  (i*1  *cni    1907),  —  SuniipAto  il  li  luglio  j*k»;.  io 
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rione  diretta  tra  tt  e  tf,  chiamandolo  prodotto  interno  (innere    Produkt) 

con  la  notazione  li  X  *  ^  Li  stessa  noti  adottata  da  RjSAL  ^  da  So« 

e  da  molti  autori  moderni.  Il  Gibus,  p.  55,  considera  pure  il  numero  (2)  quale  1 
di  operazione  diretta  tra  n  e  r  ;  lo  chiama  prodotta  diretto  e  usa  la  notazione 
propone  di  leggere  :   u  dot  t%  cioè  :   ti  punto  r  ;  in  seguito  poi  abbandona  la  de 
nazione  diretto  e  lo  chiama  quasi  sempre  prodotto  scalare  3l), 

La  denominazione  generica  diretto^  adoperata  dal  Gibbs  in  opposizione  a  quella  1 
prodotto  gobbo  (skew)  adottata  pel  prodotto  vettoriale,  non  pare  conveniente, 
anche  -{-  ,  —  sono  operazioni  dirette,  cioè  non  fi  di  due  variabili  ;  il  punto  i 

segno  di  operazione  è,  in  generale,  da  evitarsi  sia  perchè  nella  scrittura  comune 
costante  ufficio  di  separare  due  periodi  (due  parti)  o  di  indicare  la  fine,    sia 
talvolta  usato  in  algebra  appunto  come  elemento  di  separazione,  per  evitare  il 
uso  di  parentesi  3a),  Anche  Heavtside,  p.  304,  muove  lo  stesso  appuuto  alla  ne 
del  Gibbs:  «  In  my  ex]  this  is  not  a  good  way  when  worked  out-  It  is 

to  read,  and  is  in  serious  conflict  with  the  common  use  of  dots  and  crosses  in  alj 
which  use  has  to  be  given  up.  I  use  dots  in  their  commun  meaning,  cither  as  multi 
or  separator  ». 

Heaviside,  Föppl,  Ferraris  m)  scrivono  semplicemente  #/r;  ma    gi.\ 
che  questa  notazione  è  da  riserbarsi  al  prodotto  alternato. 

Altre  notazioni  e  denominazioni,  molto  usate,  ma  poco   convenienti,  sono 
dall'algoritmo  hamiltoniano  e  talvolta  con  variazione  di  significato*  Sara  opportuno 
minarle. 

Per  Hamilton  un  quaternione  a  è  la  somma  di  due  parti:  lo  scalare  di  a,Sa<i 
e  un   numero;   S1  di  a,   Va,  che  viene  considerato  di  solito  come  un  VCI 

significato  del  n°  1),  ma  che  è,  come  vedremo  ampiamente    in   seguito,    una  fun 


a9)  Die  Un*  Ausdehnung,  1844  (Ges.  W.t  lr,  p.  Xi);  Geometrisch*  Analyse,  1846  (Ibid.,  p.  Uftl 
nella  Ansdeh.  1862  (ibid.  I, ,  p,  112),  e  udii  Memoria:  Die  Mechanik  nach  den  Princ.  tier  Ansäek 
Ann,,  R.  XII  (1877),  Ges,   Wn  ßj  1  P-  4<sl*  hi  adottato  h  notazione  più  complicata  f«|r],  seguitai 
temente  dal  signor  Jahnke :  Fori  ft.  d.  fektorenrecfmnng  (1  1  90s)*  p,  59;  e  in  parte  anche 

prof.  PeAVO  che,  un  pò  più  semplicemente,  scrive  U  /n  Geometrico  (Torino,  1888),  : 

notare  che  tt\r  e  il  prodotto  alternato  di  n  per  il  brattare  \r  (coppia  di  cui  r  e  Vasse  momento), É< 


un  trivettore  ;  essendo  lì  il  trivettore  unitario    si  ha  f t  X  «*  = 


*ì 


Il  Peano  ha  poi    usato  (F 


lait  e  del  1897  e  seguenti)  il  segno  X- 

3°)  Traiti  de  cMmtHtUi  pure.  Paris,  1862, 

31)  Ê  il  notne  più  usato  e  adoperato  per  primo,  »e  non  erriamo,  àx  Heaviside,  p.  14 

./ine.    Voi   XXI,    >    scries,   juin.    1885, 

3»)  Nel  dlcok  geometrico  è,  iti  generale,  utilissimo  l'uso  del  punto  w  ito  usuale  di 

razione,  per  stabilire  l'ordine  di  aggruppamento,  Indicando  se  rodono  i\i 

le  notazioni  uh*<\  tt.br  sono  più  semplici  di  (<* h)t\  11 1  be 

33)   Teorìa  geometrica  dei  campì  vettoriali.  Scritta  oeJ  1894-95,  lu  stampata  nelle    Memorie  dell' 
cadeniia  delle  Scienze  dì  Torino,  1897,  dopo  la  morte  delf.iutore  ;   e    poi    in    Opere  compL 
p.  380. 
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Je.  U  vettore  diviene  quindi  un  quaternione  con  lo  scalare  nullo,  quaternions  retto. 

atto  hamihoniano  di  due  quaternioni  (associativo,  ma  non  commutativo)  è  pure 

riione  ;  lo  scalare  del  prodotto  quaternionale  di  due  vettori  (quaternioni  retti)  è 

lente,  cambiato  di  segno,  il  prodotto  interno  di  Grassmann,  cioè  :  wXr— — S('*r), 

la  differenza  di  significato  della  parola  vettore  nei  due  sistemi. 

Noi;  Lincine  seguire  la  notazione  —  S  Qu  r)  che  si  ricava  da  Hamilton  ^); 

infatti  anzitutto  definire  il  prodotto  quaternionale  di  due  vettori,  uscendo 

ial  campo  del  sistema  minimo  ;  di  più  la  notazione  ha  la    loi  ma    di  funzione    di 

bili  e  distrugge  le  identità  con  L'algebra  dell'operazione  prodotto  interno. 
Lo  stesso  può  dirsi  delle  notazioni  (//.#•)  del  Lorentz  ^  e  (w,**)  deOTlENiua  ^ 
barino  torma  di  funzioni  di  due  variabili  e,  di  più,  col  segno  di  funzione   (paren- 
>nde)  parte  a  destra,  pane  a  sinistra  contrariamente  alle  più    comuni    e    generali 

ioni  37). 
Joi,  m  cjucst*artkolOj  d  atterremo  alla  denominazione    e    notazione    primitiva    di 
SMAKK,  con u  antica  per  l'operazione  diretta,  e  perchè  il  segno  X  usato   in 

senso,  ha  tutte  le  proprietà  dello  stesso  segno  in  algebra  (ove  è  quasi  sempre  sot- 
eso)  per  le  espressioni  di  secondo  grado.  Precisamente  diremo  che  il  numero  (2)  è 
tradotto  interno  di  #/  per  r  e  lo  indicheremo  con  la  notazione  u  X  *%  chc  può  leg- 
si  «  ti  interno  ti  ». 

io*  Algoritmo  del  prodotto  interno,  —  Se  a,  fr,  0  sono  vettori  ed  m   è    un    numero 
si  ha  come  per  l'ordinario  prodotto  : 

m  (a  X  &)  =  {m  «)  X  &  =  #  X  O  b)j       a  X  &  =  &  X  «> 

O  +  ft)  X  e  =  €i  X  e  +  6  X  e,        d{a  Xft)  =  aX^  +  ftX  da; 
ione  i  fornita  da 


a  X  ö  =  o, 


itA\  Iside,  che  scrive  sempre  n  t\  alla  line  de!  suo  capitolo  sull'algebra  vettoriale  scrive,  p.  504: 
:rc  b  only  one  point  where  1  ieel  inclined  to  accept  ft  changé,  viz.,  to  put  a    préfixe    before  the 
product,  say  Sab  instead  of  «ft,  to  balance  F  ah».  Ma  in  tutto    il    libro    segue    la   notazione 
riva. 

3S)  EncyilopâdU  u,  s.  w.,  V,  13,  14.  Combinata  con  la  notazione  proposta  pel  prodotto  esterno  o 
cttorule  (n"  11)  questa  notazione  e  difettosissima  e  dà  luogo  ad  una  vera  selva  di  parentesi.  La  stessa 
atiiione  è  seguita  in  quasi  tutti  i  recenti  lavori  tedeschi  di  Fisica  matematica  ;  il  Gans  segue  quella  di 
£nwci. 

*b)  Victors  and  Rotori,  with  Applications  (London,  1903). 

tW)  Accenniamo  ancora  alla  proposta  del  prof,  Macfarlane  ^Principles  of  the  Algebra  of  I 
ted.  of  the  Am.  Ass,  lor  the  Advanc.  of  Sc,  vol.  XL  (1891),  pp.  65-117;  The  notation  and  /un- 
tai principles  of  vector-analysis  [ Jahresbericht  d.  deutsch.  Mathem.  Vereinigung,  vol.  XIII  (1904), 
p.  228*23  3]  {  ài  indicare  con  cos«  ft  (e  con  sen  ff 6)  rispettivamente  il  prodotto  scalare  (interno)  e 
«ttoriilc.  Che  non  sia  opportuna  lo  ha  già  notato  Heaviside,  p.  504,  riferendosi  ad  una  giusta  osser- 
'«ione  di  Gibbs  :  infatti  i  prodotti  scalare  e  vettoriale  seguono  leggi  algebriche  assai  più  semplici  delle 
unzioni  trigonometriche.  Del  resto  anche  a  questa  notazione  si  applicano  le  suesposte  considerazioni. 
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che  oltre  ad  esprimere  che  nob  sono  nulli,  anche  che  i  vettori  non  nulli  a,  1 

sono  perpendicolari. 

Le  notazioni  {a  X  ft)  X  <N  •  X  (ft  X  e),  «  X  *  X  *',  sono  prive  di 
(a  X  b)e  indica  invece  il  prodotto  del  vettore  e  per  il  numero  «X^  In 
se  u  è  vettore  unitario,  cioè  di  modulo  eguale  ad  I,  allora  (f*X*Ow>  a  —  (<*Xm)| 
sono,  rispettivamente,  le  componenti  (vettori)  dì  u  parallela  e  normale  ad  l*. 
Basta  porre 

a2  =  a  X  «■*        doèi        fl*  =  (m°d  ü 
perchè  risulti  l'algoritmo  algebrico  dei  quadrati: 

(a  ±  Vf  =  a3  ±  2«  X  &  +  **,        «a  —  ft1  =  (a  +  ft)  X  («  -  &), 

rf(«*)  =  2«X  da. 
Se  P  è  un  punto  funzione  della  variabile  f,  tempo,  dall'identità 

si  deduce  che,  nel  moto  di  un  punto  libero,  la  variazione  dell'energia  cinetica  egua 
lavoro  elementare  della  forza;  etc. 

Non  meno  semplici  e  rapide  si  presentano  le  questioni  relative  alle  coordinata 
tesiane  ortogonali,  11  sistema  dei  vettori  di  riferimento  /,  j,  À\  deve  essere  tale  che 

(3)  V  =f  =  ftJ  =  if        ;  x  *  =  *  X  *  =  i  X./  =  o, 


a  parte  il  verso  (n°  u).  Il  modulo  del  vettore  a  i  -f*  bj  -f-  eh  è  (V  -f-  ¥  -\- r\ 
che  con  le  solite  regole  dell'algebra,  tenuto  conto  delle  (3)  si  ha  : 

0  t  +  bj  +  cfy*  =  a*  +  b*  +  e3; 
e  inoltre  : 

(ai  +  *j  +  e  A*)  X  (*'*+*'./  +  c'k)  —  aa*  +  bb§  +  e**; 

d'onde  risulta  subito  il  significato  geometrico  del  numero  aa*  -\-  hbf  -\- cc\  che  si 
senta  continuamente  in  Geometria  analitica  e  in  Meccanica. 

Le  notazioni  5  (a  ft),  (aft),  distruggono  la  già  vista  identitd  con  Talgot 
brico  e  quindi  anche  la  semplicità  di  applicazione.  Si  hanno  le  formule 

S[(a  -f  ft)e]  =  S(ac)  +  5(&c),        (a  ±  ft)a  —  a2  +  b*  ±  2S(«6) 

troppo  dissimili  dalle  ordinarie,  e  le  formule 

((«  +  ft) e)  =  («e)  +  (ft e),        (a  ±  ft)1  =  a3  +  ft'  ±  2 (aft), 

in  cui  le  parentesi   (  )   o   indicano    una    funzione,    o   raggruppano   semplicemente  ik 
termini. 

§  IV.  —  Prodotto  vettoriale. 

il.  Prodotto  vettoriale;  significato,  nome  e  sìmbolo.  —  Dati  i  vettori  u  e  i\  non  nulli 
e  non  paralleli,  è  determinato  (supposto  fissata  l'uniti  lineare)  il  vettore  ti»,  tale  che: 
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w  =  db  mod  u  mod  v seri  (ti,  *♦)  ;  2°  wX«—  o,  •* X *-  =  ö,  cioè  uf  è  normale 
|°  il  verso  di  ir  è  quello  del  pollice  della  -wrt«fl  Àsftrti  quando  si    dispone 
ed  il  medio  della  stessa  mano  nel  verso  di  il  e  0  rispettivamente  M). 
Il  vettore  tv  ora  definito;    si   presenta   in   Meccanica   nelle   rotazioni  istantanee   e 
teoria  delle  coppie  che  riduce  a  quella  dei   vettori  (asse   momento)  ;    ila   le   rota- 
finite  nel  piano  e  nello  spazio,  insieme  ai   quaternioni   e   ad    altre    funzioni    ana- 
t  ma  più  generali;  comparisce  nelle  funzioni  gradiente,  divergenza,  rotazione;  com- 
I  la  teoria  delle  coordinate  cartesiane  ;  etc.  L'importanza   del   vettore   w  è   dunque 
nobile. 

Grassmann  [Ausdeh.,  1866  (Ges.  fV.ß  It,  pp.  211-213)]  considera  il  vettore  w  come 
ipkrnerito  (Ergänzung)  del  prodotto  alternato  di  ti  per  vf  luv99)  vale  a  dire  come 
tnzione  di  un  ente  (bivettore,  coppia,  etc)  che  non  fa  parte  del  sistema  minimo  che 
»sideriamo.  Per  Hamilton,  w  è  la  parte  vettoriale  del  quaternione  prodotto  di  u  per  r, 
l*t%  cioè  funzione  di  un  ente  non  necessario  nel  nostro  sistema  minimo.  La  maggior 
degli  altri  autori  chiamano  w  prodotto  vettoriale  di  u  per  v  e  lo  indicano  con 
tv  (Heaviside,  Ferraris)  o  con  [ü.t*j  [Lorentz  e  quasi  tutti  gli  autori  tedeschi  ^J]. 
on  quest'ultima  notazione  (che,  come  si  è  già  osservato,  non  segue  le  leggi  generali 
funzioni),  una  sola  differenza  di  forma  nelle  parentesi  fa  distinguere  il  prodotto 
erno  dal  vettoriale.  È  quindi  assai  difettosa;  tanto  più  che  in  algebra  la  forma  delle 
entesi  è  accidentale)  secondo  cioè  gli  aggruppamenti,  e  mai  elemento  necessario  di 
tazione. 

Gibbs,  nelle  sue  lezioni  delTSi,  è  stato  il  primo,  crediamo,  a  considerare  w  come 
aitato  di  operazione  diretta  tra  u  e  t?.  Egli  chiama  tv  prodotto  gobbo  (skew  product) 
per  t%  anzitutto;  ma  poi  adopera  sempre  la  locuzione  di  prodotto  vettoriale  e  lo 
con  la  notazione  u  X  v  Cne  legge  :  u  croce  v  (ti  cross  v).  Ma  questa  resta  esclusa 
andò  per  il  prodotto  interno  si  adoperi  la  notazione  di  Grassmann. 

In  questi  articoli,  seguendo  l'uso  più  comune,  faremo  uso  della  denominazione  pro- 
citoriale.  Mancando  un  segno,  già  adottato  e   conveniente,   di  operazione   diretta 


a*)  Questo  è  il  sistema  della  vite  a  destra  adottato  da  Thomson  e  Tait  in  :  Trt  alise  on  Naturai 
fyìosùphy  (2*  ediz.,  Cambridge  1895-1896),  VoL  I,  $  234,  e  seguito  da  Maxwell,  Gibbs,  Heaviside,  etc. 
4XWELL,  p.  26,  dice  :  «  L'action  combinée  des  muscles  du  bras,  lorsque  nous  tournons  en  dehors  le 
de  la  main  droite-,  en  même  temps  que  nous  tendons  la  main  en  avant,  grave  dans  la  mémoire, 
que  toute  définition,  la  nature  du  mouvement  d'une  vis  à  droite  ».  Hamilton  e  Tait  adottano 
ma  opposto. 

3ô)  £  pure  questa  la  notazione  seguita  in  Italia  da]  Peano  in  poi  e  che  si  presenta  naturalmente 
do  si  considerano  i  prodotti  alternati  dei  punti  e  dei  vettori,  e  specialmente    le    cappi*   (bivettori) 
Ile  quali  da  Tasse  momento.  Però  ne]  sistema  minimo  che  consideriamo,  \uv  dà  tv  quale    funzione 
due  variabili,  come  la  notazione  hanriltóniana  Vur^  e  quindi  non  ò  conveniente. 

4°)  Oppure  sì  sostituisce  il  punto  con  una  virgola  {Henrici,  Gans),  o  non  si  mette  nulla  (Fowl) 
i  due  vettori 
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per  indicare  il  prodotto  vettoriale  di   n  per  r,  scriveremo,  pi« 

eremo  «  li  vettoriale  V  » ,  o,  più  brevemente  a  //  vertere  m  »  4I)* 
12.  Algoritmo  del  prodotto  interro  e  vettoriale.  —  (  /.ioni  del  n°  li  si  ha 

m  (a  /\  b)  =  (m  «)  /\  b  =  a  /\  {ni  b), 
4(0  A  *)  =  (<*•)  A  &  +  «  a  (<T*)i 

non  sussiste  la  proprietà  commutativa,  ma  si  ha  però,  come  per  il  prodotto  alter 

a  A  &  =  —  6  A  " 

Queste  formule  scritte  con  le  notazioni  Pafr,  *")  [ifft]    non  hanno  più  ana 
con  l'algebra. 

Le  due  notazioni  {a  f\  h)  f\  c%  a  f\  {b  /\  e)  indicano  due  vettori  K 
nati,  ma,  in  generale,  distinti  ;  ciac  il  prodotto  vettoriale    non    è   associativo 
a  A  '*  A  c  c  scrittura  priva  di  significato.  11  vettore  (<t  /\  b)  f\  e  fe  parallelo  albi 
tersezionc  di  un  piano  normale  a  è  con  un  piano  parallelo  ad  a  eft;   si  ha 

(/#  A  *>)  A  e  =  (a  X  c)b  -  {b  X  e) a  *3), 


4I)  La  frase  «fi  vettore  r  »  ricorda  anche  che  u  /\  v  à  un  vettore.  Per  contrapposto  a 
potrebbe  leggere  «  u  numero  v  »  e  chiamare  con  Carvallo   ^Conférence  sur  les  notions  du  calad[ 
métrique,  etc.  [Nouv.  Annales,  IVe  s.,  t.  II  (1902)»  pp.  433-442JJ  »X  »'  *û  prodotto  algebrico  di  1»  per  p.  3 
potrebbe  anche  conservare  ad  u  X  *■  il  nome,  dato  da  Grassmann,  prodotto  interno,  e  per  co 
chiamare  u  /\  V  prodotto  esterno  e  leggere  «  u  esterno  p  ».  Le  parole  interno,  es  temo  corns 
due  circostanze  di  fatto:  la  proiezione  di  u  su  v  sì  trova  senza  uscire  dal  piano  parallelo    ai  duci 
tori;  mentre  u  f\  p  è  dei  tutto  esterno  allo  stesso  piano.  Grassmann  chiama  prodotto  esterno^ 
che  oggi  sì  denomina  usualmente  prodotto  alternato. 

*a)  Halmilton  conviene  di  scrivere   Vub  in  luogo  di   V{ab)\  però  secondo  Tuso  comune  e 
notazioni  algebriche  per  il  prodotto,  la  successione  Va  ft  viene  scomposta  così  :  (  Vu  )  ft,  e  h 
sendo  a  vettore,  Va ■  =  il,  risulterebbe  Vub  —  uh. 

Per  gii  autori  che  considerano  V (ab)  come  funzione  di  t #  e  di  ft>  la  convenzione  ha 
è  ammissibile,  anzi,  per  seguire  l'uso  comune  dell'algebra,  si  dovrebbe  scrivere   /  '(a,  ft..i 

♦3)  infatti 

(a  A  ft)  /\c  —  xb  —  ya 

con  (x  b  —  y  a)  X  e  =  o  ; 

cioè  esiste  un  numero  h,  funzione  di  fi,  ft,  e,  tale  che 

(«A»)  f\v=  h[{«Xc)b-(bXe)ah 
Ma  (a  /\  b)  /\  *?,  («X  c)bt  (b  X  e) fi,  sono  funzioni  distributive  di  a,  ft,  e  e  quindi 
sere  costante,  cioè  indipendente  da  Oh  ft,  e.  Se   si    fa    a2  =  ft1  =  1,  a  X  b  —  o,  p  s  a  f\  &f  ili»« 
»  =  b  A  €?,  ft  =  <?  A  «  ;  in  tale  ipotesi  si  ha 

(a  f\b)  /\a  =  h  [a5  b  —  (ft  x  «)«J  =  ''& 

(«  A  &)  A  « :  =  e  A  «  *■  bt 
quindi  &  =5  f , 

Questa  formula  è  data  per  la  prima  volta  sotto  tale  forni. 1    (a    parte  i  simboli  di  operazione)  * 

Gibbs,  p.  71  ;  però  essa  è  implicitamente  contenuta  nella  formula  fondamentale    del  proù 

in  un  piano  del  Grassmann.  La  dimostrazione  data  dal  Gibbs  è  alquanto  più  complicata. 
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?  facendo  uso  della  notazione  V(ab)  diviene 

V\[V(ab)\c\  =  —  [S(ac)]6  -f  [5(6  o)]  a 

rero  senza  parentesi 

VeVab  =  bSae  —  aSbc; 

on  la  notazione  [a  6], 

[[a6]c]  =  (ac)b  —  (bc)a. 
Le  notazioni 

(a  X  6)  A  e,        a  A  (»  X  e), 

io  prive  di  significato.  Invece  si  indicano  numeri  ben  determinati  con  le  notazioni 

(a  f  6)Xc,        aX(b/\c); 
este,  dunque,  possono  essere  indicate  con  le  notazioni  più  semplici,  senza  parentesi, 

a  /\bXc,        a  X  6  A  c> 
rchè  dei  due  aggruppamenti  (ordine  a,  6,  e  inalterato)  che  si  ottengono  per  ciascuno, 
o  è  privo  di  significato.  Si  ha: 

»A»Xc  =  «X»Ac44). 

Con  le  altre  notazioni  la  stessa  formula  diviene 

S[\r(ab)\c]  =  S[a{r(bc)\l 
S(rab)c  =  SaVbc, 
([ab]c)=(a[bc]), 
t  quest'ultima  pare  che  esprima,  con  lusso  inutile  di  parentesi,  la  proprietà  associativa 
■  od  prodotto,  mentre,  come  rende  con  evidenza  la  formula  a /\6Xc  =  «X&  A  c> 
fee  esprimere  la  proprietà  commutativa  dei  due  prodotti  interno  e  vettoriale. 
Dalle  formule  precedenti  si  trae  facilmente 

(«  A  «0  X  (e  A  <*)  =  (a  X  c)(6  X^)-(aX  *)(6  X  e), 
le  dà  immediatamente  il  teorema  di  Gauss  relativo  al  quadralitero  sferico  ^  e  quindi 
teorema  fondamentale  della  trigonometria  sferica  46). 
Si  ha  pure  l'identità 

(a  X  &  A  c)&  =  («  X  b  A  c)a  +  (a?  X  e  A  «)*  +  (*  X  «  A  &)c> 


♦4)  Perchè  a  ^  ft  X  e  vale  sei  volte  il  numero  (col  segno)  che  misura  il  volume  del  tetraedro 

i  vertici  O,    0  -f-  a,    0  -f-  ft,    0  -f-  e.   Ognuno  dei  due    membri   può    scriversi   in  tre  modi  diversi, 

Xb  ^  e  =  ft  X  e  A«  =  cX«  A&>  ec*  esprime  un  teorema  utilissimo  in  Meccanica,  che  il  Gibbs, 

69,  chiama  dell'inversione  di  punto  e  croce  (dal  modo  con   cui  egli   indica  i  due  prodotti  interno  e 

boriale). 

♦5)  Se  i  quattro  vettori  sono  paralleli  a  quattro  raggi  OA%  OB,  ...  di  una  afr 
deduce  subito 

sen  AB  sen  CD  cos  {AB,  CD)  =  cos  AC  cos  BD  —  così* 

(Gauss,  Disquis.  gener.  circa  sup.  curvas,  1827,  §  2.  Gesamm.  W. 

4°)  Gibbs,  pp.  7578. 
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che,  per  «,  I>,  c  non  complanari,  esprime  il  vettore  -x  linearmente  per  a,  f»,  e. 
particolare  se  a,  ft,  r  sono  vettori  di  riferimento  di  un  sistema  (a  destra)  carte 
ortogonale  sì  ha 

jr  =  (or  X  à)a  -f(*  X  &)&  +  (*  X  «)»i 

che  contiene  implicitamente  numerose  formule  di  geometria  aoalitica. 

Torino    J 

Messina  i  ™^°>  I9°7' 


C.    Bur  a  li -Forti 

R.     M  ARCO  LONGO. 
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ÜBER  DIE  MULTIPLIKATION  DIRICHLET'SCHER  REIHEN. 
Von  Edmund  Landau  (Berlin). 


Adunanza  del  9  giugno  1907» 


Es  seien 

) 
id 


2mm       *tS 

}  éi  ns 

■•ei  DiRiCHLET^sche  Reihen,  d.  h.  es  seien  at ,  at ,  . . .  und  bx ,  b2 ,  . . .  zwei  gegebene 

)lgen  von  komplexen  Konstanten,  s  eine  komplexe  Variable, 

0  log  n  den  reellen  Wert  des  Logarithmus  bezeichnet.  Multipliziert  man  die  Reihen 
1)  und  (2)  rein  formal  mit  einander,  so  lässt  sich  ihr  Produkt  gleichfalls  als  Diri- 
aiET'sche  Reihe  darstellen,  indem  man  alle  Glieder 

osammenfasst,  für  welche  Im  denselben  Wert  n  hat.  So  entsteht  die  DnucHLET'sche 
eihe 


»»»I 


fl 


esetzt  ist  *),  also 


s.f. 


Cn  =  Z*A   =  Zäjl  K  =  Z*i*« 

l\n  i  min     m  /m»« 

c.  =  «,*., 


l)  Das  Zeichen  u\v  bedeutet,  dass  u  alle  Teiler  von  v  durchläuft 

imi.  Gre.  MaUm.  PaUrmo,  t.  XXIV  (a°  «cm.  1907).  —  Stampato  U  15  loglio  IfO 
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Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  bezw.  wann  aus  der  Konvergenz  von(i)und( 
für  ein  spezielles  s  die  Konvergenz  von  (3)  für  dies  s  folgt.  In  dieser  Form  ist  die1 
liable  s  unnötig  ;  denn  wenn 


#Ä^ 


gesetzt  wird,  so  ist  offenbar 

ff*  j  m\m       m  /«=.•» 

und  die  Aufgabe  lautet,  zu  untersuchen,  unter  welchen  Voraussetzungen  aus  der  ] 
vergenz  von 

(4)  £«. 

153 

und 

CO  p' 

die  Konvergenz  von 

(6)    2T.»S^+(».P.+«.W+(«^,+«iW+(«.^+«.^-f-«4W+ 

folgt. 

Dies  Problem  der  Multiplikation  n.ich  der  DmiciiLirr'schcn   Regel  liesse  sich  in  1 
Richtung  bearbeiten,  weldie  Jas  Vorbild  der  Herren  Pkim.sim  t\t  *\  Voss3)  und  ( 
für  die  CAUCHY*sche  Multiplikationsregel  angibt;  diese  Autoren  fanden  einerseits  do 
digCj  andererseits  hinreichende  Bedingungen  dafür,  dass  mit  (4)  und  (5)  auch  die  Rd 

(7)  f*. 


a)   Ueber  iih'  Multiplication  bedingt  *t*t   Reihen  (Mathematische  Amuleti,  Bd.    XXI  (tflU 

S.  527-578}  ;  Ueber  die  Anwendung  der  Cavchy*  sehen  Multiplications  regel  auf  bedingt  fwmmfgmH  teil 
vergente  Reihen  [Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  II  (1901),  S,  404-412J. 

3)   Ueber    Multiplication   bedinvi   couver  genier    Reihen   [Mathematische   Annalen,  Bd.  XX 

S.  m/]* 

*}  Multiplication  of  Series  [Bulletin  of  the  New  York  Mathenutic.il  Bd.  I  (i.V 

189J  ;   On  the  Multiplication  of  Seminom  er  gent  Set  its  [American  Journal  of  Mathematics  BJ.  .V 
S.  5î9*34îJ;   The  Multiplication  of  Semi-convergent  Series  [Bulletin  of  the  American  M  1]  Socktr, 

Bd.  1  (1895),  S.  180*183);  On  the  Multiplication  and  Involution  of  St  mi  convergent  Serie  njuuntìl  J 

of  Mathematics,  Bd.  XVIII  (1896),  9);  Divergent  and  conditionally  .mefrr 

absolutely  convergent  [TftftSlCtioafi  Ol  1 1 1  *  -  American  Mathematical  Society,  Bd.  H  (t 

implication  of  the  Fundamental  Laws  of  Algebra  to  the  Multiplication  of  Infinite    Series    [Bulletin  d 
the  American  Mathematical  Society,  Bd.  VIII  (1902),  S.  231-256];  Sèi  ibnhtó] 

Convergent  [Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society»  Bd.  IX  (1903),  S.   188-194]. 
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rgiert,  wo 


*.  =  ì>A_i 


*«  =  «,&,  +  *.&,  +  «,(>, 

-f,  und  sie  Hessen  auch  die  Annahme  der  Konvergenz  von  (4)  und  (5)  bei  der 
rsuchung  der  Konvergenz  von  (7)  fidlen.  Doch  nicht  die  Ausführung  jener  ana- 
Untersuchungen  soll  der  Zweck  des  folgenden  sein;  vielmehr  treten  die  Pro- 
ie, denen  ich  rs  nachgehen  werde,  bei  der  gewöhnlichen,  d.h.  CauchV 
en  Multiplikationsregel  gamicht  auf  und  entstehen  durch  die  Eigentümlichkeit  der 
dien  Reihen,  im  Konvergenzgebiete  nicht  notwendig  überall  absolut  zu  kon- 
ren.  Daher  habe  ich  gleich  die  unendlichen  Reihen  mit  der  Variablen  5  angesetzt. 
Das  Problem,  das  zu  den  §§  1-7  des  folgenden  Anlass  gibt>  lautet:  «  Die  Reihen 
und  (2)  seien  für  s  >  g  konvergent,  d.  li,  die  Abszissen  ihrer  Konvergenzgera- 
s)  seien  beide  ^_<s.  Was  lässt  sich  über  die  Abszisse  der  Konvergenzgeraden  von 
aussagen  ?  » 

Für  Potenzreihen,  welche  bekanntlich  der  CAUCHTschen    Multiplikationsregel   (8) 
sprechen,  ist  die  analoge  Frage  trivial.  Wenn  nämlich  die  beiden  Potenzreihen 


OD 


ax 


adestens  für  |*|  <  p  konvergieren,   d.h.    wenn    die   Radien    ihrer    Konvergenzkreise 
j  p  sind,  und  wenn 

n 

etzt  wird,  so  ist  die  Potenzreihe 

für  |x|  <  p  konvergent;  denn  für  |x|  <  p  sind   die  beiden  Reihen  (9)  und  (10) 
olut  konvergent,   und    das   formal   gebildete   Produkt  zweier   absolut   konvergenter 
darf  beliebig  geordnet  werden.  Bei  DnucHLKT'schen  Reihen  ist  es  jedoch  unter 
oben  gemachten  Annahmen  uicht  zulässig,  ohne  weiteres  für  alle  s  >  a  die  Glei- 


S)  Bekanntlich  gibt  es,  wie  Herr  Jensen  \Om  Rakkers  Konvergenz  [Tidsskrift  for  Math 

s.t),  S.  63-72],  S.  70I  entdeckt  hat,  zu  jeder  DriucHLETVhen  Reihe 
Reihe  fur  g(r)<<r0  divergiert  und  iur  g ( 5) >  ff0  konvergiert.  Die  C> 
Konvergenzgerade;  c0  ist  die  Äbzisse  jedes  ihrer  Punkte,  Es  sind 
m  4"  *  möglich,  in  welchen  die  Reihe  überall  bezw.  nirgends  \ 


^  V, 


anzusetzen,  da  (i)  und  (2)  für  s  >  <r  nicht  absolut  zu  konvergieren  brauchen 
Einige  andere  Fragestellungen,  welche  auch  an  diese  formal  gebildete  Gleid 

(ii)  anknüpfen  und  u.  a.  zu  einem  Analogon  eines  AßEL'schen  Satzes  über  Mul 

kation  unendlicher  Reihen  führen,  werden  in  den  §§  8  und  10  untersucht. 

Da  die  Probleme,  um  welche  es  sich  in  dieser  Arbeit   handelt,    bereits   für 

CHLET'sche  Reihen 

»  I* 

ungeklärt  sind,  so  werde  ich  nur  kurz  (im  §  9)  auf  die  DtRiCHLET*schen    Reibei 
weiteren  Sinne 


a  e 


bezugnehmen,  wo  Xt ,  *a,  ♦  .  .  eine  beliebige  monoton  ins  Unendliche  wachsende] 
reeller   Grössen  ist;   auch   bei   Besprechung   einer   verwandten   Klasse   von   Integ 
(im  §  11)  werde  ich  mich  auf  wenige  Untersuchungen  beschranken.  Dafür 
den  Fall  der  Reihen  (1)  um  so  ausführlicher   erörtern   und  durch  zahlreiche 
belegen. 

In  den  §§  12-iy  entferne  ich  mich  etwas  weiter  vom  ursprünglichen  Gegeust 
ich  behandle  dort  nicht  mehr  allgemeine  Eigenschaften  DiRiCHLET'scher  Reihen 
deren  Anwendungen,  sondern  untersuche  direkt  einige  spezielle  DiRiCHLET*sche 
und  Potenzreihen,  welche  mit  den  Primzahlen  zusammenhängen. 


Über  die  Multiplikation  einer  konvergenten  Reihe  mit  einer  absolut 
konvergenten  Reihe  nach  der  Diriehletfschen  Regel. 


Hier  sind  offenbar  die  Reihen 


j/logn 


konvergent.  Wäre  nun 


^7  flog« 


Wenn  die  beiden  Reihen  (4)  und  (j)  konvergieren,  so  braucht  die  Reihe  (6)  n 
konvergent  zu  sein,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt: 

«1  =  &  =  °> 
«  _p  --fcii"    für    «X2. 

■  t  ft  1 


Ober  die  Multiplikation  dirichlbt'scher  reihen.  8j 


avergeiit,  so  wäre  a  fortiori 

HmYl(  =  o, 

>  speziell 

lim  ya«  =  o. 

ist  aber  für  u  i±  2 


dass 


Ya-  =  X  «I  ßa«  =  2-  Äav  Pa— •  =  Z  **"  P*— v 

/Ta«  "J  «-o  v-i 

«— 1  «— 1 

=y,  »       '— - l_$-    ■ 

TST  j/tf  log  2  |/(tt  —  t/)log2         (log  2)  *    ^5"  Vv(u  —  v) 

x,_l_  S"" î -  /-i-V  3L=J 

(log2)J    ^/_«__tt_  X     6      7  tt3 

P      2       2 

lim  y,«  =  +  00 


Dass  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  von  (4)  und  (5)  die  Reihe  (6)  konver- 
ert,  ist  trivial.  Denn  die  Doppelreihe 

Z  «,ß. 

J«i,a,... 
*»-=i,a,... 

irf  alsdann  beliebig  geordnet  werden;  speziell  ist  also,  wenn 

jpsetzt  wird,  die  Reihe 

00 

»  ÎY. 

IM 

convergent  und 

fi— I 

Herr  Mertens  °)  hatte  für  die  gewöhnliche  (CAUCHY'sche)  Multiplikationsregel  die 
wichtige  Entdeckung  gemacht,  dass  die  durch  formale  Multiplikation  aus  einer  konver- 
genten und  einer  absolut  konvergenten  Reihe  entstehende  Reihe  konvergiert.  In  For- 
meln: Wenn 

Zh.1 


°)  Ueber  die  Multiplieationsregcl  für  quei  unendliche  Reiben  (Journal  flkr  **" 
tthematik,  Bd.  LXXIX  (1875),  S.  182-184]. 


und 


konvergieren,  so  konvergiert 

(7)  £»., 

wo 

(8)  K  =  ï«A-< 
gesetzt  ist,  und  es  ist 

Analog  besteht  für  die  DiRicHLET'sche  Multiplikarionsrcgel  der  Satz 
(I):   Wenn 

I     I 

und 

■ 

È*« 

konvergieren,  so  konvergiert 
w»d  «  ìli 

Dieser  Satz  ist  jedoch  nicht  neu,  sondern  ein  Spezialfall  eines  allgemeineren  - 
den  MERTENs'schen  enthaltenden  —  Satzes,    welchen   Stieltjes  7)  in  einer  wich' 
Arbeit  aufgestellt  und  bewiesen  hat  *): 

(II):  Dit  Reiht 

sei  absolut  konvergent;  die  Reihe 

sei  konvergent.  Es  werden  alle  endlichen  Summen 

betrachtet,   bei  denen   mit  jedem   vorkommenden    Wertepaar  /,   m  (wo   m  >  i  ist) 
Paare  /,  m'  vorkommen,  für  welche  m '  <  wi  ist;   mit  anderen  Worten,  es    wen 
Summen  von  der  Form 

(")  s  =  £«,({*, +  P.+  ...+ÉW 


7)  NoU  sur  la  multiplication  de   dtux  sèri&s  [Nouvelles  Annales  de 
(1887),  S.  210-215],  S.  210-215. 

)  Ich  formuliere  den  Satz  etwas  anders  aïs    Stieltjes;    es    1 
welche  Stieltjes  a.  a.  CX  in  geometrischer  Einkleidung  ausspricht  1 
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trachtet,  wo  ^(£,  /)  für  jedes  L  nebst  1=  i,  2,  . . . ,  L  irgend  eine  gan%e  Zahl  ^o 
{dehnet  9).  Dann  gibt  es  nach  Annahme  jeder  positiven  Grosse  &  ein  X  =  X(<5),  sodass 
r  alle  L^\  wenn  da%u  für  jedes  l  =  1,  2,  . . . ,  \ 

HL,  9^* 

\S  —  AB\<S 

Kurz  ausgedrückt:  Die  Parrialsummen  von  der  Form  (12),  wenn  sie  soweit  aus- 
lehnt werden,  dass  sie  alle  Glieder  a,  ßw  enthalten,  für  welche  \  ^.\  m  ^_\  ist, 
lern  sich  für  X  =  00  der  Grenze  A  B. 

Der  SnELTjEs'sche  Satz  (H)  wird  folgendermassen  bewiesen.  Wenn 

«.+  •••+«„  =  4.» 
etzt  wird,  so  ist 

4A  =  £«,£*, 

Ì)  S-ALBL  =  j_^(B^Lil)-BLy 

lach  Voraussetzung  gibt  es  eine  absolute  Konstante  g,  sodass  für  jedes  n 

M  KIH HKKät 

ist,  ferner  nach  Annahme  von  S  >  o  ein  X  =  X(8),  sodass  einerseits  für  alle  ^\^ 
nebst  beliebigem  j)\o 

M  JW<87 

und 

fr)  i£^-5,i<^ 

ist,  andererseits  für  alle  L  ^  X 

C'8)  \ALBL  -  AB\<  |_  . 

fch  nehme  nun  £  ^  X,  sowie  ^(L,  /)  X  >  für  /  =  i,  2,  . . . ,  \  an  und  zerlege  die 
*chte  Seite  von  (13)  in  zwei  Teile: 

§9)  S-  ALBL  =  £«,(Vi>  -  5t)  +  t |>«(V«>  -  Bd- 

fechten    Seite  von   (19)    jeder    Index    n   eines    BH 
^me  jeder  Index  n  eines  aH  nicht  kleiner  als 

einer  Verbindung  a;  ßw   auftritt. 


1.  ist,  so  folgt  aus  (19)  unter  Benutzung  von  (14),  (15),  (16)  und  (17) 

1 


2* 
3 


wegen  (18)  und  (20)  ist 

\S-  AB\<£\S-  ALBL\  +  \ALBL-  AB\<^  +  ^-  =  ». 

Damit  ist  der  Satz  (II)  bewiesen. 
In  diesem  Satz  sind  —  wie  Stieltjes    auch    a.  a.  O.  IO)   hervorgehoben    hat 
MERTENs'sche  Satz  für 

und  der  Satz  (I)  für  ") 

Mt  t)  =  [£] 

enthalten;  es  handelt  sich  111  diesen  beiden  Spezialfällen,  da  zu  jedem  L  nur  eine 
tialsumme  5  betrachtet  wird,  um  den  Limes  einer  Funktion  der  einen  Variabler 
nämlich  der  Funktion 


fur  Z,=  qo.  Bei  der  Kompliziertheit  des  Satzes  (II)  möchte  ich  nicht  unterlassen,  2 
zum  Obigen  den  Spezialfall  (I)  ab  ovo  zu  beweisen  : 

Nach  Voraussetzung  gibt  es  eine  absolute  Konstante  £,   sodass    für    jedes  n 
und  (15)  gelten,  ferner  nach  Annahme  von  X>o  ein  *  — X($),  sodass  einerseits 
î+i'^y^*  C1^)  un^  O7)  Sc'ten  nn&  andererseits  für  xX'a1 


ist.  Nun  ist  la) 


\AxBt-AB\<  — 


*T 


also  für  x  ^  V ,  da  alsdann  in  der  ersten  Somme  die  Indices  n  der  Bm  nicht  kleu 


lo)  S.  214. 

1  *)  [x]  bedeutet  die  grösste  game  Zahl  ^  x. 

,a)  Eine  Summe  mit  nicht  ganzer  oberer  Summationsgrenze  bedeute,  dass  der  SummationsbuthK 
alle  ganzen  Zahlen  des  betreffenden  Intervalls  durchläuft.  Bm  bedeute  entsprechend  für  Dicht  ganr 
die  Summe  lt  -(»  ...  «f»  b^y 
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*,  in  der  zweiten  Summe  die  Indices  n  der  aB  nicht  kleiner  als  X  sind, 

jtï.  -A^  LJy.  -  4.».|  +  14*.  -  ^*l<  y  +  y  =  *; 
;lich  ist 

«m  £y.  =  ^*> 

;  zu  beweisen  war. 

Im  Satze  (II)  sind  übrigens  auch  die  weitergehenden  Tatsachen  enthalten,  dass  die 
:h  Auflösung  der  Klammern  in 

£y.  =  «,p,  +  («.p,  +  «*p.)+(«.pj  +  «,p.)+  ••• 

Umml 

£*.  =  «A  +  («,P.  +  «,P,)  +  («.P,  +  «,ß, +  «,?,)+••• 

«-»2 

tehenden  Reihen 

{  «,p.  +  «,p,  +  «,p,  +  «ipj  +  «jp.+  --- 

«.  p.  +  «.  p,  +  «,  p,  +  «.  p,  +  «,  p,  +  «,  p.  +  •  •  • 

avergieren  und  =  AB  sind.  Denn  die  Summe  der  ersten  ^  Glieder  in  einer  dieser 
iden  Reihen  ist  für  jedes  y  von  der  Form  (12). 

Es  dürfen  sogar  die  Glieder  jeder  jener  Klammern  beliebig  untereinander  geordnet 
erden;  auch  dann  ist  ja  die  Summe  der  y  Anfangsglieder  von  der  Form  (12). 

§2. 

Beweis  einiger  von  Euler,  Möbius  und  Cesàro  vermuteter  Sätze. 

Ich  will  jetzt  mehrere  spezielle  Anwendungen  des  (mit  früheren  Resultaten  von 
lir  kombinierten)  Satzes  (I)  angeben,  ehe  ich  in  der  eigentlichen  Untersuchung  weiter 
che. 

1)  Herr  von  Mangoldt  i3)  hat  zuerst  bewiesen,  dass 

')  i^  =  ° 

d 


»  î*>« 


î    n 


CO      „  /JL\ 

13)  Beweis  der  Gleichung  ^T  S-~  =  o  [Sittungsh  *  Wdemie   der 


ssenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1897,  S.  855' 

Imi.  Ort.  Mttm.  P*krmo,  u  XXIV  (*>  m».  %n 


EDMUND     LANDAU. 


ist,  wo  [x(tt)  die  MöBius'sche  Funktion  und  X(«)  die  LiouvnxE'sche  Funktion  1 

welche  folgendermassen  definiert  sind: 

[/,(«)  =  ( —  if  für  ein  quadratfreies,  aus  p  Primzahlen  zusammengesetztes  n  =p,|>.. 
[a(«)  —  o  für  ein  nicht  quadratfreies  R, 

KO=i, 

Der  Satz  (I)  zeigt,  dass,  wenn  einmal  (21)  bewiesen  ist,  (22)  daraus  unmit 
folgt.  Denn  die  Reihe 

£\    n 

entsteht  aus 

aì    n 
durch  DiRiCHLErsche  Multiplikation  mit  der  absolut  konvergenten  Reihe 

Vk> 

wo 

am  =  1  für  Quadratzahlen, 

aH  =  o  für  nicht  quadratische  Zahlen 

ist.  In  der  Tat  ist  alsdann 


n 


2)  Dieselbe  Bemerkung  bezieht  sich    auf   die  allgemeineren  Reihen,  welche 
beliebigen  algebraischen  Zahlkörper  entsprechen  und  \\\  welchen  als  Argument  der  Fui 
tionen  \i  und  1  alle  Ideale  des  Körpers  oder  auch  nur  alle  Ideali  einer  gewissen  I 
(bei    verschiedenen    Bedeutungen    dieses    Wortes)    auftreten;    übrigens    werden 
früheren  Untersuchungen  M)  über  jene  Reihen  durch  Einführimg  des  Satzes  (I)nichi 
vereinfacht,  da  es  sich  dort  um  mehr  als  den  blossen    Nachweis  der    Konvergenz 
betreffenden  Reihen  handelt 

Ohne  auf  den  Fall  des  algebraischen  Zahlkörpers  einzugehen,  will  ich  hier  nu: 
unter  Heranziehung  des  Satzes  (I)  ein  Resultat  herleiten,  welches  im  §  21  (S.  201) 
der  zweiten  in  Anni.   14  genannten  Arbeit  enthalten  ist,    Ich    will    nämlich,    von  der 


*4)  Vergi  meine  Arbeiten  Über  die  labltntìh  Funktion  \k(k)  [S  Kjjscrfidw 

Akademie  der    Wissenschaften  in   Wien,    [ttâthen  uirwissensch.iitliclie    Ktasse,    Bd.  CXIJ  (19°^ 

Abt.  Ha,  S.  537-570]  und  Ol  ertcilung  der  Primideah  in  dm  IdeMUusen  eines  ale ehr aiseben  M 

kôrpers  [Mathematische  Annalen,  Bd.  LXIII  (1907),  S,   145-204], 


Ober  du  Multiplikation  dirichlet'scher  reihen.  91 

Ibcr  lS)  von  mir  bewiesenen  Konvergenz  der  Reihe 

ü  Lo    mk  +  h 

jedes  positive  Wertepaar  jfc,  h  ausgehend,  die  Tatsache  ie)  herleiten,  dass  auch  die 
ihe 

U  iL  mk  +  h 

avergiert. 

Es  genügt,  die  Konvergenz  von  (24)  für 
beweisen,  da  anderenfalls,  wenn 


■k(mk  +  b)_\(d) 
,  (24)  also  aus 


*H-+4-) 

mk  -4-  h  d  k     .     h 


<-x(ott  +  t) 


durch  Multiplikation  aller  Glieder  mit  -^  entsteht. 
Es  sei  also 

(M)=i. 

Ferner  darf 

*<* 

angenommen  werden  I7).  Da  die  Konvergenz  von  (23)  für  jedes  Paar  positiver  Werte 


**)  Bemerkungen  fu  der  Abhandlung  von  Herrn  Klüyvbr  :    Reeksen  afgeleid  uit  de  reeks  V  ^ 
Komnklijke  Akademie  van  Wetenschappen  te  Amsterdam,  Verslag  van  de  Gewone  Vergaderingen  der 
^U-  en  Natuurkundige  Afdeeling,  Bd.  XIII  (1904),  S.  71-83]. 

l6)  Für  diejenigen  Leser,  denen  meine  zweite  in  Anm.  14  genannte  Arbeit  bekannt  ist,  bemerke 
h,  dass  diese  Tatsache  fur  (*,  h)  =  1  durch  Spezialisierung  aus  der  beim  Beweise  des  Hauptsatzes  4 
iftretenden  Relation 

>lgt  Der  Fall  (*,  h)  >  1  erledigt  sich  alsdann   unmittelbar   wie  im  Text.   Unter   (u,  v)  verstehe  ich 
en  grössten  gemeinsamen  Teiler  von  u  und  v. 

'?)  Sonst  sind  nur  endlich  viele  Glieder  der  Reihe  hinzuzufügen. 


Ar  und  h  als  bewiesen  angesehen  wird,  so  konvergiert  jede  der  ^(jt)  Reihen 

&,    mk  +  V    » 

wo  V  eine  unterhalb  k  gelegene  und  zu  k  teilerfremde   Zahl  bezeichnet.  Diese 
werde  in  der  Form  geschrieben: 

wo 

hn  =3  fi  (ji)     für     «  =  ft'  (mod.  £), 

bm  =  o  für     «^  A'  (mod.  i) 

ist. 

Es  durchlaufe  nun  u¥  die  zwischen  o  und  k  gelegenen,  zu  k  teilerfremden 

[v  =  i,  2,  . . .  ,  ç(A)].  We  absolut  konvergente  Reihe 

iu  welcher 

am  =  i     für     w  =  mj,         wo     m  >  o     und     m  =  wv  (mod.  t), 

äw  =  o    für  alle  anderen  n 
ist,  werde  nach  der  DtUCHLEfscheo  Regel  mit  derjenigen  Reihe  (25)  multipliziert,  I 
welche  /;'  durch  die  Kongruenz 

u\h'  =  h  (mod.  k) 
bestimmt  ist.  So  entsteht  die  nach  Satz  (I)  konvergente  Reihe  tS) 

Wird  diese  konvergente  Reihe  für  alle  <p(£)  Werte  von  mv,  d.h.  für  v=i,  2,  .«.,  f (ijj 
angesetzt  und  wird  die  Summe  dieser  rp(it)  konvergenten  Reihen   gliedweise   ge 
so  ergibt  sich  die  Konvergenz  von 


J.LS,(*)-Si». 


welche  zu  beweisen  war. 

3)  Da  von  den  Reihen  (23)  und  (24)  die  Rede  ist,  so  benutze  ich  die  Gelegenhol 
zu  einigen  historischen  Bemerkungen  über  dieselben,  Es  handelt   sich  dabei   dure 
um  ältere  heuristische  Wertbestini  mungen  in  einigen  Spezialfällen;  der  Konvergenz 
ist  in  keinem  Spezialfall  *ô)  vor  Herrn  von  Mangoldt  erbracht  worden  und  im  ; 


l8)  5!    bedeutet,  dass  u  alle  positiven  Zahlen  durchläuft,  welche  ^  u*  (mod.  k)  sind  und  tferen 

Quadrat  in  n  aufgeht.    V   bedeutet,  dass  n  alle  positiven  Zahlen  =  b  (mod.  ìì)  durchlauft. 

*fr)  Natürlich  abgesehen  von  dem  trivialen  Fall,  dass  *  und  h  einen  quadratischen  gememumai 
Teiler  >  1  haben,  in  welchem  jedes  Glied  der  Reihe  (25)  gleich  0  ist. 


Falle  zuerst  von  mir;   ich  wurde  durch  Herrn  Kluyver's  **)  heuristische  Be- 
dlung  von  (25)  drzu  angeregt. 

Id)  Dass  die  Gleichungen 
^  u  (n)  1  1  1 

c 


fei       « 


3 


5 


y^)=1__L__L  +  i_...=0 

£n     n  2  Î4 

inrichtiger  Begründung  schon  bei  EüLER  ")  stehen,  ist  bekannt, 
b)  Ferner  steht  bei  Euler  "■)  die  Gleichung 

1 


|         ;        7        9    '    ii       13 


0 

S  5  7  9      '     î  I  13  1 5  2 

►  nach  seinen  Erläuterungen  und  seinem  vermeintlichen  Beweise  die   linke   Seite   in 
derner  Schreibweise  die  Reihe 

yXOOH«) 
fei         « 
tutet,  in  welcher 

j(n)  —  o  für     t !  =  o  (mod.  2), 

X(»)  —  1  für     n  31  1  (mod.  4), 

XOO  =  —  1     für     n  =  3  (mod.  4) 
ie  Richtigkeit  von  (26)  folgt  erst  aus  der  von  mir  bewiesenen    Konvergenz   der 
(24).  Denn,  wenn  zuerst  k  =  4,  b  =  1,  alsdann    4  =  4,    A  =  3    gesetzt    und 
feise  substrahiert  wird,  so  ergibt  sich  die  von  Euler  vermutete  Konvergenz  von 

HO _  Hi)_l KD _  Hz)+  ...  -  y  xMM") 
1         j        j         7  w4i      « 

lern  die  Konvergenz  dieser  Reihe  auf  der  linken  Seite   von   (26)   festgestellt  ist, 
leicht,  dass  ihr  Wert  =  —  ist,  z.B.  aus  der  für  i>  1  giltigen  Identität  **) 


/>      y  V    w  äi  »• 


r  [Koninklijkc  Akademie  van  Wetenschappcn  te  Amster- 

ft,  Verslag  van  de    Gcwone    Vcrgaderingen  der  Wis-  en  Natu  erkundige  Afdeeling,  Bd.  Xtl  (190J), 

IP4I9J. 

•*)  Introdurne  ut  analysin  infinitorum  (Lausanne,  1748),  Bd.  I,  S,  229. 

»*)  L  c,  S.  244- 

**)  ^  durchlauft  in  I     I   aUe  Primzahlen,  in  I  alle  ungeraden  Primzahlen. 
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indem  man  s  zu  i  abnehmen  lasst.  Das  CAHRN'sehe  "*)  Analogon  zum  ABELscbetiSi 
keitssatz  (für  Potenzreihen)  in  der  Theorie  der  Dirichlet'sc!  u. n  —  welche  i 

dem  hier  vorliegenden  Spezialfälle  reeller  Variabler  (auch  beim  Reihentypus  V< 

schon  durch  Herrn  Dedekind  **)  bekannt  war  —  liefen  nämlich 

f  * 00*00  =  a,  f  x WK»)  =  til11  l_±\ Ä^_ 

.fei         »  .-  „4î         «'  —  V  2   /  f-  x(«) 


/.(«") 


H-jr+JH- 


-  +  -- 

3    T   5 


2 

4      ■ 


it 

2 


4M     «  3      '     S 

Natürlich  folgt  aus  meinem  Satz  über  (24)  für  jedes  k  und  jeden    Charakter 
Gruppe  der  zu  k  teilerfremden  Restklassen  die  Konvergenz  der  Reihe  ■") 

y.(")K«) 

w 
Doch  zurück  zu  Euler! 

e)  Durch  DiRicHLET'sche  Multiplikation  der  in  der  Form 


(27)      Î+0  +  -J-+0  —  ^  +  0  +  ^-4-0  + 


+  0+..-=-=- 


geschriebenen  Gleichung  (26)  mit  der  absolut  konvergenten  Reihe 

i+-|-  +  o  +  -^  +  o  +  o  +  o  +  -g-  +  o  +  o+  •  •  «  =2 

folgt  nach  Satz  (I)  die  weitere  von  Euler  a?)  ohne  richtigen  Beweis  ausgesprochen 
Gleichung 

/     0\  .         J  I  1  I         1  I         t        t  !        ^  1         X  1         1  I 

(28)    I+T  +  T  +  T-T  +  -  +  _  +  T  +  T__+...=t, 

in  der  links  das  Glied  —  das  Vorzeichen  xOOH'O  hat,  wo  u  der  grösste  unger* 
Teiler  von  n  ist, 

d)  Ebenso  ergibt  sich   aus  (27)   durch   DmiCHLETVhe   Multiplikation  mit  à 
absolut  konvergenten  Reihe 

1  i         1     l      t         1         1  l      1  2 

2  '         '     4     '         '         '  S      ■  j 


a*)  Sur  la  fonction  £  (1)  cfe   TCifmann    ti   sur   des  fonctions   analogues    [Annales   sdcntifiqpö  I 
TÉcole  Normale  supérieure,  Ser.  Ill,  Bd.  XI  {1894),  S.  75-164J,  &  86 -87. 

a5)  Vergi,  die  zweite  Auflage  (1871)  der  von  ihm  herausgegebenen  und  mit  Zusätzen  1 
Vorlesungen  Dirichlet's  über  Zahlen  théorie,  S,  $74. 

aü)  Übrigens  würde  sich  bei  direkter  Anwendung  meiner  analytischen  Methoden  die  Ko 
dieser  Reihe  auf  etwas  weniger  langem  Wege  ergeben  als  die  Konvergenz  von  (24). 

»!)  L  c,  S.  245. 


Ì  also  links  —  das  Vorzeichen  ( —  OrZ.00*(w)  nat»  ^afla  ri=2p«   gesetzt  wird, 
t  ungerade  ist. 

e)   Endlich  folgt  aus  (28)  durch  DnucHLET'sche  Multiplikation  mit   der   absolut 
ergentea  Reihe 

y  «.  „  '  +  T  =    3 
Ar  »         1  _i     '   2  ' 


Öi    =  1, 

as?  =  2     für     p  ^  1 , 
äb   ==  o  für  alle  anderen  n 
die  bei  Euler  *•)  unbewiesen  stehende  Gleichung 


'+T+T+7+T+* 

linke  Seite  formal  aus 


+f+i+y+ 


3« 


(i-7)0-t)0-t)(i-t)(i-A)(1  +  ^)(i+^)--- 

it,  WH  2,  5  und  die  Primzahlen  4  m  -f-  5  das  Minuszeichen,  alle  anderen  Prim- 

das  Pluszeichen  haben. 

Hermit  habe  ich  in  allen  bisher  unerledigten  Fällen  gezeigt,  dass  Eulhr's  Vermii- 

in  jenem  berühmten  fünfzehnten  Kapitel  «  De  seriebus  ex  evolutione  faetorum 

»    des    ersten    Bandes    der    intnuinclw    in    anaiynn    wßmtornm    richtig   sind;    es 

mich  besonders,  im  Andenken   seines  200-jährigcn  Geburtstages  3o)  dies  gefunden 

aben.  Der  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich,  dass  — abgesehen  von  1)  den  schon 

Euler  richtig  abgeleiteten  oder  leicht  beweisbaren  Gleichungen,  2}  den  beiden  erst 

durch  Herrn  von  Mangoldt  bewiesenen  Gleichungen  (21)  und  (22)  [nebst  einer 

>aren  Folgerung  3l)  aus  (22)]  und   3)  den   zuerst  von    mir   bewiesenen   Glei 

(26),  (28),  (29)  und  (30)  —  die  Konvergenz  aller  übrigen  EuLER'schcn  Reihen 

Produkte  aus  jenem  fünfzehnten  Kapitel  schon  vor  33  Jahren  durch   eine   klassi- 


»•)  L  c*  S.  145. 

L  c,  S, 

3°)  Der  am   ij.  April  dieses  Jahres  geleiert  wurde. 

s  handelt  sich  um  die  Tatsacht,  dass  die  durch  formales    Ausmultiplizieren    des    Produktes 

I      ,  wo  du  Minuszeichen  nur  endlich  sielen   Primzahlen  entspricht,  entstehe! 


und 


o  ist. 


sehe  Arbeit  von  Herrn  Mertens  aa)  bewiesen   worden    war;    jene   Konvergenz 
nämlich  durchweg  aus  der  dort  **)  von  Herrn  Mertf.ns  zuerst  bewiesenen  Konvct 
der  den  Fällen  k  —  4,  k  =  j  und  k  œ  8  entsprechenden  Reihen  34) 

yxM  =  _J_  +  _L_J___L  +  J_+J__ 
y  p  ss       7       h   '  13  '  17 

T*00  =      ' 

"7    />  2 


(31) 


_L  +  _L  _  J_  +  J -  4-  - 

5^7         11  ^  13        17        i! 


__L     r     J_     1     J 

15        17        »9 


(33)    4~~t    y    7 +  » 

und  die  Richtigkeit  der  betreffenden  EüUOfVbeö  Relationen  folgte  hieraus  fa 

dung  mit  der  Tatsache,  dass 


Y^  =  li™VXM 


ist.  Da  Herr  Mertens  die  Konvergenz  von 

vxCÖ 


£$; 


/>• 


T    > 


für  jedes  it  und  jeden  vom  khiuptcharakter  verschiedenen  Charakter  bewiesen  h 
sind  auch  Eüler's  Andeutungen  am  Schlüsse  ^  des  Kap.  15  durch  Herrn  Mei 
gerechtfertigt  :  «  Simili  modo  relique  series,  quas  supra  pro  ex  pressione  areuun 
cularium  mvenimus,  in  factorcs  transformari  possunt,  qui  ex  numeris  primis  c 
tuantur  ». 

f)  Bei  MöBius  x)  kommt  —  mit  vermeintlichem,   aber  unrichtigem  Beweis- 


Gleichung 

(54)  >+y-j  +  | 


+  i-_J__J__J_+...=JL 

1       II  I5  I)  I7       '  7t 


vor,  in  welcher  die  linke  Seite  die  Reihe 
(35) 


y  y. OOK") 

4-~  n 


bezeichnet,  wo  y{n)  der  ambige  Charakter  modulo  4  ist,  d.h.  den  oben  in  N°. 
erklärten  Wert  hat.  Die  Richtigkeit  von  (34)  ergibt  sich  erst  aus  der  von  mir  be1 


3a)  Ein  iititrag  inr  analytischen  ZahUntheorU  [Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathen 
Bd.  LXXVIJl  (1874),  S.  46-62]. 

33)  1.  c.}  5,  $6  und  6i. 

3+)  In  (31)  und  (32)  bedeutet  £(*)  den  ambigen  Charakter,  in  (33)  einen  der  drei  an 
raktere. 

35)  S.   252, 

36)  Ober  eine  besondere  Art  von  Umkehrung  der  Reiben    Jfjournal  für  die    reine  und  angew 
Mathematik,  Bd.  IX  (1832),  S.  105  123 1  S.  123;  Gesammelte    W*rket    Bd.   IV   (1887),  S,  ftj 

vorletzten  Zeile  dieser  Arbeit  steht  beidemal  versehentlich  —  statt  — -  bei  der  Erwähnung  einer  E 

w  4 

sehen  (jedoch  erst  später  von  Herrn  Mertens  bewiesenen)  Formel. 


Konvergenz  **)  der  zum  Typus  (23)  gehörigen  Reihen 
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I 


4  m  -|~  1 
K4™  +  3) 


4  m  +  3 

Je  mich  jetzt  zu  einer  Arbeit  Cesaro's  *),  deren  zahlreiche  —  beim  dama- 
Stande  der  Wissenschaft  meist  unausfüUbare  —  Lücken  ich  sämtlich  unter  Anwen- 
de« Satzes  (I)  und  der  von  mir  früher  bewiesenen  Konvergenz  der  Reihen  (23) 
k!  (24)  ausfüllen  werde  ^j  es  handelt  sich  durchweg  um  dieselbe  unerlaubte  Ver- 
ischung  zweier  Grenzübergänge,  und  es  fehlt  bei  Cesaro  stets  nur  der  Nachweis, 
ss  die  entstehenden  Reihen  konvergieren.  Allerdings  ist  dies  die  hauptsächlichste  für 
Q  vorliegenden  Zweck  zu  überwindende  Schwierigkeit. 
à)  Cesàro  4°)  beweist  richtig,  dass  für  s  >  1 

KO     HO,  HO  _/.       1  U(»') 


HO,  HO 
3'  r~ 


(0 -^jVHiO 

f  "V      4' Ti« 


WO 


s«-«+^+f 


I 

7 


+  -TT  + 


iW  =  i-y  +  y-f  + 


ist,  und  schliesst  daraus  unerlaubter  Weise,  indem  er  s  =  1  setzt  4*), 

MO     K3)  _j_HO     HO 


HO,HO 
3    ~r   5 


+  •••  =  -=- 


'  3       '      5  7 

its  ist  die  schon  oben  von  mir  bewiesene  Gleichung  (26). 

h)  Cesàro  verstellt  unter  w(«)  die  Zahl  2',  wenn  p  =  p(«)  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Primfaktoreu  von  «  ist  ;  er  schliesst  richtig  *q)  für  î  >  1 

KOKO     H3>0)  ■  Hs)«<iO  _      --/.^JLN  ££*£. 

1  3'  5-       *  ---v     47(i"(oy 


*7)  Auch  hier  ist  (vergi.  Anm.  26)  direkt  die  Konvergenz  von  (35)  aui    etwas    weniger    langem 
*cge  beweisbar  als  die  Konvergenz  von  (36)  und  (37J.  Die    Anwendung  des  CAUChYschcn  Intcgral- 
und  der  RiEMANN'schen  Zetafunktion  nebst  verwandten  Funktionen  lâsst  sich  beim  gegenwärtigen 
Qde  der  Wissenschaft  nicht  umgehen. 

3*)  Sur  le  râle  arithmétique  de  sin  —  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  Ser.  II,  Bd.  XIII 
j)i  S.  515-5223.  Diese  Arbeit  ist  au^h  in  den  Samnielband  Excursions  arithmétiques  4  V infini  (Paris, 
nann,  1885)  auf  S,  81-K8  abgedruckt. 
3d)  Ich  verändere  Cesàro's  Bezeichnungen  der  Gleichmissigkeit  wegen,  indem  ich  s  statt  mt  l(s) 
^tt  smi  L(s)  statt  *m  schreibe. 
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und  daraus  unerlaubter  Weise 

(38) 


K'MO     *(3)«0)  ,  MsMs) 

~  —  ~T 


Den  fehlenden  Konvergenzbeweis  der  Reihe  auf  der  linken    Seite   von   (38) 
folgendermassen  erbringen  und  behandle  dabei  gleich  den  allgemeineren  Fall, 
die  Konvergenz  der  Reihe 

£sk  n 


09) 


nachweisen  werde,  wo  k  beliebig  und  x(")  e*n  beliebiger  Charakter  mod.  k  ist. 
Nach  einem  von  mir  a.a.O.  **)  bewiesenen  Satz  ist 

Daraus  folgt 

f    M=f  MQQ.-M(»-i)=   J  M(n)M_._i      \ 

-Ar,  log3*    w2     '        \log*x/  \knTA    ' 

also  für  jeden  Charakter 

■iru         «  \log  V.\/ 

Wenn  nun 

fxin)Kf0  =s 

gesetzt  wird,  so  ist 

wenn  das  formale  DiRiCHLEiVhe  Produkt  der  Reihe 

y  X (»>(") 
£1         ff 

2»- 

,,      Vt(Of(0'(T>(T)=^^(,)f(,| 

iL  t 


♦3)  Vergi  die  in  Anni.  15  genannte  Arbeit,  S,  79. 
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■t,  so  ist 


^mm^s^+^y, 


Wo  {/(*)}  zur  Abkürzung  eine  Funktion  von  x  bezeichnet,  deren  Quotient  durch  /(*) 
&r  x  =  00  den  Limes  o  hat,  speziell  also  {ij  eine  solche,  welche  selbst  den  Limes  o 
Hol  Es  ist  daher 

I  fß.  =  limiß,  =  lim(S  -)'  =  S\ 

fr  nSi  XmmtO  ffS\  x-00  7x 

JDie  konvergente  Reihe 

urerde  nun  nach  der  DnucHLET'schen  Regel  mit  der  absolut  konvergenten  Reihe 

CO 

nulripliziert,  wo 

oin  =  *-^  '  für  Quadratzahlen, 

(tn  =  o  für  nicht  quadratische  « 
ist.   So  entsteht  die  nach  Satz  (I)  konvergente  Reihe 

CO 

2> 


w2'"  ~,2  im2 


"\t 


**)  Diese  wohlbekannte  Identität 


steht  för  aj  =  1  schon  bei  Mbissel  auf  S.  8  bezw.  306  der  Observation** 
[Berolini,  typis  A.  G.  Haynii,  1850  und  Journal  för  die  reine  und  angewand 
0*54),  S.  301-316].  Letztere  Gleichung  pflegt  mit  Unrecht  anderen  / 


ist;  die  Summe 


I^Ht) 


besteht  offenbar  aus  so  vielen  von  Null  verschiedenen  und  den  Wen  >-(>/) 
Gliedern,  als  n  quadratfreie  Teiler  besitzt.  Daher   ist,  da    w(w)    die    Anzahl    der 
dratfreien  Teiler  von  n  angibt, 

_X PO* 00 "00 

u--  n 

und  die  Konvergenz  der  Reihe  (39),  also  speziell  die  Richtigkeit   der    Gleichung  (]f 
ist  bewiesen. 

t)  Cesàro  stellt  richtig  45)  fest,  dass  für  s  >  2 

i-      f  ^  f      r  ~ì"    '     lo) 

ist,  wo  f(w)  die  EuLER'sche  Funktion  bezeichnet.  Seine  ohne  nähere  Begründung  un 
laubte  Folgerung,  dass 

(40)        —  -  y  +  y  ~"  7*~ +    -  rö-  tod 

ist,  werde  ich  durch  den  Nachweis  rechtfertigen,  dass  allgemein  für  jedes  k  und  je 
vom  Hauptcharakter  verschiedenen  Charakter 

* x00?00 

en       w 

konvergiert. 

Diese  Reihe  ist  nämlich  das  DjRicHLET'sche  Produkt  der  konvergenten  Reihe 


(M) 

mit  der  absolut  konvergenten  Reihe 


£i     n 


xOOKfO 


in  der  Tat  ist 


1 


x(0KOx(  /  )  =  xOO  y  KO  =  xOO  ?00  =  x(")?00 


F 


1 


Von  den  hier  bisher  behandelten  CESÀRo'schen  Gleichungen  ist  (40)  die   einzig 
bei  welcher  Cesàro  selbst  den  Beweis  der  Richtigkeit  hätte  führen  können;  denn  die 
Konvergenz  von  (41)  ist  ja  trivial,    sodass    keine    neueren    transzendenten    Hilfsmin 
herangezogen  wurden.  Übrigens  ergibt  sich  auf  diesem  Wege  unmittelbar  für  j>i 

L0  —  0  „  fxW  fxWK")-  y  x  00?  00 

L(s)  éi  n-1    ät        n*  '  éi        n' 


45)  L  c,  S.  519  bezw.  85. 
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n  ist  die  Reihe 

ir  divergent,  obgleich 


yX(*)?00 
»         n 


ümyzM|00 

«-I  er«        n$ 

rt.  Cesàro  hat  also  mit  richtigem    Gefühl   die  unerlaubte    Schlussweise  nur  in 
:n  Fällen  angewandt,  in  denen  sich  das  Resultat  später  als  wahr  ergeben  hat. 
d)  Aus  der  für  s  >  i  giltigen  Gleichung 

-co  _  üui  +  zia  _     -  ^(Moy 

3'     ^     5'  (4'-i)C(20 

sst  Cesàro  ^  ungerechtfertigter  Weise,  dass 

<0  _<i)    ,!^W  _  ...  _  JL 
i  3     "•"     5  2 

Xese  Gleichung  beweise  ich,  indem  ich  allgemein  die  Konvergenz  von 

ex  (*>(*) 

?des  k  und  jeden  vom  Hauptcharakter  verschiedenen  Charakter  folgendermassen 

die. 

ch  zeige  zunächst,  dass  das  DiRiCHLET'sche  Quadrat 

Tgiert.  Dies  folgt  zwar  nicht  aus  dem  Satz  (I),  aber,  wenn 

ér,    n 

Si       W 

et  wird,  mit  Leichtigkeit  aus  der  bekannten  Restabschätzung 

'      n±x+i    n  \  x  ; 

i  die  Schlüsse: 

*"  -zie. 


"HS& 


I02 
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Nun  ist 


P.  =  Vlfflxll)=xÇ)r(„), 

TP  — 


wo  T(n)  die  Anzahl  «1er  Teiler  von  n  bezeichnet.  Wenn  daher 

mit  der  absolut  konvinjaucn  Reihe 
multipliziert  wird,  wo 


*,i  = 


_xO(Q 


*,,  —  -    — p 

«„  =  o  für  nicht  quadratische  n 
ist,  so  ergibt  sich  wegen 

£,.  _  V iepa  îip  r(  »  )  =  tàì£,(or(f  )  =  ï^ 

1  /SIT  "|T 

die  Konvergenz  47)  der  Reihe  (42)  und  die  Gleichung 

»CO      »(#  t  »ffi _  J_ 

I  I      ~       j  2    * 

«)  Cestro  bestimmt  ferner  4§)  auf  heuristischem  Wege  mit  richtigem  Bodies 
die  Werte  der  Reihen 

Mi)  _X(4)        X(6)        XÇcQ        X(n)       X(i4)    , 
1  4^6  9     ^     11  14    T  '    '  ' 

*(»)        K  i  )     r    KT)  _  H«)     ■    U» )  _  Hü)    . 
^7  S      "r       12  II      T 


I 


und 


HO  _ K4)  ,  K£)  _  K9)  1  fOO  _  K14)  , 

I  4^6  9      "■       M  14 


2  37  8       '      12  13 


deren  Konvergenz  zuerst  durch  meine  Behandlung  von  (23)  und  (24)  bewiesen  wur 


♦I)  Aus  dem  hier  später  m  5  Ï  erwähnten  STlELTjEs'sclicn  S.itz  (IV)  folgt  ubrk' 
j:ciiz  der  Reihe 

/(rt)fa>(rl) 


ZXWM 


♦8)  L  c,  S.  }2i  berw.  87, 
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Verteilung  der  Plus*  und  Minuszeichen  in  jenen  vier  Reihen  ist  ja  durch  arithme- 
ProgressioncQ  modulo  5  bestimmt.  Jeden  falls  hatte  Cesâro  einige  der  von  Herrn 
fER  49)  später  gleichfalls  heuristisch  erhaltenen  Rektionen  schon  besessen, 
f)  Für  Cesâro's  Formeln  So) 


»(0  „  <4>    ,    î|(6) 

i  4     "*"      6 


y     *     11 


2  3  7  S'il  t 3 


Igt  der  fehlende  Konvergenzbeweis  der  linken  Seiten  leicht  aus  der  oben  bewiesenen 
favergeuz   von  (42);  denn  für  k ;  =  5   und  den  Charakter 

XOO  =  °i   SJ  S  —  ï\  —  I      für     M  BS  o,   1,  2,  3,  4  (mod.  5) 
gibt  sich  die  Konvergenz  von 


»(0  +  -K2) 


—  I 


;w0) 


»(4)    ,6,(6)         ik. (7) 

4  T-r+i  7 


—  f 


3  ♦      •       6  7  «  9 

inj  damit  der  linken  Seiten  von  (43)  und  (44), 

g)  Nur  für  zwei  in  der  vorliegenden  Arbeit  Cesâro's  vorkommende  unendliche 
leiben  vermag  ich  die  Konvergenz  für  Cesâro's  Gliederanordnung  nicht  zu  beweisen 
ni  auch  nicht  zu  widerlegen  ;  jedoch  entspricht  jene  Anordnung  offenbar  nicht  dem, 
as  Cesâro  hat  sagen  wollen,  und  bei  der  natürlichen  Anordnung  der  in  Betracht 
►mmenden  Doppelsummcn  —  nämlich  nach  wachsenden  Werten  des  Nenners  —  kann 
a  jene  Konvergenz  beweisen.  Der  Wert  der  Reihen  ist  allerdings  ein  anderer  als  bei 
BSÂRO  ;  doch  liegt  bei  ihm  nur  ein  Rechenfehler  Sl)  vor,  der  sich  durch  einige  Formeln 
At  und  leicht  beseitigt  werden  kann.  Cesâro  stellt  eine  für  s  >  1  giltige  Identität  Sa) 
die  dort  absolut  konvergente  Doppelreihe 


: 


ffK£l±2l) 


',  welche  in  berichtigter  Form 

âè  vt/T  -  v  t)  mm  -  1{-2S) 

iiiiet,  und  berechnet  daraus  durch  vermeintlichen  Grenzübergang  einen  Wert  für 

n  ,4i,4i    ?+7 


49)  Vergi,  die  in  Anm.  20  genannte  Arbeit,  S,  438-439, 
*°)  L  c,  S.  321  bezw.  87. 


FtW 


S1)  In  der  von  ihm  mit  {4)    bezeichneten   Formel   auf  S.    316   bezw.   82  muss    5~ — 

H«Y  ±~    stehn.  Dies  Versehen  zieht  sich  bis  im 
AT  n 

S3)  L  c,  S.  317  bezw.  83. 


statt 


Diese  Schreibweise  verlangt,  erst  nach  yi  dann    nach    x    2 
sem  Sinne  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  ob  der  Ausdi 
nicht.  Ich  will  jedoch  die  Behauptung  von  Cesàro  —  der 
dass  es  auf  die  Reihenfolge  der  Glieder  ankommt  —  so 
vergenz  von 

yK'O/W 

Sa 


(47) 


bewiesen  werden  soll,  wu  /(«)  die  Anzahl  der  Zerleg 

Quadrate  ist;  dies  kann  ich  beweisen,  und  damit  ist  dann  auc 

y  >(*'  ±  Vj) 
h     *+] 

bewiesen,  wenn  die  Wertepaare  x7  y  nach  wachsendem   \; 
Reihenfolge  der  Wertepaare  mit  gleicher  Quadratsumme  un» 
me  der  absoluten  Beträge  der  Glieder,  in  welchen  x1  -f*  y* 
n  =  00  den  Grenzwert  o. 

Bekanntlich  ist  /(»)  für  nichtquadratische  n  gleich  dem 
Teiler  4V  -f  1  von  n  über  die  Anzahl  der  Teiler  4V  -j-  3  1 
um   1   kleiner  ;  daher  ist  für  s  >  1 

yK*)/(») 

=  (Hi)  +  xI2J  +  MjÜ+  ...)(HL)_Hl)  +  i 
(4S)  =y^.y  x  (")*(»)  _  v 

Z^i      ft  p™  H  m^\ 

n(.-f)n(.-f) 

=m-^)ri(.-^)' 

womit  (45)  bewiesen  ist.  Man  sieht,  dass  ich  für  den  Koi 
nur  nötig  habe,  die  DuuCHLET>sche  Multiplikation  der  beid 
Reihen 


und 


hi    n 
*4i        n 


zu  rechtfertigen.  Da  nach  meinen  früheren  Untersuchungen 


53)  Die  m  der  Anni.  16  genannte  Formel  enthalt  dies  und  es  folg 
meiner  früheren  Rektion 


!><•>- °(g?ï) 


*üfc 
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£*>-  °fe) 


so  ist,  wenn 


fei      » 


ctzt  wird, 


5Üch 


+  X(")K")_c 

yX(")H")  =  5 
si        »  ' 

=  0.5^ß?k)+0l  tot +W+IM 

y  ^-  —  o 

*  (48)  folgt  also 

fHn)f(n)=       ^,=        7c2 
ifn        fi  6 

Analog  beweise  ich  die  von  Cesàro  54)  stillschweigend  vorausgesetzte  Konvergenz 

y  *00/00log" 

tri  n 

Jendermassen.  Für  s  >  i  ist  nach  (48) 

_  jg-* 00/00 kg* 

=        y  *  00  jog»   j-xOOK")       fK")   yX00*00logtt    .    2fl°ën 


21       J 


*♦)  L  0^  S.  317  bexw.  83. 

Im4.  Cr«.  Mûttm,  fmUrw»,  t.  XXIV  (a°  sem.  1907).  —  Stampato  il  **  luglio  1907. 
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und  die  Aufgabe  besteht  lediglich  darin,  die  DuuciiLET'sche  Multiplikation  von 

y  >  00  log"  b  v  7.00*00 
&        n  èri        n 

yM")   yX00>00k!- 
«I     »       »  « 

zu  rechtfertigen.  Nach  der  früher  von  mir  bewiesenen  Relation  ss) 

konvergieren  die  vier  in  (49)  und  (50)  auftretenden  Reihen  so  stark,  dass 

V  >(«)log«  _  n(     1     \ 

f  /('OK"),.,,/     1     \ 

*fe,    «  Vlog'W' 

^  x  00*00  log  »_  0(  1  \ 

^.  >(w)log«  _    T 
SSI  F* 

*-£V»i«lx(-fH-f) 


ist.  Wird 


gesetzt,  so  ist  also 


/T. 


tC 


Damit  ist  die  Dirichlet'scIk-  Multiplikation  in  (49)  gerechtfertigt,  und  für  (;o)  ergi 


55)  Vergi  Armi.  16  und  53.  Es  ist  sogar  für  jedes  m  auf  Grund  meiner  früheren  Untcrwchuage 

2*«-°(isff)- 


m^x 
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örtlich  ebenso.  Die  Wertbestimmung  liefen 
[*)fag*_  v>(«)lo-/;    N  y( n  ù (/Q  ,   <- K«)  ,  <-  x(»X») Io§ n      z  y  !°g n 


=  y  »v/™g  « ,  \  a  ;  ^  ;  -j_  y  rv l .  y  * 


n  fei       *  Sa       *         '  £zi    »      ;rb  »  iéi    na 

t::      tc  ^-  lo#  /;  ir1  ^  log  n 

O         2  «TT     W  12  feì     ti 

vorangehenden  Bemerkungen  in  diesem  Paragraphen  waren  durch  den  Steeltjes* 
Satz  (I)   veranlasst  ;    derselbe  war  nicht  imstande,  die  Hauptschwierigkeiten  der 
treffenden  Konvergenzbeweise    zu    beseitigen,    sondern    nur    einige    Rechnungen    zu 
einfachen. 

5)  Meine  ausführlichen  Ergänzungen  zu  CesAro's  Arbeit,  welche  fast  durchweg  die 
htigkeit  seiner  Vermutungen  ergaben,  seien  ein  Tribut  der  Dankbarkeit  für  die  vielen 
ungen,  die  ich  namentlich  m  der  analytischen  Zahlentheorie   den   Abhandlungen 
ses  hervorragenden  Mathematikers  verdanke,  dessen  früher    Tod    von    der    wissen- 
tlichen Welt  betrauen  wird.  Auf  die  Resultate  in  seinem  Werke  *)  «  Excursions 
hmniqnes  à  l'infini  »,    dem    ich    jenen    Stoff  entnommen    habe,  hatte  Cesa.ro  stets 
sses  Gewicht  gelegt,  wie  in  dem  schönen  Nachrufe  hervorgehoben  ist,  den  ihm  Herr 
-Asia  57)  gewidmet  hat.  Wenn  CesAro  auch   in    seinen   ersten   Arbeiten  —  und    die 
ions  arithmétiques  fallen  in  die  erste  Periode  seines  Schaffens  —  noch  unstrenge 
thoden  häufig  angewendet   hat  (oft   mit   ausdrücklicher  Betonung  ihrer  Unzuläng- 
\keit)  ^  so  war  er  doch  später  als  Meister  der   exakten  Forschung  bekannt,    und 
Wissenschaft  verdankt  ihm  viele  allgemeine  Grenzwertsätze.    Aber  neue  allgemeine 
ntnzwertsätze  werden  nur  in  den  seltensten  Fällen  dazu  beitragen  können,  die  ganz 
«sonderen  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  welche  die  Primzahltheorie  geboten  hat,  und 
gleich  Cesàro   auch  in  der  Zahlentheorie  sehr  viel  geleistet  hat,  so  hat  er  doch  aus 
em  angegebenen  Grunde  in  der  Primzahlthcofie  keinen    wesentlichen    Fortschritt   ge- 
acht.  In  dem  Nachruf  der  «  Revue  générale  des  sciences   pures  et   appliquées  »  ^^ 
essen  warmer  Ton  mich  sehr  sympathisch    berührt,    werden   CesÄro   mit  folgenden 
Porten  gerade  in  der  Primzahltheorie  Verdienste  zugeschrieben,  die  ihm  nicht  zukommen 
id  die  er  auch  gar  nicht  für  sich  in  Anspruch  genommen  hat  :    «  Le  jeune  geometre 
x>rta  son  attention  sur  la  théorie  des  nombres  et  les  lois  asymptotiques  si  cachées  aux- 
uclles  elles  conduit:  avant  tout,  sur  la  plus  mystérieuse  de  toutes,  la  distribution  des 
ombres  premiers.  Tchebycheff  avait  publié  ses  célèbres  travaux  sur  cette  question  et  ob- 
nu}  par  sa  puissante  méthode,  une  expression  approchée  du  produit  des  nombres  premiers 
teneurs  à  une  quantité  quelconque  donnée,  Mais  il  n'avait  pas  poursuivi  jusqu'au  bout 


(s*)  Vergi.  Ànm.  38. 
5?)  Ernest  Cesàro,  t$s$-ï$o6  \ L'Enseignement  Mathématique,  Rd.  IX  (1907),  S.  5-23 ],  S*  12. 
58)  Z.  B.  geht  seiner  Arbeit  SuìVuso  ddi  intent  anione  in    alcune    questioni    d'aritmetica    [Rendiconti 
l  Grcolo  Matematico  di  Palermo,  Bd.  1  (1887)»  S.  293-2981,  in  welcher  er  auf  unrichtigem  Weee  tu 
Gleichungen  (21)  und  (22)  gelangt,  das  von  Herrn  J.  Tannery  stammende  Motto 
nathematiques  c*est  souvent  par  des  chemins  peu  sûrs  qu'on  va  à  la  dêcou*' 
50)  Bd.  XVIll  (1907),  S.  129-130. 
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les  conséquences  de  sa  découverte  ;  beaucoup  de  questions  relatives  i  ce  sujet  i 
â  élucider,  beaucoup  de  résultats  à  préciser.  C'est  à  cene   üche   que    se   voua 
Cesaro.  C'est  ainsi  qu'il  put  resserrer  notablement  les  limites  indiquées  par  le  gè 
russe  ;  la  formule  d'approximation  qu'il  proposa,  pour  la  substituer  à  celle  de  Te 
CHEFF,  ne  le  cède  en  exactitude  qu'à  une  seule  autre,  celle  que  fournissent  les  profoi 
méthodes  de  Rïemann.   C'est   ainsi   également   qu'il  parvint  à   démontrer    Texpr 
obtenue  empiriquement  par  Pervouchine,  pour  le  ntmt  nombre  premier,  et  qu'on  lui« 
une  évaluation  asymptotique  pour  les  produits  si  intéressants  que  Ton  obtient  en 


tipliant  entre  eux  les  facteurs  de  la  forme  i 


(où  les  p   sont    les    nombres 


miers  consécutifs)  et  auxquels  conduit  naturellement  l'étude  de  la  fonction   £(;) 
5=1».  Hiergegen  wende  ich  folgendes  ein. 

a)  Tschebyschef's  Hauptresultate  über  die  Verteilung  der  Primzahlen  liegen  i 
den  beiden  Sätzen  : 

«  Wenn  tï(x)  die  Anzahl  der  Primzahlen  ^_  x  bezeichnet,  so  gibt  es  für  jedes  z] 
und  jedes  n  unendlich  viele  ganze  Zahlen,  für  welche 


■»>/■£- 


OLX 


log"x 


ist,  und  unendlich  viele  ganze  Zahlen,  für  welche 

du       ,        3t  x 


«(*)< 


6o\ 


£ 


+ 


log  n    '    log*  x 


ist  »  ~°). 

«  Es  giebt  zwei  positive  Konstanten  Ày  5,  so  dass  für  alle  x  ^  2 

ist  »  6l). 

Aus  dem  ersteren  Satz  zog  Tschebyschef  u.  a,  die  Folgerung  : 
cc  Wenn  die  durch  die  Gleichung 

x 


00 


*(*>= 


log*  +  i(x) 
definierte  Funktion  e(x)  für  x  =  c©  einen  Grenzwert  besitzt,  so  ist  derselbe  —  r*  *} 


öo)  Dies  ist  der   i  II*««   théorème  »    in  Tschebyschef's   Abhandlung   Sur  la  fonction  qui  ito* 
mine  la  totalité  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée   [Mémoires   présentés    i   l'Acida 
Impériale  des  Sciences  de  St.  Pctcrsbourg    par    divers    savants,    Bd.    VI  (185 1);  Journal  de  M« 
tiques  pures  et  appliquées,  Ser.  I,  Bd,  XVil  (i8j2);  Œuvres,  Bd.  I  (1899)]. 

6ï)  Dies  Ergebnis  liegt  im  $  9  von  Tschebyschef's  Mémoire  sur  les  nomht es  premiers  rjouroili! 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  Ser.  I,  Bd.  XVII  (  1S52)  ;  Mémoires  présentés  a  L'Académie  Impe- 
riale de  St.-Pétersbourg  par  divers  savants,  Bd,  VII  (1854);  Œuvres,    Bd.    L  (1899)]. 

6*)  Vergi  S»  148  bezw.  S.  352  bezw.  S.  38  der  in  Anni.  60  genannten  Arbeit. 


diesem  Sinne  ist  Tschebyschef's  Näherungsformel 
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log  X  —  I 
r(x)  zu  verstehen. 

demselben  Sinne  stellte  Cesàro  m)  für  tî(a)  die  Näherungsformel 


log*  —  i  — 


3 


log  A  lüg'  X 

auf  welche  der  Verfasser  des  Nachrufs  in  dem  Satze  :  «  c'est  ainsi  qu'il  .  .  .  Rie- 
»  anspielt;  d.h.  Cesàro  bewies  auf  neuem   Wege  die  Tatsache,   welche  bereits 
Tschebyschef*s  oben  an  erster  Stelle  genanntem  Satz   unmittelbar  folgt,    dass  die 
lrch  die  Gleichung 


n) 

efini 


<*)  = 


log  x  —  i  — 


log  x        log*'  X 


ierte  Funktion  &(x)  sich  für  x  =s  co  keinem  von  —  3  verschiedenen  Grenzwert 
iftern  kann.  Es  ist  also  unrichtig,  dass  Cesäro  eine  bessere  Formel  als  Tschebyschef 
Funden  habe;  Tschebyschef  bewies64)  sogar  als  Folgerung  seines  Satzes  ausdrück- 
1,  dass  die  durch 


O,    .  X         t       I  !  X  2ÌX 

v  J       log*    '    log'x  n    log**    ' 


.    (w  —  ï)\x       %{x)x 
+     log-'*     +  log".* 


■finiene  Funktion  th(jc)  fürx  =  oo  keinen  anderen  Grenzwert  als  (n  —  1)!  haben 
ton,  worin  für  n  =  4  CesÀro*s  Resultat  unmittelbar  enthalten  ist, 

fc)  Auch  die  Bemerkung,  dass  nur  die  RiEMANN'sche  Prirnzahlformel  besser  als 
ie  CESÀRo'sche  sei,  ist  falsch.  Denn  durch  Anwendung  der  TscHEBYSCHEF'schen  Glei- 
fcüng  (54)  auf  die  Werte  =  5,  6,  7,  ...  ergeben  sich  unendlich  viele  Nähcrungsfomieln, 
ben  jede  besser  ist  als  die  vorige  und  deren  erste  besser  als  die  CESÀRtVsche  (52)  ist. 
3t  k  Formeln  auftretenden    Zahlenkoeffizienten    hat    Herr   Ajello  *"*)    näher 

»tersucht  und  bei  diesen  leichten  Folgerungen,  die  sich  (wie  er  auch  erwähnt)  schon 
usTschebyschef's  Untersuchungen  ergeben,  keine  prinzipielle  Schwierigkeit  angetroffen» 
krigens  hat  Cesàro  **)  selbst  auf  diese  Kette  von  Formeln,  deren  jede  besser  als  die 
frige  ist,  ohne  Ausführung  jener  Zahlcnrechnungen  aufmerksam  gemacht  und  garnicht 
"glaubt,  mehr  bewiesen  zu  haben,  als  Tschebyschef  bekannt  war. 

c)  Pervouchine  war  empirisch  zu  einer  Näherungsformel  für  die  nie  Primzahl  pm 


I; 


•  ova  contribuitone  ai  priticipii  JùnâamcntaU  deli  aritmetica  assintotìca  [Atti  della  R,  Acc 
Scienze  fisiche  e  matematiche  di  Napoli,  Serie  II,  Bd.  VI  (1894),  No.   11,  S.  1-25],  S.  23 
6*)  L  e,  S.  ij2  be*w.  S.  358  bezw.  S.  43. 

65)  Suì  numero  dei  numeri  primi  inferiori  ad  un  dato  limite  [Giornale  di  Ma1 
896),  S.   14-20]. 

**)  L   C,   S.   2h 


ailemia 


no 
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gelangt.  Cksàro  ö7)  bewies  nicht  diese  Näherungsformel,  wie  in  dem  obigen  Ziut  i 


sondern  er  zeigte,  dass,  wenn  es  für  pH  einen  bis  EU  der  Ordnung 
genauen  Ausdruck  gibt,  dies  nur  der  Ausdruck 

log  log  n  —  2 


log2« 


(einsch 


()>)   n  flog»  +  log  log«  —  i  -f 


log  M 


(log  log  n)1  —  6  log  log  n  -}-  ii 
zQogny 


sein  kann,  welcher  nicht  mit  dem  P£tVO&CHIlfB*Scbea  übereinstimiriL    Ct 

aber  nicht  etwa,  dass  der  Ausdruck  (55)  wirklich  mit  einem  Fehler,  dessen  Qu 


durch  1 — =— 
log-« 

Gleichung 


für  n  =  00  den  Limes  o  hat,    gleich  pm   ist.    Diese   Tatsache,   sowie 


und  die  Gleichung 


lim  1  (a)  =  —  1 
lmi$(.\)  =  —  3 


für  die  durch  (51)  und  (53)  definierten  Funktionen  t(x)  und  <) (x)  ergab  sich  erst i 
einer  neueren  bahnbrechenden  Arbeit  von  Herrn  de  la  Vallèl  Poussix  *),  we 
den  Satz 


a«) 


^(-«-Jtë) 


bewies.  Hätte  Cesàro  die  PERVoucwNE'sche  Formel  in  ihrer  ursprünglichen  Form« 
ihrer  berichtigten  Form  (55)  bewiesen,  so  würde  daraus  u.a.  leicht 

lim^ =  I 


(57) 

und 

(58) 


,,m  «  OQfag«  =  x 


folgen;  diese  beiden  Sätze  (57)  und  (58)  [welche  weniger  besagen  als  (>6)J  sind  : 
erst  von  Jen  Herren  Hadamard  **)  und  Di  l\  Vallèe  Poussin  7°)  bewiesen  word 

J)  Zum  Schlusssatz  «  on  lui  doit  etc.  »   bemerke  ich,  dass  Cestro  an  derl 
fenden  Stelle  71)  mit  seiner    Methode    weniger   erhalt,  als   schon    bekannt   war. 


e7)  Sur  une  formule  empirique  de  M.  Pervouchinb  f Comptes  rendus  hebdomadaires  des 
de  1* Académie  des  Sciences  (Paris),  Bd,  CXIX  (1894),  S.  848-849]. 

eô)  Sur  la  fonction  Ç($)  de  Riemann  et  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  i 
[Mémoires  couronnés  et  autres  mémoires  publics  p.ir  l'Académie  Royale  de  Belgique,  Bd,  I 
S.  t  74J. 

°*>j  Sur  la  distribution  des  qtros  de  la  fonction  £  (*)  et  ses  conséquences  aritlmétiques  [Bulletin del 
Société  Mathématique  de  France,  Bd.  XXIV  (1896),  S,   199-220J. 

7°)  Recherches  analytiques  sur  la  théorie  des  nombre  s  premiers  [Annales  de  la  Société  Scientifique  Je 
Bruxelles,  Bd.  XX,  Teil  II  (1896)],  S.  185-256  und  S.  360-361. 

71)  VcrgL  die  in  Annu  63  ritiene  Arbeit,  S.  20-21. 
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>  **)  (den  Cesàro  auch  zittert)  hatte  u.  a.  bewiesen,  dass 


limlogxn(I-f)  = 


e-c 


C  die  EuLER'sche  Konstante  bezeichnet.  Cesàro's  Schlüsse  beweisen  nur  :  wenn 

ümlogxn(^-y) 
so  ist  dieser  Grenzwert  =  e~c  ;  sie  führen  also  nicht  zur  Gleichung  (59). 

S3- 

s  einiger  Sätze  von  Stieltjes  über  die  Multiplikation  konvergenter 
Reihen  nach  der  Dirichlef  sehen  Regel. 


s  der  absoluten  Konvergenz 

von 

Konvergenz  von 

00 

I«. 

00 

Itmml 

ch  Satz  (I)  die  Konvergenz 

von 

a» 

Zr.» 

•tal 

Tu.        ( 

seien  nun  die  beiden  DiRiCHLET'schen  Reihen 

«=!    Tl 

>  <?  konvergent.  Dann  sind  (1)  und  (2)  bekanntlich  für  s  >  er  -f-  1  absolut 
*ent  ;  denn  für  5  >  c  -f-  1  sind,  wenn  p  zwischen  a  (exkl.)  und  s  —  1  (exkl.) 
t  wird, 


VergL  die  in  Anm.  32  zitierte  Arfr 


für  J  >  c  -f  i  konvergent,  und  der  Satz  (I)  würde 
genzabszisse  von  (3)  ist  also  höchstens  um  1  grösser  als  d 
vergenzabszissen  von  (1)  und  (2). 

Nun  hat  Stieltjes  ohne  Beweis  im  Jahre  1885  7*)  d< 
1887  74)  die  Sätze  (IV)  und  (V)  ausgesprochen,  von  dene 
Ich  will  diese  drei  Satze  beweisen  und  zweifle  übrigens  nie 
welche  Stielt) LS  besessen  und  nur  nicht  publiziert  har,  richtij 

(III):  Wenn  (1)  und  (2)  für  s  =  p  konvergieren ,  fur 

absolut  konvergieren,  so  konvergiert  (3)  für  s  =  p  -|-  —  . 

(IV)  :  Wenn  (1)  und  (2)  für  5  =  p  konvergieren,  so  h 
(V):   Wenn  (1)  und  (2)  für  s  =  p  konvergieren,   (1)  j 
ist)  absolut  konvergiert  und  (2)  für  s  =  p  -j-  T'  iUf°  T'  ^°  u 


konvergiert,  so  ist  (3)  für  s  =  p  -J- 


TT' 


konvergent. 


T+T' 

(III)  ist  für  t  =  o  trivial,  für  t  >  o  zu  beweisen.  (I\ 
genzabszisse  von  (3)  unter  allen  Uniständen  höchstens  um 
sere  der  beiden  Konvergenzabszissen  von  (1)  und  (2),  (IV)  fa 
t  =r  j  in  (III)  enthalten  ;  denn  aus  der  Konvergenz  der  Re 
folgt  nicht  ihre  absolute  Konvergenz  für  $  =  p-|-i,  (V)  is 
T>or  t'  =  o  der  Satz  (I)  und  für  t]>o,  t'>o  zu  beweis 
den  Satz  (III). 


73)  Sur  une  loi  asymptolîqut  dans  la  théorie  des  nombres  [Comptes  ren 
de  l'Académie  des  Sciences  (Paris),  Bd.  CI  (1885),  S.  $68-570],  S.  Î69, 

74)  Vergi,  die  in  Anni,  7  dtierte  Arbeit,  S,  215. 
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Ich  Habe  also  nur  (IV)  und  für  t  >  o,  t'  >  o  (V)  zu  beweisen. 
Beweis  von  (IV):  Es  werde 

0- 


TF  =  "-' 

£  =  »•• 

setzt.  Dann  ist  die 

Konvergenz 

von 

So) 

fia 

tt  beweisen,  wenn  ( 

diejenige  von 

■rausgesetzt  wird. 

2,"- 

CO 

JA 

r     Es  werde  noch 

1«.  =  ^ 

;  dann  konvergiert 

V_!Ü!L 

und  zwar  ist 


p- 1  =  f- (4  -  'Q -  (4.-  -  ^)  =  f- r  4  _as(1 l     \     A*-*  - 

wenso  ergibt  sich 
4un  ist 

1      v  '  *     ~         ~n        a  Vx     ft        ~n  Vx     „         Vx      a 

y  Jh.  _  y  Üh.  y   P^_   1    y^y  j^_ y  a.  ,  y  P« 

«!  in       iéî  f«  er«  ^w        ~  |/n  i».  ^w"       iss  /«   nr.  ^«  ' 

^-li-y^.y  h 


—  ^ 


=  lf^U'  ""-UI-HM-l* 
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womit  die  Konvergenz  von  (6o),  also  der  Satz  (IV)  bewiesen  ist. 
Beweis  von  (V):  Wenn 

a. 


„e       P.J 

X       - 
gesetzt  wird,  so  sind  nach  Voraussetzung  die  vier  Reihen 

2>, 


w 
? 


konvergent;  zu  beweisen  ist  die  Konvergenz  von 

2> 


Es  ist 

ebenso 
lauer,  wenn 


gesetzt  wird, 


■«i       «—,1  '*  i  « 

ÌIP.I  =  0OT'), 


jt^       \^(Am~A)-(Am_l-A) 

Tt'     ' 
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ebenso 


/      vt*   —  ]   Tt*  r 


aus  ergibt  sich 

xT-Hf/  co  o,  xfH-r'  XT-»V  xT-hT' 

TT' 


XT-Hf/  CO  09  XT"*"*'  X*"^  XT"»-'r' 

«L  y^      t^„      X^     jrrL  /        *<'_'/       _?*!_*/    ~~ï?~  '  /     ~ 

r  nT^x'      fer  wt-ht'  fer  nr-HT'      fe-  nw   -fer  wt+t'      fer  „*+*'  fer  wt 


^?  »T-,v  \«5T  mT-Hr'      fer^wy      fe-nT-Hr'  yfermT-hT'      ferWT+T' 
p=r  «»^  x^*')     F^  »tW  *t+t'J     (*t+t'  )     (*T+T' 


TT     \ 


TT' 


=P^"1+|^"1=i,|  +  |l|=t,i' 


00  0»  OO  ~ 

TT'       /_       _TTl'X_  TT'     ' 

»„I  wt+t'      fe-nT+T'  fer«^fr 


S  4- 

Beweis  einiger  neuer  Sätze  über  Dirichlef  sehe  Multiplikation. 

Der  folgende  neue  Satz  (VT)  enthält  den  SnELTjEs'schen  Satz  (V)  als  Spezialfall 

(VI)  :  p,  t,  p',  t'  mögen  vier  Grössen  bedeuten,  für  welche 

T  ^  °>         T'  ^  °>         T  +  T'  >  °j         P  +  T  ^  P'>         P'  +  T'  ^  P 
.  ß  ;ri  (1)  für  s  =  p  konvergent,  für  s  =  p  -f-  t  absolut  konvergent,  (2)  /ör  $  =  p' 

P  t'  -^-  p'  T  — j—  T  t' 

nvergent,  für  s  =  p'  +  t'  absolut  konvergent.  Dann  ist  (3)  /«r  5  =  - '  ^      ; 

Beweis:  Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

Pt'  +  p't  +  tt' 


I 
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Y -3s-  —  A 

g    ,  tf 


- 

4r  «.  _-  f  (^.  -  *)  -  (^._.  -  ^) 

.4«u-,,»,v 

AT  W     \«m  w  »tri  HI    f        An  w     XrtfT'j  fM  £^tì  rn 

\#k\  »*-9'l ,  tew  ^fk    I'  <-'k,;/ ,  < 

>-t  «w   x-p'  J  ^ (lèi  »u  *-'}  ~  Jv»  '  -  ,/\  ^ \ 


T+T' 


(T'+p*. 


Aï»«  ""Â'ïF  mW* 


womit  der  Satz  (VI)  bewiesen  ist. 

Ebenso  wie  der  Satz  (IV)  einfacher  ist  als  der  Satz  (V) 
zialfall  enthalten  zu  sein,  gibt  es  hier  zum  Satze  (VI)  zwei  ! 
die  nicht  für  t'  ==  i  bezw.  r  s  r9  =  j  in  (VI)  enthalten  sir 
(VIII)  nicht  in  (VII)  für  t  —  i  enthalten  ist. 

(VII);  Es  sei 

T  X  O,  p  +  T  ^  p',  f  -f-   I   >  ( 

und  (i)  für  s  =  p  konvergent,  für  s  =  p  -|-  t  absolut  konverge 

vergent.  Dann  ist  (j)  für   s  =  —  ^_j- — ■  konvergent. 

(VIII):  £j  Hl 

P  +  i  >  P',         P'  +  i  >  P 

und  {i)für  s  =  p  konvergent^  (2) für  s  =  ?'  konvergent.  Dann  ist  1 
konvergent. 
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CVni)  enthält  (IV)  for  p  =  p'. 

Beweis  von  (VU)  und  (VH1):  Beim  Beweise  des  Satzes  (VI)  wurde  die  absolute 
vergenz  von 

f-   g. 

:  verwendet,  um  schliessen  zu  können,  dass 

0  £^=0(x~o-o') 

d 

z)  fU  =  o(x^'-o 

.  Wird  im  Falle  des  Satzes  (VII)  unter  t'  die  Zahl  i  verstanden,  im  Falle  des  Satzes 
HI)  unter  t  und  t'  die  Zahl  i,  so  bleiben  (61)  und  (62)  und  damit  alles  folgende 
bog;  nur  muss  man  hier  (62)  so  begründen: 

d  (61)  im  Falle  des  Satzes  (VIE)  entsprechend. 

Bemerkungen  zu  einer  Folgerung  von  Stieltjes. 

Stieltjes   hatte   seinen   Satz  (III)   aufgestellt,    um    aus  ihm    die   Folgerung  zu 
eben  ?s):  Wenn  es  wahr  ist,  dass 

<3)  J(t(n)=0(^) 

*,  so  ist  für  jedes  X  >  o 

•4)  XH«)-*=0(^+ff), 

O 

v  (fi)  =  log  />  für  Primzahlen  n  =  />  und  Primzahlpotenzen  n  =  pu, 
v  (n)  =  o  für  alle  übrigen  n 
t;  (64)  ist  gleichbedeutend  mit 

Xlog/>  =  *+0(*^). 
0  jener  Folgerung  wandte  Stieltjes  den  Satz  (HI)  auf  die  beiden  Reihen 


«)  Vergi  die  In  Anm.  73  stfed 


u8 
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(66)  f  m-**-*C  =  C- (s)  +  r> (i)  _  2  CÇ (,) 

an,  wo  T(n)  die  Anzahl  der  Teiler  von  n  und  C  die  EuLER'sche  Konstante  i 
und  schloss  mit  Recht:  Nach  der  Annahme  (65)  würde  die  linke  Seite  von 
s >  j  konvergieren,  nach  dem  Dhuchlet  sehen  Satz 

y  (T(h)-  bg  »-ac)  =  o(yj) 

pS5] 

die  linke  Seite  von   {66)  ebenfalls;    nach  dem   Satz  (HI)   wäre   also,  da   jene 
Reihen  für  s  >  1  absolut  konvergieren,  das  DiRiCHLET'sche  Produkt 


welches  für  s  >  1 


ist,  für  j  >  ^  konvergent,  woraus  unmittelbar  (64)  folgt* 

Man  sieht  hier  wieder  einmal,  dass  die  Anwendung  allgemeiner   Konverg 
nicht  immer  das  beste  ist;  denn  Stieltjes  kam  trotz  wiederholter  Bemühungen 
über  den  Wert  —  in   (64)   hinaus   [unter    der   unbewiesenen    Annahme   (63)!], 
ich  habe  mit  Leichtigkeit  auf  elementarem   Wege  zeigen  ^   können,    dass   unter 
Annahme  (63) 

Jv(«)-x=0(x'+f) 
und  genauer 

yv(«)  —  x=  0(xTlogjc) 

wäre.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  hierfür  eine  neue  Beweisatiordnung  mitzu 
welche  sich  noch  mehr  als  die  frühere  an  Herrn  Hertens'  Beweis  77)  von 

* 

Yv(«)-  x=  0{x4  log*) 

■ 

[unter  der  Annahme  (63)!]  anschliesst. 
Aus  (63)  folgt,  wenn 

£(*(«)  =  M(x), 

s 

y^(w)logr/  =  N(x) 


76)  Über  den  Zusammenhang  einiger  teuerer  Saty  der  analytischen  Zablentheûrû  [Sitzungsberichte 
der  KaiserL  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  mathematisch-naturwissenschaftliche  Klasse,  Bd. 
CXV  (1906),  Abt.  IIa,  S.  s  89-63  2 j,  S,  606-608. 

")  Über  eine  \ahlentheor  tusche  Function  [Sitzungsberichte  der  KaiserL  Akademie  der  Wissenscht/fcn 
in  Wien,  mathematisch-naturwissenschaftliche  Klasse,  Bd.  CVI  (1897),  Abt.  IIa,  S.  761-830J,  S.  766^775. 
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Ktzt  wird, 

*)  =  £(M(ii)  — M(«-i^^ 

=  °%/*m-JT  +  °(^l°ex)  =  Otyxlog  x); 
ncr  folgt  aus  (63)  die  Konvergenz  von 

er  Wert  von  (67)  ist  alsdann  —  1,  wie  z.  B.  aus 

g-K»)  log  »_S'(0 

ei        n'        -  Ç'(*) 
irch  Grenzübergang  folgt;  ferner  ist 

frK") log  «  =  f-  M 00  -  AT("  -  0  =  f  NM  (  1 1     \       AT(x-i) 

fe«  fei  «  feiW\»«+i/  * 

]f  v(»)  =  —  g  K»)  log  n  ^J 

—  Zv(w)=  Z  K")i°gMI 

J.  x_  -L     ^  _i  _L 

x  3  «  x  3        «  r  3  x 3 

=  ZKn)l°gf,ZI  +  Z  Zt/'(w)l°gm  —  Z  K«) log n . ][  1 

Rst  Mal  Hai    «fesl  *=I  »»=->  I 

=  *Ì>(»)log«  v  +  Öllog«  +  OY  l/vlog  -f  +  O^lpgx.x"^) 

J-  _1_ 

=  /^-fiMlog«  +  0(xt,ogx)  +  0{fx\ogx±  i)  +  OOc'logx) 

(:-('f  )) 


Ke  Identität 
ergibt  nun 


=  xi 


+  0(x3  logx)  =  -x+  0(x3  log*), 


was  zu  beweisen  war. 
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Bemerkungen  zu  den  Untersuchungen  von  Herrn  Cahen  über 
Dirichlefsche  Multiplikation. 

Auf  Grund  des  STiELTjEs'scheo  Satzes  (IV)  [oder  auch  schon  des  Stieltjes's 
Satzes  (HI)]  ist  die  Konvergenzabszisse  von 

«  z$ 

höchstens  um  -J  grösser  als  die  grössere  der  beiden  Konvergenzabszissen  von 

M  '  Z$ 

und 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  diese  Zahl  •»,  welche  an  Stelle  des  gros 
Wertes  i  getreten  ist,  noch  verkleinert  werden  kann,  und  ob  es  überhaupt  ein 
Di  rich  let  scher  Reihen  gibt,  welche  für  s  >  <x  konvergieren,  wahrend  ihr  Dirne 
sches  Produkt  nicht  für  alle  5  >  «r  konvergiert. 

Auf  letztere  Frage  gibt  das  Beispiel  am  Anfang  des  §  i  nicht  etwa  die  Anr 
durch  Betrachtung  der  zugehörigen  Reihen 

fi        fL        fl. 

denn  die  Konvergenzabszisse  der  erstcren  beiden  ist  offenbar  o  ;  mit  der   festge 
Divergenz  der  dritten  für  s  =  o  würde  es  aber  wohl  verträglich  sein,  dass  sie  für  à 
s  >  o  konvergiert. 

Nun  steht  allerdings  in  der  Arbeit  von  Herrn  Càhen  7ö),  welche   das  Verdis 
hat,  zum  ersten  Male  die  DiRicHLET'schen  Reihen  als  Funktionen  komplexen  Arg 
studiert  und  hierbei  wichtige  Ergebnisse  erzielt  zu  haben,  der  Satz,  dass  aus  der  Ko*  | 
vergenz  von  (i)  und  (2)  für  s  ]>  1  stets  die  Konvergenz  von  (5)für$><H 
jedoch  leidet  der  Beweis,  welchen  Herr  Càhen  ^  für  diesen  Satz  beibringt,  an  l 
auch  beim  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  unheilbaren  Fehler.  Auf  deal 
fenden  mehrfach  in  der  Arbeit  vorkommenden  Fehlschluss  hat  zwar  schon  Herr  du 


?8)  Vergi,  die  tri  Anra.  24  zitierte  Arbeit,  S.  100. 

79)  Der    Satz    bezieht    sich    dort    auch    auf   den    allgemeineren    Fall    der    konvergenten  Reo«  I 

*  DO 

y  aH  e-1»1  und    V  \>m  f-K>  ,   vorausgesetzt,    dass    sie   einen    Bereich    absoluter    Konvergent  bestie,  | 

llV  * 

was  nach  Herrn  Cahen's  Untersuchungen  (I.  c,  S.  92)  im  Falte  der  Endlichkeit  von  lim  sup -«r-» 
Sicherheit  eintritt, 

80)  l  c-,  S.  ioq-ioi. 
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"e  Poussm  8l)  im  Jahre  1896  ohne  spezielle  Nennung  gerade  jener  Stelle  auf- 
rksain  gemacht;  die  Tatsache»  dass  der  vorliegende  Satz  dadurch  zu  einem  unbewie- 
sen wird,  ist  aber  bisher  nirgends  hervorgehoben  worden.  Es  handelt  sich  um  fol- 
ides.  Wenn  die  Dirichlet'scHc  Reihe 

^=-  a 


5  >  c  konvergiert,  so  ist  sie,  wie  Herr  Cahen  to)  zuerst   bewiesen  hat}   in   dem 
oiete 

e,  q^  r  konstant  sind  und  e  >  o,  r  >  q  ist,   gleichmassig  konvergent,    also  inst 
ädere  auf  dem  endlichen  Geradenstück  $=T*-f-**>  wo  t>t  ist  und  w  von  q  bis  r 
Daraus  folgt,  dass  für  y  >  o,  t  >  s,  xgo  das  geradlinige  Integral 


: 

uisbe- 


denn  auch  die  Reihe 


auf  jener  Strecke  gleichmässig  konvergent.  Herr  Cahen  schliesst  nun  M)  unerlaubter 


veise, 


dass 


Diese  gliedweise  Integration  ist  unberechtigt,  obgleich  auf  der  rechten  Seite  jedes 
Integral  konvergiert  und  auch  die  Summe  dieser  Integralwerte  konvergiert.  Die  gliedweise 
Integration  der  unendlichen  Reihe  über  das  unendliche  Intervall  wäre  auch  dann  noch 
©erlaubt,  wenn  Herr  Cahen  überdies  ihre  gleicbmassige  Konvergenz  für  das  ganze 
unendliche  Intervall  festgestellt  hätte.  Herr  Cahen  wurde  übrigens  zu  jenem  Fchlschluss 
durch  verleitet,  dass  in  einer  Notiz  KroneckeYs  84),  an  welche  er  anknüpft,  eine  für 
in  Betracht  kommende  gliedweise  Integration  einer  unendlichen  Reihe  über  ein 
unendliches  Intervall  angeblich  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  steht,  welche 
auf  Irrtum  beruht. 

Die  in  den  N°.  11  und  19  der  Cahen  'sehen  Arbeit  enthaltene  scheinbare  Entdeckung 
einer  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingung85)  für  die  Entwickelbarkeit  einer  analy- 
tischen Funktion  in  eine  DmiCHLET'sche  Reihe  wird  u.  a.  durch  jenen  Fehlschluss  auch 
Diese  Frage  scheint  mir  von  ihrer  Klarung  noch  weit  entfernt  zu    sein.    Ich 


8l)  VergL  S.  192- 195  seiner  in  Anm.  70  zitierten  Arbeit. 
8a)  1.  c,  S.  82-84. 
*3)  l  c.,  S.  95-94  und  S,  loo. 

5*)  Kotii  über  PoUniteihtn  [Monatsbericht    (kl    KflO^gL    ALiJemie   der   Wissenschaften  zu  Berlin, 
ahrgang  1878,  S.  $3-58],  S.  U- 

**)  L  c.T  S.  93-96  und  102-103. 

RtnJ    Cart,  M*itm.  Ptltrmo,  x.  XXIV  (jo  sCm,   1907).  —  Su  rapito  il  19  luglio  1907. 
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benutze  diese  Gelegenheit  zur  Veröfleotiicbuag  eines   klcii 
schriftlichen    Mitteilung  von  Herrn  Hukyvitz  verdanke  ;  er  b 
dass  der  unendlich  ferne  Punkt   stets  eine  singulare 
eine  (nicht  konstante)  DiRiciiLET'sche  Reihe 

—  n 

definierten  Funktion  ist  86),  Denn   ware    für    das    genieinsan 
^(s)  >  Q  und  des  Kreisausseren  \s\  >  c 

w  i>  =  £> 

so  würde  (68)  insbesondere  für  alle  reellen  s  oberhalb  eines 
Der  Grenzübergang  fur  s  =  -|-  co    liefert 

(«5»)  n=V  i 

Wenn  nun 

6,  =  *,  =    *  *  *    =  *^-  ™  »!  *«o  7e  o    (t 

ist,  d.  h.  /^o  der  erste  auf  der  rechten  Seite  von  (69)  nicht  vt 
ist,  so  ware  nach  (69) 

während  offenbar 

lim  r*  >  — r-  ä  o 

ist. 

Jene  irrtümliche  Ansicht  über  die  Vertauschbarkelt  von  Sin 
hat  Herrn  CaHEN  noch  6  Jahre  später  in  der  Anhangsnote  B 
Lehrbuches  der  Zahlentheorie  M)  zu  folgender  unrichtigen  Beine 
einigen,  aber  nicht  allen  berechtigten   Einwinden  gegen  seinen  t 
betreffenden  Satzes  Rechnung  trägt  :  «  Parmi  les  résultats  obte 
Quelque  petit  que  soit  ìe  nombre  positif  k,  U  nombre  des  nombre 
x  et  (1  -\-  h)  x  augmente  indéfiniment  avec  Xj  démontré  a    peu 
par  MM.    H  Adam  ARD   et  de  la  Vallée   Poussin.  J'en  ai  don; 
Nonnale  supérieure,  1894)  une  démonstration  non  rigoureuse 
démonstration  deviendrait  rigoureuse  si  Ton  parvenait  a  dèmoni 
par  Riemann  :  Les  racines  imaginaires  de  la  fonction  £(x)    sont 


8ÖJ  Für  den  allgemeineren  Typus  ^~  aH  e     *J  gilt  natürlich  der 

*7)  Sur  Us  nombres  premiers. 

&8)  Éléments  de  la  théorie  des  nombres  (Taris,   191x1),  S.    p 

••)  L  c,  S.  im  u8. 
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ìant  rid  ».  Jener  Beweis  würde  auch  unter  der  Annahme  der  Richtigkeit  der  Rie- 
NN'schen  Vermutung  falsch  sein. 

Doch  nun  zurück  zu  den  Reihen  (i),  (2)  und  (3)!  Nachdem  aufgedeckt  ist,  dass 
r  CAHEN'sche  Beweis  seines  Satzes,  besser  gesagt  seiner  Vermutung  [«  mit  (1)  und 
)  konvergiert  (3)  für  s  >  <x  »]' unrichtig  ist,  entsteht  die  Frage,  ob  diese  damals  von 
îiren  Cahen  ausgesprochene  Vermutung  richtig  ist.  Ich  vermag  diese  Frage  nicht  zu 
tntworten  ;  ich  kann  jene  Vermutung  weder  beweisen  noch  durch  ein  Beispiel  wider- 
en. 

Immerhin  will  ich  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  CAHEN'sche  Vermutung 
Widerspruch  zur  SnELTjEs'schen  Vermutung 

««.1 

ht,  wie  folgender  etwas  komplizierter  Gedankengang  ergibt. 
Wenn  eine  DiRiCHLET'sche  Reihe 

K=-I     71 

r5>5  konvergiert  und  e  eine  feste  positive  Grösse  ist,  so  ist  ^  für  positives  ins 

aendliche  wachsendes  w 

0)  /((r  +  e  +  a>t)=0(o)); 

s  folgt  unmittelbar  daraus,  dass 

00 

«-1  n 


snvergiert  und, 

x 


jesetzt, 

e« 

A.-A 


f(<t  +  z  +  <*i)  =  ^^ 


«— I 


-MO» 

n 


V  («+i)*       7        V  '  J'       u     * 


du 
du 


u'+> 

ît 

Wäre  nun  die  CAHEN'sche  Vermutung  richtig,  so  würde  das  DiRiCHLET'sche  Qua- 
rat,  der  DiRiCHLET'sche  Kubus,  . . .  ,  die  DiRiCHLET'sche  wte  Potenz  der  Reihe 

it?='-7  +  7-7+-l,-nt(,) 

«=n        ti  234 


•°)  Genauere  Abschätzungen  sind  hier  ohne  Belang. 


1*4 
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für  s  >  o  konvergieren.  Es  wäre  also  für  jedes  feste  j  zwischen  o  und  i  (o<? 
und  jedes  feste  ganzzahlige  positive  m  nach  (70) 

(l_2.-wr(C(3  +  <o0)"  =  O(w), 
also  wegen 

Nun  ist  bekanntlich  zufolge  der  RiEMANN'schen  Funktionalgleichung 
Ç(i  -j)=:a(ax)-r(0coa—  C(0 

(7a)         fo  -  3  +  «0;  =  po  -  »  -  <o,)j  =  i:(3  +  »i)|  doT""1} 

Für  o  <  a  <  y  ergeben  (71)  und  (72) 


C(i  _*  +  *,•)=  ()(«'    *"*), 


durch  a  ers 


wie  klein  auch  die  positive  Grösse  S  sei,  Wird  hierin  1  — 
also   für  *y  <[  3  <  1 

(73)  :(3^t^i)=0(a>i_^). 

Andererseits    würde    aus    Stieltjes'  Vermutung    (63)    in    Verbindung 
CAHEN'schen  Vermutung  folgen,  dass  die  rate  DirichletscIic  Potenz  von 

für  U  (5)  >  -j-  konvergiert.  Es  wäre  also  für  -^  <  j  <  1 


(74) 


Wenn  nun  3  irgend  ein  Wert  zwischen  -j-  und   1  ist,  so  folgt  aus  (73)  und 
Multiplikation 

1  =  0(a  '         ), 

was  für  ft  <  — I  3 —  1  einen  Widerspruch  enthält. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorangehenden,  dass  bereits  die  —  weniger  als   Stiel 
Vermutung  besagende  —  etwaige  Tatsache,  dass  die  Konvergenzabszisse  von 


(75) 


kleiner  als  1  ist,  im  Widerspruch  mit  der  CAHEN'schen  Vermutung  steht;  denn 
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pire  für  gewisse  s  zwischen  —  und  1  giltig.  Jedoch  steht  die  RiEMANN'sche  Vermutung 

Ç(5)  9ÉO      für       1(0  >t 
cht  im  Widerspruch  mit  der  CAHEN'schen  Vermutung;  denn  mit  der  RiEMANN'schen 
ermutung  wäre  es  verträglich,  dass  die  Konvergenzabszisse  von  (75)  gleich  1  ist. 

Zur  Widerlegung  der  CAHEN'schen  Vermutung  würde  es  genügen,  zu  beweisen, 
ss  die  rechte  Seite  von 

é=i       n'        *  Äi        »'         ~~  et  »' 
îe  positive  Konvergenzabszisse  hat,  d.h.  dass  nicht  für  jedes  & 

.  Wegen 

£i  =  ((,-,-W)).  =  (,_.! +  ^101 

t 

2*  =  *M-4'(-f)+4*(f). 

ro  t(x)  die  Anzahl  aller  Teiler  aller  Zahlen  ^  x  bezeichnet.  Über  -r(x)ist  durch  Herrn 
rotONOl  **)  bekannt,  dass 

76)  T(x)  =  *logx-f-(2C—  i)x+0(Vxlogx) 

R;  daraus  folgt 

J c'  =  xl°Zx  +  (2  C  —  0*  -  4-  -J"logX  -  4(2  C  —  1)-^- 

+  4.JLlogJL  +  4(2C-i)JL+0(fclog*) 
4  4  4 

=  0(l/*  log*), 
►dass  die  Konvergenzabszisse  von 

00       r 

nZTi    n 

îcr  Z.  -y  ist.  Ob  sie  >  o  ist,  weiss  ich  nicht  ;  jedenfalls  ist  ihr  Wert  nach  einem  von 
îerrn  Cahen  allgemein  bewiesenen  Satz  ^  über  die  Konvergenzabszisse  einer  Diri- 
WLET'schen  Reihe 


log 
=  lim  sup 


'«>-Ht)  +  HtÌ 


log* 
Es  hat  sich  oben  herausgestellt,  dass  die  Frage  unentschieden  ist,  ob  aus  der  Kon- 


•f)  Sur  un  problems  du  calcul  des  fonctions  asymptotiques  [Journal  fur  die   reine  und  angewandte 
tthematik,  Bd.  CXXVI  (1903),  S.  241-282]. 
9*)  L  c,  S.  102. 
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vergenz  zweier  DiRiCHLET'scher  Reihen  in  einer  Halbebene  die  ihres  formal  gebOd 
Produktes  in  jener  Halbebene  folgt.  Nun  zeigen  bekanntlich  die  Fakultätenreihen 

\    »1*. 

&i(i+l)...(5  +  ll) 

eine  grosse  Analogie  mit  den  DiRïCHLET'schen  Reihen,  und  es  muss  daher  sehr  au 
erscheinen,  dass  in  Herrn  Nielsen's  **)  Arbeiten  der  Satz  ausgesprochen  und 
steht:  «  Wenn  von  zwei  Fakultätenreihen 

n\am 


und 


—  s(s-\-  i)  ...  (*  +  «) 
nib 


die  erste  für  *<&($)  >  /,  die  zweite  für  ^(j)  >  1'  konvergiert,  wo  /  ^  o  und  t 


ist,  so  konvergiert  das  formal  gebildete  Produkt 

(77) 
wo 


*=,*(,+  !)...(,  +  «)» 


fl    I    V    -f"  fJL 


gesetzt  ist,  für  ^(5)  >  wi,  falls  gleichzeitig  m  ^  J  und  m  X  V  ist  ».  Bei  näherer] 

trachtung  zeigt  es  sich  jedoch,  dass  Herrn  Nielsen's  Beweisführung  für  diese  Behauf 

nur  durch  schwere  Fehlschlüsse  zum  Ziele  gelangt.  Es  seien  zwei  derselben  hier  erwi 

1)  Herr  Nielsen  ö5)  wendet  die  falsche  Ansicht  an  :  wenn  in  einer   Dopp 

X  V  =  *«  +  ».H 


erstens  jede  Zeile 


+  K  +  "«  + 

+  ••• 


>v 


absolut  konvergiert,  zweitens  jede  Spalte 


5    N 


|M 


93)  Vergi  meine  Arbeit  Ober  die  Grundlagen  der  Thecru  àtr  FakultäUnreihen  [Sitzungsberichte 
der  mathematisch-physikalischen  Klasse  der  KönigL  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften,  Bd.  XXXVI 
(1906),  S.   t  î  r  218], 

0*)  Sur  la  multiplication  de  dtu*  series  de  JactorieJìes  [Rendiconti  della    R.   Accademia  dei  lineò, 

classe  dì  scienze  fiòche,  matematiche  e  naturali»  Bd.  XIII,  I.  Semester,   1904,  S.   70-77];  Lis  shies  k 

neues  et  les  opérations  fondamentales  [Mathematische  Annalcn,  Bd.  UX  (1904),  S.   555-376J  (hierin 

nur  auf  S.  562-363  der  Satz  ohne  Beweis  unter  Bezugnahme  auf  die  vorige  Arbeit  ausgesprochen);  H&ndbtfb 

for  Theorie  der  Gatnmafuuktiou  (Leipzig,  1906),  5  99»  S.  252-254. 

95)  L  c,  S.  74  bezw.  S.  254. 
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lolut  konvergiert  und  drittens  die  Summe  der  Zeilensummen 

«0      ao 

ZZv 

«vergien,  so  sei  die  Doppelreihe  absolut  konvergent. 

2)  Nachdem  Herr  Nielsen  auf  diesem  Wege  bewiesen  hat,  dass  die  Reihe  (77) 
r  alle  s  konvergiert,  deren  reeller  Teil  gleichzeitig  grösser  als  /  -f-  1  und  als  /'  ist, 
bliesst  er  &)  mit  Recht  aus  Symmetriegründen,  dass  (77)  auch  konvergiert,  wenn 
achzeitig  ^R(*)>f  und  1K5)>''4~  *  *st>  aus  leidem  zusammen  folgt  nun  für 
am  Nielsen,  dass  (77)  konvergiert,  wenn  gleichzeitig  |ii(0>'  unc*  2K0>*'  *st' 
renn  also  speziell  /'  =  /  angenommen  wird  (was  den  Voraussetzungen  der  Cahen* 
hen  Vermutung  entspricht),  so  lautet  jener  Fehlschluss  :  (77)  konvergiert  für  |[l(0>/+i 
)d  für  g(5»î+i>  also  für  $(0>J- 

§7. 

Vereinfachung  einiger  Abschätzungen  in  der  Theorie 
der  Riemann'schen  Zetafunktion. 

Da  einmal  von  der  Reihe 

l^^F- = 0  -  2l"K  w 

é  Rede  war,  so  benutze  ich  die  Gelegenheit,  um  durch  ihre  Anwendung  (an  Stelle 
»derer  bekannten  Darstellungen  von  £($)  im  Streifen  o  <  ]|l(j)  <  1)  die  Untersu- 
hungen  der  N°.  I  und  II  meiner  Arbeit  ^  zu  vereinfachen  :  «  Sur  quelques  inégalités 
hns  la  théorie  de  la  fonction  £(5)  de  Riemann  ».  Dabei  brauche  ich  hier  die  Kenntnis 
euer  Arbeit  nicht  vorauszusetzen. 

In  N°.  I  derselben  handelte  es  sich  darum,  einen  neuen  Beweis  für  den  Mel- 
v'schen  Satz 

8)  £(*  +  »  i)  =  0(*-*)  (o  <  5  <  1) 

.zugeben.  Diese  Relation  beweise  ich  jetzt  folgen dermassen.  Es  ist  für 

S  =  Z  -J-  OiJ,  O  <  Z  <  I,  0)  >  o 


=  Z(— £-  +  (-0^1  f      £, 


9e)  1.  c,  S.  74  bezw.  S.  254. 

07)  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  Bd.  XXXIII  (i'/>'))t  S.  229-241. 


also 


. 


M 


■  -*  n 


*\o\±n 


M 


<!-?  +  (»  +  -) 


f  ■  -,. 


o(-->)  + 


*  + 


0(* 


und  hieraus  ergibt  sich  (78)  wegen 


fci—  ^— o*i  v     «.i— îr 


\2' 


Aus  (78)  folgt  nach  Herrn  Melli\  mit  Rücksicht  auf  (72)  für  o<:Z; 

SO  +  *  j)  =  Ç(,  -  3  +  ci)  0(w*~*)  =  O(V^). 
In  N*.  II  meiner  genannten  Arbeit  verschärfte  ich  die  MüLLiv'schen  Resultat 
Heranziehung  des  VoRONOï'schen  Satzes  (76)  zu  dem  Ergebnis 

(79)  C(*  +  ü»f)=  0(»*~**fkgm)    für     0<*^f, 

Ç(S  -f  cai)  =  0(wTtI    "  /Eg»)     für     y  ^  2  <  1. 

Dies  führe  ich  jem  einfacher    folgendermassen   aus.    Für   JR(j)!>—    ist, 
als  Folge  der  VoRONofschen  Relation  festgestellt  wurde, 

(.-2-y(!:w)*  =  i^-. 

Genauer  ergibt  sich  wegen 

Cx  =  fcn=0{Vx\ogx) 


für 


I«»-f  y  <  3  <  I,  tu>0 

n  ^.=  y  '-  +  y  °-    >-» 


(i£ll 


•+1  du 


also 


^y-^  +  ^yc/    i£ ^ — , 

,_|,,  ([«    ]  +  l)' 


=  »SS+^HSj)  +  ofr*"1**-)  =  of  y  +  0(. 


«gen 
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cm  =  T(n)  für  ungerade  n, 

cn  =  T(»)  —  4TI — j  für  gerade,  nicht  durch  4  teilbare  n, 

cu  =  T(n)  —  4  Ti  —  1  -f-  4  Ti  —  1  für  durch  4  teilbare  n 

D,  =  îiK\  =  0(xlogx), 

2_  1  J_  n 

éa    „-       £*         .»  L     \r?       (n  +  if)  +  ^  +  ^ 

=  Ofnlogn^+o(^)  =  0(W--hogtt), 


(1  -  a'^-O'PCs  +  o>0)'  =  O(o>'    '  log»), 

Ç(s  -f-  m  j)  =  0(a>T<"  Vloga>). 

eraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (72)  unmittelbar  die  andere  Behauptung  (79). 
Im  Gegensatz  zu  dieser  Anwendung  der  für  f£(*)>o  giltigen  Gleichung 

lass  ich  bemerken,  dass  die  Schlüsse,  welche  Herr  von  Schaper  gegen  Ende  seiner 
issertation  •*)  an  diese  Gleichung  angeknüpft  hat,  falsch  sind;  dieser  unrichtige 
^weis  eines  HADAMARö'schen  Satzes  [«  Die  RiEMANN'sche  Funktion  £  (ç),  als  Funktion 
3n  i2  aufgefasst,  hat  die  Höhe  o  »]  ist  auch  in  Herrn  Torelli's  ä)  grosse  Monographie 
ber  das  Primzahlproblem  übergegangen.  Herr  von  Schaper  hat  nicht  beachtet,  dass  in 

y(-ir 

C(0  =  =7 


r  Nenner  der  rechten  Seite  Nullstellen  mit  reellem  Teil  i  hat,  was  seinen  Beweis 
flstösst.  Übrigens  gibt  es  heute  für  jenen  HADAMARD'schen  Satz  zahlreiche  richtige 
:weisanordnungen. 


98)  Ueber  die  Theorie  der  Hadamard'jc/;™  Funktionen  und  ihre    Anwendung   auf  das  Problem  der 
Im^ahlen  (Göttingen,  1898),  S.  6063. 

0»)  Sulla  totalità  dei  numeri  primi  fino  a  un  limile  assegnato  TAtti  della  R.  Accademia  delle  Se* 
che  e  matematiche  di  Napoli,  Ser.  II,  Bd.  XI,  N°.  1  (1901),  S.  1-222],  S.  110-112. 

Rmd.  Grt.  Mstcm.  Palermo,  t.  XXIV  (a°  «cm.  1907).  —  Stampato  il  30  luglio  1907. 
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Ein  Analogem  zum  Abel'schen  Satee  über  Multiplikati« 

Die  nächsten  Untersuchungen  sollen  wieder  an  eine  Tai 
Gewöhnlichen  Potenzreihen  he/w.  der  C.\ian 'sehen  Multip 
Reihen  anknüpfen. 

Abel  io°)  hat  bewiesen  :  «  Wenn  die  beiden  Reihen 

(80)  £  *.  =  A 
und 

(81)  tV.  =  B 

•      l 

konvergieren  und  wenn  (das  formale  CAUCHY'sche  Produkt) 

(-) 

wo 

gesetzt  ist,  konvergiert,  so  ist 

Abel  bewies  dies  durch  folgende  Betrachtung  :  Für  —  1 
absoluten  Konvergenz  der  in  Betracht  kommenden  Potenzreih 

n—o  w«=o  w— .0 

nach  dem  «  ÄBEi/schcn  Stetigkeitssatz  »  ist  also,  da  die  drei  Ri 
als  konvergent  vorausgesetzt  werden, 

1 8.  =  Um  £  iM  X»  =  lim  (  V  x      x- .  £  (1 


..xMim1     [î_*"  =1«..] 


Erst  CesAro  lot)  hat  unter  den  gemachten  Annahmen  die 


0O)  Untersuchungen  übet  dU  Reibe  ; 


l 


.     ff*  .    m  .  (m  —  1)      .    ,    m  .  (m  —  1  )  .  (iw  —  2) 

1      1  f    1     .     2              tj     ,     2       .        | 

( Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  HJ.  I  (1R26),  S.   |lt-j 

sut   fa  drfa 

"   1      "■        1,2  '  r .  a ,  j 

K&N**J  competes,  2.  Aufl.  (îSKiL.  Bd.  ÎJ,   S.   2.v>. 

'•■)  5«r  /<*  mttUipikalion  des  séries  [Bulletin  des  Sciences  Matbématiq 
Tei!  I,  S,  114-120],  S»  1 14-116;  vergi.  auch  sein  Elementares  I  efohuth  der 
dit   Infiniti simaîrtrhtttittg,  deutsch  herausgegeben  von   Herrn  Kowalewski  ( 
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I3I 


Grenz  Wertbetrachtungen   ohne   Hinführung   der  Variablen    x    folgendermassen 
1  IW). 
ist,  wenn 

Za.  =  A» 


±K  =  B„ 


=  D. 


vird, 


V-*-|J^I  +  |  V=-|  \  /  *■»* 

/ 

O.  +  A  +  •  •  •  +  D,  =  £  ±  5¥  ar+i_v  =  £  5V  f  «,+1_, 

=  t  B*A>+>-  * = i  4*—» = 4  *' + A*B*-> + •  •  •  +  ^ß.- 

lim  At  =  j4, 
lim  B,  =  B 

B,  =  B  +  *t 

lim  e,  =  o, 

(-00 

limyj,  =  o. 


n,  wenn 


;ird, 


v=-i 

=  ABt +B£e*+ A£tr>>+.-' + |j  *.'»•*.-.» 

r **  +  rèi v  +  t,V'  +  Tè  Mi+— 


st 


I-.0O  »  y^, 


Ich  andere  die  CESÀRo'sche  Beweisanordnung  nur  ganz  unwesentlich  ab. 


W<7< 

w<f 

ist;  für  alle  />2t  ist  daher,  da  in  jedem  Gliede  zvnt^t 
als  T  ist, 

womit  (84)  bewiesen  ist.  Ferner  ist  bekanntlich,  wenn 

lim  kt  —  k 
ist,  a  fortiori 

(8;)  lim  *■+*.+  -"-fcA  =  |. 

Aus  (S3)  folgt  also,  dass 

ist    Cesäro    haue    damit    die    wichtige   Tatsache    entdeckt, 
CAUCHv'sche  Produkt  zweier  konvergenter  Reihen  divergiert, 
der  t  ersten  Partialsumrnen  in  jenem  Produkt  für  /  =  00  geg 
vorliegenden  Fall,  wo  überdies  die  Existenz  von 

limDt  =  D 


l 


vorausgesetzt  wurde,  erhielt  er  unter  nochmaliger  Anwendun 

Satz 

D  =  AB. 

Für  DmicHLET*sche  Multiplikation  behaupte  ich  nun  den 
(IX):  Wenn 

konvergieren  und  wenn  das  Dirichlet' 'sehe  Produkt 

m 

Ir., 


wo 


r. 


I«A 

~        1 
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ifalls   hottvtrgiertÈ  so  ist 
ietveis  :  Die  drei  DmiCHLET'sclien  Reihen 

fi 
Off' 

fur  2ji(*)>  i  absolut  konvergent;  daher  ist   dort,    da  (88)  das    DiRiCHLET'sche 
ukt  von  (86)  und  (87)  ist, 


n' 


r 


drei  Reihen  (86),  (87)  und  (88)  sind  ferner  für  %(s)^>o  konvergent  (nach  dem 
:>r'schen  Fundamentalsatz  über  Konvergenz  DiRiCHLET'scher  Reihen)  und  sie  stellen 
reguläre  analytische  Funktionen  von  j  dar  (nach  dem  CAHEN'schen  Fundamentalsatz 
den  analytischen  Charakter  DiRiCHLET'scher  Reihen)  ;  daher  stellen  die  linke  Seite 
ma  die  rechte  Seite  von  (89)  für  J&  (5)  >  o  dieselbe  analytische  Funktion  dar  ;  (89) 
pit  also  auch  für  |&  (j)  >  o,  also  speziell  für  s  >  o.  Lasse  ich  nunmehr  die  reelle 
Variable  5  zu  o  abnehmen,  so  folgt  aus  dem  Analogon  zum  AßEL'schen  Stetigkeitssatz 


ZT.  =  lim  1%  =  Km(tA.£4i 
ifei l"        .-ofew'        ,-0  \&i  n'    fei  »'  ) 


P. 


m  fei  «'     .=0  é-,  »'         ifei  "  è-,   " 


S?- 

Einiges  über  Dirichlefsche  Reihen  im  weiteren  Sinne* 

Einen  elementaren  Beweis  des  Satzes  (IX)  im  Sinne  des  CESÀRo'schen  für  Cau* 
Sr*scbe  Multiplikation  besitze  ich  nicht,  und  ich  hebe  noch  besonders  hervor,  dass  mein 
'biger  Beweis  nicht  nur  —  wie  der  AßEi/sche  für  Potenzreihen  —  eine  reelle  Variable 
taiührt,  sondern  die  Theorie  der  Funktionen  komplexer  Variabein  benutzt,  um  schliessen 
1  können,  dass  (89)  für  s  >  o  gilt. 

Ich  würde  mich  freuen,  wenn  ein  Leser  dieser  Arbeit  einen  elementaren  Beweis 
n  (IX)  ausfindig  machte  ;  vorläufig  bleibt  die  Frage  offen,  ob  ein  entsprechender  Satz 
t  die  Multiplikationsregel  gilt,  welche  allgemeineren  Reihen  vom  Typus 


o) 


«_« 


.-x.. 
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=_ 


oboe  absolute  Konvergenzhalbebene  entspricht.  Diese  Muh 
stehen:  aé ,  ^t,  ...  sei  etQC  monoton  ins  Unendliche  w 
dann  wird  formal  zwei  Reihen 

(90  s>. 

und 

(?2)  |;p. 

diejenige  Reihe 

m 

(93)  Zt« 

151 

zugeordnet,  in  welcher  yf,  y2,  |  ,  .  * ,  die  nach  wachsende: 
Produkte  »i  ß^  sind.  D.  h.  die  verschiedenen  unter  de 
wachsend  geordnet,  vt ,  va ,  »  f  . , .  t  ¥e|  ...  ;  dann  ist  y,  c 
*iP«t  ^ör  welche 

\  +  \.  = 

Aus  dem  am  Ende  der  Einleitung  angeführten  Grund« 
tiplikation  nach  einer  solchen  \-Regel  nicht  nachgehen 
darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  aus  der  absoluten  K( 
Konvergenz  von  (92)  jedenfalls  nach  dem  SrrELTjEs'scher 
von  (93)  folgt. 

Über  die  Reihen  (90)  will  ich  nur  im  Anschluss  an 
mir  einige  Bemerkungen  machen  und  lege  die  andere  Bez< 

(94)  £7 


-♦-j 


zu  Grunde,  wo  lt ,  lt ,  •  * .  eine  Folge  positiver»  monoton 
Grössen  ist.  Ich  habe  in  jener  Arbeit  einen  Satz  von  Hern 
dass  ich  nachgewiesen  habe:  a  Wenn 


ist  und  f(s)  die  durch  die  Reihe  (94)  definierte  Funktion 

in  der  Halbebene  |l(.f)>  y—  l   regulär».  Herr  Franel 
Briefe  folgende  etwas  vereinfachte  Beweisanordnung  für  d 


103)  Ober  einen  Sut\  von  Herrn  Ph ragmen  [Acta  Mathematik!., 

IO+)  Hierzu  ist  nur  lm  =  e-3*",  cû  =  ot„  e~*"  zu  setzen.  Der  Fall  r 

zu  behandeln  als  der  Fall  komplexer  cm  . 
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= l + .)^j^> = c + '*z£"t&  -  e + o/-^. 

»bei  ist  der  Integrand  für  u  =  l2 ,  /} ,  ...  unstetig.  Wird 

K*)  =  cu  +  g(u) 

r,  so  ist  einerseits  nach  Voraussetzung 
K«)  =  O(«0, 

idererseits  £-^f  integrierbar;  daher  ist  für  ^(5)  >  o 
ierin  ist  nach  (95)  fur  $(5)  >  y  —  1 

j,,  «,+* 

Bonvergent  und  stellt  dort  eine   reguläre   Funktion    dar,   da  für   ^(5)  >  y  —  1  -f~  e 
5>  o)  dies  Integral  gleichmässig  konvergiert.  Ferner  ist 

c(i  +  5)    1  c 

—r-j-T 

&e  ganze  transzendente  Funktion,  sodass  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Einen  anderen  Satz  dieser  An  hatte  Herr  Lerch  io5)  schon  vor  mehreren  Jahren 
hne  Mitteilung  seines  leicht  ergänzbaren  Beweises)  angegeben,  nämlich  :  «  Wenn  die 
monoton  wachsende  positive  Grössen  sind,  für  welche 

U  - '.  =  0(O>      o<Y<i 

t,  und  /(*)  durch  die  DnucHLET'sche  Reihe 

00         7  7  T 

/(0  =  Zfs±r- --r 

efiniert  wird,  so  ist 

*  1K0  >  Ï  —  *  regulär  ». 


105)  Sur  les  séries  de  Dirichlet  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des 
âences  (Paris),  Bd.  CXXVIII  (1899),  S.  1310-1311J. 


fr- -£■.•£*■• 


Beweis  :  Für  s  >  o  ergibt  sich  nach  Voraussetzung  die  (absolute)  Konvex 
von  (88)  und  die  Konvergenz  von  (86)  und  (87),  sowie  die  Giltigkeit  der  Gide 
(89)*  Nach  einem  kürzlich  von  mir  lo6)  bewiesenen  Satze  folgt  aus 


wenn  für  abnehmende  s 


lim  m  log  n  y,  =  o, 


lim  y  -ïs-  =  c 


existiert  [was  hier  wegen  (89)  der  Fall  ist],  die  Konvergenz  von 

t-i. 

und  die  Gleichung 

damit  ist  der  Satz  (X)  bewiesen. 


,o6)  Ober  dit  Konvergenz  einiger  Klassm  vm  unendlichen  Reihen    am    Rande  des  h 
[Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik,  Bd,  XVIII  (1907),  S.  8-28J,  S.  9. 
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S  u. 

Über  die  Multiplikation  von  Integralen. 

Zum  Abschluss  dieses  Teils  meiner  Betrachtungen  will  ich  nun  über  die  den  Di- 
et'sehen  Reihen  verwandten  Integrale  lo?)  von  der  Gestalt 


/%(<)'-' 


-dt 


ge  Sätze  beweisen.  *j(/)  braucht  nicht  stetig  zusein,  sondern  sei  folgenden  weiteren 


io8> 


lussctziiDgen       )  unterworfen:  <p(/)  ist  für  alle  endlichen  i  X  i  als  komplexe  Funk- 
reellen  Argumentes  definiert,  liegt  in  jedem  endlichen  Intervalle  f  — (i  ■ . .  w)  dem 
Juten  Betrage  nach  unterhalb  einer  endlichen  Schranke  und  ist   über  jedes    solche 
vali  eigentlich  integrierbar.  Wenn  o(f)  und  [(t)  zwei  solche  Funktionen  sind,  so 
sst  steh  formal  das  Produkt  der  beiden  als  konvergent  vorausgesetzten  Integrale 


.6) 
od 

97) 

irieder  in  der  Form 


tum 

r  ■,<.■)■- 


-dt 


dt 


dt 


Istcllen,  wo 

Denn  es  ist,  wenn  man  (96)  und  (97)  multipliziert, 

f  >?Q)r'dt.  f  \(f)r'dt=s  f  U(f)t-  f  $(u)*-*du\dt 

»,  falls  die  Vertausch ung  der  beiden  Integrationen  erlaubt  ist, 

f%0)r,dtJ'^(,)rdt  =  j^{v-j,9Q)^^^dty^ 

as,  wenn  /Q)  die  in  (99)  augegebene  Bedeutung  hat,  das  Integral  (98)  ist. 


lo7)  Vergi.  S-  208-218  meiner  in  Anni.  93  zitierten  Arbeit.  Die  dort  mit  I"',  II'"  bezeichneten  und 
^trn  Pin'CHEruE  zugeschriebenen  Sitze  waren  übrigens  schon  vor  ihm  in  einer  Abhandlung  von  Herrn 
tTTAC-LEFFLER  ÌSuf  la  reprheniaikm  analytique  d'une  branche  umforme  d'une  jonction  monogene  (Qua- 
ème  note)  lActa  mathematica,  Bd,  XXVI  (H}02)y  S.  $$}'J$l]f  S.  Î76-J77J  auf  einem  von  Herrn 
ìraGMÉs  angegebenen  Wege  he  wiesen  werden 

IOÄ)  In  den  wichtigsten  Anwendungen  ist  nnmlich  <?  (J)  nicht  überall  stetig. 

AMÌ.    Qr«*  M*ttm    Paltrma,  t,   XXIV  fjP  len.    *?&})>  —  Stampata  0  Ju  luglic    1907.  I1 


-/(f)  lasst  steh  auch  in  der  Form 

schreiben. 

Es  entsteht  nun  —  ahnlich  dem  Problem  der  Dirk  ht  loschen  Multiplikation  u 
lieber  Reihen  —  die  Frage  nach  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Gilrigkeu  der  Gleit 

über  welche  ich  kurz  einige  Bemerkungen  machen  will,  ohne  sie  weit  zu  verfi 
Die  Variable  s  ist  bei  dieser  Form  der  Fragestellung  nicht  nötig;  sondern  es  h 
sich  um  die  Frage,  wann  aus  der  Konvergenz  zweier  Integrale 


(100) 
und 

(lOl) 

die  Konvergenz  von 

(102) 

und  die  Gleichung 

03) 

folgt,  wo 


J~y(t)dt 
fUOdt 

J,  Mii 
x®-/tc*tfR<- 


Wenn 


gesetzt  ist.  Ich  behaupte  den  Satz,  welcher  dem  STŒLTjES'schcn    Satz   (I)   entspr 
(XI):   Wenn  (100)  absolut  konvertier!  und  (101Ì  konvertiert,  so  konvergiert  (\ 

und  es  besteht  die  Gleichung  (103). 
Beweis:  Es  ist 

£*»" = jf*jf  »oo*  (-f)  7, j" = r  *?<•/" + (i) di 

=   r^duf   $(v)udv=  P<?(,<)du  f'$(v)Jv. 

y{u)du  —  4>(w), 
fy(v)dv  =  V(w) 

Nach  Voraussetzung  gibt  es  eine  Konstante  g%  sodass  für  alle  u 

/If 
lrf0)M«  <£ 


gesetzt  wird,  so  ist  also 
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Dd 

ioj)  |^  )(v)dv  <g 

t,  feraer  nach  Annahme  von  S  >  o  ein  v  =  v  (X),  sodass  einerseits  für   alle  }\v 
èstp  >  o 

tee)  j      fc(«OI*»<gj 

d 

andererseits  für  alle  (ü\v 


<! 


>8)  /    <f(u)du.  I    if(y)dv —   /    9(u)du.  /    <|»(t>)</w 

r  cu  ^  v1  ist  alsdann 


ri» 
SO 


\[li0àt-£9(u)du.£^(v)d^£  °\f(u)\}-du+f*  Mu)\2gdu 


rrfT 

.      8      ,  8        28 


jTx(o<"  -  fio*)*»- £ui>)di\  ^  |/*xco<"  -  £<t(u)du.£it(v)dv 

+  \£l(u)iu.£lt<v)iv  -  f\(u)du.£*t(v)dv\  <  ^.  +  A  =  8, 

omit  (103)  bewiesen  ist. 

Die  Betrachtungen  von  Herrn  Nielsen  ioq)  über  die  Multiplikation  der  Integrale 

£9Q)f-'dt, 
reiche  durch  die  Substitution  f  =  —  unmittelbar  wegen 

/>),-*,  = /--L9(-L)»-^ 

den  obigen  Typus  übergehen,  sind  auch  unter  der  von  Herrn  Nielsen  gemachten 
inahme  der  abteilungsweisen  Stetigkeit  seiner  Funktionen  <p(/)  und  ty(t)  unzulässig, 
ine  Vertauschung  zweier  Integrationen  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  die  untere 
renze  o  der  betreffenden  Integrale  (welche  meiner  oberen  Grenze  oo  entspricht)  un- 
'rechtfertigt.  Zur  Rechtfertigung  jener  Vertauschung  zitiert   Herr   Nielsen   zwar   bei 


Io0)  Auf  S.  1 18-120  seines  in  Anm.  94  zitierten  Handbuches. 
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dea  Worten  «einem  bekannten  Satze  zufolge»  Stolz*  Grundlage  der  Differential 
Integralrechnung,  Bd.  III  tïo);  Ja  er  jedoch  (im    Gegensatz   zu  seinen  sonst  sehr 
führlichen  Zitaten)  keine  nähere  Angabe   über   die   Stelle   dieses   Buches    m:\ 
der  Leser  nicht  mit  Sicherheit  feststellen,  welchen  richtigen  Satz  der  Integralredmu 
Herr  Nielsen  falsch  angewendet  hat. 

Ich  will  jetzt  auch  ein  Analogon  zum  STiELTjEs'schen  Satz  (II)  für  Integrale« 
wickeln. 

(XII):  Es  sei  (100)  absolut  konvergente  (101)  konvergent;  man  betrachte  alU  ln\ 
graie  von  der  Form 

wo  6)  ^  i  endlich  ist  und  /(w,  u)  für  jedes  w  ^  i  nebst  i  ^  u  ^_  r*  einen  endli 
Wert  ^i  hat.  Dann  gibt  es  nach  Annahme  von  X>  o  ein  X  =  >(X),  sodass  für 
(o  X  \  tvenn  überdies  für  i  ^L  u  ^L  X 

ist, 


ist. 


In  (XII)  ist  offenbar  (XI)  als  Spezialfall 


enthalten. 

ßüft/m  von  (XII):  £  und  v($)  seien  im  Sinne  der  Relationen  (104),  (105),  (106) 
(107)  und  (108)  bestimmt.  Ich  nehme  nun  i  =  v,  h  X  X  sowie  für   1  ^  m  ^  a 

an;  dann  ist 


^[^t  co(v  (/e»,  o)~»w)^ + \£ T(o(v(/(«d  0)  -  »(->M 

^/|^)!i7d'+rwo|2^'<^+24=f' 

|/-^~?(0^-J^K'V<| 


<il  +  A  =  X, 

NJ,Tj       ' 

womit  der  Satz  (XII)  bewiesen  ist. 


11  °)  Leipzig,  1899. 


Ober  dir  Multiplikation  dirichlet'screr  rfitien. 


S    «• 

Eine  Anwendung  der  Multiplikation  Dirichlefscher  Reihen  auf  die 
arstelJung  der  Anzahl  der  Idealklassen  eines  algebraischen  Zahlkörpers. 

Ich  will  jetzt  zu  Jen  DlWCHLET'schetJ  Reihen  zurückkehren  und  mich  spezielleren 
oblemen  zuwenden,  die  sich  zunächst  noch  auf  die  Multiplikation  beziehen.  In  einem 
ehögen  Fall  hatte  ich  in  einer  früheren  Arbeit  *")  bewiesen,  dass  das  DiRiCHLET'sche 
odukt  einer  konvergenten  und  einer  divergenten  Reihe  konvergiert,  und  will  jetzt 
rfür  einen  einfacheren  Beweis  angeben,  der  auch  etwas  weniger  aus  der  Primzahl- 
orie  voraussetzt.  Es  handelt  sich  (in  meiner  gegenwärtigen  Ausdrucks  weise)  um  das 
llCttLET'sche  Produkt  der  konvergenten  Reihe 

der  divergenten  Reihe 


fF(n) 


n 

F{n)  die  Anzahl  der  Darstellungen  von  n  als  Norm  eines  Ideals  in  einem  gegebenen 
ebraischen  Zahlkörper  bezeichnet.  Wie  ich  a.  a.  O,  bewies,  ist  diese  Reihe 

siehe  im  Falle  des  quadratischen  Körpers  der  Diskriminantc  D  mit  der  bekannten  Reihe 


fei  \  n  /  n 


lentisch  ist,  für  jeden  Körper  konvergent  und  =gh}  wo  h  die  Anzahl  der  Idealklassen 
md  g  eine  andere  durch  den  Körper  wohlbestimmte  positive  Konstante  ist. 


Für  diesen  Satz 


t*-»< 


•0 


<•-£*»>' (t) 

t,  will  ich  nun  eine  neue  Beweisanordnung  angeben.  Dieser  neue  Konvergenzbeweis 
:r  Reihe 

HO  r 

V  -fi- 
fe-, n 

^tzt  aus  der  Primzahltheorie  nur  die  von  mir  bewiesene  Gleichung 
to9)  |-F(»)log»=_I 


llt)  Über  dû  Darstellung  âtt  Anzahl  der  Idtaìkìassen  eims  algtbraisc  J- 

**  Rtibe  [Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  ßtl 


bekannt  voraus,  während  mein  damaliger  Beweis  meinen  weitergehenden  Satz 

2"<">=0(e?;) 

zugrunde  legte.  Es  wird  ausserdem  die  aus  der  WEBER*schen  ,I9)  Relation 
(no)  H(x)  =  ±Fi*)*=ibx  +  O0r*\ 

i 

wo  v  den  Grad  des  Körpers  bezeichnet,  leicht  messende  Folgerung  benutzt: 

(tu)  *(*)  =  Z^r  =ehl°sx  +  e  +  °c*",|i 

ß  eine  Konstante  bezeichnet;  aus  (no)  folgt  in  der  Tat 

^  FQQ-xJ  _  j-  //(«)  -  ghn  -  (H(n  -  i)-fi("  ~  0) 

=  v(//oo-,M(v-^)  +  H^^ 

_  f  Ort    r    Q(«'"f)  _.  v  0("'~')  _   f     °("'"  *)     -     Ofx"M 

-,4,»(»+0"1"  -v+i    ~s=i»(«  +  0     -ä.«(«  +  0"^    v 


PI 


wo  y  konstant  ist,  also 

(m)  =  £*!og*  +  fi+0(*~*). 

Aus  (109)  folgt  einerseits  die  Konvergenz  von 

él  «  ' 

dieser  Wert  muss  alsdann  o  sein,  und  es  ergibt  sich  genauer,  wenn 

,    ^-  ìl  (n)  log  «  ,  s 

~  ft 

gesetzt  wird, 

do-seau-  tea—  i'00!?;— > 

=  ~  X.e(M)(iog^  "  log(»+0)  +  log(*+i) 


(112) 


/log*} 


,,a)  Ueber  einen  in  der  ZabientbeorU  angewandten  Satt  der  Integralrechnung  (Nachrichten  der  Köm 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  mathematisch- physikalische  Klasse,  Jahrgang  1* 
S.  275-281);  Ueber  Zahhngrupjun  in  aipbraiuben  Körpern.  (Zweite  Abhandlung)  [Mathematische  Anwl 
Bd.  XLIX  (1897),  S.  8J-IOOJ.  S.  89-94. 
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Nach  diesen  Vorbemerkungen  über  bekannte  Sätze  (in)   und   (112)   wird   sich 
Behauptung 

'ht  folgendermassen  ergeben.  Es  ist 


't  +  |l08"i^Ì+f*+|l,  +  1I,  =  f*+|,ì' 

s  zu  beweisen  war. 

§  13. 

Neuer  Beweis  einer  Vermutung  von  Herrn  Lehmer. 

Eine  andere  Anwendung  jener  Multiplikationskunstgriffe  ist  folgende.  In  einer  frühe- 
in Arbeit  II8)  hatte  ich  durch  eine  komplexe  Integration  und  unter  Benutzung  von 
igenschaften  der  Zetafunktion  und  verwandter  Funktionen  zuerst  den  Beweis  dafür 
[bringen  können,  dass 

lim  —  fi^BÇn) 

x—00    X    jkTx 

«stiert,  wo  p(»)  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  n  bezeichnet  und  0(w)=  1  ist,  wenn 
De  Primfaktoren  von  n  die  Form  4  m  -|~  3  haben,  während  sonst  B(n)  =  o  ist  "4). 
Ä  kann  auch  heute  jenen  Satz  nicht  elementar  beweisen  ;  der  Zweck  dieses  Para- 
phen ist  vielmehr  zu  zeigen,  dass  er  aus  einem  später  "5)  von  mir  mit  denselben 
Aszendenten  Hilfsmitteln  bewiesenen  Satz  elementar  folgt  (sodass  man  also  zum 
Preise  aller  Sätze  der  Primzahltheorie  hier  jene  Kette  transzendenter  Schlüsse  einmal 


II3)  Bemerkungen  %u  Herrn  D.   N.  Lehmer';  Abhandlung   in  Bd.   22  dieses  Journals,  5.  295-55; 
*nerican  Journal  of  Mathematics,  Bd.  XXVI  (1904),  S.  209-222]. 

11  *)  Auf  die  a.a.O.  bewiesenen  zwei  anderen  Sätze,  die  den  Progressionen  3  m -f- 2  und  6m -f- 5 
(sprechen,  ist  natürlich  die  neue  Beweisanordnung  des  Textes  auch  anwendbar. 

,IS)  Meine  in  Anm.  15  zitierte  Arbeit  erschien  zwar  früher  als  die  in  Am 
3ter  verfasst  und  in  Druck  gegeben,  wie  aus  den  Datierungen  23.5.1*' 
h  bàtte  also  damals  die  LsHMER'sche  Vermutung  noch  nicht  w5 


ersparen  kann),  nämlich  aus  der  Gleichung 

von  der  schon  in  §  2,  N°.  4,  /?)  die  Rede  war  lie). 

Wird  zur  Abkürzung 

W(w)  =  <:„ 
gesetzt,  so  ist  für  s  >  1 

yiv  =  (I_JrVwfxOîM0 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 


und 


(•-;)n(--7)n(---;) 

wo  r/  die  Primzahlen  41W  -f~  5»  r  die  Primzahlen  4;»  -f-  l  durchläuft;  denn 


'+± 


i^=n(-+7+?'+F+-)=n^i 


Wird 


I />)K»)  =  1 X  x(«M»)  =  s. 


7 


gesetzt,  so  ist  Sv  die  Summe  der  ersten  x   Glieder   in    dem   DiHiCHLET'schen  P 

der  Reihen 


und 

für  s  =  o,  und  man  erhält   weiter 
Ich  setze 


«')=!■? 


H  —  I  X 

£x(«)f*0OÄK*> 


11  °j  Don  wurde  SOgW  die  Reatihichitiung  Ol..      |  verwendet.  Ein  Blkk  auf  dit 


\     l     t 


Rechnungen  icigt,  tos  f-s    -  '  auch  genügt  hätte;  da  es  sich  dort  überhaupt  nur 

iti  1  <leichung  zu  beweisen,  war  es  gleichgiltig,  welche  bekannten  Sät 

wurden. 
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js  (113)  folgt 


*0)  = 


I 


flog*!' 

Isilogni  T  llogxi       /logxr 
1   nunmehr  schliesse  ich  so: 

5<  =  llxOOK»)  +  îxOOK«)  Î  «  -  t  »  IxOOK«) 

=  |+(t)  +  2x(")|t(,,)["f  ]  ~  ^+^ 

-  & k«  *i + £* + w + 0<rx) + IsïM  =  ^ + w 

mit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

§  M- 
Lösung  eines  Problems  von  Herrn  Kluyver. 

Herr  Kluwer  legte  mir  in  einem  Briefe  ein  Problem  vor,  welches  im  einfachsten 
.k  (den  ich  der  Deutlichkeit  wegen  vorausschicken  will)  folgendermassen  lautet. 

Es  sei  p(«)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfaktoren  von  n.  Herr  Kluyver 
gte  mich,  ob  ich  die  Gleichung 

er«        n 
weisen  könne,  deren  Richtigkeit  er  auf  Grund  heuristischer  Erwägungen  vermutete. 
Dass  im  Falle  der  Konvergenz  der  Reihe  auf  der  linken  Seite  von  (114)  ihr  Wert 
0  ist,  ist  leicht  einzusehen,  z.  B.  auf  Grund  der  für  s  >  1  giltigen  Gleichung 

en       ä*  £1   tif   na    ti' 

o 

Y(»)  =  1  für  Primzahlen  und  Primzahlpotenzen, 
Ye«)  =  o  für  alle  II?)  anderen  n 


ll*)  Auch  for  n=  1. 

imd.  Gn.  Mmttm.  PtUrmo,  t.  XXI V  (a°  »cm.  1907).  —  Sump« to  U  jo  luglio  1907. 


EDMUND     LANDAU, 


ist;  (uj)  beruht  auf  der  offenbar  zutreffenden  Tatsache,  dass 

nur  für  quadratfreie,  von  i  verschiedene  «=£,•*<£.  von  Null  verschieden  und  alsda 

=  yO>>(jt)  +■—  +y(P,)i*(|-)  =  fC-  ir1  =  -  rGOrf») 

ist.  Wenn  s  gegen  i  abnimmt,  so  ist  bekanntlich 


lim 


log 


und 


lim  -L-  f  CO)  =  i; 


da  somit  auf  der  rechten  Seite   von  (115)  der  erste    Faktur  logarithmisch    unend 
der  zweite  von  der  ersten  Ordnung  Null  wird,  so  ist 

im  Y  ls4ï       =  o, 

woraus  im  Falle  der  Konvergenz  der  Reihe  auf  der  linken  Seite  von  (114)  die 
tigkeit  von  (114)  folgt  IlS). 

Ich  bin  nun  imstande,  die  Konvergenz  jener  Reihe,  also  des  Dikichlet  sehen 
duktes  der  divergenten  Reibe 


1        y  Y 00  __  - 


mit  der  bedingt  konvergenten  Reihe 


too 


I    ,     n 

nachzuweisen  und  stütze  mich  dabei  erstens  auf  einen  Sat/  von   Herrn  Meri 
nach  welchem 

/(.,)  =  y  ïM  =  log  ioKv +  ,/  +  }.! 

ist,  wo  A  eine  Konstante  bezeichnet,  zweitens  auf  die  von  mir  bewiesene  Gleichuni: 


««-^-«(ài)- 


IlS)  Ich  lege  keinen  Wert  tt.uMuf,  afa  Schnelligkeit  der  Konvergenz  det  im  Folgenden  bcTiinJcl 
ten  Reihen  ^eoatttt  absmdtäMa  (wis  natürlich  .mi  ilei  11  Wege  d<      I  beben  Lmn^ 

lose  genau  die  mir  von  Herrn  Kluwer  vorgelegte  A  jener  Reihen  zu  bc 

rt9)  Vergi  die  in  Anni.    52  zitierte  Abhandlung,  S.   52.  Die   Summe    der    den     IVîm -..îhlpoîen 

entsprechenden  ZusiitzßliedtT    zu   dir    MERTINS'schen   Summe   V  —  nähert   sich  offenbar  fur  jt  = 


einer  endlichen  Grenze. 


F& 


/' 
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iXraus  folgt 

yK")p(")=yT(")f  K"»)   |        f      ï00yK?0 

Llo«*^*, 

fei     n    (log  log  x)1    '  r4-n       « 

=  0((loi^/«)  +  0(^)-/(iof7,)) 

=  °((äfe)  +  °dog  Jogx  +  ^  +  W  -  loglogj^  -  ^  +  {i|) 

=  ^+Q(loglog,-loglogx)  =  ^' 

womit  (114)  bewiesen  ist. 

Herr  Kluwer  legte  mir  allgemeiner  folgende  Vermutung  vor,  die  ich  auch  mit 
meinen  Hilfsmitteln  beweisen  konnte.  Er  vermutete,  dass  allgemein  für  jede  arithmetische 
Progression  die  Reihe 

\  fjj6)  f  ^mk  +  *Qp(mfe  +  *0  _  y  fr 00 P 00 

•  fco  mk  +  h  tk         n 

konvergiert.  Mein  Beweis  hierfür  lautet  folgendermassen. 

Für  s  >  1  und  jeden  Charakter  modulo  k  besteht  wegen 

I  Y(Dx(Dn(f  )x(f  )  =  x(«)£ï(0ii(-r)  =  -  hOOpOOxOO 

die  Gleichung 

r„^  f  K")P(")X(")  _  f YOOxOO  f-nOOxOO 

d)  Wenn  xOO  der  Hauptcharakter  ist,  folgt  die  Konvergenz  von 
(„8)  jr  P  00  P  00x00 

aus  (117)  genau  wie  oben  die  Konvergenz  der  linken  Seite  von  (114)  aus  (115); 
denn,  wenn  ^'  eine  Summe  bezeichnet,  in  welcher  n  nur  die  zu  k  teilerfremden  Zahlen 
durchläuft,  so  ist  einerseits 

(»»)  £I«ä0!>  =£ïfiU  loglog,  +  A-  +  M 
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und  andererseits  I9°) 

(120)  ^^(^^^fl/'' 

Aus  (119)  und  (120)  ergibt  sich  also  annlog  zum  Obigen  für 
Konvergenz  von  (118). 

b)  Wenn  x,(h)  nfcht  der  Hauptcharakter  ist,  so 

y  ïWxW 
&  M 

konvergent,  da  Herr  Mertens  lal)  die  Konvergenz  von 

rXW 

nachgewiesen  hat;  andrerseits  ist  nach  meiner  Relation 

SB, 

* K»)i(»)  _  5- 1* 00x00  ,  g/  > 
ta      «        ~  A  "  \1ok:- 

v-y00x00_c 
&     •    "-*■• 

yYOOxOO  _5 

Ar.         «  ' 

fP(»M»)r.  T 
yt00z00  =  T 


Wird 


°)  Denn  aus  der  Relation 


folgt 


also  hier 


und  es  ist 


Ä~   ir,   -         Ug'x/' 

ei      »         è;      "  UgJ*/' 


■•')  Auf  S.  61  seiner  in  Anm.  32  zitierten  Arbeit. 
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ctzt,  so  ist  also 

aus  folgt 

äi  n 

=  ^T00x(«)yK»)x(»)  ^       TWtWyK^W 

X 

^bfï(")x(")r     ,        f       T(»)x(»)r 

LlogxJ 

-  è.     »     [T+ ° V(iog îog *y ; J  +  °  f  «1,    « 

=  r(S+ ,.D +o(jS^2;  io)  +  o(/W  _/(£)) 
-rj+l.|+o(^^)  +  |.|=sr+|.l 

lass  für  jeden  Charakter  die  Konvergenz  von 
tgx  j-^(»)p(»)x(«) 

wiesen  ist. 

Nunmehr  müssen  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 
i)  Es  werde  in  der  vorgelegten  Progression  mb  -\-h 

(k,  h)  =  i 

•genommen.  V  repräsentiere  die  zu  h  inverse  Restklasse  modulo  k.  Die  Reihe 

jrK*)p(tt)XvOOy 

iche  für  jeden  Charakter,  d.h.  für  v  =  i,  2,  ...  ,  <f(k)  konvergiert,  werde  mit 
[IT)  multipliziert;  alsdann  mögen  diese  <p(h)  Reihen  gliedweise  addiert  werden.  So 
pbt  sich  die  Konvergenz  von 

U.(»)p(«)>    Yv(«fc') 

óì  «  «=*  »  ' 

*>  der  vorgelegten  Reihe  (116). 
2)  Es  sei 

(*,*)  =  *>! 


(A',  J)?OQ 

t  (Jt,  o   - 

gesetzt.  iïs  ergibt  sich  unter  Anwendung  einer  elementar-zahler 
die  ich  a.  a.  O.  ,aa)  ausgeführt  habe,  wenn  ^_'  bezeichnet,  dass 
sein  soll,  für  s  >  i 

wo  ^  für  >  s=  iT  2,  . . ,  ,  r  gewisse  zu  k  teilerfremde,  zwischen 
durchläuft.  Für  5  =  1  ist  nun  auf  der  rechten  Seite  jede  Sun 

nach  meiner  früheren  Arbeit  und  jede  Summe 


w 


nach  dem  obigen  konvergent.  Die  Gleichung  (121)  ergibt  also, 
gelesen,  die  Konvergenz  von 


(.16) 


auch  im  vorliegendem  Falle,  dass  A  und  /;  nicht  teilerfremd  sii 
Herr  Kluwer  teilte  mir  weiter  die  folgenden  von  ihm  he 
Unionen  mit,  welche  ich  beweisen  kann  : 


(122) 

WO 


TCyK")p(")p(^\=£lOOsinH 
—         n  \2*f        m    n 

V-  K  (»)  P  00  1        I    ■     *  *|  XT  " 


*^î      H 


COS«; 


P(;y)=  ^  —  [y]  —  1  für  nicht  ganze  v, 
P(j)  =  o  für  ganze  y 

und  —  eine  rationale  Zahl  -r-  ist,  deren  Nenner  h  zum  Zahle 


a)  Auf  S.  75-76  der  in  Anm.  15  zitierten  Arbeit, 
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rdies  in  (123)  nicht  quadratfrei  sein  darf.  (123)  ist  so  zu  verstehen,  dass  links  die 
sdcr,  in  welchen  n  einen  quadratischen  Teiler  hat,  garnicht  auftreten  la3). 

Was  zunächst  die  rechten  Seiten  von  (122)  und  (123)  betrifft,  so  folgt  ihre  Kon- 
genz  aus  Schlüssen,  welche  schon  Herrn  Fatou  la4)  für  die  Reihe 

?£ 

dem  Einheitskreise  für  einen  anderen  Zweck  angestellt  hat.  Auf  der  rechten  Seite 
l  (122)  und  (123)  steht  nämlich  der  imaginäre  und  reelle  Teil  der  über  alle  Prim- 
len  und  Primzahlpotenzen  erstreckten  Summe 

y 'iL 

fei    n 
y  =  c*\  Da  die  Primzahlpotenzen  jedenfalls  einen  konvergenten  Beitrag  liefern,  ist 

>  gerade  die  Konvergenz  des  imaginären  Teils  von  (124)  für  y  =  t  *    ,  (0,  Jfe)=i 

VKa 

i  des  reellen  Teils  von  (124)  für  y  =  e  *    ,  (a,  k)  =  1  und  nicht  quadratfreies  k  zu 
reisen.  Herr  Fatou  wendet  hierzu  mit  Recht  die  MERTENs'sche  la5)  Relation 

lT=mloglogx+A+U] 

fa 
1  und   erhält  Ia0),  wenn  hx ,  h2 ,  . . .  ,  h^{h)  ein  vollständiges  Restsystem  teilerfremder 
ihlen  modulo  k  ist  und 

setzt  wird, 

2H  pai 
f^x     P  p^x      P  p^x    P  p^x    P  p^x    P  p^x       P 

p\h  p=hx  P^hy(i) 

=  (,».  + . . .  +  «*»««)^)  1Qg  1Qg*  +  ß  +  IM, 

ro  S  konstant  ist,  also,  da  e*1 ,  . . .  ,  «**<*>  die  primitiven  £  ten  Einheitswurzeln  sind, 

Im  Punkte  ^  =  e  konvergiert  also  nach  (125)  der  imaginäre  Teil  der  Reihe  (124) 
r  alle  k  und  der  reelle  Teil  von  (124)  für  jedes  nicht  quadratfreie  k. 


ia3)  Dass  der  Logarithmus  (ur  gewisse  ti  sinnlos  sein  kann,  schadet  also  nichts;  fur  quadratfreie 
tann  dies  der  gemachten  Annahme  gemäss  nicht  eintreten. 

I94)  Sur  les  séries  entières  à  coefficients  entiers  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de 
xadémie  des  Sciences  (Paris),  Bd.  CXXXVIII  (1904),  S.  342-344J,  S.  343-344. 

iaS)  Vergi.  S.  62  seiner  in  Anm.  32  zitierten  Abhandlung. 

Ia6)  In  seiner  zitierten  Note  brauchte  er  nur  den  Fall  zu  behandeln,  dass  h  e 


In  (122)  und  (123)  konvertieren  »liso  die    rechten 
älteren  MERTENs'schcn  Primzahlsätzc.  Die  Konvergenz  der 

den  obigen  Ergebnissen.  In  der  Tat  haben  die  Funktionen  PÌ 

die  Periode  k,  su  Qfl  linken  Seiten  durch  Multiplikation  e 

Reihen  des  Typus  (116)  mit  konstanten  Faktoren  und  glie 
also  konvergent  sind. 

Aus  der  Konvergenz  ihrer  linken    und   ihrer   rechten 
Richtigkeit  der  Gleichungen  (122)  und   (123)   noch    uicht; 
elementar  den  Beweis  zu  Ende  zu  führen. 

Für  i  >  1  ist  wegen  der  absoluten  Konvergenz,  falls 


nï  »  n'   "      r-  n    J 


wo 


ist.  Wird  über  A  =  i,  2,  . . .  ,  ft  summiert,  so  ist  also 


"»'       -  «'      es  —  w 


fc-t    *=k 


(126) 


—  =  y 

ne       »•"  oe         »w 

=  Z-=rZK«)K"0  =  -  Z"*  ïO 

_  f  y  FMK») .  y  !^1  =  v  T(«) 


i)  Es  habe  i  einen  quadratischen  Teiler.  In  (126)  konver 
Seite,  wpie  oben  festgestellt  wurde;  ferner  konvergiert  in  jedem  1 
links  der  erste  Faktor 


m=h 


m 


wie  gleichfalls  oben  bewiesen  wurde,  und  [da  zufolge  des  sonst 

Faktors  nur  solche  /;  in  Betracht  kommen,  für  welche  (/;,  k)  q 

Faktor 

2  TC  h  n  a  ,    2  ic  A 1 

hm  COS  r 1 

ti  =t *-  +  *5 


sin 


—   // 


=  rl°g(2|sinT|)~,:'p(^ 
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yiert  ebenfalls;  (126)  ergibt  also  beim  Grenzübergang  für  s  =  1 

ii»K  =yj  K")pO")  1    (2LntÉ)  +*ijy  K"0f0")  f(*j\ 
«       sä     »         VI     «l/T'  ea      m        Va«/ 

VI        2  I  /  — 1         '"  V  2  «  / 


m 


wegen  (114) 

fa      »  Ér.  m  5|         2   |~       —  w  \aw/1 

oraus  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  die  behaupteten  Gleichungen  (I22) 


id  (123)  folgen. 


2)  Es  sei  it  quadratfrei.  Dann  werde  in  (126)  zuvörderst  für  s^>  1  der  imaginäre 
cH  genommen  : 

Isdann  kann  wegen  der  Konvergenz  aller  auftretenden  Reihen  zur  Grenze  5=1  über- 
gangen verden,  und  man  erhall  die  behauptete  Relation  (122). 

§  «5. 

Über  das  analytische  Verhalten  der  Reihen  Vx?  und  ^L^r< 
Herr  FaTOU  la7)  hatte  für  Primzahlen  k  die  Relation  (125),  die  alsdann 

2  7:  pai 

lutct,  benutzt,  um  aus  ihr  zu  schliessen:  Die  unendliche  Reihe 


/M  =  l£ 


fivergiert  eigentlich  für  y  =  e  *  ,  indem  ihr  reeller  Teil  —00  ist;  wenn  y  auf  dem  Radius 
t  k    sich  dem  Rande  des  Hinheitskreises  nähert,  nähert  sich  also/(v)  nicht  einem  end- 

JÌTJI 

chen  Grenzwert;  die  auf  der  Peripherie  dicht  verteilten  Punkte  e  k  (k  Primzahl) 
bad  also  singulare  Punkte  der  analytischen  Funktion  f(y);  f(y)  ist  also  über  den 
ünheitskreis  nicht  fortsetzbar,  und  es  ist  daher  auch  die  Funktion 

F 

■du  fortsetzbar.  Wie  Herr  Fatou  erwähnt,  hatte  ich  gelegentlich  einmal  I3fi)  bemerkt, 


ia7)  L  c,  S.  J44. 

,aS)  Auf  S.  102  der  Abhandlung  Ueber  die  \u  einem  algebraischen  Zahliòrper  gehörig*  Zetaf unction 
«i  dit  Ausdehnung  der  Tschebyschep^^«  Prim^ahUnthtorU  auf  das  Problem  der  Verkeilung  der  Primi- 
■*&  [Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik»  Bd.  CXXV  (1905),  S,  64-188]. 

RtnJ.   Ore.  Mattm.  Pahrmo,  i.  XXIV  (a°  icm.    1907).  —  Sumpatu  il  ji  luglio   1907. 


I 


die  für  |ÌCO>  1  g^ge  Gleichung 

fi27Ì  Y—  —  -^-  H  Y  e^x'-'dx 

sei  für  die  Fortsetzung  der  durch  die  linke  Seite  von  (127)  definierten  Funktion  ?[. 
ungeeignet,  während  die  Gleichung 
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£«•  _rwi,   £' 


nach  Riemann  die  Fortsetzbarkeit  von    7  — 7 

—    N 


liefert;  denn  es  sei  nicht  bekannt, 


1/ 

p 
über  den  Einheitskreis  fortsetzbar  ist.  Da  nun  Herr  Fatou  die  Nichtfortseubarkdt 1 
(128)  bewiesen  hat,  ist  gewiss  (127)  ungeeignet  für  jenen  Zweck;  ich  hatte  übrig 
damals  leicht  auf  anderem  Wege  I39)  die  l:ortsetzbarkeit  der  Funktion  P(i)  fc 
können  l3°).  Immerhin  habe  ich  inzwischen  erkannt,  dass  Herrn  Fatol? 's  spezielle! 

smethode  zum  Nachweise  der  Nichtfortsetzbarkeit  von  (128)  unnötig  ist,  indem  1 
Tatsache  aus  einem  ganz  allgemeinen    Satze   von  Herrn  Fabry  i31)  über  Poti 
folgt,  also  mit  dem  Umstände,  dass  die  p  Primzahlen  sind,  nichts  zu  tun  hat. 

Der  Satz  von  Herrn  Fabry,  der  kürzlich  durch  Herrn  Faber  l3fl)  auf  neuem 
einfacherem  Wege  bewiesen  worden  ist,  lautet:  «  Die  Koeffizienten  einer  im 
kreise  konvergenten  Potenzreihe 

mögen  folgende  Eigenschaften  haben.  Es  gibt  eine  positive  Konstante  X    und   um 
viele  Indizes  mti  mjy  . ..,  tnvJ  ...  derart,  dttH 


ferner 


lim  —  =  o 
ist,  wo  s¥  die  Anzahl  der  Indizes  n  zwischen  m„  (1  —  X)  und  wv  (1  -j-X)  bezeichnet, 


"•)  S.  102*  r 04, 

*3°)  Natürlich  liesse  sich  a  posteriori  dieser  Nachweis  auch  so  wenden,  dass  er  an  dk 
(127)  anknüpft;  doch  wäre  dies  nicht  der  einfachste  Weg. 

x**)  Sur  les  points  singultir  s  d'un*  fonction  donni*  par  son    développement    m  sèru  ei  Tin 
du  prolongent* ni  analytique  dans  des  cas  trh  généraux  [ Annales  Scientifiques  de  H 
ricure,  Ser.  IIJ,  Bd.  XIII  (1896),  S.    367-399],  S.   381*582;  Sur  l<rs  sJrirs  de  Taylor   qui  ont  um   ìnfimi 
de  points  singuliers  [Acta  mathematica,  Bd.  XXII  (1899),  S.  65-87],  S.  86. 

*3a)  Über  dit'  Nichi* Fot  turbar kt  it  gewisser  Pottnqreihtn  [S'nzungbi 
Italischen  Klasse  der  König).  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften,  Bd.  XXXIV  (1904),  S.  63-74], 

a  70. 
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:  welche  au  von  Null  verschieden  ist.  Dann  hat  f(y)  den  Einheitskreis  zur  natür- 
hen  Grenze». 

Hieraus  folgt  speziell  l88):  «  Die  Potenzreihe 

/(y)  =  I  *,?, 

P 

0  p  eine  Folge  positiver  ganzer  Zahlen  durchläuft,  ist  über  ihren  Konvergenzekreis 
icht  fortsetzbar,  wenn  die  Anzahl  der  p  von  i  bis  x,  dividiert  durch  x,  für  x  =  oo 
m  Grenzwert  o  hat  ».  Denn,  wenn  der  Radius  des  Konvergenzkreises  gleich  i  vor- 
usgesetzt  wird  (was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist),  so  lässt  sich  aus 
en  p  eine  Folge  tnl9  ma,  . . . ,  mv,  ...  auswählen,  für  welche 

S2?R  =  ' 

ft;  falls  nun  a  =  i  gewählt  wird,  so  ist  gewiss 

lim—  =  o, 

1  sv  nicht  grösser  als  die  Anzahl  der  p  bis  2  mv  ist. 

Daraus  folgt  offenbar  ganz  speziell  die  Nichtfortsetzbarkeit  von 

/&)  =  £/, 

o  p  die  Primzahlen  durchläuft.  Aber  auch  die  Nichtfortsetzbarkeit  der  a.  a.  O.  ia4) 
•wähnten  Reihe 

129)  £y"P, 

P 
wo  p  alle  Primideale  eines   algebraischen  Zahlkörpers  durchläuft,  ergibt  sich  so.  Denn 

s  ist 

p 

*o  die  Anzahl  G(n)  der  Darstellungen  von  n  als  Norm  eines  Primideals  nur  für  Prim- 
aten und  Primzahlpotenzen  von  o  verschieden  sein  kann. 
Da  von  der  Reihe 

e  Rede  war,  möchte  ich  noch  besonders  hervorheben,  dass  Tschebyschef  l35)  im  Jahre 


»33)  Vergi.  Faber,  Über  Potenqreihen  mit  unendlich  vielen  verschwindenden  Koeffizienten  [Sitzungs- 
richte der  mathematisch-physikalischen  Klasse  der  Königl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften, 
.  XXXVI  (1906),  S.  581-583],  S.  581. 

«34)  Vergi.  S.  r02  meiner  in  Anm.  128  erwähnten  Abhandlung. 

*35)  Lettre  de  M.  le  professeur  Tchébychev  à  M.  Fuss,  sur  un  nouveau  théorème  relatif  aux  nom- 

:s  premiers  contenus  dans  les  formes  4  n  -f-  1  et  /[n-\-  1  [Bulletin  de  la   classe  physico-mathématique 

l'Académie  Impériale  des  Sciences  de  St.-Pétersbourg,  Bd.  XI,  S.  208;  Œuvres,  Bd.  I  (1899),  S.  697]. 


H« 
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1853  angab,  beweisen  zu  können:  «  Die  Reihe 

rv  —  es<  _|_  r*  _|_  r«<  _  rtp  _  e-n<    |_  ^* 

(wo  den  Primzahlen  4  m  -J-  3  das  positive,  den  Primzahlen 
zeichen  entspricht)  hat  für  positives  zu  Null  abnehmend. 
Behauptung  bedeutet  für  die  Reihe  (128),  dass  bei  Annäh 
—  pt  an  deu  Punkt  —  i"  ihr  imaginärer  Teil 

H/ 

über  alle  Grenzen  wächst.  Da  bis  heute  nicht  entschieden  ist, 
nicht,  so  ist  zu  vermuten,  dass  TscHEBYSCHEr-'s  unpublizierte 
tung  einen  Irrtum  enthalten  hat. 

Über  die  dem  beliebigen  Körper  vom  Grade  i\2  entspn 

0*°)  Zw 


f'-P!+P7  +  P"--' 


" 


NV 


welche  durch  die  Identität 

mit  (129)  zusammenhangt,  hatte  ich  seinerzeit  iao)  auch  ohne  1 
tische  Verhalten  von  (129)  auf  Grund  der  für  ^§t(*)>  1  gilti 

I^=log^)-(^I^r.  +  fl^ 

zeigen  können,  dass  die  durch  (130)  definierte  analytische  Fun 
^l(j)=  1  hinaus  fortsetzbar  ist  und  für  Ji(j)>i r-  mit  Aus 

1 —  <  ^EL(jr)  <  1  etwa  angehörigen  Nullstellen  von  £k(/ 

regulär  ist.   Ebenso  benutzte  ich  für  den  natürlichen  Rationalité 
für  5R(j)>  1  giltigen  Gleichungen 


^)--=±!^^ 


M 


und 

um  zu  schliessen,  dass  die  für  ^  (5)  >  1  durch 

definierte  Funktion  P(j)  in  jedem  Punkte  der  Halbebene  ^X(s) * 
kein  aliquoter  Teil  von  s  —  1  oder  von  einer  Nullsteile  von  £ 


's6)  t.  c,  S.  104-105. 
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Unter  der  Annahme  der  Richtigkeit  der  RiEMANN'schen  Vermutung 

Ç(î)^o    für    ko>4 

Herr  Kluyver  t3?)  schon  früher  aus  der  bekannten  Gleichung  (131)  ohne  nähere 

ührung  geschlossen  :  P(s)  würde  für  [E(*)!>o  mit  Ausnahme  unendlich  vieler  toga- 

her  Singularitäten  regulär  und  über  die  Gerade  ìi  (i)  =  o  nicht  fortsetzbar  sein. 

Behauptungen  Herrn  Kluyvbr's  sind  richtig,  wie  ich  im  Folgenden  durch  Rekon- 

tion  seines  Gedankenganges  bestätigen  will.  Auf  Grund    der   RiEMANN'schen  Ver- 

og  haben  alle  Nullstellen  von  £(i),  welche  der  Halbebene  Ji(j)  >  o  angehören, 

reellen   Teil  i-  Auf  jedem  Strahl,  der  vom  Punkt  o  aus  durch  eine  solche  Null- 

le  ins  Unendliche  gezogen  ist,  liegt  also  nur  je  eine  Nullstelle.  Die  aliquoten  m  ten 

jeder  solchen  Nullstelle  sind  also  für  alle  quadratfreien  m    Pole   von    P'(/);   ich 

he,  um  mehrdeutige  Funktionen  zu  vermeiden,  von  P'(r)  und  knüpfe  die  Schlüsse 

die  Gleichung 

welche   zeigt,    dass  P'(0   ^ür   %0)7>  °    nieromorph    ist.    Wenn    also   dargetan 

cn  kann,  dass  die  aliquoten    quadratfreien    Teile    der    Nullstcllen    von    ^(5)    sich 

jeder  Stelle  der  Achse  des  Imaginären  häufen,  so  ist  unter   Herrn    Kluyver's  An- 

e  die  Nichtfortsetzbarkeit  bewiesen.  Wegen  der  Symmetrie  braucht  dies  nur    für 

oberen  Teil  der  Achse  gezeigt  zu  werden,  und  es  ist  nur   nötig,   unter   der   An- 

e,  dass  die  Nullstellen  in  der  oberen  Halbebene 


») 


X  +  M    -r  +  kh 


-.«r+M, 


&<&<•■•) 


nd,  festzustellen j  dass  die  Zahlenmenge 


m 


(n  =  1,  2,  3,  4, 


=  1»  2,  h  S» 


■) 


Strecke  (o  ...  00)  dicht  erfüllt;  denn  alsdann  gehören  der  Umgebung 

°  <  H (0 "^  *>        «  —  *  ^  | (0  ^  <*  +  * 

Punktes  ai  (tf  >>  o)  gewiss  unendlich  viele  quadratfreie   Teile  s  =  JH(*)  +  *3C0 

Nullstellen  der  Zetafunkrion  an. 

Nun  hat  Herr  von  Makgoldt  l3Ä)  für  die  Anzahl  t3g)  ty(f)  der  Nttllsteüen  «-(-^i 


*37)  Benadering  sformtdes  betreffende  de  priemgetaìien  hetmìen  tene  gegeven  gr uns  [  Konin  gli  jke  Akade- 
mie van  Wetenschappen  te  Amsterdam,  Verslag  van  de  Gewone  Vergade  ringen  der  Wis  cu  Natu  y  r- 
Undige  Afdeeling,  Bd.  VIII  (1900),  S.  672-682],  S.  678,  Fussnote  2. 

*3*)  Zu  Riemann'j  Abhandlung  v  Utber  die  Anzahl  der  Primiahkn  unter  finer  gegebenen  Grösse  » 
Journal  for  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  CX1V  (1H95},  S.  255-305],  S,  255-273.  Übrigens 
M  Herr  VOW  Mangold r  neuerdings  in  (ijj)  Ö(loga  t)  durch  O(logf)  ersetzt  *Zwr  Verkihng  der  Null- 
teilen  der  RiüMANnV^m  Funktion  ;{1)  (Mathematische  Annalen,  Bd.  LX  (i90>),  S,  1-19],  S,  inj;  doch 
It  fïur    den   vorliegenden  Zweck  bereits  die  Schärfe  von  (153)  nicht  erforderlich, 

■39)  Hierbei  sind  mehrfache  NuüueUeu  entsprechend  oft  zu  zahlen. 


EDMUND     LANDAU. 


ist.  Wenn  also  u  und  v  gegeben  sind,  wo 

i>  >  r  *  >  o 
ist,  so  ist  für  grosses  m  die  Anzahl  der  Nullstetlen  xm  -{-  $mi  von  C(j),  für  welche 

K 


M  <^  —  Z.  V 


m 


=  — vm  log  m  -|-  O(w) —  «m  log  m  —  0{tn) 


2% 
v  —  u 


i 

2« 


m  log  m  -f-  ö(w), 


also  von  einem  gewissen  m  an  positiv.  Die  aliquoten  quadratfreien  Teile  der  Null 

von  £(j)  häufen  sich  also  in  der  Nähe  jeder  Stelle  der  Achse  des  Imaginären.  Un 

der  von  ihm  gemachten  Annahme  der  Richtigkeit  der  RiEMAXN'schen  Vermutung  konn 

also  Herr  Kluwer  mit  Recht  schliessen,  dass  P(j)  über  die  Gerade   ^(i)^onk 

fortsetzbar  ist. 

Auf  Grund  des  zur  Zeit  gesicherten  Besitzes  in  der  Theorie  der  Zetafunkrion  ; 

ich  jedoch  die  Frage  als  offen  bezeichnen,  ob  P(s)  über  jene  Gerade  fortsetzbar  isn 

nicht.  Zwar  ist  der  Punkt  s  ss  o  sicher  eine  wesentlich  singulare  Stelle  von  Pfyi 

i 
er   Häufungsstelle   der   Pole  s  =  —  (m  quadratfrei)  von  F  (s)   ist.   Aber  auf 

nicht   reellen    Strahl   vom    Nullpunkt    in  die  rechte  Halbebene  könnte    mehr   als 
Nullstclle  von  Ç(j)  liegen;  auf  der  rechten  Seite  von  (152)  haben  also  eventuell  1 
(natürlich  nur  endlich  viele)   Glieder   einen  Po!  erster  Ordnung,    sodass  ein 
quadratfreier  Teil  einer  in  der  Halbebene  |I(j)>o  gelegenen  Nullstelle  von  £(i)  au 
reguläre  Stelle  von  P'(s)  sein  kann  und  die  obigen  Schlüsse  versagen.  Die 
Punkte  von  P'(J)  m  ^er  Halbebene  |K(5)>  o  (sie  sind  Pole  erster  Ordnung) 
ausser  den  Punkten  —  für  quadratfreies  m  diejenigen  quadratfreien  Teile  j0  von  eil 


m 


Nullstclle  von  Ç(i),  für  welche 


^0 


:  behan* 


ist,  wo  tntsoy  ,  >.  ,  wy50  die  Nullstelien  von  £(5)  sind,   welche   Multipla   von  sQ 
und  p,  die  Ordnung  der  Nullstclle  mas0  bezeichnet.  In  dem  von  Herrn  Kluwer  I 
dclten  Fall  war  stets  v  =  I,  also  jeder  quadratfreie  aliquote  Teil   singular  und  dämm 
P(s)  nicht  fortsetzbar. 

Wenn  also  die   Zukunft   lehren   sollte,  dass   die  für   |i(j)>  1  durch   die  Diw* 


Ober  die  Multiplikation  dirichlet'schbr  reihen.  159 


Lrrr'sche  Reihe 


l 


p,       2,  -r  3«  T  5«  T  ?.  T 


finirne  analytische  Funktion  über  die  Achse  des  Imaginären  fortsetzbar  ist,  so  würde 
mit  die  Unrichtigkeit  der  RiEMANN'schen  Vermutung  bewiesen  sein,  nach  welcher 
e  nicht  reellen  Nullstellen  von  £(s)  den  reellen  Teil  -^  haben. 

Berlin,  den  27.  Mai  1907. 

Edmund  Landau. 
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SUL  GRUPPO  SEMPLICE  DI  168  COLLINEAZIONI  PIANE. 
Nota  di  Riccardo  Bucca  (Palermo). 


Adunanza  del  14  luglio  1907. 


5». 

Nel  gruppo  Gl68  di  168  coUineazioni  piane  esistono  due  sistemi  ciascuno  di  sette 
togruppi  ottaedrici  Ga4.  Assumendo  come  triangolo  coordinato  il  triangolo  unito  di 
a  collineazione  di  70  ordine  e  come  punto  unità  un  punto  unito  di  una  collinea- 
»e  di  30  ordine,  le  equazioni  delle  sette  coniche  invarianti  per  i  sette  sottogruppi 
taedrici  di  un  sistema  sono: 

)    f.  =  t"x>l+z»x\  +  z>xl-k(z»xtXi  +  t»xyxl+i»xlx2)  =  o      (V  =  0,I,...6) 

le  equazioni  delle  sette  coniche  invarianti  per  i  sette  sottogruppi  ottaedrici  dell'altro 
tema  sono: 

)     /v=  «"*;  +  *4V*;  +  *v*;  -  *'(*6v*,*}  +  *sv*,*,  +  *}y*.*,) = <>, 

die  quali  forinole  e,  jfe,  k\  hanno  i  seguenti  valori: 


=  e',     *  =  -(e  +  s'-fe<)  = 


i—V-7 


,     *'  =  -  (s^  +  e'  + 


*)  =  l±ï=l, 


2  v       ■  '       '  2 

ioè  e  è  una  radice  immaginaria  settima  dell'unità,  k  e  V  sono  radici   dell'equazione 

§2. 

Le  forme  /v  ridotte  alla  forma  normale. 

Il  discriminante  di  /v  è  : 

k  k 

2  2 


2 


PSV 


c4V 


*_e6v 

2 


*6v 


l)  Conviene  tener  presenti  le  seguenti  relazioni: 
*+jK=if    **=*  —  2,    **=  —  *  —  2,    Jt<  =  —  3*  + 2,    *s=  — *  +  6 

Jb»4.  Cù-c.  Matti».  Palermo,  t.  XXIV  (a°  sem.  1907;.  —  Stampato  il  i°  agosto  1907. 
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RICCARDO     BOCCA. 


Dividendo  la  prima  linea  e  la  prima  colonna  per  t*3  la 
colonna  per  rv,  la  terza  linea  e  la  terza  colonna  per  £*v  il 
per  £3V^4V+*V  =  £'*v  =  if  cioè  non  cambia  valore  e  si  può 


=4-«- 


Dunque  le  sei  forme  quadratiche  f9  hanno  i  discrimina 
milmente  le  sei  loi  me  quadratiche  ft  hanno  i    discriminanti 

S3- 
Le  forme  aggiunte  y¥  e  %. 

Calcoliamo  le  forme  aggiunte  delle  /g .  Denotando  con   9 
f¥  divisa  per  j{6  —  k)t  si  ha: 

(3)        %  =  &  u)  +  e»  u\  +  &  n:  -  y  p  uÉ  u,  +  e*  »,  i 

similmente  denotando  con  9^  la  forma  aggiunta  di  fv  si  ha: 

(4)       ?;  -  *sx  +  *,v«;  +  «**;  -  *(**,«,  +  «-*,*, 

Se  /v  =  o,  /J  =  o  sono  le  equazioni  in  coordinate  di  pun 
per  i  sottogruppi  ottaedrici.   le  equazioni  delle  stesse  coniche  ii: 
çv  =  o,  <fl  =  o;  si  osservi  che  i  coefficienti  di  p,  e  v^  sono 
denti  coetlìcicmi  di  /w  e  fiEÌ  poiché  dalle /v  ed  f%  si  deducono 
coordinate  di  punto  in  coordinate  dì  rette  e  ad  un  tempo  e  et 

§4- 
Il  gruppo  dì  permutazioni  isomorfo  al  gruppo  d 

Quando  alle  sette  coniche  di  un  sistema,  per  es.  alle  f%  — 
collineazioni  del  gruppo,  esse  si  permutano  tra  loro;  si  deduce 
mutazioni  di  sette  cose,  isomorfo  oloedricamente  al  gruppo  Gxi 
sideriamo  infatti  le  due  collineazioni  t,  cu  che  servono  a  generi 
son  date  da  a): 


/  e  o   o  \  /*  ß  y\ 

= ■  I  o  e2  o    K         w  =  |  p  y  e  y 
\o  o   «V  \T  a  P/ 


■)  Cfh  H.  Weber,  Lfhrhttch  art  Algebra,  Zweite  Auflage  (ßraunscU 
IL  Band 


rweig 
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ido  gli  indici  presi  rispetto  al  modulo  7,  quindi   la   collineazione   t   produce   nelle 
coniche  f¥  la  permutazione  ciclica  di  70  ordine  (012345  6)  che  indicheremo  altresì 
t.   Applicando  la  to  ad  J\  si  ha: 

i  termini  m  x*,  %?  si  deducono  da  quello  in  x1  e  similmente  i  termini  in  x  xt} 

si  deducono  da  quello  in  x7xì  col  permutare  circolarmente  af  fi,  y.   Orbene,   te- 

do  presenti  le  relazioni  tra  le  costanti  a,  ß,  y  3)  si  può  formare  il  seguente  quadro  : 


Si  trova  subito: 


T/v  — Jv+ì  y 


I 

2 

3 
Ys 

4 

; 

6 
«e* 

0 

I 

«e5 

ß«s 

Y«4 

M1 

Y'6 

etc* 

pv 

ßc> 

«e* 

Y£ 

I 

{i£* 

Y«' 

OLZ* 

ces' 

YE 

?«" 

I 

ye' 

«e' 

fis 

ßS> 

«e1 

y  e4 

0 

()•< 

YE' 

«s3 

«E* 

T,4 

ß« 

0 

«es 

K 

YE* 

YE' 

ßf 

a  E3 

0 

_f-^E4*    H-y'e"       = 

+  Yv*  -j-«V    = 

YJE?v-|-a'E|V  -f-£V     = 
{4YE6v  +  YaEiV  +  aJiE3,=: 

VIÎ'v-(-«f5EîV-j-îiYeiV  = 


co/,  =  ,'(«  -  iY)x;  +  e*(Y  -  ip)xj  +  «'0—  *«)-*; 

Se  in  queste  forinole  si  cambia  t  con  z3  e  nel  tempo  stesso  su  a,  fi,  y   si   fa   la 
«mutazione  (Vßy)  si  deduce  w/^  da  tó/(  ed  m/6  da  w/^,  se  poi  si  cambia  s  con  e4  e 
tempo  stesso  su  oc,  ji,  y  si  fa  la  permutazione  (oc  y  fi)  si  deduce  tùf4  da  w/^  e  taf 
<o/r  Intanto  per  i  valori  di  ^y  %  y  si  ha: 

a—  ky  —  e6,         ß  —  ita  =  e%         y  —  A^  =  êîj 

-jty(e  +  e6)  =  — *£4,   2y  -  Éii(ea  +  «*)  =  —  is,   2  fi  —  tl(t'  +  e4)  =  —  !•% 

ridi,  sostituendo  nelle  espressioni  sopra  trovate  di  t^,  si  deduce: 

)    »&=»/•»  Ùìft—Ity  »/*  =  /4i  »/,,«/,!  W,=/3r  t»f^=f^  »A=/jt 

oc  la  collineazione  w  produce   nelle   sette   coniche  /v   la   permutazione   di    2°   ordine 
2i)()6),  che  denoteremo  ancora  con  &j. 


3)  Cfr.  Weber,  L  c 


IÓ4 


RICCARDO     BÜCCA, 


U 

di  168 


gruppo  G|6B  di  collineazioni 
permutazioni  generato  dalle 


produce  dunque  nelle  sette  coniche  /, 


lue  : 


T  =  (o  i  2  3  45  6),        t*  =  (24)(56> 


Ö  I  o' 


La  collineazione   di   3e   ordine   £  =  |  o  o  1   1  dà,  come  subito  si  vede, 


1  o  o, 


(7)    jc/o  «Ai  x/,  —Ai  x/t  =/♦>  x/i  ■■/•!  x/4  =/•  »  /-/>  =/j  1  'Afe  =/,t 

cioè  la  permutazione  y  =  (124)  (3  65). 

Introducendo  ancora  con  Weber  l'operazione  di  40  ordine  8  =tû)t"'w  si 

e  =  (i3)(2465). 

Facilmente  si  vede  che  le  relazioni  jj  =  t'Ot'w  e  le  altre  cui  debbono  soddi 
i  quattro  elementi  t,  o>,  j^  9  perchè  generino  un  gruppo  Gl6S   sono    soddisfatte. 
tanto  le  operazioni  di  questo  gruppo  sono  date  da: 

t'y1*'1*'  £-*"...-.« 

*■  <A  =  o,  I,  2;  |A  =  o,  1;  »=0,  1. 

In  particolare  le   operazioni   £*to**Ov   costituiscono    un   gruppo   ottaedrico,  pn 
mente  quello  per  cui  è  invariante  la  conica  /o. 


§5. 

Invarianti  simultanei. 
Tra  le  sette  forme  quadratiche  /v  ha  luogo  la  relazione  identica  : 

(8)  I/,  =  /o+/.+  ---+A  =  °; 

cosi  pure  si  ha  identicamente: 

(8')  l%  =  o,     Z/,  =  o,     Z?;  =  o. 

Calcoliamo  ora  gl'invarianti  simultanei  delle  forme  quadratiche  /, .  Se  si  coni 
rano  tre  forme  quadratiche: 

=  «,,<+•••  +2a.,^jcj  + 

=  K,X'-Ì M*,,*,*,  + 

-e,,*;  H h*«.,*.*,  + 

si  ha  l'invariante  espresso  simbolicamente  da: 

fl.     a      a. 


(a  bc)' 


b.     b. 


e.     e. 
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t  sviluppato  dà: 

)    *. A/„  —  a*^  +  *,/J  H h  MtiPiAj  —  ',A,  —  K***t  +  *«fÔ  +  ■  '  •  • 

Delle  tre  forme  quadratiche  due  possono  essere  uguali,  e  anche  possono  essere 
;uali  tutte  e  tre.  Denoteremo  con  Ai}ì(  l'invariante  così  definito  per  le  tre  forme  fnfj}fk . 
ï  i  ire  ìndici  sono  uguali,  l'invariante  Aiti  è  uguale  a  sei  volte  il  discriminante  di/.: 

)  Am  =  l(é  —  *)  ('  =  o,  1 6), 

Se  due  indici  sono  uguali,  Fin  variante  Aiik  è  un  invariante  simultaneo  delle  due 
tmefiffk. 

Osserviamo  che  il  gruppo  di  permutazione  Gj(jS  è  doppiamente  transitivo;  infatti 
plicando  agl'india  o,  i  le  42  operazioni  &**  ^TT(a  =  o,  1;  $  ss  o,  1,  2;  y  =  o,  1,  ...  6) 
hanno  le  42  disposizioni  due  a  due  dei  sette  indici  o,  1,  ...  6.  Concludiamo:  i  42 
rarianti  Anh  sono  tutti  eguali;  basta  calcolare  il  valore  di  uno  di  essi,  per  es.  AmJ 
li  la  forinola  {A)  e  si  ha: 

a)  4*4.^-s  Ano  =  . . .  =  A^  =  |(t  -  6> 

Veniamo  ora  agl'invarianti  simultanei  Aijh  delle  forme  prese  tre  a  tre.  Se  si  con- 
erà la  terna  di  indici  o,  1,  3  e  ad  essa  sì  applicano  le  operazioni  ra,   si  ottengono 
sette  terne 
)  015,  124,  235,  346,  450,  561,  602, 

Applicando  poi  a  questa  la  m  si  ottengono  (in  altro  ordine)  le  stesse  terne;  sic- 
ome  la  t  e  la  co  generano  tutto  il  gruppo  Gl68 ,  così  si  conclude  che  applicando  tutte 
t  operazioni  di  Gl6g  sulle  terne  (a)  queste  si  permutano  tra  loro  ;  si  conclude  inoltre 
be  le  terne  di  forme  corrispondenti  a  queste  terne  di  indici  hanno  gli  stessi  invarianti 
multanei;  calcolando  questo  invariante  per  una  terna  (per  es.  Aotl)  con  la  formola  (A) 
ha  dunque: 

0  An  —  A*H  -  4*1  =  Au*>  =  Aw  =  *fr  —  A<,**  =  4(*  +  *> 

Consideriamo  ora  una  terna  diversa  dalle  (#),  per  es.  la  012;  applicando  a  questa 
28  operazioni  t%  o>t*,  tut3,  (ütcüt*,  si  ottengono  28  terne  diverse: 

012,  123,  234,  345.  456,  jéo,  601, 

I014,  125,  236,  340,  451,  562,  603, 

143,  254,  365,  406,  510,  621,  032, 

146,  250,  361,  402,  513,  624,  035, 

e  sono  diverse  dalle  (a)  e  che  insieme  con  le  (a)   formano   le  35    combinazioni  tre 
ïe  degli  indici  o,  1,  , . .  6. 

Si  conclude  che  gl'invarianti  Aijk  che  hanno  per  indici  le   terne  (/>)  sono  uguali 
loro;  calcolando  Aoil  si  trova  Aoil  =  ^(2  —  5  £),  dunque: 

*)  4>.,  =  A„y  —    •     *    =  A*u  =  Am  =    ' 
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§6. 
Le  coniche  del  piane 

Dalle  equazioni  (i)  si  ricava  facilmente: 

1   {&  +  <%  +  •%  +  •/,  -f-<f44 

(A  +  «7,  +  *7,  +  »7,  +  «V«  -f 

;  =  ;  cf.+*/.+»7.+«7,+«v« 

1  Cf.  4- »/.  +  */.  +  */,  +  */.  4 


^Cf.+*Vi  +  »/.+*7,+«V«-f 

e  similmente  dalle  (3)  si  ricavano  f*' ,  . . .  ,  w,  «  , . . .  come  funzior 
sioni  che  si  ottengono  dalle  precedenti  scambiando  /v  con  ç¥ , 

In  virtù  di  queste  forinole  è  facile  esprimere  l'equazione  i 
del  piano  in  coordinate  di  punti  come  combinazione  lineare  de 

(M)  \f(!  +  U  +  •  •  •  4"  Vs  +  \  h  =  < 

ed  in  coordinate  di  rette  come  combinazione  lineare  delle  <pv: 

Os)  U+U+-+\t^U'=<> 

Anzi  si  può  sempre  giovarsi  delle  identità  XA  =  0>  X?» 
l'equazione  (14)  o  nella  (15)  risulti  nulla  la  somma  dei  cot 
coefficienti  /. 

Infatti,  se  Y  \  —  X  ^  o,  all'equazione  (14)  si  può  sostiti 

\/o  +  u +  •■•+>./*  +  *(/.  +/.  +  ••■  - 

qualunque  sia  p,  ossia:  Tjvf,  —  °?  essendo   |*v  =  \  -f-  p;   ai 
risulterà  X  ^  =  o. 

Similmente,  quando  T  lv  =  l^o,  la  (ij)  si  può  scrivere  ^ 


M 


v  =  /v —  si  avrà  T  m¥  =  o. 

In  particolare,  facendo  uso  delle  (13)  le  J^  definite  dalle  (: 
mente  nelle/  come  segue: 
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/.= 


/,= 


/.= 


)/,= 


/♦= 


/,= 


n= 


y-^[-f  (/.+/, +/,+/J-a(/.+/,+/4)' 

^[-f(/,+/4+/6+/o)-2(/l+/}+/s) 


y^[-f(/.+/,+/.+/.)-aC/i+/4+A) 


—  * 


7 
— * 


7 
—  * 


7 
—  k 


T  C/i  +/«  +/.  +/J  -  a  (A  +/,  +/o) 
'-I-C/4+/.+/.+/,)  — «0,  +  /«+/.) 

4-  a* +/, +/4 +/$)  -  2  a +/,  +/4) 


=^J-  (/,+/,+/<) 


=^c/,.+/,+/f) 


=^r1(/*+/o+/J 


=Lri(/o+/.+/,)- 


Si  vede  allora  facilmente,  mediante  le  (5),  (6),  (7),  che  le  collincazioni  t,  w,  £,  0 
lucono  nelle  forme  f¥  le  permutazioni  seguenti  : 

t'  =  (o'i'2'3'4'5'6'),        o,'  =  (i'2')(3'A 
X'  =  (i'2'4')(3'6'5'),         G'  =  (3'5')(°'2'4'0- 


§7- 
D  discriminante  di  una  conica  qualunque  del  piano. 

Vogliasi  calcolare  il  discriminante  d'una  conica  qualunque  del  piano,  data  mediante 
lazione  (14),  posto  che  tra  i  coefficienti  X  passi  la  relazione 

Denotando  con  A(X)  il  sestuplo  del  discriminante  cercato  si  ha: 

=  ^H  +  •••  +  AuH  +  3^ooX\  +  •  ••  +  3^K\ 

Pongasi  : 

5,  =  >:  +  V+.. .+x;  +  >;, 
*,  =  *:  +  *.'+ •••+>,,  +  ^, 

ï*  =  \  V,  +  W,  +  •  •  •  +  V,\  +  \\\; 

i  la  somma  dei  prodotti  delle  X  corrispondenti  alle  28  combinazioni  degl'indici  del 


S,,=-St  =  -3(T-{ 


e  riducendo: 
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i±±A£)».a5,  +  sir. 


Relazioni  tra  i  parametri  \  e  i  pararne 


Vogliamo  ora  trovare  le  relazioni  che   legano  i   parametri 
finche  le  equazioni  (14)  e  (15)  rappresentino  una  stessa  conica 
ed  in  coordinate  di  rette,  supposto  sempre  T  /v  =  o,  T\  = 

A  questo  scopo  si  considerino  due  forme  quadratiche: 


*:  =  *„*:  + 

ed  il  loro  controvariante  di  21  classe: 

(B)0//-«);=K>ì-2flJÌ/'I,+ail^>;+-..H-20Ji/i|+a|jft)-(Ji 

se  la  seconda  forma  coincide  con  la  prima  il  contravariante  (/// 
della  sua  forma  aggiunta;  pertanto  si  ha: 

0?)  (fj*»\  =  H&  —  *)?v  =    l  ^vvv?v< 

Passiamo  ora  ad  esprimere  linearmente  nelle  fv  il  contratta 
scopo  poniamo  : 

e  cerchiamo  di  determinare  i  coefficienti  8V.    Tenendo   presenti 
che  se  in  (/*/*»)*  a'   posto    di    %*a   scriviamo   il  coefficiente    1 
(/*/*")»   Sventa   sthkn   facendo   la   stessa   sostituzione  in  <pv   pc 
Y~^J\Ant\  dunque  si  trae: 

Si  hanno  così  sette  equazioni  lineari  nelle  0V  per  l  =  o,  1, 
per  le  (9)  e  (io) 

J±(k~6)    «    r?6J 
'"'"    j3(6_/t)     se     v  =  / 


otravarò 


«sto  0  —  ^  fiv ,  le  equazioni  precedenti  si  possono  scrivere  : 


1) 


^H-7l  +  «  =  o 


<J  =  o,  i,  ,,.6). 


Sommandole  e  tenendo  presente  k  relazione  facile  a  verificare  ^^ai~°  si  vede 

e  la  somma  dei  primi  membri  delle  (22)  è  identicamente  nulla,  quindi  alle  equazioni 
2)  si  può  aggiungere  per  determinare  le  Öv  la  condizione  ^_  0V  (-=  Ô)  -=  o  cosi  otte- 
imo  i  valori  öv  =jAhkv  e  la  forinola  cercata 

»*)  (U«),  =  7^H,ì,- 

E  ora  calcoliamo  il  contravariante  (Ä)  ponendo  che  le  due  forme  a]  e  h\  coinci- 
ino  con  la  forma  (14);  abbiamo: 

u 

Dnde,  tenendo  presenti  le  (19),  (22)  e  insieme  la  identità 


bk 


nca\ a  : 


7(CCn\=YAhki\\<fn 


il  segno  sommarono  è  esteso  a  tutte  le  disposizioni  ternarie  (anche  con  ripetizione) 
degli  indici  o,   i,  ...  6, 

Ora  (CC'«):  =  û  è  l'equazione  in  coordinate  di  rette  della  conica  che  ha  per  equa- 
in  coordinate  di  punti  C  =  o;    dunque    le  equazioni  (14)   e   (15)  rappresentano 
a  conica  in  coordinate  di  punti  e  in  coordinate  di  rette,  quando  si  ha: 

la  relazione  X^a.  — °  s*  vet'c  SUDìt0  cne  1e  h  soddisfano  alla  condizione  ^/.  =  o. 


S  9- 
Nuove  coordinate  dì  un  punto  e  di  una  retta. 

L'equazione  {ut  xt  *f-  u2  x2  -\-  u}  x^1  =s  o,  fissate  le  u,  rappresenta  una  conica  luogo 
erata  in  una  retta  doppia  di  coordinate  w(,  wa,  uà  si  potrà  mettere  quindi  sotto 
>rma: 

(».*,  +  »,*,  +  »,*,>•  =  kl  +  u  +  —  +  V.- 

Ed  invero  se  moltiplichiamo  le  (13)  ordinatamente  per  m*,  »J,  wj,  2WiwjJ  2»,»,, 
ia  e  sommiamo,  tenendo  presenti  le  (2)  insieme  con  k  —  1  =  k* 

7K***J*  +  fJi  +  — l-fc/«- 

É  questa  una  semplice  ed  importante   relazione   tra  le  forme 
ime  çv.  A  questo  punto  sorge  l'idee  di  assumere    « 
una  retta  i  valori  che  pigliano  le  torme  /  o  le  I 
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delle  x  o  delle  u  si  poni;  coordinate  solite  ; 

retta.  L annullarsi  della  (24),  cioè  J^äo^  è  b  condizioc 

un  punto  dato  per  le  nuove  coordinate  /  ed  una  rena  d 

Se  oelk  (14)  si   pongono  i    parametri  X   uguali    alle   nuov 
retta  e  si  tanno  variare  le  x  contenute  nelle/,  la  (14)  rapprese 
rive  la  retta  (come  retta  doppia);  e  se  nella  (1;)  tì  pongono  i 
nuove  coordinate  /  e  si  fàuno  variare  le  //  contenute    nellv 
coordinate  proiettive  il  punto  (come  punto  doppio). 

Le  MOV«  coordinate  del  punto  o  della  retta  sono  omogen 
che  subiscono  un  gruppo  Gm  di  permutazioni  quando  su  quel 
si  applicano  le  collineazioni  del  nostro  grappo.  In  virtù  delle  rela 
y  q*v  =  o  i  sette  numeri  che  fanno  da  nuove  coordinate  per  u 
hanno  per  somma  sempre  zero.  Tra  essi  passano  inoltre  relaz 
potrebbero  dedurre  dalle  (13)  e  analoghe  esprimendo  che 

ma  queste  relazioni  quadratiche  si  ottengono  in  modo  più  sen 
,  Abbiamo  visto  che  se  in  C  =  \fo  -(-  ■  •  •  -f-  \J\  poni 
per  la  (24)  C  diventa  un  quadrato  e  quindi  la  forma  aggiunt 
nulla.  Tenendo  presente  l'identità  ^_9V  =  Q,  segue  lo  ss  /]  =  •• 
le  iv  date  dalle  (22)  hanno  per  sunitiu  2CI  onclude  e 

\  si  pongono  le  <p,  le  espressioni  dette  /v  date  dalle  (23)  soi 
Quindi  si  deducono  le  sette  relazioni  quadratiche  tra  1 

(25)  ZAh<ftT*  =  ° 

M 

A  queste  si  può  dare  una  forma  più  semplice,  sostituendo 
e  tenendo  conto  che  Z?.  5=  o. 

Del  resto  possiamo  lare  uso  della  (iS)   dove  al  posto   del 
e  derivarle  rispetto  a  <p0,  yt ,  . . .  <p6;   queste  derivate    per 
nostro  caso  sono  uguali  tra  loro*  Abbiamo  dunque: 

2?:  +  *(?,!>,  +  <P4?5  -h  ?>¥>)  =  *ti  +  Hma  - 

abbiamo  posto  ia  =  ^  -j~  ?!  H~  '  *  *  ~h  ?l  >  c  abHazna  scritto  co 
che  si  ottiene  dividendo  per  7  la  somma  dei  precedenti,  i  qi 
ottengono  l'uno  dall'altro  applicando  la  permutazione   r.    Desigi 

*  =  *•?,?,  +  ?.?,?«  +  ?,?,?,  +  ?,f4fc  +  ^fs?«  + 

e  con  /v  la    sua    derivata    rispetto  a  yv  le    relazioni    quadrane 
compendiare  : 

(27)  2çj  +  K  +  £(*-4K-« 


SUL   GRUPPO  SEMPLICE    DI    l68    CQLLINBAZIO Ml   PIANE. 


a  queste  equazioni  sì  trasformano  appunta  le  (25)  quando  si  pongano  per  Ahki 
valori.  Osserviamo  ancora  che  se  in  -(/)  poniamo  3^=^,  A(X)  si  annulla  iden- 
ìte,  perei  fv  è  un  quadrato  esatto. 

Dunque  si  ha: 

*(tJ  +  ?ì+ h?D  +  3*'  =  o; 

è  una  relazione  di  50  grado  tra  le  f  che,  come  si  vede  facilmente,  è  conseguenza 

(26),  In  modo  analogo  si  ottengono   le  relazioni   quadratiche  che   passano  tra  le 

i  possono  scrivere  senz'altro  Seducendole  dalle  (26)  col  cambiare  %  in  /y    e 

k',  moltiplicando  poi  tutti  i  membri  per  —  si  ha: 

=  */;+/«/, +/J, +/,/,  =  *r<  +/,/. +/,/,  +/</, = vj+/*f.+M+M 
|=^h-/jj+/ì/,+/,/s=2^i5„  posto  s3=/^ +/;+...+/:. 

Similmente  alla  (28)  si  ha  tra  le  /  la  relazione  di  30  grado  : 

do   T  l'analoga  della  /,  cioè:   T=fJJì  +  •  •  .  +  JJJ0. 

Inversamente,  date  le  nuove  coordinate  /v  di  un  punto,  che  sono  in  ogni  caso  sette 
tmeri  che  soddisfino  alla  s[fr  =  o  ed  alle  relazioni  (29),  si  deducono  subito  le  coor- 
nate proiettive  xt ,  xj?  x    ricorrendo  alle  relazioni  (13)  e  osservando  che 

xt:x2:x}  =  xt  : j^ *a : x,  *}  ss  x2 xì  : *J :x2x}  =  x} xt  :x}xi:x}. 

§  io. 
Coordinate  dei  poli  deUe  coJiineazioni  di  Gl6g. 


Interessa  conoscere  i  valori  delle  nuove  coordinate  /v  nei  poli  delle  coUineazioni 
ti  gruppo  Gl6S.  Basterà  a  questo  scopo  considerare  le  collineazioni  t,  x,  &>>  Ö  che  sono 
tipi  delle  collineazioni  dei  diversi  ordini. 

Se  #  è  un  punto  unito  della  collineazione  r}  le  sue  coordinate  fv  sono  proporzio* 
1  Ile  coordinate  del  punto  tà"  che  si  deducono  applicando  alle  fv  la  permutazione 
;  cioè: 

Posto  /p  —  I,  J\  =  ff  si  deduce: 

/*=».  /,  =  «,  /.  =  •*,  /,  =  »',  /4  =  *4,  /,  =  ••,  A  =  A  /„  =  *' 

'  quindi  a7  =  i.  Si  esclude  il  valore  1  =  1,  perchè  per  esso  ^/v  ^ o,  bisogna  dunque 
Sumere  per  <r  una  di  ettirae  immaginarie  dell'unità. 

Applicando  le  (29)  dev  essere  •  •*  -J-  e*1  =  o,  donde  si  vede  che  i  valori 

ossibili  di  <i  sono  e,  e%  e*  ^, 

Dunque  per  i  tre  pun  r   hanno  ordinatamente 


i  seguenti  valori: 
(30 

Sostituendo  questi  valori  nelle  (13)  si  vede  subito  che  « 
fondamentali  del  triangolo  delle  coordinate  proiettive,  come 

Si  osserva  che,  applicando  la  coilineazione  £,  i  detti  tre 
larmente.  Applicando  alle  coordinate  scritte  in  una  linea  delle  1 
gruppo  Gt6g,  si  trovano  le  coordinate  dei  24  poli  settupli,  che  ci 
punti  K  e  che  si  distribuiscono  in  8  terne,  essendo  i  punti  di 
delle  collineazioni  d'un  gruppo  ciclico  di  70  ordine. 

Consideriamo  ora  fa   coilineazione   y    che   produce   la   pen 
(124)  (365).   Siccome    la  y  trasforma  in  sé  la  conica  fo  =  o7  i 
di  1  due,  Plt  P3,  stanno  sulla  conica  fo  =  o  ed  il  terzo,  Q, 
i  punti  uniti  di  £  si  ha; 

nel  punto  Q  essendo  fo  ^  o  si  deduce  /,  ss/,  »/  ,  f}  =/s  =  / 

/,  —  *i  /,  —  Xi  si  ™*va  da!le  (29)   *  +  3*J  =  (*  +  0**+J 

da  tenersi  presente  insieme   con    3*-|-3  y-|-i=o.  Si  trae  x=^- 
dunque  le  coordinate  del  punto  Q  sono: 

(32)    1,  i(i  +  2),  |(*+2),  -i(*  +  4),  *(*+*>  -T0 

Nei  punti  P, ,  P,  si  ha  /0  =  o;  posto  /,  =  !,/,«■  p,  /.  = 
zione  superiore:  /,  «=  I, /,  ss  p, /, ss  fM,  f, «  x,  /6  =  px,  /, 

Prendendo  p  =:  i ,  dalla  somma  /,  =  o  si  ricaverebbe  x  = 
non  sono  soddisfatte. 

Se  poi  p  e  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità  si  lia 

0=  1  +  k  +  x'  =  kx2  +  2X, 


03) 


donde  x  =  —  £';  dunque,  posto  p  =  e  '  ,  le  coordinate  dei  pu 

o,     li    p,      —  *',    p*,     —  A'p,      —  * 
o     r,    f%    ~k\    p,     -*y,    -* 

Si  osserva  che  con  la  coilineazione  cu  i  punti  Pt ,  Pa  si  pe: 
spondentemente  ai  28  sottogruppi  ciclici  G  che  si  trovano  in  Gtùf 
ottengono  da  Q  con  le  collineazioni  del  gruppo  Gr6H  e  j6  pun 
P,  con  le  medesime*  Passiamo  ora  ai  punti  uniti  della  collineaa 
permutazione  di  40  ordine  (13) (246)).  Siccome  8  trasforma  in 
cosi  dei  tre  punti  uniti  di  Ci  ve  ne  sono  due,  ì\  e  F,  che  star 
fuori  di  essa.  Per  i  punti  uniti  di  0  sì  ha: 


1 
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Nei  punto  U  essendo  fo^o  si  deduce  /4=/Jf  /A=/4»/f=3sfc.  Pongasi  /D  =  i, 
=  x,  /,—  y;  dalle  (29)  si  ricava  : 

tenersi  presente  insieme  con  2.\  -\-  4  y  -\-  1  =0.  Si  trae: 
que  le  coordinate  del  punto  U  sono: 

4)  1,  K*-»>  -~(*~0,  •(*-«)»  -it*-1),  -t(*-0>  -*(*-*> 

Nei  punti  F}J  F3  si  ha  £s=  1;  posto  /t  =  i,  /Issfff  fi=y,  dalla  proporzione  su- 
riore  si  ricava:  gj  =  I,  f4  =  <sy}  f^  =  <j7y=f6=y.  Prendendo  g=i   dalla  ^À^0 
ricaverebbe  ^  =^  —  ~  ma    allora   le  (29)   non   sono   soddisfatte.    Prendendo   invece 
=  —  1,  dalle  (29)  si  trae:  —  1  -f-  2/  =  k  —  2y2  =  ky2;  donde  y1  =  ~(j  -|-  li) 

quindi  y  =  ~t  «  —  •  Le  coordinate  dei  punti   F,   f^a  sono  dunque: 

o,     h     ±7»'*',     -I,     +  7'*',     Tt'^     Ì7'** 
Si  osserva  che  con  la  collineazione  w  i  punti  J^ ,  T2  si  permutano  fra  loro.  Corri- 
ndenteincnte  a  21  gruppi  ciclici  G4  che  si  trovano  in  G|6M   vi  sono  21   punti  uniti 
si  ottengono  da  U  e  42  che  si  ottengono  da  Vx  con  le  collineazioni  di  G(68. 

§  ». 

La  configurazione  del  gruppo  Gl6tt. 

La  collineazione  63  è  un'omologia  armonica  che  ha  per  centro  il  punto  U  e  per 
asse  la  retta  V%  V \  che  chiameremo  ».  Le  coordinate  çv  di  questa  retta  si  ottengono  dai 
valori  (34)  scambiando  ivi  k  con  kr  e  sono  : 

(36)    1,    --k*  +  o,    --;*,   -Tc*  +  o,    7*,   7*.    T*. 

È  verificata  come  dev'essere  la  condizione  ^<pv/„  *ss  o  quando  si  pongano  per 
Pv  i  valori  ora  ottenuti  (36)  e  per  fv  i  valori  (35).  Chiameremo  genericamente  punti 
e  rette  u  i  21  centri  e  i  21  assi  delle  omologie  contenute  in  G|6H ,  i  quali  punti 
rette  hanno  le  coordinate  che  si  ottengono  applicando  ai  valori  (34)»  (36)  le  per- 
lutazioni  del  gruppo.  Osserviamo  che,  se  sopra  i  valori  (3 4),  (36)  si  applicano  le ■  ope- 
ioni  cu't*1  (a  — o,  I,  |i— o,  1,  2,  3),  quei  valori  si  riproducono  nello  stesso  ordine, 
perchè  ciò  avviene  separatamente  per  le  operazioni  8  ed  w.  Dunque  le  collineazioni 
i»,  8,  generano  un  gruppo  diedro  GK  che  lascia  fermo  un  punto  U  ed  una  retta  ti. 
Nel  gruppo  GUiK  vi  sono  21  sottogruppi  GH  simili  a  quello  considerato  e  si  ottengono 
da  esso  trasformandolo  con  le  operazioni  r*yf  (a  =  o,  i,  . ..,  6;  ß  =  o,  1,  2); 
ognuno  di  questi  gruppi  G8  lascia  fermo  un  punto  U  ed  una  retta  «.  1  punti  U  sonn 
punti  ottupli  e  le  rette  u  assi  ottupli.  Il  gruppo  Ga  produce  sulle   coniche   del   pn 
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sistema  le  seguenti  permutazioni  ; 

I.     »  =  03)(24*5)i        *  =  (**)(«)i  -(ij)(a5< 

*  =  (24X56),  mi  «  (i 3)(26);      »*  =  (2i)(46) 

Si  considerino  le  quattro  omologie  armoniche  ca,  w6,  ùj( 
sano  per  il  punto  U  che  è  invariante  per  Gg,  e  i  loro  e 
per   (fLj  ciò  si  vede  con  semplice  ragionamento,  del  resto  si 

I  centri  delle  quattro  omologìe  hanno  le  coordinate  che  si 
i  valori  (ja,)  con  le  permutazioni  ?*/.  /\  t  /,  /;  h,int 

—  j(i  —  i),       —  -(k  —  i)     centro  di 
»,      -j(k-i),      -)(*-«),      -£0-i) 
-~(jt  —  2),       —  j(t  —  ì)     centro  di 

—  j(*  —  o,    —  $■(*  ~ 0  centro 
.    -Tc*-o,    -t(*-2),    -ìc*-1 

—  -J-(£  —  i),       y(t  —  2)      centro  di 

Tra  le  coordinate  /v  di  uno  qualunque  di  questi  quattro 
dell'asse  di  Ös  che  hanno  i  valori  (36)  si  verifica  la   relazione 
sopra  ogni  retta  u  giacciono  quattro  punti  U  e  per  ogni  punto  U 

U  gruppo  Gn  contiene  due  sottogruppi  quadrinomi  r  ,  1^: 
i°)       1,      8%      «,      eoo';  2°)       1,      6% 

Consideriamo  anzitutto  il  primo;  esso  lascia  ferme  le  tre  e 
gli  indici  o,  1,  3  e  produce  sulle  altre  quattro  coniche  le  f 
(24)  (5 6),  (25) (46);  Tasse  dell'omologia  6J  è  una  corda  comi 
(4),  (5),  cioè  i  lati  del  triangolo  invariante  per  r  sono  ciascun 
coppie  di  coniche  prese  dalla  quaterna  (2456). 

Trasformando  il  gruppo  F  con  /  e  y3  si  riproduce  lo  : 
Glò8  si  hanno  dunque  soltanto  sette  sottogruppi  quadrinomi  simi 
che  si  ottengono  da  esso  trasformandolo  con  r*  (a  =  o,  i,  ... 

Applicando  t*  ai  tre  punti  U  e  alle  tre  rette  u  che  sono  v 
golo  invariante  per  uno  dei  gruppi  quadrinomi  si  ottengono  tua 
le  21  rette  ut  cosicché  coi  21  punti  U  come  vertici  e  con  le  21 
possono  formare  sette  triangoli  che  si  permutano  tra  loro  quand 
lineazioni  di  GliA.  D'altra  parte  corrispondentemente  ai  sette  gn 
detti  si  hanno  da  considerare  sette  terne  di  coniche  : 
(A)  013,     124,     23  j,     346,     450,    561,    602; 

e  per  ognuna  terna  la  residua  quaterna,  cioè  le  sette  quaterne: 
(A)  2456,     3560,    4601,     5012,    6123,    0234,     1 
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omologie  di  un  gruppo  quadrinomio  lasciano  ferme  le  coniche  di  una  terna,  e  pcr- 
(accoppiandole  nei  tre  modi  possibili)  le  coniche  della  quaterna  residua.   Pre 
te  coniche  una  coppia  qualsiasi,  essa  si  trova  in  due  delle  sette  quaterne,  dunque 
dunque  delle  sette  coniche  fk  =  o  sono  in    due   modi   omologico-armoniclu . 
ielle  loro  sei  curde  comuni  sono  rette  u;  ogni  retta  u  contiene  quattro  dei  punti 

Ini  a  due  coppie  di  coniche  che  costituiscono  una  delle  sette  quaterne, 
do  ora  a  considerare  il  2°  gruppo    quadrinomio    T]    contenuto   nel  gruppo 
udiato  sopra,  potremo  per  esso  ripetere  le  stesse  cose  che   abbiamo    detto    | 
>,  purché  introduciamo  nelle  nostre  considerazioni  le  coniche /à=o  del  2°  sistema 
li  quelle  del  primo.  E  invero,  mentre  le  omologie  0%  w8,  tatì1  di    T    tengono 
ma  la  sola  conica /o  del  primo  sistar  »no  ferme  invece  le  tre  coniche /^ ,  /, 

del  secondo,  avendosi: 

8'  =  (0'4')(I'  2'),  »4  =  (r4')(0'2'),  =  (O'  l')(2>A>). 

Si  oi  io  sette  gruppi  quadrinomi  simili    i   r'  ma  non  simili  a  P  ;  corrispon- 

Dlemente  si  ottengono  sette  triangoli  invarianti  per  ciascun  sottogruppo  quadrinomio, 
|uali  con  i  loro  vertici  e  lati  esauriscono  i  21  punti  U  e  le  21  rette  g,  e  che  sono 
trsi  dai  triangoli  sopra  considerati. 

Abbiamo  visto  che  la  collineazione  di  |"  ordine  ft  ha  due  punti  uniti  Vx ,  Vx  che 
iniì  sulla  conica  /  =  o  e  sull'asse  di  ft3,  applicando  le  coli  invasioni  /  e  y2  la  co- 
=  o  si  trasforma  in  se,  Tasse  di  8*  si  cambia  come  si  è  visto  sopra  negli  assi 
e  omologie  m  ft,  w9l;  dunque  le  collineazioni  di  40  ordine  che  si  ottengono  tra- 
inando ft  con  y  e  y2  hanno  ciascuno  due  poli  V  sulla  conica  /Q  dove  questa  è  in- 
arata dagli  assi  delle  omologie  ^ft,  <o9l.  Segue  da  qui  che  i  pi  poli  ijnadmpli  V 
*  distribuiti  sei  a  sei  sulle  sette  coniche  fv  =  o;  e  precisamente  i  sci  punti  V  che 
una  conica  J\  =  o  sono  i  punti  d'incontro  di  questa  con  i  lati  del  triangolo 
Aliante  per  quel  gruppo  quadrinomio  T   del  2°  sistema  che  tiene  ferma  la  sola  co- 

Consideriamo  la  collineazione  di   30  ordine  /  ;  essa  ha  un  punto  unito  Q,  del  quale 
Coordinate  hanno  i  valori  (32),  e  altri  due  punti  uniti  P^Pt-  La  rena  unita  che  con- 
ngc  questi  due  punti,  che  chiameremo  retta  qy  ha  le  coordinate  <pv  di  cui  i  valori  si 
dalle  (52)  cambiando  k  in  V  e  sono: 

rO-*)>    -tO-*>   Hì-V,   -7(5-*),   -K5-*> 

olmo  mediante  la  solita  relazione  ^  <pv/v  =  0,  che   questa    retta 
ir  i  punti  Pt9Pt  dei  quali  le  coordinate  hanno  i  valori  (33).  Osserviamo  che  questi 

(38)  e  cosi  pure  i   valori  (33)  si  trasformano  in  se  nello  stesso   ordine   quan 
Osi  applichi  la  permutazione  (2>\){)6).  Dunque  le  collineazioni  /,  w    generani)    un 
>  diedro  Gf   che  lascia  fermo  il  punto   Q  e  la  retta  <y.    Le   operazioni    di  questo 

/^(at  1=  o,  1  ;  $  =  o,   1,  2)  e  producono  nelle  coniche  /v    le 
prrmiinmoni  : 

h         /.  =(124X365),       ,/  =(i,2)(î56),       a*  =(24)(56), 

/.  =  0OO6X      <»/:  =  (m)Os> 
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Nel  gruppo  Gm  vi  sono  28  sottogruppi  GD  simili  a  quello   considerato  e  a 
gono  da  esso  trasformandolo  con  le  operazioni  t1^  (1  =  0,  i,,..  6,  ';  ■_- 
Chiameremo  genericamente  punti   Q  e  rette  q  i  punti  e  le  rette  che  si   ottengano 
plicando  le  operazioni  7*0^  al  punto  Q  e  alla  retta  q  sopra  considerati:  si  hanno iun 
28  />/<////  (2  «  28  lY/te  q  che  sono  poli  sestupli  e  rette  sestuple.  Se  si  considerano  fe  1 
omologie  contenute  in  un   Gt   si  vede  subito  che  i  loro  assi  passano  per  il  punto 
invariante  in   Gu  e  i  loro  centri  stanno  sulla  retta  q  invariante    per    G6;    dunque 
ogni  punto   Q  passano  tre  rette  u  e  sopra  ogni  retta  q  giacciono  tre  punti  17;  sii 
duce  facilmente  4)  che  su  ogni  retta  u  vi  sono  quattro  punti  Q  e  che  per  ogni  ] 
U  passano  quattro  rette  </.  Abbiamo  visto  che  la  collineazione  di  50  ordine  /  hi 
punti  uniti  Pti  Pa,  che  stanno  sulla  conica  /  ,  nei  punti  d'incontro  con  la  retta  q\ 
di  7.  Trasformando  y  con  le  operazioni  Ô,  6%  0*  si  hanno  altre   tre   collineaziooi 
30  ordine  che  hanno  ciascuna  due  punti  uniti  sulla  conica  fo  nei  punti  d'incontro 
tre  rette  q.  Chiameremo  genericamente  punti  P  i  punti  che  si  ottengono  applicando^ 
P%  le  collineazioni  del  gruppo  Gt6H;  i  punti  P  poli  tripli  sono  in  numero  di  56 
butti  8  a  8  su  sette  coniche  /¥  =  o. 

I  sottogruppi  Gg  e  Gb  di  coliineaziont  che  Lisciano  ferma  una  retta  u  o  unii 
q  hanno  le  proprietà  segnalate  dal  prof.  G  erb  aldi  s)  in  ordine  alla  proiettiviti  di  ] 
che  si  stabilisce  su  una  retta. 

II  gruppo  G„  produce  sulla  retta  un  involuzione  di  punti  di  40  grado,  e  il  sono 
gruppo  Gt<  produce  sulla  retta  q  un  gruppo  diedro  di  sei  proietti  vita  binarie. 

Diremo  equivalenti  due  punti  che  si  ottengono  l'uno  dall'altro  con    una   collinea- 
zione di  G16H.  Se  ad  un  punto   generico    del    piano    si    applicano    le    collineari-: 
Gj6g,  si  ottengono  16S  punti  equivalenti.  II  numero  di  un  sistema  di  punti  equi1, 
e  minore  di  168  (e  in  tal  caso  è  un  divisore  di  16S)  allora,  e  allora  soltanto,  quando 
quei  punti  sono  poli  dello  stesso  ordine. 

Così  abbiamo:  a)  Un  sistema  dì  21  punti  equivalenti  che  sono  i  poli  ottupli  U; 
b)  un  sistema  di  24  punti  equivalenti  che  sono  i  poli  settupli  K;  e)  un  sistema  di  ^ 
punti  equivalenti  che  sono  i  poli  sestupli  Q;  J)  un  sistema  di  42  punti  equivalenti  die 
sono  i  poli  quadrupli  V;  e)  un  sistema  di  56  punti  equivalenti  che  sono  i  poli  tripli  P. 

Oltre  a  questi  restano  ancora  a  considerare  i  poli  doppi;  un  punto  generico  di 
una  retta  w  è  un  polo  doppio,  perchè  rimane  invariato  dall'omologìa  che  ha  quella 
retta  come  asse;  i  punti  equivalenti  ad  un  polo  doppio  sono  84  e  stanno  quattro  a 
quattro  sulle  21  rette  «. 

Un  sistema  di  84  poli  doppi  è  costituito  dai  punti  in  cui  le  sette  coniche  /4 -0 
si  tagliano  due  a  due;  un  altro  sistema  di  84  poli  doppi  è  costituito  dai  punti  m  cui 
si  tagliano  le  altre  sette  coniche  j[  =  o. 

B  notevole  la  configurazione  che  presenta  il  poligono  completo  che  ha  ; 


♦)  Cfr.  Weber,  L  c, 

S)  Cfr.  Gerbaldi,    Sul  gruppo  stmpìkc  di  }6o  coUinea^tom  pian*  (Memoria  I")  [questi  RcmBcoaû, 
tomo  XII  { 1 898),  pp,  25-94 J,  $  20, 
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unti  17:  le  rette  u  e  le  rette  q  formano  la  totalità  dei  suoi   lati,  da   ogni  vertice 

io  8  lati  (quattro  rette  u  e  quattro  rette  </),  su  ogni  lato  //  stanno  4  vertici  e  su 

lato  q  tre  vertici  ;  per  dualità  è  notevole  il  mukilatero  completo  che  ha  per  lati  le 
rette  1*:  i  punti   U  e  i  punti   Q  formano  la  totalitA  dei  vertici  6). 

Quanto  abbiamo  esposto  considerando  le  coniche  del  primo  sistema  /,  si  può  ri- 
ere  considerando  le  coniche  del  2°  sistema  fH  ssì  o,  e  tra  l'altro    si    può   concludere 

I  42  punti  V  stanno  distribuiti  sei  a  sei  sulle  sette  coniche  fv ,  e  i  56  punti  P  stanno 
dribuiti  8  a  8  sulle  sette  coniche  fv  =  o.  Dunque  i  punti  P  e  V  sono  punti  in  cui 
che  dell'un  sistema  incontrano  coniche  dell'altro  sistema;  ma  c'è  di  più,  e  mi  piace 

notare*  che  per  ogoi  punto  P  o  F  passano  una  conica  delTun  sistema  e  una  co- 

delTaltro  sistema  le  quali  si  toccano  in  quel  punto. 

Infatti,  considerando  una  colli  neazione  di  j°  (o  di  40)  ordine  col  triangolo  unito 
ÈPt  (ovvero   V ' V \  K)  esse  trasformano  in  se  una   conica  j\  —  o    ed    una    conica 

o  le  quali  passano  entrambe  per  i  vertici  Pt ,  P3  (ovvero  Pri ,  F2)  ed  hanno  ivi  per 
genti  i  lari  QPt>  QP,  (ovvero  UVxi  UVt). 

Pertanto  i  punti  P  e  i  punti  V  sono  punti  di  contatto  tra  coniche  fk  ==  o   e   co- 

:  fg  =  o,  essi  sono  in  numero  di  56  -J-  42  =  98  e  contano   per   98  X  2  =  196 

»sezioni  delle  sette  coniche  fk  =5  o  con  le  coniche  fg  =  o,  ma  il  numero  delle  inter- 

oni  delle  sette  coniche  J\  coti  le  coniche  f(   è    7X7X4=  J9^J    dunque:   Ogni 

tica  di  un  sistema  ì  bitangente  a  ogni  conica  dell' altro  sistema,  È  questa  una  proprietà 

Joga  a  quella  delle  due  sestuple  di  coniche  che  si  presentano  nel  gruppo  Gj6(l  7). 

Che  ogni  conica  del  primo  sistema  sia  bitangente  a  ogni  conica  del  secondo  sistema 
ìuò  dimostrare  in  altro  modo  che  serve  di  conferma  ai  calcoli  fatti  ed  ha  il  van* 
^10  di  far  conoscere  quali  coppie  si  tocchino  in  punti  P  e  quali  in  punti  V.  Parti- 
io  dall'osservazione  che  se  F  =  o,  F'=q  sono  in  coordinate  di  punti  le  equazioni 
due  coniche  bitan genti  ed  iï^o  è  l'equazione  della  corda  di  contatto,  si  possono 
»vare   due   numeri  a,   a'  tali  che  sia  identicamente  a  F  -J-  3t1  F'  =  R2  e  viceversa. 

Ciò  posto,  si  consideri  il  gruppo  Gt,  generato  da  m  e  /,  esso  trasforma  in   se   le 

:he  fo  =  o,  Jl  =  o  e  la  retta  q  che  ha  per  coordinate  i  valori  (38).  Se  si  pone: 

1  =/.  +  t(3  -  *)(/,  +/,  +/4)  -  7(5  -  Wi  +/,  +A) 

iri  q  il  quadrato  del  primo  membro  dell  equazione  della  retta  q\  per  dimostrare  che 
coniche  fo  ss;  o,  j"o  ss:  o  sono  bitangenti  e  che  q  è  la  corda  di  contatto,  basta  trovare 
numeri  oc  e  ar  tali  che  sia  identicamente  q  =  %f%  ~|*  *'fa*  Se  si  tiene  presente  l'e- 
stone (16)  di  Jl  si  trova  facilmente  *  =  y(u —  £),  x'  = —  -(2  +  5Ì)  e  quindi 
rità: 

K»  -*)/.-  t(2 + **&-  Ï 

Applicando  a  questa  identità  le  operazioni   ^8*  (*  =  o,   1,  ...  6,  £  =  0,  1,  2,  3), 


e)  Cfr.  Weber,  l  e. 

I)  Gr.  h  Memoria  del  prol.  CìhRBALDJ,  L  e,  5  *?• 

Ì**J.    CifC.    ÈitUm,    i'aUrmif,   i.    XXIV   (ìu  ICA.    i  h^).  —  Stampalo  il   2  AgQstu   1907.  aj 
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si  Ottengono  28  identità,  le  quali  provano  che  sono  bitangenti  le  coppie: 
(oo'),  (11'),  (22'),  OA  (M),  (55'),  (66') 
(02'),  (I3')>  (24'),  Cî5'),  (4é'),  (50'),  (60') 
(04'),  (15'),  (26'),  (30'),  (41'),  (52'),  (63') 
(O!'),  (.2*).  (23'),  (34'),  (45'),  (56'),  (60'), 

c  che  corde  di  contatto  sono  le  28  rette  (/,  cioè  punti  di  contano  i  j6  punti  P. 
In  modo  analogo,  considerando  il  grappo  generato   da  co  e  6  si   vede  che  cju 

lascia  ferme  le  coniche  fo  =.  o,  fi  =  o  e  la  retta  11  che  ha  per  coordinate  i  valori  (jé 

considerando  la  conica  che  si  riduce  a  questa  retta  N  come  doppia,   il    primo 

della  sua  equazione  è: 

»  =/o  -t(*+  00.  +/i)  +  i*(A  +/«+/,+/.) 

ed  ò  facile  stabilire  Tiden  ti  ti: 

(4«)  T(A  +  3)/o  +  7(^-6)/:=tt": 

Applicando  a  questa  le  operazioni  t*//  si  ottengono  21  identità,  le  quali  prova« 
che  sono  bitangenti  le  21  coppie: 

(06'),  (10'),  (21'),  (32'),  (43'),  (54'),  (65') 
(05'X  (16'),  (2o'),  (3O,  (42'),  (53'),  (64') 
(03'),  (14O,  (25'),  (36'),  (40'),  (51  )■  (^')- 
Le  21   coppie  ora  considerate  insieme  con  le  28  coppie  considerate  prima  formino 
tutte  le  49  coppie  che  possono  formarsi  con  una  conica  di  un  sistema  ed  una  delFabfli 
1  poli  settupli  K,  i  poli  ottupli  £/,  i  poli  sestupli  Q  sono  fuori  delle  coniche  dei 
sistemi. 


S  12. 

Sottogruppi  ottaedrici 

II  sottogruppo  ottaedrico  j^o/Ö"  che  lascia  ferma  la  conica  fo  =  o  produce 
altre  sei  coniche  un  gruppo  di  permutazioni    generato    dalle  (i3)(245ò),  (i24)($6))i 
questo  è  transitivo  ed  imprimitivo;  sistemi  di  m  primitività  sono;  (1,3);  (2,  6);  (4,5) 
Lo  stesso  gruppo  G     di  collineazioni  produce  nelle  coniche  dell'altro  sistema  ud 
di  permutazioni  generato  dalle  (o' 2' 4' i')(3' 5'),  (1' 2' 4')(ì' 6' j');  quest'alno 
di  permutazioni  dei  sette  indici  0*  l*  2*  4' $' 6'  è  intransitivo;  i  quattro  indici  o1 
si  permutano   soltanto    tra   loro   (e    precisamente    subiscono   tutte    le    permutazioni 
gruppo  simmetrico)  e  così  s^Ii  altri  tre  ìndici  f  5' 6'  si    permutano   tra    loro.  Tei 
presente  che  il  gruppo  ottaedrico  considerato  contiene  tre  sottogruppi  Gw  dei  quali  1 
e  generato  da  u  e  0,  gli  altri  due  se  ne    deducono    trasformando   quello    con 
contiene  inoltre  quattro  sottogruppi  G0  dei  quali  uno  ò  generato  da  (>  e  £  e  gli 
tre  si  deducono  da  quello  trasformandolo  eoa  0/J%0\  Il  gruppo    G2     ha  tre  grupi 


SUL   GRUPPO   SEMPLICE   DI    l68   COLLINEAZIONI   PIANE,  I79 


liei  di  collineazioni  di  40  ordine,  i  quali  hanno  sci  punti  uniti  V  nei  punti  dove  la 
ika  /6  =  oè  incontrata  da  tre  rette  f/,  ut ,  n3  e  gli  altri  tre  punti  uniti  nei  punti 
Uì  ,  Us;  le  coordinate  di  due  dei  punti  V  hanno  i  valori  (35),  quelle  degli  altri  quattro 
ori  V  si  deducono  da  essi  facendo  subire  ai  valori  (35)  le  permutazioni  £  e  j£;  le 
ordinate  del  punto  U  hanno  i  valori  (34),  le  coordinate  della  retta  u  hanno  i  valori 
6);  le  coordinate  dei  punti  [7  ,  U2  e  delle  rette  uì ,  u2  si  deducono  nuovamente  fa- 
ndo  subire  le  permutazioni  /,  7/  ti  valori  (y\),  (36). 

Il  gruppo  GH  ha  quattro  gruppi  ciclici  di  collineazioni  di  30  ordine,  le  quali  hanno 
punti  uniti  in  8  punti  P  dove  la  conica /O  =  o  è  incontrata  da  quattro  rette  y,  qì 7  q^  q\l 
inno  inoltre  quattro  punti  Q,  Qti   Q2,   Q}  fuori  della  conica;  le  coordinate  di   due 

t negli  8  punti  P  hanno  i  valori  (53)  e  le  coordinate  degli  altri  sei  punti  si  dedu- 
da  essi  facendo  loro  subire  le  permutazioni  0,  Vy  (Mj  le  coordinate  della  retta  y  e 
i  punto  Q  hanno  rispettivamente  i  valori  (38),  (32)  e  da  questi  con  le  permutazioni 
•%  (M  si  deducono  quelle  delle  rette  qt ,  q3,  q ,  e  dei  punti  Qv ,  Q2  ,  Q^ .  Per  le  proprietà 
te  del  gruppo  ettaedrico  di  collineazioni  piane  si  ha:  I  punti  £/,  Ulf  U3  e  le  rette 
ux  sono  vertici  e  lati  di  uno  stesso  triangolo  invariante  per  il  gruppo  6  ,  questo 
ngolo  è  triangolo  diagonale  sia  per  il  quadrilatero  qq.q^q.y  sia  per  il  quadrangolo 
2i  Qt  ßj  e^  k  triangolo  unito  per  un  sottogruppo  quadrinomio  che  è  divisore  nor- 
ie del  G^;  oltre  alle  tre  omologìe  di  questo  gTuppo  quadrinomio,  il  gruppo  G24 
itiene  altre  sei  omologie  che  hanno  i  centri  nei  vertici  del  quadrilatero  q  qt  q2  q%  e  gli 
i  nei  lati  del  quadrangolo  Q  Q{  Q2  Q  ;  il  quadrangolo  e  il  quadrilatero  sono  il  primo 
coscritto  al  secondo,  l'uno  polare  dell'altro  rispetto  alla  conica  fo  ss  o. 

U  gruppo  ottaedrico  considerato  di  collineazioni  piane  ha:  Tre  poli  ottupli  nei 
riti  U)  Ui ,  U1;  quattro  poli  sestupli  nei  punti  Qy  ()t,  Qìf  Q  ;  dodici  poli  quadrupli,  dei 
oli  sei  sono  i  punti  V  che  stanno  sulla  conica  fo  ss  o,  e  altri  sei  sono  i  punti  U 
itici  del  quadrilatero  qq^^q^  infine  ha  8  poli  tripli  nei  punti  P  giacenti  sulla  conica 
=  o.  Lo  stesso  gruppo  ottaedrico  fa  nascere  sulla  conica  /0  =  o,  che  è  per  esso  un 
priante,  un  gruppo  ottaedrico  di  proiettività  binarie,  per  cui  i  sei  punti  V  della  Co- 
ra rappresentano  la  forma  sestica  (ottaedro),  gli  8  punti  P  della  conica  rappresentano 
forma  di  8°  grado  (esaedro)  e  i  12  punti  d'incontro  della  conica  con  i  sei  lati  del 
adrangolo  Q  Qt  Q2  Q    rappresentano  la  forma  di  120  grado  8). 

Applicando  le  collineazioni  dei  G^ ,  i  24  punti  intersezioni  della  conica  invariante 
c=  o  con  le  altre  sei  coniche  /(  =  o,  ft  =  o,  .  , .  ,/6  =  o  si  permutano  tra  loro  e  però 
istituiscono  un  gruppo  di  24  punti  invariante  per  il  suddetto  gruppo  ottaedrico  binario 
illa  conica  /o.  Nel  tempo  stesso  si  permutano  tra  loro  gli  altri  punti  io  cui  la  conica  fQ 
toccata  dalle  quattro  f^%ft  ffM9f*  e  si  permutano  tra  loro  i  sei  punti  in  cui  la  conica /0 
toccata  da /^,  y',/^ ,  perche  abbiamo  visto  che  il  gruppo  G1  di  collineazioni  permuta 
l  loro  le  tre  coniche  f ,  /5 ,  fb  e  pennuta  tra  loro  le  quattro  coniche  fo ,  j[ ,  f3  ,  f  ; 
Oque  i  punti  in  cui  le  prime  tre  coniche  sono  bÌtangenti   alla   conica  fo  sono   i   sei 


8)  Cfr.  Gerbaldi,  L  c. 
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punii  V  di  questa  e  i  punti  in  cui  le  altre  quattro  coniche  sono  bitangenti  alla  conica 
sono  gli  otto  punti  P  di  questa. 

Nel  gruppo  Gl68  abbiamo  sette  gruppi  ottaedrici  simili  al  precedente  che  si 
gono  trasformandolo  con  le  operazioni  ra;  ognuno  di  questi  gruppi  ottaedrici 
in  se  una  conica  J\  ed  insieme  con  questa  conica  trasforma  in  se  anche  un  quadrati] 
e  un  quadrilatero  completi;  quello  ha  per  vertici  quattro  punti  Q  e  sei  reue  w, qi 
ha  per  lati  quattro  rette  q  e  per  vertici  sei  punti  £/,  il  triangolo  diagonale  dell'uno 
anche  triangolo  diagonale  dell'altro  ed  ha  per  vertici  e  lati  tre  punti  U  e  tre  rette 
Ognuno  dei  sette  gruppi  ottaedrici  considerati  permuta  intransitivamente  le 
f%  =  o  dell'altro  sistema  e  le  divide  in  una  terna  ed  in  una  quaterna,  costituiscilo 
terne  le  tre  coniche  fk  =  o  che  toccano  la  conica  invariante  del  gruppo  ottaedrko 
suoi  punti  V  e  costituiscono  la  quaterna  le  quattro  coniche  j[  s  o  che  toccano  la 
conica  invariante  nei  suoi  punti  P.  Le  sene  terne  e  quaterne  con  la  nostra  ni 
sono  : 

0'5'6'Xo'iV4'),  C4'6'o')(i'2'3'j'), 
(5'o'i')(2'3'4'6'),  (6'i'2')(34'5'o')» 
(o'2y)(4y6V)>        (i'3'4')QW2'), 

C2'4'3')(6'o'i'3,> 

Nel  gruppo  Gl6S  oltre  ai  sette  gruppi  ottaedrici  ora  considerati,  abbiamo  altri 
sottogruppi  ottaedrici  G\4  che  in  Gj68  sono  simili  tra    loro,   ma    non    simili  ai  pn 
denti  ;  ognuno  di  questi  altri  sottogruppi  ottaedrici  ha  per  conica  invariante  una  coi 
del  2°  sistema. 

Quanto  si  è  detto  sopra  per  i  gruppi  GH  si    ripete   ora   per   i    G^,   scambiai 
tra  loro  i  due  sistemi  di  coniche. 

Le  coniche  dei  primo  sistema  si  dividono  in  sette  terne  e  quaterne  che  sono 
cisamente  le  {A)  (§  n)> 

Corrispondentemente    ai  G'u  si  possono  considerare  altri   sene   quadrangoli 
pleti  con  i  vertici  nei  punti   Q  e  con  i  lati  nelle  rette  w,  e  sette   quadrilateri   coraj 
cou  i  lati  in  rette  q  e  i  vertici  in  punti  U. 

Il  sottogruppo  comune  a  due  sottogruppi  G  t  un  gruppo  quadrinomio  V  e  il  sot- 
togruppo comune  a  due  sottogruppi  G[4  t  r\ 

Infatti  le  collineazioni  comuni  a  due  sottogruppi  G  Lisciano  ferme  Je  coniche  (a) 
e  (fi)  e  però  non  possono  essere  né  di  j°  né  di  40  ordine  (perchè  queste  spostino 
sei  coniche)  né  di  y°  ordine  perchè  queste  spostano  tutte  e  sette  le  coniche,  esse  som 
dunque  omologìe;  ora  tra  le  quaterne  (A)  ve  n'è  sempre  una  ed  una  sola  che  non 
contiene  due  indici  assegnati  («(5),  s'a  (y^8*)»  *'  sottogruppo  comune  ai  due  Gl(  t 
dunque  il  T    che  dà  le  permutazioni 

»,    er*)(«9>    (y«x»0.    CrW»> 

Tre  sottogruppi  GH  ,  se  lasciano  ferme  tre  coniche  che  costituiscono  una  terni  (A^ 
hanno  in  comune  un  sottogruppo  r\j  altrimenti  non  hanno  altra  operazione  in  comune 
che  l'identità. 


SUL  GRUPPO  SEMPLICE  DI   l68  COLUNEAZIONI  PIANE.  l8l 

In  una  prossima  Nota  tratterò  del  gruppo  esteso  di  1 68  correlazioni  e  del  problema 
le  forme  e  farò  vedere  come  dev'essere  corretto  un  coefficiente  numerico  della  ri- 
vente  data  dal  Weber,  facendo  dei  confronti  con  quella  di  Klein  onde  provare  Te- 
tezza  dei  calcoli. 

(Continua). 

Palermo,  30  giugno  1907. 

Riccardo  Bucca. 
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1.  In  this  communication  I  sh.ill  employ  the  following  n« 
The  symbols  (at,  p,  y,  8)  will  be  used  to  denote  quadripl 

to  a  tetrahedron  of  reference    A  BCD;  the  symbols   um9    Um 
stated)  denote  ternary  quantica  of  (;,  y,  8);    whilst    such 
the  like  will  denote  binary  quantics  of  (y,  X), 

2,  If  5,  5'  denote  two  quadric  surfaces,  and  C7,  l\   W  » 
the  equation 
(i)  S1[/  +  5S'F  +  S'*JF  =  o 

represents  a  surface  of  the  uth  degree  having  a  nodal  curve, 
quante  formed  by  the  intersection  of  the  quadrics  S  and  5'.  \ 
a  common  generator,  the  nodal  curve  degrades  into  a  straig! 
cubic.  I  shall  not  however  discuss  these  special  nodal  curves,  I 
case  in  which  5'  consists  of  a  pair  of  coincident  planes*  Puttin 

(2)  S>t/_|_SFaa-|-  fPV  =  o 

which  represents  a  surface  of  the  nth  degree  having  a  tacnodal 
The  plane  a,  which  contains  the  tacnodal  conic,  intersect 
conk  twice  repeated  and  in  the  residual  curve  x  =  o,  U  =  o; 
cation  shortly  to  be  published  in  the  Quarterly  Journal,  I  have 
of  intersection  of  the  tacnodal  conic  and  the  residual  curve  are 
nature  of  cubic  nodes,  and  that  the  nodal  cone  consists  of  a  qi 
touching  the  cone.  In  other  words,  the  nodal  cone  is  an  imprc 
a  tacnodal  generator.  The  number  of  these  singular  points  is  t 
quintic  surface  has  also  four  singular  points,  where  the  taenode 
phoid  *)  cusp  (point  de  rebroussement  de  seconde  espèce).  The 
the  first  of  these  theorems  by  making  the  vertex  B  of  the  tet 
coincide  with  these  singular  points  ;  and  for  a  quintic  surface  th 
in  the  course  of  the  work. 


')  potuto  ç  =  un  becco. 
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3,  When  C7,  V  and  IV  are  planes,  equation  (2)  represents  a  quintic  surface  ha- 
a  tacnodal  conic,  and  I  shall  proceed  to  investigate  some  of  the  properties  of 
surfaces. 

Let  p  and  q  be  the  points  of  contact  of  a  double  tangent  plane;  then  this  plane 
cut  the  tacnodal  conic  in  two  points  P  and  Q,  and  the  section  of  the  surface  by 
plane  ^sv ill  in  general  consist  of  a  quintic  curve  having  tacnodes  at  P  and  Q  and 
iiinarv  nodes  at  p  and  q*  Bot  since  the  plane  has  one  degree  of  freedom,  the  equation 
the  section  will  contain  an  arbitrary  parameter  0,  whose  value  depends  upon  the 
ition  of  the  plane.  Wc  may  therefore  determine  0  as  follows  : 
I  A  conk  can  always  be  described  touching  the  section  at  P  and  O  and  passing 
irough  one  of  the  points  p  or  q  ;  but  if  0  he  determined  so  that  the  conic  passes 
trough  p  and  y,  the  section  will  degrade  into  cubic  curve  and  a  conic,  which  touches 
m  cubic  at  P  and   Q  intersects  it  at  p  and  q. 

II.  Let  6  be  determined  so  that  P,  p  and  q  lie  in  the  same  straight  line  ;  then  it 
>ould  at  first  sight  appear  that  the  section  consists  of  a  quartic  curve  having  a  tacnode 
:  Q  and  a  straight  line,  which  touches  the  quartic  at  p  and  intersects  it  at  p  and  q. 

il!  however  be  shown  that  the  line  in  question  passes  through  one  of  the  singoiar 
oints  at  which  there  is  a  cubic  node,  and  that  the  section  consists  of  the  line  Ppqy 
ad  a  quartic  curve  having  a  tacnode  at  Q  and  an  ordinary  node  at  P. 

III.  Let  ti  be  determined  so  that  the  plane  is  a  triple  tangent  plane  ;  then  the  section 
prill  consist  of  a  cubic  curve  and  a  pair  of  straight  lines,  which  touch  the  cubic  at  P 
Ind  2,  intersect  it  at  p  and  q  and  intersect  one  another  at  a  point  r. 

W«  shall  show  that  there  are  altogether  nineteen  lines  lying  in  the  surface. 

4.  Through  every  point  on  the  tatnoJal  cottk  two  plana  can  be  drawti,  which  intersect 
ifc  surface  in  a  conic  ami  a  cubic  nave. 

It  follows  from  (2)  that  the  planes  U  and  W  intersect  the  surface  in  a  conic  and 
\  cubic  curve,  but  these  are  special  planes.  The  plane   W  intersects  the  tacnodal  conic 
a  the  two  points  which  we  shall  choose  as  the  vertices  B  and  C  of  the  tetrahedron 
I"  reference,  whilst  D  will  be  any  point  on  the  tacnodal  conic.  Then 

6PV  =  Lol  +  MÜ 
let 

v  =  s  —  k*\ 

vlicrc  k  is  a  constant.  Substituting  in  (2),  the  equation  of  the  surface  may  be  written 
o  the  form 

t(lO  +  2  it  Vx1  +  Vol3)  -f  *<(AJ  U  +  it  V  +  L<t  +  M  *)  =  o 
*  ''lieh  shows  that  the  plane 

'tersects  the  surface  in  a  conic  and  a  cubic  curve,  which  touch  one  another  at  the 
vo  points  where  (4)  intersects  the  tacnodal  conic,  If  D  be  one  of  these  points,  the 
Hrfficient  of  S  in  (4)  must  be  zero,  which  furnishes  a  quadratic  equation  for  detct^ 
Ininp  k. 


5-  We  shall  now  find  the  condition  that  the  line  AB  shall  lie  in  the  surface 
We  have  shown  thai  every  line  lying  in  the  surface  must  pass  through  the 
nodal  conic;  we  shall  therefore  choose  the  tetrahedron  of  reference   so  that  A  is 
other  point  where  AB  cuts  the   quadric  5,  whilst    C  and    D  arc   any   points  on  i 
tacnodal  conic.  Then  the  equation  of  the  surface  may  be  written  in  the  form 

(5)  (»«,  +U)'(I«  +  U,)  +  (xu,  +  U)(M«+F,K +»>•=<>, 
where 

(6)  »,=**+ of +  **, 

(7)  12  =  XTS-f  (iSfi  +  vfiy, 

and   Ut ,  V ' ,  W t  are  linear  fucntions  of  (ß,  y,   Ä,).  Equation   (5),  when   written 
at  full  length  becomes 

j  »<(M«,  +  iv,)  +  »'(Mû  +  p>,  +  1«;)  +  *(r,a+  t;,«;  +  3Lü« 

W     j  +  «ß(Iü  +  2«,  U,)  -f-  Q'  17,  =  o. 

If  ^ß  is  a  line  lying  in  the  surface,  (8)  must  vanish  when   y  =  S  =  0; 
if  v, ,  u/t ,  T    be  linear  functions  of  (y,  &),  it  follows  that 

/    ITt  =  —  MPt  4.«,, 

(9)  ]       P,  =-17^  +  1,,, 

'  Ului  ^  o,     when     y  ~  ^  =  °* 

The  last  of  (9)  may  be  satisfied  by  making 

(10)  [/(  =  Tt ,     or     P  =  o. 

6.  We  shall  now  prove  that  the  first  of  (10)  furnislics  the  following  theorem: 
Through  each  of  the  points  in  winch  the  residual  Hue   intersects  the   tacnodal 

eight  lines  can  he  drawn  which  lie  in  the  surface  and  are  generators  of  a  qu 

whose  vertex  is  the  point  in  question. 

Equation  (5)  may  be  written  in  the  form 


(») 

where 


+  Xy*. 


Arranging  in  powers  of  ß  (u)  becomes 

(  F(P*  +  f.S  +  v  Y)[(f,.S  +  vy)(I«  +  T.)  +  P**j 

(i2)J  +  H(T*  +  M  +  n)[**(£«  +  O  +  *Jf,]  +  *3[M  *0*  +  vT)  -IPS 

f  +  ^(A*  +  t()  -f  X(M«  +  «rl)«<  -f  wf*<  =  o. 

The  form  of  (it)  shows  that  B  is  one   of  the   points   where   the  residual 
a  =  o,  x(  =  o  intersects  the  tacnodal  conk;  whilst  (12)  shows  that  this   p 
cubie   node,  whose  nodal  cone  consists  of  a  quadric  cone  and  a  plane  wl 
it  Also  the  line  AB  is  a  common  generator  of  this  quadric  cone  and  the  quarries 
which  is  the  coefficient  of  [i  in  (12);  and  since  these  cones  have  eight  common 
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ators,  each  of  them  must  be  a  line  lying  in  the  surface.  Similar  considerations  apply 
the  other  point  in  which  the  residual  line  intersects  the  tacnodal  conic;  accordingly 
ere  arc  altogether  sixteen  lines  lying  in  the  surface,  which  together  with  the  residual 
ic  make  seventeen. 

In  (n)  the  point  C  may  be  any  point  whatever  on  the  tacnodal  conk;  hence 
=  o  is  any  arbitrary  plane  through  AB,  Putting  i  &s  o  it  will  be  found  that  the 
ction  of  the  surface  consists  of  the  line  AB  and  a  ejuartic  curve  having  and  ordinary 
ode  at  B  and  a  tacnode  at  C;  and  that  the  equation  of  the  tacnodal  tangent  at  C  is 

The  form  of  (j)  shows  that  the  plane  L«*f  Vi  =  o  touches  the  surface  at  every 

oint  of  the  residual  line;  and  if  E  be  the  other    point   in   which   this   line   cuts   the 

icnodal  conic,  the  section  of  the  surface  by  this   plane   consists   of  the   residual   line 

ace  repeated  and  a  cubic  curve  which  is  touched  by  the   planes   ABD  and   A  ED 

B  and  E. 

7.  Returning  to  equations  (9),  we  most  now  consider  the  second  condition,  and 
e  shall  prove  that: 

Through  each  of  the  points  where  the  plane  IV  intersects  the  surface,  a  straight 
\t  can  be  drawn  which  lies  in  the  surface.  These  two  straight  lines  lie  in  the  same 
am,  and  the  section  of  the  surface  by  the  plane  consists  of  the  straight  lines  and  a  cubic 
rve  touching  them  at  the  points  in  question. 

Equation  (8)  shows  that  when  P=0,  AB  will  be  a  line  lying  in  the  surface 
rovided  Wx  is  a  linear  function  of  (y,  ft)  alone:  but  Ui  and  Vx  may  be  arbitrary 
bear  functions  of  ((i,  y>  ^)*  ^l  ^  ana<  C  uc  1'1C  points  where  the  plane  Wx  inter* 
ccts  the  tacnodal  conic  ;  then  Wx  =  S  ;  also  let 

tU^ip  +  ni  +  n*, 

len  (5)  becomes 

L       J  PC**  +  vY)  +  xj(i«  +  n  +  »n  +  »*) 

If  +  [PG*8  +  n)  +  -](M*  +  FP  +  G  y  +  //S)  +  «48  =  o. 
Let  à  =  o,  then  (14)  becomes 

^iidi  shows  that  the   section    consists    of   the    straight    lines    y  =  o,    or    AB;    and 
f  H~  Ô*  ~  °  which  passes  through  C;  and  the  cubic  curve 
26)  T(vp  +  Q*)(L*  +  Ip ■  +  wy)  +  (Ma  +  FP  +  GT)a3  s  o. 

The  form  of  (16)  shows  that  the  lines 

e  the  tangents  to  the  cubic  at  B  and  C 

8.  The  Jour  points  where  the  quadric  .one  V1  =  4  LT  W  intersects  the  tacnodal  conic 
e  the  points  where  the  tacnode  changes  into  a  rhamplmd  cusp. 
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In  equation  (2)  let 

(17)  t/=  ß^  +  t/t,     rt~ai-+rtt     fr=ft  +  fr, 

where  Ut ,   l\ ,  l\\  are  planes  passing  through  B.  Then  if  B  be  one   of  the  po 
in  which  the  cone 

(18)  r  =  4t//r 

intersects  the  tacnodal  conic,  we  must  have  Q  =  2Qq\  and  (2)  becomes 

(19)  S'u;  +  svy  +  wy  -f  kqs  +  ,«7  =  ° 

Now  the  plane  ABC  may  be   any   arbitrary    plane    through    B;    hence   pu 
1 1=  o  in  (19),  and  transforming  birarionally  bv  means  of  the  equations 

ft  *  Y 

«Y        a'p'        y' Si' 

it  will  be  found  that  the  transformed  curve  will   have  a  cusp  at    a    certain    poirn 
AC.  This  shows  that  the  original  curve  has  a  rainphoid  cusp  at  B. 
Equation  (2)  may  also  be  written  in  the  form 

(25F+  VoLy  +  oL<(4UlV—  r)  =  o 

which  shows  that  the  cone  (iì>)  is  a  double  tangent  cone. 


Flcdborough  Hall,  Holyport,  Berks,  England, 
27th  May  1907. 


A.  B.  Basse 
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THEOREM  IN  THE  THEORY  OF  FONCTIONS  OF  A  REAL  VARIARLE. 

Br  W.  H.   Young  (Cambridge,  Engl.). 


Adunimi  ild   14  Luglio  1907. 


S  1. 

Among  the  many  interesting  results  in  Dmfs   Functions  of  a  Real   Variable  not 
least  remarkable   is  the   theorem    f)   that  a   function   defined   for  an   interval,  and 
If  the  differential  coefficient  of  another  function,  possesses  one  of  the  most  familiar 
roperries  of  a  continuous  function,  viz.  that  it  assumes  in  every  interval  every  value 
cen  its  upper  and  lower  limits  in  that  interval 

Baire  has  shewn  a)  that  the  limit  of  a  continuous  function  necessarily  has  points 

continuity  everywhere  dense,  and    furthermore   that  the   points  of  continuity  with 

yea  to  each  perfect  set  are  everywhere  dense  in  that  set,  in  other  words,  the  func- 

so   defined  is  point  wise   discontinuous   with    respect   to   every    perfect   set.   The 

articular  limit  of  a  continuous  function  constituted  hy  a  differential  coefficient  preserves 

lcrefore  to  a  striking  degree  properties  of  the  function  of  which    it   is  a   limit.  The 

tion  naturally  arises.  Has  the  limit  of  a  continuous  function  in  the  general  case  the 

named  of  the  properties  in  question?   It  is   easy  to   construct   examples   shewing 

this  is  not  so  3).  We  are  led  further  to  ask.  What  additional  condition  must  hold 

order  that  a   function    which  is  the   limit  of  a   continuous   function   may  in  every 

Nerval  assume  every  value  between  its  upper  and  lower  limit  in  that  interval? 

This  question  is  dealt  with  in  the  following  note.  It  is  found   that  the   necessary 
sufficient  condition  4)  that  a  junction  which  is  painlwise  discontinuous   with    respect 
every  perfect  set  in  the  segment  in  which  it  is  defined,  should  assume  in  every  interval 


l)  See  SS  Mi,  147»  *7*>  172. 

a)  Sur  Us  jonctions  de  variables  rèdks  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  Ifl,  tomo  III 

Ì99),  pp.   1-123],  SS  22'ì°*  other  references  in  Hobson's  Functions  of  a  Real  Variable  (1907),  p.  525. 

3)  For  instance  the  fonction  which  is  zero  at  every    irrational  point  of  the    segment  (o,  ï),  and 

—  at  any  rational   point  -±—  (/>  <  q  and  prime  to  it), 

*)  This  condition  may  be  compared  with   the  well    known    sufficient   condition    that   a 
ay  assume  its  upper  (lower)  limiting  value,  viz.  that  at  every  point  its  value  _^  (^)  Cx 
K  point. 


every  value  between  its  upper  and  hiver  limits  in  that  interval,  is  that  the  vahu  of  i 
function  at  each  point  is  one  of  the  limits  of  values   in   the   neighbourhood  of  tk 
on  the  right  and  also  one  of  the  limits  of  values  in  the   neighbourhood  of  the  puni 
the  left. 

We  thus  get  incidentally  a  new  proof  of  Di\i's  theorem  on  quite   different 
from  those  in  his  classical  treatise. 

Theorem  —  IJ  f{x)  is  a  function  which  is  defined  for  every  point  of  an  into 
and  has  the  following  two  properties. 

Ä)  the  value  ]\x)  at  any  point  P  is  one  of  the  limits  of  values  in  the  neigbbourb 
of  P  on  the  right  and  also  on  the  left  s); 

B)  the  Junction  is  pointwise  discontinuous  with  respect  to  every  perfect  set  (or,  i 
is  the  same,  the  function  is  the  limit  of  a  continuous  function);  then 

C)  /(a)  assumes  every  value  k  betiveen  its  upper  and  lower  limits. 
Let  St  be  the  set  of  points  for   which  />  £,   and  52  the  set  for  which /<i 

then  we  shall  shew  first  that  (omitting  the  trivial  case  in  which  the  upper  1< 
coincide)  both  5,  and  5a  are  dense  in  themselves  on  both  sides. 

For,  by  the  definition  of  upper  and  lower  limit,  there  will  certainly  be  at 
point  in  each  set.  Let  Pi  be  a  point  of  Sl ,  and  let  the  value  of  /  there  be  k  -f  i 
then,  by  A),  there  is  on  each  side  of  P  a  sequence  of  points  having  P  as  limit, 
that,  passing  along  the  sequence,  /  has  the  limit  k  -\-  ey  so  that  after  a  certain  su# 
every  point  of  the  sequence  must  belong  to  St .  Since  this  is  true  on  both  sides  of  P. 
P  is  a  limit  on  both  sides  for  the  set  Sk ,  in  other  words  SI  (and  similarly  SJ  is  dense 
in  itself  on  both  sides. 

If  one  of  the  sets,  say  St ,   is  not   dense   everywhere,   there  is  a   definite  set  of 
non  abutting  intervals  free  of  points  of  5,  (viz.    the  «  black   intervals  »  of  the  perftt 
set  which  is  the  derived  of  SJ.  Not  only  do  the  internal  points  of  these  intervals  i 
belong  to  5|  ,  this  is   true  of  the  end-points   also,   since   these   could    not  be 
points  on  both  sides  for  the  set  5J  , 

Similarly,  if  S2  is  not  dense   everywhere,    we   get  a  second    set  of  non-abumr 
black  intervals,  no  point  of  which,  including  the  end-points,  belongs  to  5^. 

i)  It  may  be  that  both  these  sets  of  intervals  exist,  and  that  one  of  the  first 
abuts  with  one  of  the  second  set.  In  this  case  the  common  end-point  belongs  to  neitl 
St  nor  53,  so  that  the  value  of  the  function  there  is  A. 

2)  If  this  is  not  the  case,  either  neither  set  of  intervals  exists,  or  else  all  the  \m 
vais  so  determined  from  both  St  and  5x  form  a  set  of  non-abutting  black  intcrva 


5)  At  the  end-point5  of  the  fundamental  segment  this  is  to  be  taken  throughout  to  apply 
tionally  to  one  side  only, 
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the  points  not  internal  to  such  intervals  form  a  perfect  set  17  6),  which,  if  both 
St  and  S3  are  dense  everywhere,  is  the  continuimi  itself, 
P  be  any  point  of  this  perfect  set  U,  and  d  any  interval  containing  P  as  internal 
so  that  d  does  not  lie  entirely  inside  one  of  the  black  intervals  of  Uy  and  there- 
all  the  points  of  d  do  not  belong  to  one  only  of  the  sets  Si  and  S^  Then  we 
nuke  the  same  statement  of  all  the  points  of  U  in  the  interval  d,  For  suppose,  if 
sstble,  that  all  the  points  of  t/  in  d  belonged  to  Sr  Then  none  of  the  end-points,  and 
ïrefore  none  of  the  internal  points,  of  any  black  intervals  lying  wholly,  or  in  part, 
ade  d,  would  belong  to  5a  ;  therefore  no  point  of  d  would  belong  to  Sa ,  which,  since 
is  not  part  of  a  black  interval,  is  not  the  case.  Similarly  all  the  points  of  U  in  d  are 
>t  points  of  S2.  Thus  inside  d  there  is  either  a  point  belonging  to  neither  S1  nor  Sa, 
d  this  would  be  a  point  at  which  /sz  A,  or  else  there  are  inside  d  points  of  U  which 
long  to  ST  and  points  of  V  which  belong  to  S3. 

In  this  latter  case  it  follows  that  P  is  a  limiting  point  of  points  of  U  where  the 
due  of  /  is  >  £,  and  of  points  of  U  where  the  value  of  /  is  <  i,  so  that,  if  P  is  a 
oint  of  continuity  with  respect  to  the  perfect  set  t/,  the  value  of  /  at  P  must  be 
ely  t 

Now  by  B)  there  is  such  a  point  of  continuity  in  the  perfect  set  L7,  thus  it  follows 

case  also  that  the  function  actually  assumes  the  value  k}  which  proves  the  theorem. 

Corollary,  —  Iff  is  a  function  satisfying  the  condition  A\  but,  in  some  particular 

jZ,  not  assuming  every  value  between  its  upper  and  lower   limits^   then   there  is  a 

set  at  every  point    of   winch    the  function    is   discontinuous   with  respect  to   that 

set. 

The  examples  given  below  shew  that  the  case  contemplated  in   the  Corollary   is 

sible  one,  and  that  the  function  may  be  either  totally  or  only  pointwise  discon- 

1U0US. 


S3- 


Condition  A)  has  been  proved  sufficient  in  the  case  of  a   function   which   is   the 

mit  of  a  continuous  function  in  order  that  C)  may  hold,  that  is  in  order  that  in  every 

ii  the  function  may  assume  all  values  between  its  upper  and  lower  limits  in  that 

llerval-   That  it  is  a  necessary  condition  not  only  for  such  a  function  but  for  any  function 

!  easily  seen. 

In  fact  if  P  be  any  point  at  which  the  value  of  the  function  is  C,  and  we  take 
ith  P  as  left-hand  end-point  any  interval,  as  small  as  we  please,  the  function  assumes, 
y  hypothesis,  inside  this  interval  one  at  least  of  the  values  e  -f-  e,  c  —  tf,  where  e  is 
I  small  as  we  please.  Taking  as  new  interval  the  left-hand  half  of  the  first  interval, 
e  function  assumes  in  like  manner  one  at  least  of  the  values*;  -j-  ^eyc~  —*,  inside 


•)  An  cod-point  of  the  fundamental  segment  is  to  be  conside  nd  only 

it  is  not  an  end-point  of  a  black  interval 
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this  interval;  whence,  by  repeated  application  of  this  process,  we  see  that  the  va 
at  P  is  a  limit  of  values  in  the  neighbourhood  of  P  on   the   right,   and  similarly, 
coarse,  on  the  left. 

Here  we  have  tacitly  assumed  that  the  point  F  is  not  internal  to  an  interval  i 
which  the  function  is  constant,  in  which  case  no  discussion  is  required. 

Thus  we  sec  finally  that  the  necessary  and  sufficient  condition  that  a 
is  pointwise  discontinuous  with  respect  to  every  perfect  set  should  in  every  interval  assi 
every  value  between  its  upper  and  lower  limit  in  that  interval,  is  that  A)  should 


§4- 

The  following  examples  shew  that  condition  A\  though  necessary  is  not: 
to  insure  C)  in  the  case  of  a  discontinuous  function  which  is  not  the  limit  of  i< 
tinuous  function. 

1;xample  I.  —  Let  the  rational  numbers  between  o  and  I,  both  excluded^  be 
ranged  iu  countable  order,  and  be  Rt ,  R2 ,  R}i 

Consider  a  function  which  has  at  every  rational  point —with  denominator^ 
the  value  RHÌ  for  all  integers  w.  The  values  at  the  remaining  points  (that  is  the 
rational  points  and  those  rational  points  —  whose  denominators  are  not  powerst 

may  be  any  values  we  please  between  o  and  I. 

Then  if  %  be  any  point  in  the  segment  (o,  i),  and  we  describe  with  jc  as 
point  any  interval,  inside  this  interval  there  will  be  rational  points   corresponding 
denominators  2"  for  all  but  a  finite  number  of  values  of  w>  Therefore  inside  this 
terra]  the  function  assumes  all  but  a  finite  number  of  values   of  the    series  Ä<( 
R. ,  .  . .  .  Therefore  if  y  be  any  value,  rational  or  irrational,  between  o  and  1, 
included,  the  function  has  the  limit  y  at  some  point  inside  the  interval.    Since  thûj 
truc  however  large  w,  and  therefore  however  small  the  interval   may  be,  it  fol 
that  one  of  the  limits  which  we  approach  in  moving  towards  x  from  whichever* 
we  please  is  y  ;  in  other  words,  whether  we  approach  from  the  right  or  the  left,  t 
limits  wThich  we  obtain  for  the  values  of  the  function  in  the   neighbourhood  of 
point  x  are  all  the  numbers  between  o  and  1  both  included. 

By  suitably  assigning  the  values  at  the  remaining  points,  we  can  insure 
irrational  values  we  please  are  not  assumed  by  the  function  thus  we  see  that 
tion  Â)  alone  does  not  insure  the  result  C). 

All  these  functions  are  totally  discontinuous.  The  following  special  cast 
type  may  be  noticed. 

1)  Let  the  value  at  the  remaining  points  be  I.  No   irrational    value   is 
by  the  function,  but  the  function  assumes  its  upper  limit  in  every  interval 

2)  Let  the  value  at  the  remaining  points  be  -j- .  The  same  is  true  as  in  1),  1 
that  the  upper  limit  1  is  not  assumed  as  a  value. 
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3)  At  each  of  the    remaining   points   x    let    the   fonction    be   x.   In    the   whole 
t  (o,  1)  every  value  between  the  upper  and  lower  limits  is  assumed,  but    this 
true  of  any  partial  segment. 
Example  II,  —  The  preceding  example  shew  s  that  condition  A)  is,    in    the    case 
totally  discontinuous  function,  insufficient  to  secure  Q.    Using    the    well-known 
espondence  between  the  continuum  and  a  perfect  set  oowhere  dense,  we  can   de- 
ce that  the  same  is  true  when  the  function  is  pointwise  discontinuous. 

Taking,  for  instance,  the  typical  ternary  set  of  zero  content,  whose  black  intervals 

got  by  dividing  the  segment  (o,   i)    into   three    equal    parts    and    blackening    the 

die  segment,  and  repeating  this  process  in  each  white  segment  ami  infinitum,    the 

jrrespondence  is  simply  got  by  making  both  end-points  of   these   black    intervals    in 

er  correspond  to  the  rational  points  whose  denominators  are  powers  of  2,  obtained 

in  like  manner  by  binary  instead  of  ternary  division. 

To  be  more  precise,  expressing  the  binary  numbers  in  the  scale  of  2,  the  number 


o.eitxel  ...  eni 


itrc  each  e  is  either  o  or  i),  corresponds  to  the  two  numbers  got  by  multiplying 
t  by   2,  and  replacing  the  terminal   1  by  2  and  by  02  respectively,  these  numbers 
;  interpreted  in  the  scale  of  3. 

Each  point  corresponds  to  the  limit  of  the  points  corresponding  to  rational  points 
»  neighbourhood,  so  that  the  correspondent  of  the  non-terminating  binary  number 


o.  e  e  e 

VT»    „s    Va    Vj 


ending  in   1,  is  got  by  multiplying  by  2  and  interpreting  in  the  scale  of  3. 

If  now  y  be  any  of   diese  ternary    numbers    and    x   the    corresponding    binary 

we  take 

F(,)=/(x) 

e  /(*)  is  one  of  the  functions  constructed  in  the  preceding  example. 

At  any  points  of  a  black  interval  of  the  ternary  perfect  set  however,  let  F  have 

same  value  as  at  the  end-points  of  that  interval. 

This  function  F  is  continuous  except  at  every  point  of  the  ternary  perfect  set, 
each  point  of  which  it  is  discontinuous  with  oscillation  unity.  Since  the  ternary 
rect  set  is  dense  nowhere,  this  function  is  a  pointwise  discontinuous  function,  and 
satisfies  condition  A);  only  inside  the  black  intervals  of  the  perfect  set,  however, 
C)  hold  true. 

s  5. 

As  above  remarked  the  theorem  of  §  2  is   a   generalisation    of   the    well-known 
of  a  continuous  function,  viz.  that  it  actually  assumes  in  every  interval  every 
ween  its  upper  and  lower  limits,  in  this  case  included. 
~»erhaps  worth  while  giving  the  proof  of  this  property  on  the  lines  of  that 


In  una  Nota  pubblicata  qualche  anno  fa  *),  occupandomi  del  problema  della    de- 

minazioue  dei  gruppi  continui,  finiti  ed  infiniti,  in    n    variabili,    mostrai    in    base    a 

i  procedimenti  la  ricerca  poteva,  almeno  teoricamente,  essere  semplificata.  In  quella 

iasione  enunciai  un  teorema  generale  che   ricooduce    la    determinazione    dei   gruppi 

I  quella  dei  gruppi  che  contengono  tutte  le   traslazioni   (gruppi    di    Picard, 

che  fu  questo  il  primo  Autore  che  se  ne  occupò  in  modo  particolare  nei  suoi  studi 

generalizzazione  delle  funzioni  di  variabile  complessa), 

Il  Prof.  Vessìot,  in  una  Memoria  a)  nella  quale  riprende,  completa  e  generalizza 
ricerche  di  Engel  e  mie  sull'argomento,  ha  giustamente  osservato  come  la  dimo- 
ine da  me  data  in  quella  occasione  non  sia  completa..  Egli  considera  il  gruppo 
mito  in  tre  variabili  che  lascia  invariante  un  sistema  completo,  e,  determinando  le 
adizioni  di  integrabilità  del  sistema  delle  equazioni  di  definizione,  scritte  sorto  la 
ma  canonica,  perviene  ad  una  condizione  di  un  tipo  speciale  che  io  non  avevo  am- 
ata tra  le  possibili  condizioni  di  integrabilità. 

Nella  presente  Nota  io  mi  propongo  anzitutto  di  completare  la  mia  antica  dimo- 
-razione,  per  il  caso  di  gruppi  definiti  da  sole  equazioni  differenziali  del  primo  ordine 
uppi  del  primo  ordine).  Quando  si  prescinda  dal  gruppo  proiettivo  generale,  e  da 
dio  infinito  delle  trasformazioni  proporzionali,  che  sono  definiti  da  sole  equazioni  del 
ondo  ordine,  ogni  altro  gruppo  sia  finito,  sia  infinito,  o  è  del  primo  ordine,  o  è 
-CQtenuto  in  un  gruppo  del  primo  ordine. 

Sopra  il  teorema  di  esistenza  dei  gruppi  di  Picard   può   essere  fondato   un   indt- 

o  di  ricerche,  che  sembra  promettente,  e  di  cui  ho  cercato  di  cogliere  i  primi,  più 

ili  frutti.  II  risultato  più  interessante  è  i!  nesso  intimo  stabilito,  nell'ultimo  paragrafo, 

a  questo  indirizzo  di  ricerca,  ed  il  metodo  degli  sviluppi  in    serie    nell'intorno  di  un 

■*nto  generico. 


(*)  Contributo  alia  determinatone  dei  gruppi  continui  in  uno  spazio  ad  n  dimensioni  [Rendiconti  della 
Accademia  dei  Lìncei,  voi.  Vili»  i°  semestre   189$  pp.  291-29$ J. 
a)  Sur  la  théorie  des  groupes  continus  f  Annales  scientifiques  de  fecole  Normale  supérieure,  [IIe  série, 
a  09°0i  PP-  4*1-45  iJ- 
RmJ.  On.  SUt cm.  Paiamo*  U  XXIV  (in  stm.   1907).  —Stampato  l'8  agosto  1907. 
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Nei  primi  tre  paragrafi,  nei  quali  mi  riferisco  a  lavori  precedenti,  adotto  per 
modità  dei  raffronti,  tutte  le  notazioni  del  Vessiot. 

I.  Le  equazioni  di  definizione  per  le  trasformazioni  finite  di  un  gruppo  G  il  qu 
operi  sulle  n  variabili  xt ,  • . .  ,  Xm  si  possono  porre  sempre  sotto  la  forma  : 

in  cui  : 


v«*i *•>  — 


&r*~* 


dx** 


dx** 


e  le  i»t ,  . . .  ,  w    sono  determinate  funzioni  delle  variabili. 

Accanto  al  sistema  (i)  torna  opportuno  considerare  quello 

che  si  deduce  da  (i)  sostituendo  nei  secondi  membri    delle   equazioni    in    luogo 


funzioni  &*,(*),  ■••  »  %(*)  rispettivamente  le  ^.(x). 


,(*> 


Si  dimostra  anzitutto  che  se  il  sistema  (i)  ò  completamente   integrabile,  e  se 
sistema  (2)  è  integrabile,  allora  anche  (2)  è  completamente  integrabile.  E  invers 
se  il  sistema  (2)  è  completamente  integrabile  tale  è  anche  il  primitivo  sistema  (j) 

La  interpretazione  geometrica  di  queste  condizioni  è  semplicissima.  Che  il  sisi 
(2)  sia  integrabile  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  i  due  gruppi  che  < 
rispondono  L'uno  al  sistema  di  funzioni  *a1  .  ..  ,  m.$    l'altro    al    sistema    :, 
siano  simili  tra  loro. 

Il  sistema    (2)    sarà    o    non    sari    integrabile    secondo    la    natura    delle  fu: 
mgì  .. .  ,  »  ,  &§ì  . . . ,  &  ■;  infatti  se  noi  andiamo  a  scrivere  le  condizioni  di  iste 
si  trovano  in  ultima  analisi  delle  relazioni  differenziali  a  cui  disfare  le 

doni  suddette.  Una  prima  importante  osservazione  ci  permette  fin  dal  principio  Ut 
bilirc  che,  quando  il  nostro  studio  sia  limitato    ai   gruppi   transitivi,    nessi 
di  ordine  zero,  cioè  in  termini  finiti,    può   esistere  tra   le   funzioni   ©i| , 
3Ft 1  .  .  ,  ,  3    (o  fra  le  sole  u  e  le  sole  5). 

Si  dimostra  poi,  fondandosi  sulla  natura  speciale  delle  funzioni  L  ,  . .,,  L,i 
la  ricerca  delle  condizioni  di  integrabilità  per  il  sistema  (2)  equivale  alla   ria 
condizioni  di  equivalenza  di  due  varietà  rispetto  ad  un  gruppo.  Si  tratta  infatti  di < 
mere  che  le  varietà  : 

ed 

ut  =  &,(*fJ  ...,*J  I    =  I' 

sono  equivalenti  tra  loro,  rispetto  al  gruppo  la   cui    trasformazione    infinitesima  geifr  ' 
rica  è: 

(3) 


eï7       ^.  dF  v. 


TTTTÜT!  ** 


F, 


Secondo  la  teoria  generale  dell'equivalenza  le  condizioni  che  si  dovranno 
sono  di  due  specie;  le  une  esprimono  che  le  varietà  equivalenti  tra  loro  debbono  even- 
tualmente appartenere  allo  stesso  sistema  differenziale  invariante  rispetto  al  gruppo  (j) 
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so;  le  altre  esprimono  che  gli  invarianti  differenziali  di  questo  gruppo  debbono  as- 
icre  nei  punti  omologhi  delle  due  varietà  lo  stesso  valore  numerico. 
Si  trovano  dunque  dei  sistemi  di  equazioni  della  forma  generale  3): 


Il  caso  in  cui  non  intervengano  che  equazioni  del  tipo  (>)  è  stato  già  da  me 
isiderato  nella  Nota  citata  in  principio  ;  per  esso  si  vede  come  in  generale  i  gruppi 
npresi  sotto  la  forma  canonica  di  Engel  (tipo  di  Excel)  si  possono    distribuire   in 

numero  infinito  di  classi,  ciascuna  classe  essendo  costituita  da  tutti  i  gruppi  simili 
i  loro  (tipo  di  Lie).  Inoltre  tra  questi  tipi  di  Lie  ve  ne  è  sempre  uno  caratterizzato 
Ila  circostanza  che  per  esso  le  funzioni  tot  si  riducono  a  costanti,  la  qual  cosa  esprime 
£  nel  gruppo  entrano  tutte  le  traslazioni. 

Per  stabilire  questo  risultato  anche  nel  caso  più  generale  in  cui  tra  te  condizioni 
1  integrabilità  ve  ne  siano  alcune  della  forma  (4)  basterà  dimostrare  che  queste  equa- 
ioni  sono  sempre  soddisfatte  quando  si  pone 

6^  =5  cost»,  .  .  .  ,  top  =  cost. 

2*  Con  procedimenti  ben  noti  si  possono  trovare  time  le  varietà  invarianti  rispetto 
an  gruppo  finito.  Se  il  gruppo  è  ad  r  parametri  ed  in  m  variabili,  le  sue  trasforma- 
rli infinitesime  indipendenti  forniscono  r  n  coefficienti  ;  disponendo  questi  in  una  ma- 
ze rettangolare  ed  eguagliando  a  zero  tutti  i  minori  di  ordine  r  —  h  -f-  1  della  ma- 
ce si  ottengono,  per  ogni  valore  di  hf  dei  sistemi  di  equazioni  che,  quando  sono 
cnpatibiii,  definiscono  varietà  invarianti. 

Con  un  procedimento  analogo,  dopo  aver  esteso  una,  due,  . . .  volte  il  gruppo  la 
i  trasformazione  infinitesima  generica  è  la  (3)  se  ne  troveranno  le  varietà  invarianti, 
ornerà  comodo  cambiare  un  poco  le  notazioni,  e  invece  di  dire  che  il  gruppo  (3) 
pera  sopra  le  variabili  xt ,  . . . ,  xm ,  ut ,  . . . ,  u  diremo  che  opera  sopra  le  xt ,  . . . ,  xH , 
,,  ..,,  co  ;  estenderemo  poi  tale  gruppo  per  riguardo  alle  derivate  delle  c*^,  ...,  co  , 
spetto  alle  xl}  . . . ,  xm  e  studieremo  le  matrici  dalle  quali  si  ricavano  tutu  i  possibili 
»temi  di  equazioni  invarianti. 

La  legge  generale  di  formazione  di  tali  matrici  sarà  la  seguente:  in  una  stessa 
lonna  si  dovranno  porre  i  coefficienti   che  si   incontrano   considerando  la  variazione 

Bnitesima  di  una  determinata   variabile  L,  ...  ,  co  ,  ...  3— '-  .  ..I;  in  una  stessa 

ca  si  dovranno  porre  i  coefficienti  che  hanno  per  comune  fattore  una  stessa  arbitraria 
toc  una  stessa  derivata  delle  Ç). 

Prima  di  trattare  il  caso  generale  non  sarà  inopportuno  fermarsi   a   considerarne 


3)  Equazioni  (58)  e  (59)  di  Vessiot  (mem.  cit.). 
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uno  particolare  e  più  semplice*  Supponiamo  che  nella  trasform 
del  nostro  gruppo  (3)  non  intervengano  che  le  derivate  pri 
si  tratti  di  cercare  i  sistemi  differenziali  invarianti  del  primo 

1  9    *  ì        f  ì 

Per  ipotesi  dunque  è: 


(6) 

e  si  ha  quindi: 


Senza  che  sia  necessario  sviluppare  le  derivazioni  accen 
queste  ultime  relazioni  noi  vediamo  che  le  derivate  delle  l  1 
secondo  ordine,  e  che  esse  hanno  per  coefficienti  le  funzio 
le  derivate  prime  delle  l  hanno  per  coefficienti  delle  espress 
derivate  delle  w|S  . . .  ,  w  . 

La  matrice  cercata  può  quindi  essere  rappresentata  sehe 


variazioni 
delle  *fJ  ...,*, 

variazioni  d< 
delle 

derivate 
del  primo  ordine 
delle  £,,...,  Ç. 

funzioni  ot 

espressioni 
nelle  < 
delle 

derivate 
del  secondo  ordine 

0 

fu 

Gli  elementi  che  entrano  a  far  parte  della  matrice  sonc 
rettangolo  marcato  con  linee  più  forti;  esso  è  diviso  in  quat 
delle  quali  è  indicato  l'elemento  generico.- 

I  determinanti  che  si  possono  ricavare  da  questa  matric 
!  unzioni  a,  o  con  sole  espressioni  lineari  omogenee  nelle  de 
trambi  questi  elementi  (nel  qual  caso  o  almeno  una  linea  o 
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Ja  elementi  della  stessa  specie),  o  infine  sono  del  tipo 


funzioni  a 

espressioni  ß 
P 

0 

funzioni  % 

per  brevità  si  conviene  di  indicare  con  «  espressione  ß  »  ogni  espressione  lineare 

iea  nelle  derivate  prime  delle  o^. 
Ê  evidente  che  un  tale  determinante  se  il  punto  P  cade  nella  diagonale  principale 
uale  al  prodotto  di  un  determinante  formato  con  sole  funzioni  a  per  un  altro 
stessa  natura,  se  cade  al  disopra  della  diagonale  è  identicamente  nullo,  se  cule 
di  essa  è  una  espressione  omogenea  nelle  derivate  delle  tox  e  quindi  si  annulla 
do  si  supponga 

wi  =  cost.,  . . .  ,  iàp  =  cost. 

I  determinanti  formati  con  sole  funzioni  «  debbono  essere  identicamente  nulli  perchè 

si  è  osservato  che  non  può  esistere  tra  le  <of  nessuna  relazione  di   ordine  zero;  si 

quindi  concludere  che  se  vi  sono  equazioni  differenziali  del  primo  ordine  del  tipo 

a  cui  debbano  soddisfare  le  funzioni  cü    una  soluzione  è  sempre  rappresentata  dal- 

7> 

La  estensione  di  questo  risultato  al  caso  in  cui  tra  le  equazioni  differenziali  che 
angono  invarianti  rispetto  al  gruppo  (6)  e  che  rivestono  la  forma  (4)  ve  ne  siano 
ordine  superiore  al  primo  si  può  ora  ottenere  facilmente,  con  un  procedimento  affatto 
ogo  a  quello  testé  seguito. 

Se  poniamo  mente  alla  formola  ricorrente   dalla   quale   si   deducono   le  variazioni 

derivate  seconde,  . . .  ,  qmc  delle  wj 

dxh\dxï  ~r^/-3*A   g?  ...d<rJ"     èo*\3<'  ...d*£)dxk 
arile  anzitutto   riconoscere   che   queste   variazioni  sono  espresse  in   funzione  lineare 
ogenea  delle  derivate  prime,  seconde,  . . .  delie  £( ,  . , .  ,  £w;  e  precisamente  la 

Edx^r:rd^  (-■+..■+*-« 

una  espressione  nella  quale  intervengono  le  derivate  delle  £  fino  all'ordine  q -\-  1,  e 
quale  le  derivate  di  ordine  q  -f-  1  delle  S  hanno  per  coefficienti  le  funzioni 
di  ordine  q  hanno  per  coefficienti  delle  funzioni  lineari  omogenee  nel1 
delle  cjj  ;  quelle  di  ordine  q  —  i  hanno  per  coefficienti  delle  cs' 
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espressione; 


intervengono  le  derivate  prime,  seconde,  ...  (i-|-  *T*  delle  "i ■  Tali  espressioni  sii 
nullano  ponendo  <*»,  =  cost.,  ...,  cd  =  cost.  Conveniamo  di  chiamare  a« 
ogni  espressione  la  quale  si  annulli  facendo  a>(=cost.,  . .. ,  <<^  =  co5t..  Al 
M  dalla  quale  debbono  ricavarsi  tutti  i  sistemi  differenziali   invarianti  di  ordine  q 
essere  schematicamente  rappresali  tu  come  una  matrice  quadrata  di  ordine  ç-J-i,i< 
elementi  z  sono  a  loro  volta  matrici  rettangolari.  Le  £  della  diagonale   principale 
matrici  i  cui  elementi  sono  funzioni  a;  le  e  che  si  trovano  al   disotto   della   dia 
principale  sono  tutte  costituite  da  elementi  nulli,  e  le  e  che  si  trovano  al  disoprai 
diagonale  principale  sono  costituite  da  espressioni  Ji. 

Quindi  tutti  i  determinanti  che  si  possono  ricavare  dalla  matrice  M  o  sono  id 
ticaniente  nulli,  o  si  annullano  facendo  le   sostituzioni   (7).    Cosi  il   teorema  che 
tipo  di  Engel  contiene  un  gruppo  di  Picard  risulta  verificato  per  il  caso  di 
cui  equazioni  di  definizione  sono  del  primo  ordine. 

3.  Dopo  aver  così  dimostrato  resistenza,  per  ogni  tipo  di  Engel,  di  un 
di  Picard,  voglio  ora  indicare  un  procedimento  molto  semplice  con  il  quale  se  ne 
formare  le  equazioni  di  definizione. 

In  una  mia  Memoria  4)  ho  mostrato  come  si  possa  risalire  dalla  forma 
di  Engel  per  le  equazioni  delle  trasformazioni  infinitesime  a  quella  per  le  trasfo 
finite.  Se  sono: 


le  equazioni  delle  trasformazioni   infinitesime,   bisogna   trovare   un    sistema  di  fun 


(8)   .   X      a  i'      ,g  ,W^K(V->-vJp^^(.v,l 


delle 


,  up  ueije  y% , 


vis,,    ,*J 


tale  che  sia: 


1  y 

(9)  a\;:u  ,,„oo  =  hßt-^A** »-••,*,) 

e  tale  inoltre  che,  ponendo  xj ,  .  . .  ,  xn  al  posto  di  ytì  . . .  ,  yn  rispettivamente,  e] 
ciascuna  delle  yjV-A)  i  valori  che  ne  risultano,  la  Ut  si  riduca  ad  &t{xii  * 
tutti  t  valori  di  s  da  1   a  p. 

Prescindiamo  per  il  momento  da  questa  seconda  condizione;  un  sistema  i 


delle 


73 


(le  yx ,  ■ , ,  ,  ym  non  vi  intervengono)  tale  che  soddisfa  alle 
ci  è  dato  dal  sistema  di  invarianti  indipendenti  di  un  ceno  sottogruppo  in  Bmì  in 
dendo  indicare  con  Bm    il    gruppo   semplicemente    transitivo   che   opera   sulle 
delle  yx ,  . . .  ,  yn  rispetto  alle  xlf  . .  .  ,  xn  come  la   più   generale   trasformazione 
yl3  .  .  .  ,  yn  estesa  fino  all'ordine  m. 

Con  Am  si  indica  il  reciproco  di  J5w,  cioè  il  gruppo  che  opera  sulle  derivate  < 
>,!•■•,)'„  come  la  più  generale  trasformazione  nelle  xuì  . .  .  ,  x9   estesa  fino  all'or- 
dine m* 

Ogni  gruppo  isomorfo  ad  y<p,  e  tale  è  il   gruppo   che  opera  sulle  *tJ 
secondo  le  (9),  si  può  considerare  infatti   come  l'indotto    di  Am  sopra   un  sistema 


4)  Sulla  Uoria  dei  gruppi  infiniti  continui  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  s.  II,  t 
(1897),  pp.  179-217J. 
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parianti  indipendenti  di  un  sottogruppo  di  Bm.  Se  noi  indichiamo  questi  invarianti  con 

o)   .  .  ?.(•••  y*"  •*-'  •••)  (<=> p) 

equazioni 

i)  ?,  =  ',  0=i,  ...,/>) 

definiscono  un  gruppo  purché  si  ponga  per  ef  quel  valore  che  assume  <p,  quando  vi 
faccia  la  sostituzione  J4  =  xn  (t=i»  ■••>  «)  cioè  quando  si  pongano  eguali  azero 

ne  le  derivate  che  vi  intervengono  alTinf uori  delle  —^ ,  . . .  ,  ^^  per  le  quali  si  so- 

ituisce  l'unità. 

Le  equazioni  che  definiscono  le  trasformazioni  infinitesime  di  questo  gruppo  si  ot- 
vigono  ponendo  e(  al  posto  di  toi  nelle  (8).  I  gruppi  cosi  definiti  sono  appunto  i  gruppi 
aro  dei  quali  nel  paragrafo  precedente  si  è  constatata  la  esistenza  quando  fli=  I. 
1  gruppo  Bt  è  in  tal  caso  uno  dei  due  gruppi  parametria  del  gruppo  lineare  omogeneo 
D  n  variabili,  e  gioverà  per  il  nostro  scopo  ricordare,  meno  sommariamente  di  quanto 
ài  stato  fatto  testé  per  il  caso  di  m  qualunque,  io  qual  modo  vi  si  perviene. 

Consideriamo  una  trasfondi azione  infinitesima  nelle  yt,  .  ,  .  ,  yH 

estendiamola,  coi  noti  procedimenti,  per  riguardo  alle  derivate  prime  delle  y ,  *  —  <>}„ 

çctto  ad  una  nuova   serie  di   variabili  x, ,    . .  .  ,    xn  non    trasformate.    Converrà  ora 

produrre  le  notazioni 

d  y  dm 

i  ha  allora  per  la  nostra    YJ  estesa  (che  indicheremo  con    K'"/)  la  espressione: 

IVO»/-    Vf  _|     V.      V\        df 
m 


trasformazioni 


no  un  gruppo  J3t  par  ametrico  di  quello  lineare  omogeneo  L  in  n  variabili, 
ine  sottogruppi  del  gruppo  /^,  equivalenti  mi  loro,  corrisponde  lo  stesso  gruppo 
r  Picard,  e  d'altra  parte  poiché  il  gruppo  Bi  e  quello  lineare  omogeneo  sono  isomorfi 
quindi  possiedono  lo  stesso  gruppo  aggiunto,  a  sottogruppi  equivalenti  entro  B  cor- 
spondono  sottogruppi  equivalenti  entro  il  gruppo  lineare  omogeneo  L  e  viceversa.  Fra 
gruppi  di  Picard  del  primo  ordine  e  i  tipi  di  gruppi  lineari  omogenei  si  può  dunque 
M)ilire  una  corrispondenza  biunivoca;  e  per  trovare  tutti  i  gruppi  di  Picard  si  adot- 
ta il  seguente  procedimento  : 

Per  ogni  sottogruppo  (tipico)  in  L  si  consideri  il  corrispondente  sottogruppo  (tipico) 
in  Bt;  siano  <pt,  ...,  ç    i  relativi  invarianti;  allora  scrivendo  le  (i  ì)  si  definisce  un 
tuppo  G  di  Picard  del  primo  ordine. 

La    condizione    necessaria    e    sufficiente    affinchè    la    trasformazione    infinitesima 
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ï/=  ^_*i^-  appartenga  al  gruppo  G  definito  dalle  (n)  è  che  sia: 

*  Htù  =  O,    .  .  .  ,    }'(?,)  =  o 

e  siccome  le  ?  nou  contendono  le  variabili  v, ,  >  •  •  5  v„  dovrà  ess^ 

p 

Quindi  la  trasformazione  infinitesima 

TX 

per  ogni  sistema  particolare  di  valori   attribuito  alle  yi9  ...  ,  yw    dovrà   appai: 
gruppo  £,  e  perciò  se  noi  indichiamo  con 

#,  »  •  •  *  1  A,*-, 

le  trasformazioni  infinitesime  indipendenti  dal  gruppo  g  sarà  identicamente: 

Di  qui  intanto  si  trae  un  altro  procedimento  per   formare  le   equazioni   di  definir  ( 
zioue  del  gruppo  G  5).  Siano 

/,(..•«.,  ...)  =  «> 

/,(. . .  aM  . ..)  =  0 

le  relazioni  lineari  tra  i  parametri  aik  che   definiscono  il  nostro    sottogruppo  g;  soskl 
tuendo  r,ik  ad  ak  si  ottengono  le  equazioni 

!X-  *U   ...)  =  0  i*m 

che  definiscono  le  trasformazioni  infinitesime  del  gruppo  G 

4.  Mi  propongo  ora  di  applicare  il  metodo  precedente  allo  studio  dei  gruppi  ìd 
Diti.  Poiché  il  gruppo  lineare  omogeneo  si  può  riferire  isomorficamente  a  se  stesso,  1 
anche  l'isomorfismo   tra    questo   gruppo  e  quello   Bt  può  presentarsi   sotto  due  fa 
diverse.  Nel  seguito  converrà  far  corrispondere  alla  trasformazione  xtpk  del  gruppo  li- 
neare omogeneo  quella  Bh  t  del  gruppo  Bt ,  Inoltre  per  evitare  ogni  confusione 
sempre  il  gruppo  g  lineare  omogeneo  nelle  variabili  jrfJ  ,  .  ,  ,  xn  ed    il   corrispondeuu 
gruppo  G  nelle  yn  ...  ,  yw. 

Cominciamo  con  lo  studio  di  quei  gruppi  che  corrispondono  ai  gruppi  lineari  t 
gcnei  semplicemente  infiniti.  Sia  una  trasformazione  infinitesima 

X  =  ,faitkxkpk 


S)  Cfr.  Picard,  Sur  une  generalisation  dts  équations  de  la  théorie  des  fonction*  d'une  vat  lek  M 
piexe  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  (Paris),  l  CXÜ  (1891) 

"01H403J;  Sur  certains  systèmes  d'équations  Ivées  par  tie  Ut  s  généralisant  Us  équations  it 

tit  s  fouettons  d'une  variable  complexe  [ Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliqik 
t   Y1I1  (1892),  pp.  217-132]. 
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i  quale  dunque   corrisponde,   per  le  convenzioni   fatte,   la  trasformazione   y_aikBki 
La  (13)  diventa: 


lindi  si  risolve  nelle  nx  equazioni: 

[4)  ^,*  =  *0\>  ••>  y.)*k.i- 

e  condizioni  di  integrabilità  di  questo  sistema  ci  forniscono  le  equazioni: 

N  de  de 

I  j)  j-ak9.  =  -^  a^  ft  *,  p  =  1,  . . . ,  «). 

Si  possono  distinguere  due  casi: 

I)  Tutte  le  derivate  della  e  sono  nulle,  cioè  e  è  una  costante.  Allora  dalle  (14)  si 
(fava,  integrando: 

*i  =  cI."k,iyk  +  Ci 
Ifuindi  il  gruppo  G  è  oo""*" '  e  la  sua  trasformazione  infinitesima  generica  è  composta 
tre  che  con  le  traslazioni,  con  la  sola  X  (scritta  nelle  variabili  y). 

II)  Se  non  tutte  le  derivate  della  e  sono  nulle,  allora  deve  essere 

**'  *'2  —-    .  .  .    _Ji£  (Jfe  =  1    ...     ») 

a  a  a 

lindi  la  trasformazione  X  è  del  tipo 

(«.*.+  •••+«.*„xp.p.  + •••+?.*■> 

Le  (15)  diventano 

de       de 

c=*'(«j,+  •••  +  «.?„)> 

■endo  4>'  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria,  e  dalle  (14)  si  trae: 

*!  =  *(«.*.  +  •••  +  «.J.)fc  +  c.-  (.•=!,...,»). 

gruppo  G  è  quindi  infinito,  e  la  sua  trasformazione  generica  a  prescindere  dalle  tra- 
zioni è  del  tipo 

•(«.y.  +  •  •  •  +  «.J-Xß.P.  +  •  •  •  +  P.A.), 

sendo  <D  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria. 

Teorema  I.  —  Ad  ogni  trasformazione   lineare   omogenea  X  si  può  far  corrispon- 
*rt  un  gruppo  G  contenente  tutte  le  traslazioni. 

Se  la  trasformazione  X  l  del  tipo  l  7,  essendo  l  una  funzione  lineare  omogenea  e  T 
i*a  traslazione,  il  gruppo  G  che  vi  corrisponde  l  infinito,  e  le  sue  trasformazioni 
séme,  a  parte  un  termine  traslatorio,  sono  del  tipo 

<f(J).T        (<p  funzione  arbitraria). 

Cire.  M  Atem.  Palermo,  t.  XXIV  (a°  scm.  1907).  —  Stampato  il  3  agosto  1907. 


come  indica  il  teorema. 

2)  Alla  trasformazione  xkph  corrisponde  il  gruppo  infinito 


fti  -m  f.i  É(y*)fi 


5)  Alla  trasformazione  x^  +  *••  +  xmpn  corrisponde 


I 


9>: 


»  f„t  *,*.  +  '4'  +  >•?* 


Tanto  i  gruppi  uniti  quanto  i  gruppi  infiniti  che  si  sono  il 
ragrafo  hanno  in  comune  la  proprietà  di  possedere  nell'intorno 
una  sola  trasformazione  in  dipendente  del  primo  ordine.  Proponia 
blema:  dato  un  gruppo  dei  quale  si  sa  che  contiene  nell'intorno 
(assunto  ad  origine  delle  coordinate)  n  trasformazioni  indipendeu 
una  sola  trasformazione  indipendente  del  primo  ordine 

^ÌW+  •'■• 

vediamo  quante  e  quali  trasformazioni  di  ordine  supcriore  al  p 


una  trasformazione  del  secondo  ordine  è  rappresentata  da 

M 

Z"ifc+  •-■> 

i  termini  omessi  sono  di  ordine  superiore  al  secondo,  sarà  certamente 
trasformazione  del  primo  ordine,  o  di   ordine   superiore,   appartenente  al  gruppo, 

£ueste  si  risolvono  nelle  n3  equazioni 

*u  —  frZ^«*  ft.  *—!••..  t«) 

^rniscono  le  condizioni  di  integrabilità: 

M>M  =  rV*M  flrfcP— *..».* 

3nfrontiamo  queste  con  le  (15);  anche  qui  possono  presentarsi  due  casi:  o  tutte 
sono  nulle,  e  allora  il  gruppo  non  contiene  nessuna  trasformazione  di  ordine  su- 
k>re  al  primo,  o,  se  il  gruppo  ne  contiene  di  tali,  certamente  la  sua  trasformazione 
primo  ordine  è  del  tipo  /  T  -f-  *  •  -  ,  dove 


*-£**.        T=±$,qi. 


Le  (17)  allora  ci  din  no: 


ne  ricava,  poiché  le  »a ,  . . .  ,  nm  sono  funzioni  omogenee  delle  yn  •  ••,>„, 

»—I 

Se  fosse  dimostrato  che  le  trasformazioni  di  ordine  m  sono  del  tipo 

potrebbe  subito  dedurre  che  quelle  di  ordine  m  -j-  1  sono  del  tipo 

r^rn . 

Basta  infatti  esprimere  che  la  parentesi  fra  una  trasformazione   di  ordine  m  -j-  1 
qualunque  trasformazione  di  ordine  zero  è  una  trasformazione  di  ordine  2j*w; 
ricavano  tali  equazioni  che  dimostrano  la  proprietà  cercata,  la  quale  essendo  vera 
=  2,  è  vera  dlUKjU  b.  Per  ugni  ordine  esiste  pertanto  al  più  una  sola 

■formazione  indipendente,  e,  a  meno  che  sia 

no = « 


non  possono  esservi  nel  gruppo  trasformazioni  di  ordine  superiore  al  si 
è  finito. 

Nel  caso  particolare  dei  gruppi  di  Picard,  quando  cioè  le  trasformazioni  di 
zero  sono  traslazioni,  possiamo  giungere  ad  un  risultato  più  preciso,  dimostrarli 
ogni  altra  trasformazione  è  del  tipo  <p  (/)  T.  Supponiamo  infatti  che  considerand 
cessivi  termini  nello  sviluppo  delle  trasformazioni  del  primo,  secondo,  . . .  ordir 

X,  =  /T+  »,.,  +  «,.,  +  •■•  +«,.-+••-, 

X,=  P    +•-• 

Xm=  l"T+..., 

in  cui  le  ut  . ,  .  f  » ,  w,-     t-  sono  trasformazioni  omogenee  di  grado    i,   si   sia  ri 
dimostrare  che  ogni  termine  uih  per  h  ^C  m   (ed    i  <[  k)  è   del   tipo    ijtfr, 
fc|  denota  una  costante, 
La  trasformazione 

appartiene  al  gruppo  ed  è  dell'ordine  ì;  il  termine  di  grado  m 


d«i,m+t 


di 


—  s — fiat.         4-  (i  4*  i)a.  .     a.      +  -  •  - 

^«  A  V  »— i»w      IVI  /      1,1  +  1      %tm       I 

si  deve  dunque  poter  esprimere  sotto  la  forma 

WV+-  +  W 

in  cui  A. ,  . .  . ,  ^  sono  costanti- 
In  conclusione  dunque  si  ha 

►-il*  *    M 


+  OT  *.-..«- 


JPT 


dyk 


=  B: 


in  cui  le  Bi 

grabilità  : 


|W  sono  costanti,  ed  integrando,  tenendo  conto  delle  condizi 


Si  ha  dunque  il 

Teorema  IL  —  Ogni  gruppo  che  contenga  il  sottogruppo 

(l8)  Î.I     •  "I     ?.!  ^=I^Vi 

e  nessuna  trasformazione  del  primo  ordine  indipendente  da  X,  contiene  per   ciasa 
mero  m  >  i  a/  j&f'fi  una  trasformatone  di  ordine  m.  Se  vi  sono   trasformazioni 
dine  m  >  2  il  gruppo  Ì  infinito  o  ahelianoì  o  possiede  ambedue  queste  qualità.    { 
il  gruppo  i  infinito  esso  coincide  con  il  gruppo  G  del   Teorema  L 

Il  gruppo  G  può  pertanto  definirsi  come  il  più  ampio  gruppo  che  contiene   l 
e  nessun  altra  trasformazione  del  primo  ordine  indipendente  da  X. 

5.  Si  conoscono  tutti  i  tipi  di  gruppi  semplicemente  infiniti  lineari  omogei 
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20$ 


^rubili;  e  noi  potremmo  quindi  riferirci  a  tale  determinazione  per  la  ricerca  di  tutti  i 
ruppi  G  che  corrispondono  ad  una  unica  trasformazione  infinitesima*  Per  quanto  però 
irda  i  gruppi  infiniti  questa  ricerca  si  può  fare  in  modo  molto  più   semplice,   rife- 

al  primo  teorema  or  ora  dimostrato. 
Mediante  una  sostituzione  lineare  omogenea  si  può  sempre  ottenere  che  /  T  acquisti 

m 

(*i*i+  >*'  +  *.**)&• 

Se  fosse  at  =  o,  mediante  una  sostituzione  del  tipo 

{<  =  *,*,+  •"  +*«*, 

|x;  =  x,  (^2) 

9  può  ricondurre  la  (19)  alla  forma  tipica  x3pt. 

Se  fosse  at^o  dopo  aver  ridotta  la  (19)  mediante  una  trasformazione  della  forma 
a  (Xi-\-*xì)pì  si  riduce  ulteriormente  questi  al  tipo  xtpt  mediante  la  sostituzione: 

<  =  x> 

1      l 
*i  =  *,  +  XX** 

Osserviamo  d'altra  parte  che  i  gruppi  G  i  quali  corrispondono  ad  una  unica  tra- 
sformazione infinitesima  sono  caratterizzati  dall'avere  un  sistema  di  ?/3  —  1  equazioni  di 
iefmizione.  Quindi  : 

Teorema  III.  —  /  gruppi  transitivi  di  Picard,  defunti  da  un  sistema  di  n1  —  1 
yuazjoni  differenziali  dei  primo  ordine,  possono  essere  fittiti  0  infiniti.  I  gruppi  finiti  sono 
\d  n  -J-  1  parametri  e  possono  ricondursi  alla  forma  tipica  : 


?,: 


1   f.,    L 


im  cui  L  £  una  trasformazione  infinitesima  (tipica)    lineare   omogenea,   I  gruppi  infiniti 
seno  0  del  tipo  : 

C«) 


«  iti  tipo  : 


9,- 


?..     500?, 


?■: 


?..     EOO?. 


w  cui  la  £  e  ogni  volta  una  funzione  arbitraria  dell'argomento. 

6.  Dobbiamo  ora  occuparci  dei  gruppi  G  che  corrispondono  ai  gruppi  lineari  oo' 
*r  r>  1. 

Siano 


34) 


(/  =  1,  , .. . . ,  r) 


«  trasformazioni  infinitesime  indipendenti  di  un  gruppo  rplu  lineare  omogeneo.  D  gruppo 
5  corrispondente  contiene  intanto,  oltre  le  traslazioni,  certamente  anche  le  r  trasforma- 
aoni  (24)  (scritte  nelle  variabili  ylf  ..  .  ,  ^,),  Infatti  per  le  (13)  dovrà  e1 

£V,  Bk.i  =  Z f. 0.  >  •  •  •  »  y.) Z<UA.  1 


o 


□ 


Una  soluzione  dalle  (25)  si  ottiene  in  ogni  caso  ponendo: 
i  valori  corrispondenti  delle  e  sono  : 


PAOLO    MEDOLAGMi. 


Si  vede  dunque  che  il  gruppo  G  contiene  le  r  trasformazioni  infinitesime 


£.  —  &*uMi 


(*=I,      ..,! 


Ma  si  può  anche  dimostrare  che  non  vi  sono  nel  gruppo  G   altre  trasfor 
del  primo  ordine  indipendenti  da  queste. 

Infatti  sia   Y  una  qualunque  trasformazione  del  primo  ordine  del  gruppo  C. 


Y  =  SL\*a  ?*  +  ÌA\*  m.  ft  H —  • 

Portando  i  valori  delle  yj4  >  corrispondenti  nelle  (25)  si  avrebbe 

*.-.*  + ÌA.'.**H —  «t^U 

e  dovendo  queste  essere  soddisfatte  identicamente,  e  quindi  anche  per 

y.  =y>=  *••  =  y*  =  ° 


resta 


e  perciò  la  trasformazione 


—  J^(o,  .,.,  6)Lt 


è  di  ordine  superiore  al  primo,  ciò  che  appunto  si  trattava  di  dimostrare. 

Si  ha  dunque: 

Teorema  IV,  —  Ad  ogni  gruppo  lineare  omogeneo  (Lì ,  . , .  ,  Lf)  si  può  far  i 
spandere  un  gruppo  G  it  quale  contiene  : 

a)  tutte  le  traslazioni 

ft)  h  trasformazioni  Lt ,  . .  .  ,  Lr , 

e)  eventualmente  altre  trasformazioni  di  ordine  superiore  al  primo,  nell'intorno  ài- 
l'origine. 

Non  si  può  concludere,  diversamente  da  quanto  si  osserva  per  il  caso  r  =  i,che 
quando  intervengono  trasformazioni  di  ordine  superiore  al  primo  il  gruppo  G  è  infi- 
nito. Un  esempio  sarà  sufficiente  a  renderne  ragione. 

Nel  gruppo  lineare  omogeneo  generale  in  tre  variabili,  la  cui  trasformazione  infini- 
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generica  è 

ene  un  sottogruppo  oo4,  assoggettando  i  parametri  ai  k  alle  seguenti  condizioni  : 


a     =  a    . 


tfM  =  °> 


a. 


'*,  =  ° 


rasformazioni  infinitesime  indipendenti  del  gruppo  si  possono  prendere  le 

[xp  +  yq  +  tr,        ?>  +  **        Jf  —  V,        *r-^y>}i 

jppo  G  corrispondente  è  definito  dal  sistema  di  equazioni 


f  di       Òn 

\  5i  -  dx* 

1 

de       3C            di) 
o^_di'          <R~°' 

d>       dx.         dx        ' 

5j 

k  si  deducono  dalle  (26)  sostituendo  ad  ati7  tf(l,  nt}  rispettivamente^—,  ^,  ^—  : 

K«>  a„,  atì  nspettivamente  —,  —,  —  c  infine  ad  ah„  a,,,,  «„  le  jj,  gy,  ^. 

Il  sistema  (27)  ci  dimostra  che  il  gruppo  G  contiene  oltre  le  traslazioni  ed  oltre 
trasformazioni  (26*),  soltanto  le  tre  trasformazioni  del  secondo  ordine  seguenti: 

(  2xip  +  x*q-\-2?r 

ti)  l  2  xyp  -f-  x2  r  4-  zy2  q 

(  (2U  +  x*)p  +  2xy<t  +  ^?r, 

7.  Per  vedere  ora  l'intimo  nesso  che  intercede  tra  i  gruppi  g  e  G,  conviene  intro 
.tirre  una  nuova  nozione.  Sia  X  una  trasformazione  infinitesima  di  ordine  m  nell'in  torno 
*lla  origine;  formando  la  parentesi  tra  la  X  ed  una  qualunque  traslazione  ne  risulta 
>m  trasformazione  di  ordine  ^  m  —  1 .  Iterando  questo  procedimento  p.  volte  si  per- 
bene, purché  ft  sia  convenientemente  grande  Q^  m  —  1)  ad  una  trasformazione  del 
'rimo  ordine,  e  combinando  a  sua  volta  questa  una,  due,  . , .  volte  con  le  traslazioni 
ottengono  sempre  trasformazioni  di  ordine  zero  (o  superiore). 

Combinando  dunque  in  tutti  i  modi  possibili  ed  Eternamente  la  X  con  le  trasla- 
^ni  si  perviene  in  ultima  analisi  ad  un  ceno  numero  di  trasformazioni  di  ordine  in- 
riore  al  secondo. 

Se  tutte  le  trasformazioni  cosi  dedotte  dalla  X  si  presentano  sotto  la  forma 

9j     aJ>i    1    ""  T"  ®*Pn    \    ^i-^i    1    "'  ~r    t    f~^~  una  tras^nT,azìone  &  ordine  superiore  al  primo, 
cui  le  4^,  ... ,  Ufi  btJ  . . ,  ,  b    sono  costanti,  Lt ,  . .  .  ,  L    sono  trasformazioni  in- 
litesime  indipendenti  di  un  gruppo  lineare  omogeneo  £,  io  dirò  che  la  trasformazione 
è  congrua  al  gruppo  g. 
Si  noti  che: 
i°  Se  la  trasformazione  X  si  presenta  come  la  somma  di  più  trasformazioni  omo- 


nee 


x=om+v„,+ 
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ili  cui  i  coefficienti  di  Um  sono  funzioni  omogenee  di  grado  w,  quelli  di  t/^sonoi 
grado  m -\-  i,  .  . .  ,  anche  le  Um,   l7m  ^  ,..  sono  separatamente  congrue  al  gruppo  j 

2°  Se  X  ed   Y  sono  congrue  al  gruppo  £,  lo  è  anche  ogni   combinazione  un 
aX-\-bY7  a  coefficienti  costanti  0,  h  comunque  scelti, 

3°  Se  X  ed   Y  sono  congrue  al  gruppo  gt  anche  la  trasformazione  (X  Y)  lo  è. 

Per  la  osservazione  iâ)  potremo  limitarci  a  dimostrare  questa   proprieti  sopra 
trasformazioni  omogenee. 

Se  Y  è  del  primo  ordine  e  n  è  una  qualunque  traslazione,  dalla  identità  di  Jac 
formata  con  le  tre  trasformazioni  Xy  Yf  x,  risulta  anzitutto  dimostrato  il  teorema 
il  caso  in  cui  X  sia  di  ordine  2,  e  risulta  poi  per  induzione  dimostrato  in  ogni  alti 
caso.  E  ancora  dalla  identità  di  Jacobi,  in  cui  intervenga  una  traslazione,  risulta  din 
strato  il  teorema  nel  caso  più  generale  in  cui  X  ed  Y  siano  trasformazioni  di  oni 
qualunque. 

Le  trasformazioni  congrue  ad  uno  stesso    gruppo   lineare    omogeneo   g   fo 
dunque  un  gruppo,  ed  io  voglio  ora   mostrare   che   questo  gruppo   è   appunto  qu 
che  noi  abbiano  convenuto  di  indicare  con  G. 

Il  gruppo  delle  trasformazioni  congrue  è  intanto,  per  il  modo  stesso  della  sua  < 
finizione,  il  più  ampio  fra  tutti  i  grappi  la  cui  più  generale  trasformazior 
mini  di  ordine  zero  ed  uno  del  tipo  (29),  e  siccome  il  gruppo  G  è   appunto  uno 
tali  gruppi,  esso  e  intanto  certamente  contenuto  nel  gruppo  di  tutte  le   trasfor 
congrue.  Se  ne  fosse  un  effettivo  sottogruppo  i  due  sistemi  di  equazioni  di  ddìui; 
che  corrispondono  Funo  al  gruppo  G,  l'altro  al  gruppo   delle  trasformazioni  con 
dovrebbero  differire  per  il  numero  delle  equazioni,  e  precisamente   G    dovrebbe  conto 
nere  un  numero  maggiore  di  equazioni  di  definizione.    Ma    ciò    è   impossibile 
a  quelle  del  primo  ordine,  perchè  i  due  gruppi  contengono  lo   stesso   numero  di 
sformazioni  infinitesime  indipendenti  del  primo  ordine,   ne   può    essere    neon 
quelle  di  ordine  superiore,  perchè  queste  rispetto  a  G  sono  tutte  ottenute    per 
zione  delle  equazioni  del  primo  ordine.  Quindi  i  due  gruppi  coincidono.  Si  ha  cosi 

Teorema  V.  —  Dato  un  gruppo  g  limare  omogeneo 

Or)  {Lt,...,Lf\ 

si  chiami  congrua  a  g  ogni  trasformatone  di  ordine  superiore  al  primo  tale  che  mm  \ 
possibile  per  via  di  derivazioni  (e  conseguentemente  di  parentesi  con  Lt,  ... 
durne  trasformazioni  del  primo  ordine  indipendenti  dalle  Lt,  ..,,  L    stesse. 

Le  trasformazioni  congrue  a  g  costituiscono;  insieme  con  g  stesso  e  con  le  trasl 
un  gruppo  eventualmente  infinito,  il  quale  coincide  con  il  gruppo  G  del  teorema  IV, 


Roma,  maggio  1907. 


P.   Medolaghl 


LES  FONCTIONS-LIMITES  DES  PONCTIONS  MULTIFORMES. 

Par  M.   Pierre   Boutroux   (Paris). 


Adutunz*  del    14  luglio   1907* 


Je  me  propose  de  préciser  et  de  compléter  dans  ces   quelques   pages  certains    ré- 
que  j'ai  obtenus   ailleurs  *)   au    sujet    des    branches-limites    ou    fonctions-limites 
fonction  analytique  multiforme  d'une  variable  complexe.  La   plupart    de   ces   ré- 
sont valables  pour  un  ensemble    quelconque    de    fonctions    analytiques    con  ver- 
s  une  fonction-limite  (et  non  pas    seulement    pour    l'ensemble    des    branches 
même  fonction)  :  je  ne  parlerai    toutefois    que    des    fonctions    multiformes,    qui 
l'objet  propre  de  mes  recherches. 


Si- 


Soit  v(x)  une  fonction  multiforme  possédant  une  infinité  de  branches.  Considé- 
ras un  ensemble  yt{*)i  yXx))  .  ..  de  branches  de  v(x),  qui  pour  x  — x  convergent 
«rs  un  point  Y  du  plan  des  y,  et    qui    sont    holomorphes    au    voisinage   de    x;   j'ai 

:hé  à  établir  le  résultat  suivant  a)  :  Pourvu  que  x  ne  soit  pas  un  point-limite  de 
mrints  singuliers  des  branches  considérées,  ou  un  point-limite  d'intersections  de  ces  branches 
dits,  la  limite  Y  de  ces  branches  (branche-limite  ou  fonction -limite)  est  au  vaisi- 
wage  de  x  une  fonction  holomorphe  de  x. 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  de  ce  théorème  suppose  que  les  fonctions  holo- 
morphes y^i(x)  sont  limitées  au  voisinage  du  point  x:  en  d'autres  termes,  que  le 
ïïradule  |y,(x)|  reste  quel  que  soit  i  inférieur  à  un  nombre  fixe  L  dans  un  cercle  de 
*nm 

D  importe  de  montrer  qu'en  supposant  les  y.  (x)  limitées,  nous  n'introduisons 
Ucune  hypothèse  nouvelle  :  en  effet,  si  le  point  x  (comme  nous  le  supposons),  n'est 
Us  point-limite  de  points  d'intersections  des  ^(a*),  les  branches  yt  sont  nécessairement  li- 
Htées  au  voisinage  de  x. 


l)  Fonctions  mttUifonnts  à  une  infinité  âe    branches  [Annales    scientifiques  de  l'École  Normale  su- 
fcrieure,  ?  série»  t.  XXII  (1905),  pp,  441  469 ). 
■)  Dans  le  Mémoire  citò. 
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On  pourrait  établir  ce  point  directement,  mais  il  est  plus  simple    de 
théorème  suivant  sur  lequel  l'attention   des  aiuk-  te  récemment  appela3) 

Soit 

^(*)  =  V+ Vv+  ••" 

une  fonction  qui  pour  |\|  <  r  est  holomorphe  et  ne  prend  ni  la  valeur  o,  ni  U 
leur   1;  alors,  dans  le  cercle  de  rayon  Or  (6  <  i),  le  module  |F(x)|  reste  infer: 
une  fonction  finie  Af(/Jo)  du  coefficient  a  . 

Déterminons  un  entier   m    tel    que    deux   ^(.v)  quelconques    d'indices  sup 
à  tu  ne  se  coupent  pas  dans    un   cercle   y   de   centre   x  ;   pub   considérons   le  rap 

Fp(x)  =    p \  où  p,  </,  s  sont  supérieurs  i  rn.  F^(x)  est  dans  y  une  fonction  I 

morphe  qui  ne  prend  ni  la  valeur  o,  ni  la  valeur  i.  Donnons  alors  à  q  et  s  des 
leurs  fixes  et  faisons  croître  p  indéfiniment.  Puisque  au  point  x  tous  les  yà  conv 
par  hypothèse  vers  F,  la  valeur  initiale  /  (\)  restera  inférieure  à  im  nombre 
lorsque  p  deviendra  arbitrairement  grand.  Il  en  résulte  que  le  module  \F  (x)\ 
lui  aussi,  quelque  soit  j>,  inférieur  à  un  nombre  fini  dans  le  cercle  y'  concent 
et  de  rayon  moitié  moindre.  Par  conséquent  (puisque  les  indices  lj  et  s  sont 
,  est  limitée  dans  y'. 

En  nous  servant  du  même  théorème,  nous  potirons  compléter  utilement  Te 
donné  plus  haut  et  démontrer  qu\m  voisinage  du  point  x  les  branches  yt(x)m 
uniformément  vers  leur  limite   F(x). 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier,  que  la  limite  Y(x)  soit  identiquement  nu 
et  disposons  des  indices  i,  2,  3,  ...  de  manière  que  les  quantités  Ij'^OOIiI^-mMIi- 
soient  rangées  dans  Tordre  des  modules  décroissants. 

Dans  le  cas  où  la  convergence  des  yi  ne  serait  pas  uniforme   au   voisinage  de. 
on  pourrait  trouver  un  nombre  positif  %  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  il  1 
une  suite  de  branches  d'indices  croissants 

vmm  y«i  >  >,+ u*-« 

dont  les  modules  prendraient  respectivement  des  valeurs  supérieures  à  %  en  des  ] 
...  Xj9  x;  +  l,  ...  intérieurs  au  cercle  y'  défini  plus  haut. 

Appelons  z  un  nombre  arbitrairement  petit,  et  envisageons  les  deux  hypothèses! 
vantes  : 


3)  Ce  théorème  I  été  énoncé  pour  ta  premiere  fois  par  M.  Schottky  f  Über  den  Pjca*dVA«*5$ 
und  dit  làa*i\J  sehen  Ungleichungen  (Sitzungsberichte  der  Kgl.  Preussischen  AkaJ  nschaè* 

Jahrgang  1904,  pp.  1244-1262)].  J'en  ai  obtenu,  indépendamment,  une  demonstration,  que  j'ai  J 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France  |tome  XXXIV  1 1006),  pp,  30*39]:  ce: 
monstration  contient  quelques  inexactitudes  que  je  pense  avoir  prochainement  occasion  de  rectifie 
les  perfectionnements  apportes  ultérieurement  au  1  voir    l'article    de    M.    Landau,    Ober  h 

Picard7 sehen  Sati  [Vierteljahrssclirift  der  Naturforsclienden  Gesellschaft    in    Zu 
pp-  252-318]. 
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i°  Quel  que  soit  »/,  tous  les  y.  d'indices  inférieurs  à   fr,   ont,   au   point  xj ,   un 
Je  supérieur  à  e. 

2°  Pour  des  indices  ^  indéfiniment  croissants,  il  existe  des  branches  y^,,  df indicés 
rs  i  t%i  qui  satisfont  à  l'inégalité 

b/(«i)l<«. 

Nous  constatons  d'abord  que  la  première  hypothèse  est  inadmissible.  En  effet,  soit 

point-limite  des  points  x  :  lorsque  xf  tendra  vers  x',  l'indice  fc,  à  partir  duquel 

ft)j  est  inférieur  à  £,  augmentera  indéfiniment  :  or  cette  conclusion    est   en    contra- 

avec  notre  théorème,  d'après  lequel  au  point  %*  (comme  au  point  x)  les  y-  admet- 

pour  point-limite  unique. 

Plaçons-nous  donc  dans  la  seconde  hypothèse,  et  considérons  la  fonction 

Vf  %        *"#W  ,  w 

lette  fonction  est  holomorphe  dans  le  cercle  y  et  n'y  prend  ni  la  valeur  o,  ni  la 

i  ;  de  plus  elle  a  au  point  %  un  module  plus  petit  que  un.  L'vpothèse  faite  sur 

Bf  exigerait  qu'au  point  xf   (intérieur  a  y')   Ie   module   de   F(x)  fût   supérieur  a 

>r  a  est  un  nombre  fixe  et  e  un  nombre  qui  peut  être  arbitrairement  petit  si  ;  est 

grand:  l'hypothèse  faite  est  donc  en  contradiction  avec  le  théorème  de  M.  Schottky 
»it,  par  suite,  être  rejetée. 
Ainsi,  nous  concluons  finalement  à  la  convergence  uniforme  des  yr 


S   2. 

Les  considérations  qui  précèdent  montrent  l'importance  de  la  condition   que  nous 

*ons  posée  au  début,  d'après  laquelle  le  point  x  ne  doit  pas  être  point-limite  de  points 

''iiuersection  des  y((.v)<  Je  voudrais  me  demander  maintenant  s'il  ne  sera  pas  possible 

:cr  cette  condition,  dans  certains  cas  du  moins.  Cette  question  va  me  conduire  à 

aire  une  nouvelle  hypothèse  sur  l'ensemble  des  branches  yi  au  voisinage  du  point  x  : 

L  Nous  savons  que  les  y,(x)  sont  holomorphes  dans  un  certain  cercle  y  entourant  x. 
apposons  de  plus  qu'il  existe  un  entier  m  teì  que  deux  yt(x)  queicompies  se  coupent 
Hns  de  m  fois  à  l'intérieur  de  y,  cela  quelque  grands  que  soient  les  indices  ft.  Pour 
primer  ce  fait,  nous  dirons  que  l'ensemble  des  yXx)  csl  un  ensemble  de  branches 
ndre  limité. 

II.  Au  contraire,  supposons  que,  lorsque  l'indice  /  augmente  indéfiniment,  les  bran  y 
es  >,(*),  JyOO  (*^u  m°ins  Pour  certaines  valeurs  de  Pindice  i)  puissent  présenter  dans 
un  nombre  arbitrairement  grand  d'intersections.  Nous  disons  alors  que  l'ensemble  des  y 
t  un  ensemble  de  branches  d'ordre  illimité. 

Considérons  par  exemple  la  fonction  multiforme 

y  =  xUCMia\ 


Traçons  un  lacet  fermé  L  entourant  les  deux  points  x  =  3t  j 
l'origine;  puis  appelons  x  l'un  des  points  où  ce  lacet  coupe  le 
rayon  I;  nous  désignerons  par 

x  =  e* 
un  point  quelconque  de  module  i  voisin  du  point  x.  Lorsque  x 
sur  le  lacet  L,  y  prend  au  point  eia  l'ensemble  des  valeurs 


y*  arc  tin  * 

y  — C 


Si  donc  nous  appelons  yo  Tune  d'elles,  les  autres  seront 

Pour  que  le  point  x  soit  point  d'intersection  de  yo  et  yà,  il  fa 
soit  un  entier.  Soit  alors  n  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
prenait  l'une  des  valeurs  rationnelles  (toutes  inférieures  à  2-) 

(V)  -J-,    £,...*, 

é*  serait  une  intersection  de  v0  et  yk.  Or  lorsque  k  (et  par  su 
finimem,  il  y  a  un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de  valeurs  {F 
de  l'argument  du  point  x.  C'est  pourquoi  nous  dirons  que  les 
sont  toutes  holomorphes  pour  x  voisin  de  x)  sont  d'ordre  illimité 


§î- 


_ 


La  distinction  ainsi  établie  va  nous  permettre  de  pr 
donné  plus  haut  l'énoncé. 

Considérons  un  ensemble  de  branches  y4(x)  holomorph* 
voisinage  du  point  x.  Je  dis  que  l'on  peut  déterminer  parmi  le 

J ify  y*'i  *  *  *  tel  <loe  **  x  esi  un  point-limite  de  points  d'intersech 
entre  elles,  ce  point-limite  soit  isolé. 

En  effet,  par  hypothèse,  deux  branches  y  ,  y  se  couperoi 
voisinage  de  x.  Considérons  alors  la  suite  des  branches  y  ,  j»  , 
entier  p.  (compris  entre  o  et  m)  par  les  conditions  suivantes: 
un  cercle  S  de  centre  x,  il  existe  une  infinité  de  branches  y  é  c 
l'intérieur  de  S;  2°  il  existe  un  cercle  y'  de  centre  x  et  de  i 
branches  y  .  (sauf  peut-être  un  nombre  fini  d'entre  elles)  cou] 
fois  à  l'intérieur  de  y'.  Dans  ces  conditions  nous  pouvons  di 
partiel  Ep  de  branches  y  é  qui  ne  coupent  pas  y  à  l'intérieur 
laire  de  centre  x,  limitée  extérieurement  par  y'  et  intérieureme 
trairement  petit.  Soit  yFt  la  branche  de  l'ensemble  E    dont  l'in« 

Raisonnant  sur  yft  comme  sur  y  nous  pouvons  affirmer  q 
E  une  infinité  de  branches  qui  ne  coupent  pas  yPt  dans  y's  sau 
(arbitrairement  près)  de  points  isolés  xa,  de  points  isolés  x%>  et* 
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Cela  posé,  ou  bien,  pour  des  indices  indéfiniment  croissants,  il  y  a  des  points  x 

ment  rapprochés  de  a,  ou  bien  ce  n'est  pas  le  cas. 

Si  x  est  point-limite  de  points  x,t  considérons  les   points  x-.  qui  sont  i  l'intérieur 

run  cercle  o  arbitrairement  petit  entourant  x\  Puisque  les  divers  points  x  *    de    même 

L  (c'est-à-dire  correspondant  A  une  même  branche  >v),  sont  isolés,  nous  pouvons 

er  (lorsque  le  rayon  de  p  devient  très  petit)  que,   dans   une   couronne   circulaire 

c  centre  x  limitée  intérieurement  par  le  cercle  p,  les  branches  v^,,  ne  couperont  aucune 

te  branches  des  ensembles  successifs  EP}ty  £jjvu  ■■■  L'ensemble   des  branches   yPjty 

.  .  .  satisfait  donc  aux  conditions  voulues  au  voisinage  du  contour  p. 

Si,  au  contraire,  x  n'est  pas  point-limite  de  points  x;,  considérons  un  cercle  p  de 

a  x  â  l'intérieur  duquel  ne  se  trouve  aucun  point  a*     pour  /  ]>  À\   Les   branches 

.  yPk^39  . ..  répondront  aux  conditions  voulues  dans  le  cercle  p.  En  effet,  soit  yp. 

une  quelconque  de  ces  brandies:  y/;,  dans  p,  ne  coupe,  par  hypothèse,  aucune  bran- 

e  des  ensembles  successifs  EP),  BPj^y ,  ...;  donc  elle  ne  coupe  pas  Jfy^j  y?h 


iVal 
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D  résulte  de  cette  analyse  que  si  notre  théorème  relatif  à  Tholomorphisme  de  y 
e  trouve  en  défaut  au  point  x  [ce  point  étant  limite  d'intersections  des  J/(jc)  (mais 
ion  de  points  critiques)],  il  est  du  moins  applicable  au    voisinage    de  x  à  un  ensemble 

rtlj  yltJ  ytt,  . ..  pris  dans  l'ensemble  des  ^(x).  A  cet  ensemble  partiel  correspond 
fonction-limite  F(a):  Considérons-la  le  long  d'un  contour  p  entourant  x,  ce  con- 
étant  assez  petit  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  point-limite  des  intersections  des  J#(x) 
sur  ce  contour  et  à  Fintérieur  (excepté  peut  être  en  x%  Nous  savons,  d'après  ce  qui 
precede,  que  Y(.\)  est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  Taire  p  sauf  peut-être  au 
»int  x.  D'ailleurs,  puisque  tous  les  JiOO  sont  holomorphes  dans  p,  F(x)  y  est  uni- 
arme  et  tend  vers  une  limite  déterminée  finie  lorsque  x  tend  vers  x.  F(x)  est  donc 
Qcore  holomorphe  au  point  x. 

I-e  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s'applique  à  un  ensemble  quelconque 
!  branches  holomorphes  convergeant  vers  Y  au  point  x.  Si  donc  de  l'ensemble  ini- 
d  des  branches  y{  nous  retranchons  l'ensemble  des  y,.,  nous  pourrons  répéter  notre 
lisonnement  sur  l'ensemble  infini  des  branches  restantes.  Nous  obtiendrons  ainsi  un 
>mel  ensemble  partiel  yt„,  y2„,  . .  .  qui,  au  voisinage  de  Xf  convergera  vers  une  fonc- 
ju-limite  holomorphe  F((x),  laquelle  pourra  coincider  avec  Y(x)  ou  en  être  distincte. 
:  ainsi  de  suite, 

«,. 

Si,  au  lieu  d'être  holomorphes,  les  branches  ^t(x)  de  la  fonction  multiforme  étaient 
éromorphes  au  voisinage  de  X,  il  est  clair  que  l'on  parviendrait  au  même  résultat* 
ous  pouvons  donc  reprendre  notre  énoncé  initial  sous  la  forme  suivante: 
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Soit  yt{x)j  yXx)y  •  •  •  un  ensemMe  àt  branches  d'ordre  limite  de  la 
qui,  sur  un  chemin  quelconque  aboutissant  au  point  x,  convergent  vers  une  fonction-lin, 
1' (a):  à  condition  que  x  ne  soit  pas  point-limite  de  points  critiques  ou  de  points  singuliers 
essentiels  des  vt(x),  la  fonction-limite  F(x)  sera  mêromorphe  au  voisinage  de  x  =  x. 

Plus  précisément  encore,  envisageons  une  région  R  qui  ne  contienne  aucun  i 
limite  des  points  critiques  des  branches  v,(x)  considéras.  Dans  lv  -n,  la  fonc 

limite  Y  est  une   t onction    uniforme    de   a.   Cette   fonction    admet   comme  singularité 
polaires  les  points-limites  des  pôles  des  yt(x)  cl  £°mme   singularités    transcendantes 
points-limites  des  singularités  transcendantes  uniformes  des  >v(x). 

D'après  ce  qui  précède,  il  peut  se  trouver,  au  voisinage  de  x,  des  points  xt 
que,  quelque  grand  que  soit  9,  il  existe  des  indices  p  supérieurs  1  q  pour  lesqu 
yp{x)  coujh:  Y(x)  dans  un  cercle  de  rayon  arbitrairement  petit  entourant  xf, 
ce  cercle,  y  coupera  alors  tous  les  )\(x)  dont  l'indice  dépassera  un  certain  nomb 
Mais  les  points  xt ,  pour  lesquels  il  en  est  ainsi,  sont  des  points  isolés.  Ces  points  re 
plissent  le  rôle  que  jouent  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  les 
fixes  mises  en  évidence  par  le  théorème  fondamental  de  AL  PArNLEvé.  On  a  d'ullc 
sans  doute  remarqué  déjà,  et  Ton  remarquera  de  plus  en  plus,  qu'entre  Pétude  de  le 
semble  des  branches  d'une  fonction  multiforme  et  l'étude  d'une  équation  differenti 
un  parallélisme  étroit  se  manifeste. 


§6. 

Nous  avons  étudié  le  cas  où  les  branches  y.  (x)  qui  convergent  vers  Y  pour  x  -  1 
sont  d'ordre  limité  au  voisinage  de  ce  point,  Les  choses  se  passeront  autrement  si  ces 
branches  ne  sont  pas  d'ordre  limité:  en  ce  cas,  le  point  .y,  s'il  est  point-limite  d'il 
sections  des  yt{x)  peut  être  point  singulier  non  isolé  pour  la  fonction-limite  Y(\ 
est  égale  à   F  au  point  x. 

Reprenons  en  effet  l'exemple  de  la  fonction 

et  considérons  en  un  point  quelconque  x  l'ensemble  des  branches  de  cette  fonctb 
se  permutent  entre  elles  lorsque  x  décrit  une  série  de  tours  sur  le  lacet  L  défini 
§  1.  [Cela,  sans  tourner  autour  de  l'origine;  a  sera  assujetti,  si  Ton  veut,  i  ne 
franchir  une  coupure  joignant  l'origine  i  l'infini]. 

En  premier  lieu,  soit  le  module  r  de  x  =  reta  inférieur  à  un.  Si  nous  appelons  jt 
Tune  des  branches  y4i  les  autres  prendront  au  point  x  les  valeurs 

k  étant  un  entier  quelconque.  On  voit  que  lorsque  k  augmente  indéfiniment  ^(x)i 
vers  zéro  et  que  deux   yt  d'indices  différents  ne  sauraient  se   couper   au    point  x. 
yk  admettent  donc  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  1  une  fonction-limite 
holomorphe  qui  est  identiquement  nulle. 
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Soîl  )od  lieu,  le  module  r  de  x  supérieur   à   un.   Le  même   raisonnement 

rouvcra  que  deux  v  d'indices  différents  ne  sauraient  se  couper  en  x  et  que  les  yk 
Émettent  an  voisinage  de  x  (c'est-à-dire,  puisque  x  est  quelconque,  è  l'extérieur  du  cer- 
de  centre  o  et  de  rayon   i)  une  fonction-limitt  égale  à  Fin/mi. 

résulte  de  là  que  le  contour  du  cercle  de  centre  0  et  de  rayon   I    est    pour    les 
:ions-limitcs  des  yk{x)  une  coupure  ou  ligne  singulière.   Ainsi,   lorsqu'un   ensemble 
mettons  holomorphes  d'ordre  illimité  présentait  une  infinité  d'intersections  au  voisin 
point  x,  non  seulement  la  démonstration  donnée  plus  haut  ne  s'applique  plus,  mais 
rint  x  peut  se  trouver  sur  une  ligne  singulière  de  la  fonction-limite. 

S  7- 

La  proposition  du  §  5  sera  peut-être  jugée  artificielle  en  ce  qu'elle  s'applique  seu- 
nent  à  un  ensemble  partiel  de  branches  y^(a'),  arbitrairement  choisies  parmi  les  ^(v). 
lis  ce  qui  importe  principalement  dans  la  théorie  des  fonctions  multiformes,  c'est 
nns  de  connaître  effectivement  toutes  les  limites  d'un  ensemble  de  branches  que  d  e- 
>lir  l'existence  de  certaines  fonctions-limites  pouvant  être  plus  simples  que  la  fonction 
jù  Ton  est  parti.  Ainsi  j'ai  énoncé  la  proposition  suivante  4): 

Si  dans  une  région  Ä,  la  fonction  multiforme  y  (ensemble  des  In  anches  yj  satisfait 
une  équation  différentielle  de  la  forme 
:)  *(*,  y,  /)  =  €>, 

étant  holomorphe  eu   x,  y,  y\  la  fonction- li  m  ite   YÇx)   satisfait   à    la  même   équation 
ifférentielle. 

Lorsqu'alors  nous  nous  demanderons,  par  exemple,  sous  quelles  conditions  les 
»oints  critiques  d'une  branche  d'intégrale  y  (a)  pourront  admettre  dans  R  un  point-limite 
iole  X,  il  ne  nous  sera  pas  inutile  de  savoir  que  l'équation  (£)  devra  admettre  une 
'u  plusieurs  intégrales  Y  pour  lesquelles  X  soit  un  point  d'holomorphisme,  ou  un  point 
nguiîer  isolé. 

D'ailleurs,  une  fois  que  l'on  a  établi  l'existence  de  la  fonction-limite,  il  est  souvent 
die  d'obtenir  des  renseignements  sur  sa  nature.  C  est  ce  que  va  nous  montrer  Fétu  Je 
un  exemple  particulier  qui  joue  un  rôle  important  dans  ta  théorie  des  équations  diffé* 
ntielles. 


S  8. 


Considérons  l'équation  dilférentielle 
ii  a  pour  second  membre   uïîq   fonction  /(.v,  y)    uniforme   au  voisinage    d'un    point 


le  Mémoire  cité  plus  haut. 
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transcendant   À*   de  ses   intégrales.  Je   suppose   démontré   que   les   intégrales  y  de  (£ 
possèdent  une  infinite  de  branches  y,  lesquelles  se  permutent  entre  elles  autour  de  point« 
critiques  algébriques  convergeant  vers  X  et  n'admettent  su  voisinage  de  X  aucun  ] 
singulier  transcendant  autre  que  X,  Le  iiKv.inisnie  des  permutations  au  moyen 
on  déduira  successivement  les  unes  des  autres  toutes  les  bra;  peut  présemer  ( 

particularités  très  diverses  dont  l'étude  descriptive  est  encore  à  faire.  Je  fixerai  icit 
attention   sur    un    ensemble  de   branches  yt  qui   seront   supposées  se  perm, 
lorsque  x  décrit  une  infinité  de  fois  le  contour  d'un  même  lacet  fermé  entourant  le  point  j 

Précisons  bien  cette  hypothèse  en  prenant  le  point  X  comme  origine  et  ad 
pour  fixer  les  idées,  que  le  lacet  considéré  soit  un  cercle  y  de  centre   o.  Prenons 
y  un  point  fixe  x,  et  convenons    d'appeler    «  canute  ris  tique  »   une  branche  que 
d'intégrale  suivie  à  partir  d'une  valeur  initiale   donnée  le   long  d'un  chemin  re 
donné.  Sur  l'ensemble  des  caractéristiques  issues  du  point  x  avec  une  determination j 
de  la    fonction  y  se   trouvent,  par    hypothèse,  un   certain    nombre  de   points 
algébriques.  Nous  supposerons  que  ces  points  critiques  sont  en  nombre  fini.  Nous  ; 
trons  de  plus  qu'ils  ont  des  arguments  différents  s)  et  qu'ils  tendent  simultanen 
fermement)  vers  o.    L'origine   elle-même   n'est   pas   point   critique   pour   lensen 
caractéristiques  considéré,  car  l'origine  est  supposée  être  point  limite  de  points 
mais  non  point  directement  critique:  les  diverses  déterminations  ...  y_iyy^ 
que  l'on  obtient  en  x  lorsque  x  décrit  le   contour   de  fj   s'échangent   donc  entre  i 
par  des  permutations  opérées  autour  d\in  ensemble  de  points  critiques  algébriques  ï 
dans  y.  Considérons  d'ailleurs  les  divers  groupes  de  points  critiques  respectivement 
sur  les  ensembles  de  caractéristiques  qui  sont  issus  du    point  x  avec  les  valeurs! 
.  . .  ou  yt> ,  y  _  ,  ....  L'une  au  moins  de  ces  deux  séries  de  points  i 
CÛQvergC  vers  o  (autrement  l'origine  ne  serait  pas  point-limite  de  points  critiques 
les  y,).    Nous   admettons   qu'il  en    soit  ainsi   pour   la  série   correspondant  aux 
positifs,  et  nous  étudierons  le  long  du  contour  y  l'ensemble  e)  des  tranche 
de  y  qui  prennent  en  x  les  valeurs  y0 ,  y,  ,  .... 


5)  Il  sera  le  plus  souvent  possible  de  satisfaire  À  cette  condition  en  faisant  (au  besoin)  \ 
gemetti  de  variable  simple.  Si  nous  cherchions  plus  de    precision,  voici    L'hypOtìtèse    que  nous  I 
obligés  de  faire  pnur  assurer  le  validité  de  notre  démonstration  :  Appelant  x}  un    point    critique  ' 
de  o,  menons  une  coupure  d  joignant  x    au  contour  du  cercle  y;    puis  faisons  décrire  à 
un  lacet  ferine  convexe  quelconque,  et  déplaçons  la  coupure  à  avec  continuité,  de    manière  qtï 
passe  (pour  aucune  position  de  a,  )  par  aucun  point  critique  de  la  branch 
de  tt)  qui  admet  xf  comme  point  critique.   Nous    devons    postuler   que  pour    aucune   position  et  i, 
coupure  i  ne  vient  à  humer  (s'enrouler)  une  imfimM  iê  fois  autour  de  l'origine. 

6)  Cet  ensemble  sera  en  général  un  ensemble  partiel  de  l'ensemble  total  des  brancha 

se  permutent  entre  elles  autour  de  pointa  critiqtu  eant  vers  A'.   Le  cas  où  cet  ensemble  pawl 

coincide  avec  l'ensemble  total  est  un  cas  particulièrement  intéressant  que    je    me    propose  de 
en  détail  dans  un  prochain  Mémoire  où  j'étudierai  le  mécanisme  des  permutations  opéi ni 
des  points  singuliers  transcendants  définis  par  les  équations  différentielles  du  premier  ordre. 
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Je  vais  montrer  que  les  branches  y0,  yti  admettent  une   branche-limite   unique,  qui 

uniforme  dans  Vaire  y.  Considérons  en  effet  un  ensemble  partiel  . ..  y^,  Ju^yui  ••• 

déterminations  (y.)  qui  convergent  vers  une  branche-limite  Y  supposé   holomorphe 

voisinage  de  x  et  égale  à  Yi  au  point  x.  Il  est  facile  de  voir,  d'abord,  que  la  branche- 

Y  est  partout  méromorphe  dans  le  cercle  y,  sauf  peut-être  à  l'origine.  En  effet, 

lions  (par  une  droite)  le  point  %  à  un  point  quelconque   x'  de  y  et  considérons  le 

y'  de  centre  o,  tangent  à  la  droite  xx\  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  k3  les 

ats  critiques  situés  (dans  y)  sur  les  ensembles  de  caractéristiques  qui  sont  issues  de 

les  valeurs  initiales  y/M  ^/JU|,    ...    seront    certainement    tous    intérieurs    à  y', 

■  lors,  aucune  de  ces  caractéristiques  ne  sera  singulière  au  voisinage  de  x\   D'autre 

rt,  les  branches  yt  ne  sauraient  se  couper  entre  elles  à  l'intérieur  du  cercle  y;  étant 

a  effet,  que  le  second   membre   de    l'équation   {E)   est    uniforme,    il  n'existe 

intégrale  prenant  une  valeur    donnée   en    un   point   donné,  —  En   conséquence, 

ulte  du  théorème  du  §   i  que  Y  na  dans   y   d'autre  point  critique   que  peut-être 

ine. 

Je  dis  que  Y  est  encore  uniforme  à  l'origine. 

Appelons  en  effet  x*  un  point  voisin  de  o,  x'j  le  point  de  rencontre  du  rayon  Oxj 
le  contour  y,  et  ySj  l'intégrale  de  (£")  qui  admet  x.  comme  point  critique.  Partons 
v  avec  l'une  des  deux  déterminations  de  yx.  pour  les  quelles  ce  point  est  critique, 
suivons  le  chemin  (je.,/*)  composé  do  segment  \f\'  et  de  l'arc  (moindre  que  27;) 
;  nous  appellerons  yXf  la  valeur  avec  laquelle  nous  arriverons  en  x  après  avoir 
iru  ce  chemin.  Sur  le  chemin  suivi  nous  ne  rencontrerons  pas  d'autre  point  critique 
a  .   En  effet,  par  hypothèse,  deux  points  critiques  d'un  même  ensemble  de  caractè- 
res ont  des  arguments  différents:  donc  nous  ne  trouverons  pas  de  point  critique 
le  segment  *jXÏ.  Mais,  d'autre  part,  étant  donné  que  les  points  critiques  d'un  même 
ible  de  caractéristiques  tendent  simultanément  vers  o,  nous  sommes  certains  que, 
jc;)  est  suffisamment  petit,  la  branche  d'intégrale  yXj  (suivie  le  long  du  chemin  défini 
is  haut)  n'a  des  points  critiques  que  dans  un  cercle  de  centre  o  arbitrairement  petit, 
point  par  conséquent  sur  Tare  x}x  de  y. 
Cela  posé,  déplaçons  le  point  xf  d'une  manière  continue  sans   toute  fois  le   faire 
par  l'origine.  Le  chemin  (x^x-x\    défini   comme  il   a  été   dit,   se  déplacera   en 
ne  temps,  et,  d'après  ce  qui   précède,  la   branche   d'intégrale  yx    suivie   le  long  de 
fex)  ne  présentera,  sur  ce  chemin,  d'autre  point  critique  que   *  ,  à   condition  que 
,  soit  situé  dans  un  cercle  y#  de  centre  o  suffisamment  petit.  En  particulier,  il  n'arrivera 
ur  aucune  valeur  de  xj  (située  dans  y')  que  deux  déterminations  de  yXj    viennent  à 
leider;  d'où  l'on  conclut  que  la  fonction  yx    de  x,  ne  présente  dans  y'  d'autre  point 
:jue  que  peut-être  .v.  =  o,  et  a\  par  conséquent,  qu'une  seule  détermination  pour 
:Q.  Or,  pour  x.  =  o,  yX}  coïncide  avec  la  toncrion-liniitc   Y  et  yx.  devient  égale  à 
ou  aux  valeurs  de  Y{x).  Donc  Y(x)  n'a  qu'une  détermination,  ce  qui   revient  a  dire 
I  uniforme  dans  y,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

Mmi.  Gr(<  M*i*m,  P*Utmot  u  XXIV  (a^  sera.   1907).  —  Sumpito  il   j  agosto  1907.  a» 
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Disons  maintenant  quelques  mots  du    rôle    joué    par   les   fonctions-limites  dans  I 
problème  de  la  représentation  des  fonctions  multiformes. 

J'ai  énoncé  (dans  le  Mémoire  plusieurs  fois  cité)  la  proposition  suivante:  5i  l'a 
semble  des  branches  de  ta  Jonction  multiforme  y  (a)  na  pour  une  valeur  quelconque  it  \ 
d'autre  point-limite  que   Y(x)  et  si,  pour  une  valeur  particulière  de  y  {par  exempi 
Y  ensemble  des  determinations  de  la  Jonction  inverse  x  (y)  converge  vers  le  seul  point  x  =  i 
V ensemble  de  la  jonction  y(x)  est  représentable  dans  tout  le  plan  par  la  relation 

«1>  étant  une  jonction  entière  par  rapport  à  x  et  y. 

Ed  présentant  cette  proposition,  je  m'étais  borné  au  type  Je  fonctions  multile 
qui  nous  apparaît  comme  le  plus  simple  :  j'avais  donc  supposé  la  fonction  «I»  non 

lement  entière,  mais  de  genre  fini  par  rapport  A  x  et  à  y.  D  sera  facile  de  j 

raliser  l'énoncé  de  la  manière  suivante: 

Désignons  par  yUi(x)  un  ensemble  de  branches  }',(*),  7*00  ■••  &  jOO1 
géant  vers  une  même  fonction-limite   F  (a),  uniforme  au  voisinage  d'un  point  initial  j 
Puis  délimitons  une  région  R  dans  laquelle  ces  branches  ne  puissent  se  permuter 
les  unes  avec  les  autres  :  Cette  région  peut  contenir  des  points-limites  de  points  critiques 
des  y(  (.x),  mais  alors  Y(x)  reste  uniforme  en  ces  points,  puisqu'en  leur  voisinage  [en- 
semble des  branches  y-(.x)  se  permute  avec  lui-même.  Proposons-nous  dans  ces 
dOQ$  de  représenter  A  l'intérieur  de  R  la  portion  de  la  fonction  multiforme  y(x) 
stituée  par  v(,>(a). 

Kn  un  point  quelconque  de  /?,  tes  valeurs  de  vu,(x)  convergent  uniformément  vers 
T(x)  (§  i).  Disposons  alors  des  indices  i,  2,  ...  de  manière  qu'en  un  poir 
de  R  la  suite  des  valeurs  7)  yi  (x)  —  Y(x)}  yXx) —  K  (a)  soit  rangée  dans  l'ordre  des 
modules  décroissants.  On  peut  déterminer  une  suite   de   nombre    positifs   zt,  £,, 

tendant  vers  0  avec  -r-,  tels  que  Ton  ait  dans  toute  la  région  R  [excepté  aux 

singuliers  transcendants  (s'il  y  en  a)  des  branches  v,]« 

b,— *!<«.,  ...  [*-*!<«,. 

1)  autre  part,  d'après  Weierstrass  on  peut  déterminer  des  nombres  positifs  pf , 
p.,  . ..  tels  que  la  série  T  ef  ,  et  par  suite   la   série  y  \yi — Yp  soit  absolument  i 


7)  Si  y  était  infini*  on  const  titrerait  les  valeurs  —  ,  —  , 
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"''tìrrues  des  yif. 

LS 


déduirons  une 

rons  une  série 

it  d'autres  points 

t  telles  que  (pour 


trtiel  de  branches  yN. 

=  x0  lorsque  0B  —  0 

t  à  0,  6N  :  on  a  done 


et  ne  passant  par  aucun 

eloppement  (2),  il  résulte 

111    arc    x0x'    du   chemin 

1  continue  à  en  être  ainsi 

.    valeurs    de   Y  et  yN   au 

lolomorphe  de  0N.   D'autre 

eloppement 

c  x  et  Q'N.  On  en  conclut  que 
morphe  de  x  et  de  6N .  c.  q,  f.  d. 
considérons  au  voisinage  de  l'o- 
Téquation 

-1-0  +  * 

,j. 

changent  entre  elles   dans  un   cercle  y 

res  par  des  permutations  opérées  autour 

it  vers  l'origine  (comme  il  a  été  expliqué 

lie  couronne  circulaire  limitées  extérieurement 

rcle   concentrique    de   rayon    arbitrairement 

cette  couronne  un  ensemble  partiel  de  branches 

it  de  la  forme  (2)  dans  lequel  les  coefficients 

fcf.  Ces  coefficients,   comme   il  était 


l'on    pourrait    d'ailleurs   déduire  des 
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»rphes  teil« 


En  effet,  déterminons  une  suite  a4,  *;,  ...  de  fonctions  holomorphes 
les  séries  Vi,  Va.-^-  soient  absolument  et  uniformément  convergentes  auvo 
de  x  =  o  :  je  dis  que  l'équation 

y  «<>;*• 

y'  =Z-y  —  h 
y      \     *i 

satisfera  aux  conditions  voulues. 

Pour  y  es  yt  l'équation  (i)  se  réduit  à 


(0 


y      ti 

et  admet  par  suite  la  solution  y  =  yr  D  nous  suffit  donc  de  vérifier  que  l 
membre  de  l'équation  (i)  est  une  fonction  holomorphe  de  a  et  y  pour  x  m 
et  y  extérieur  à  un  petit  cercle  c  entourant  la  valeur  y  =  o.  Or  nous  saw 
que  les  v,  convergent  uniformément  vers  o.  Si  donc  p  est  le  rayon  de  f,  on  peui 
determiner  un  entier  n  tel  que,  pour  i  ]>  h,  yg  soit  arbitrairement  petit  par  ra 
au  voisinage  de  x  =  o.  Dès  lors  les  deux  séries  qui  figurent  dans  l'équation 
uniformément  convergentes  pour  les  valeurs  considérées  Je  a  et  y9  et  représe 
fonctions  holomorphes. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  fonction  continue  d'un  paramètr 
est  par  exemple  la  valeur  initiale  prise  par  y  en  a=o.  De  quelle  nature  est  cette 
y  de  &?  Si  le  second  membre  de  l'équation  (i)  est  encore  holomorphe  pour 
voisin  de  o,  v  sera,  au  voisinage  de  l'origine,  fonction  analytique  holomorphe  d« 
tante  6:  nous  dirons  pour  spécifier  ce  cas,  que  la  suite  des  branches  v}  consl 
suite  analytique.  Si  au  contraire  le  second  membre  de  (i)  cesse  d'etre  analytic 
y  =  o,  la  suite  des  y.  sera  dite  non-analytique. 


Su. 


Cela  dit,  nous  sommes  amenés  â  nous  poser  la  question  suivante  :  Étan 
une  suite  de  branches  y,(x)  convergeant  vers  Y(x)  et  holomorphes  au  voisinaj 
peut-on  extraire  de  cette  suite  partielle  analytique  des  branches  y»,  ymf  .. 

Appelons  0,  0,  les  valeurs  de  K,  y.  en  xo,  et  considérons    la   suite 
(holomorphes  en  x)  : 

■h=i  -■ 


ti.  — 


-  Y 
i  —  ö  ' 


Si  iû  suite  des  rapports  at  forme  un  ensemble  de  fonctions  d*  ordre  limit 
sible  d'extraire  de  la  suite  desy^  une  suite  partielle  de  branches yti  telles  que  les 
itt  correspondants  tendent  (au  voisinage  de  xj)  vers  une  fonction-limite  unie 
morphe  Ar  Cette  fonction  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la  fonction-limite 
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imettre  comme  points  critiques  que  les  points-limites  ties  points  critiques  des  y .,. 
Une  fois  cette  fonction  définie,  nous  considérerons  la  suite  des  rapports 

'"      & -ìr     " 

Si  cene  suite  est  un  ensemble  de  fonctions  d'ordre  limité,  nous  en  déduirons  une 
iction-limite  À%}  et  ainsi  de  suite.  De  proche  en  proche,  nous  obtiendrons  um  série 
functions  AMÌ  À  ,  ...  holomorphes  au  voisinage  de  xo  qui  n'admettront  d'autres  pdnh 
Hques  que  peut  être  les  points-limites  des  points  critiques  des  yt  et  seront  telles  que  (jyour 
ensemble  convenable  de  valeurs  de  0A,)  le  développement. 

ys=Y  +  AXK - e)  +  4.<t„  - sy  +  .  • . 

'esente,  ava  une  approximation  arbitrairement  grande,  un  ensemble  partiel  de  branches  y N. 
Le  développement  (2)  converge  évidemment  au  voisinage  de  -Y  =  xo  lorsque  (^  —  6 
uffisamment  petit.   En  effet,  pour  x  =  xoJ   Yy  ys  se  réduisait  a  H,  hs:  on  a  donc 

irement  : 

A*  (*•)  —  h        A  OU  =  A%  0°)  —  "  •  =  o. 
Considérons  maintenant  un  chemin  quelconque  L  issu  de  x0  et  ne  passant  par  aucun 
t-limite  de  points  critiques  des  yr  De  la  convergence  du  développement  (2),  il  résulte 

voisinage  de  0V  ss  H  et  de  x  =  xo  (soit  sur  un    certain    arc    xox*    du   chemin 
ts  est  une  fonction  holomorphe  de  x  et  8^.  Je  dis   qu'il  continue  a  en  être  ainsi 
le  long  du  chemin  L-  Appelons,  en  effet,  0'  et  0'v  les    valeurs    de   Y  et  yN    au 

x'.  D'après  ce  qui  précède,   VK    est    une    fonction    holomorphe   de   0  v ,    D'autre 

au  voisinage  de  x%  yN  est  représentable  par  un  développement 

le  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  de  x  et  0^,  On  en  conclut  que 
e  saurait  cesser,  au  point  x',  d'être  fonction  holomorphe  de  x  et  de  ty.  C.Q.F.D. 
Pour  donner  un  exemple  de  développement  (2),  considérons  au  voisinage  de   To- 
ne l'ensemble  des  branches  ys  d'une  intégrale  de  l'équation 

xyy*  =  -  (y  —  1  +  i)(y  —  1  -  f)  +  x 

nction  holomorphe  au  voisinage  de  x  =  y  =  o]. 

On  vérifiera  8)  que  les  branches  y.  qui  s'échangent  entre  elles   dans   un    cercle  y 

ourant  jc  =  o  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des  permutations  opérées  autour 

n  ensemble  de  points  critiques  convergeant  vers  l'origine  (comme  il  a  été   expliqué 

j  8).  Considérons  ces  branches  dans  une  couronne  circulaire  limitées  extérieurement 

le  cercle  y  et  intérieurement  par  un   cercle   concentrique    de  rayon   arbitrairement 

Nous  trouverons  qu'à  l'intérieur  de  cette  couronne  un  ensemble  partiel  de  branches 

représentable  par  un  développement  de  la  forme  (2)  dans  lequel  les  coefficients 

ont  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  de  x_1~"\  Ces  coefficients,  comme   il  était 


•)  Je  me  propose  de  revenir  en  Jetail  sur  ces  résultats  que  Ton    pourrai!    d'ailleurs   déduire  des 
rèmes  de  Briot  et  Bouojoet  et  de  leurs  successeurs  en  cette  matière. 
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prévu,  n'admettent  donc  d'autre  singularité  que  le  point-limite  x  =  o  des  points  crini 
algébriques. 


s  «. 


L'intérêt  que  peuvent  présenter  les  développements  (2)  dans  une  théorie  des  fora 
tions  multiformes  n'a  pas  besoin  d'être  mis  en  lumière.  Mais,  dans  l'analyse  faite  plus] 
haut,  l'existence  de  ces  développements  est  subordonnée  à  une   infinité  de  conditions: 
nous  avons  supposé  que  les  diverses  suites  de  rapports  ati  at ,  . . .  ,  bti  b2 ,  . . . ,  etc.  1 
étaient  tous  des  ensembles  de   fonctions   d'ordres   limités.   Comment   être   sûr  que  ces 
conditions  seront  toutes  satisfaites? 

Il  n'y  b,  je  crois,  qu'un  moyen  de  lever  cette  difficulté.  C'est  de  restreindre,  ia 
moyen  d'hypothèses  complémentaires,  la  généralité  des  fonctions  multiformes  que  Pc 
étudie.  Ces  hypothèses  pourront  être  de  nature  diverses:  je  proposerais  de  les  fain 
porter  tout  d'abord  sur  la  distribution  des  points  critiques,  et,  cela,  de  la  manière  suivi 
Considérons  par  exemple  un  ensemble  de  branches  convergeant  vers  un  point-l 
isolé,  X.  On  cherchera  à  imaginer  à  priori  les  différents  mécanismes  suivant  lesqu 
les  permutations  peuvent  s'opérer.  Puis,  considérant  un  mécanisme  déterminé  et 
arbitrairement  une  suite  de  points  critiques  convergeant  vers  -Y,  on  se  demandera  sì 
existe  un  ensemble  de  branches  de  fonction  multiforme  y  se  permutant  suivant  le  : 
canisme  indiqué  autour  des  points  donnés.  Une  fois  ces  questions  résolues,  on  pou 
revenir  à  l'étude  des  fonctions-limites  et  chercher  à  établir  une  corrélation  entre  b  < 
tribution  des  points  critiques  autour  de  leur  limite  Ä*  et  la  distribution  des  branches  y 
autour  de  leur  branche-limite. 


Paris,  2  s  juin  1907, 


Pierre   Boutroux. 
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SUI  NUOVI  NUMERI  PSEUDO-EULERIANI  DEL  PROF.  PASCAL. 

Nota  di  Luigi  Sinigallia  (Ferrara). 


Adunanza    del  a)  giugno  1907. 


[  numeri  pseudo-euleriani  sono  stati  recentemente  considerati  dal  prof.  Pascal  *), 
de  ha  fatto  vedere  come  essi  abbiano  molte  proprietà  analoghe  a  quelle  dei  numeri 
iani.  Però  tale  analogia  acquista  maggiore  rilievo  dal  seguente  teorema  che  qui  mi 
ango  di  dimostrare  :  le  espressioni  che  danno  i  valori  dei  numeri  pseudo-euleriani  in 
one  degli  euleriani  sono  identiche  alle  espressioni  che  danno  i  valori  di  questi  ultimi 
tri  in  funzione  dei  primi. 

In  questa  stessa  Nota  mostro  poi  anche  come  la  somma  di  una  certa  serie  e  molte 
ioni  numeriche  possano  esprimersi  per  mezzo  dei  numeri  pseudo-euleriani. 

I  numeri  euleriani,  che  sono  i  coefficienti  dello  sviluppo  in  serie  della  secante,  sod- 
mno  alla  formola  di  ricorrenza 


*«=|(->r' (*:)*,,-,>, 


itre  pei  numeri  pseudo-euleriani  che  sono  i  coefficienti  dello  sviluppo  in  serie  della 

done  î —  sussiste  l'altra  formola  di  ricorrenza 

2  —  cosh  x 

F2«=v2\2v)F'<"-v>- 
Vogliamo  dimostrare  che  tra  i  numeri  £,  E'  sussiste  la  relazione 

e„  +  (-  0"  S.  =  >ï  (-  *TM  (l  ?)  F><  E*~* . 

si  suppone  evidentemente  n  >  i. 

Si  può  subito  verificare  che  la  (3)  sussiste  per  «  =  2:  supponiamola  poi  vera  per 
=  2,  3,  ...  n  e  dimostriamo   che  allora  essa  sussisterà  anche  quando  vi  si  muti  ti 


*)  Pascal,  /  determinanti  ricorrenti  t  i  nuovi  numeri  pseudo-euleriani  [Rendiconti  del  R.  Istituto 
bardo,  s.  II,  voL  XL  (1907),  pp.  46 1-475 J. 


2Xf 


LUIGI     5  I  N  I  G  A  L  L  I  A. 


in  n  -j-  i.  Essendo  per  le  (i),  (2) 

te-  ov 


2  H 


+  2 


^2{»+\) 


2V 


) 


+  ■ 


% —  ä\    2*    )'     '     ^  "' 


avremo 


ma  per  ipotesi,  poiché  E'3  =  EÈ  =  i, 


e,w_^„  +  c-  irvf;,-..„  =  2Ï(-  o' (2 "   22; 


quindi 


0>=  1.  2 *)> 


E. +(-0-/r,,...„=a|-f(-0"»f"+2)(="~ 


e  per  h  (2) 


*w„  +  (-  0"-'^,...,t  =  *Ì(-  0"'(2"2t 


dire 


e  così  la  (3)  resta  dimostrata. 

É  poi  facile  vedere  che  alla  stessa  (3)  si  poteva  giungere 
fra  le  due  funzioni  dei  cui  sviluppi  E,  E*  sono  rispettivamente  i 
relazione 

I  — r- Ï  1  See  (t  X)  =:  

\  2  —  cosh  X  1         v      y         2  —  COSI1  X 

Li  (;)  può  scriversi  cosi 

E'~  +  2Ï(-  0' (22 -)£>  ^„  =  (- »F*1 

se  ora  consideriamo  il  sistema  di  equazioni  che  si  ottiene  pone 
nell'ultima  relazione  scritta  n =  2,  ?,...,  n  ed  aggiungendovi  1 
ricaviamo  subito 


o 
1 


F  ^2"-' 


GH  t 

a>.  cv.    (in 

/2»-2\  izn-2\E  (2"-2\e        (* 

(2"V  (  2"  \e  (  2n  \e             i 

\2llf     "  \2H  —  2)     "-'  \2ll—.\f    '—*   '               \ 
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**5 


(duplichiamo  poi  ogni  elemento 

a»  =  \2i  —  2h  +  2)El 


ai—  zb+* 


(i^h) 


;rminante  del  secondo  membro  dell'ultima  equazione  per  tn  *;_,,  ... ,  t^tì  th 


•'-(at-i)(aO 

1  determinante  stesso  resta  moltiplicato  per 


(2»)! 


avremo 


<2»)!2'-' 


al   * 

— £ 
41   « 


6! 


E6 


1 

äT 

— E 
ar> 

— f 
41  ♦ 


1 
Ti 

-î-£ 
a!** 


(a»— a)!""*     (2n— 4)1.    "-*      (2n^6)£"-« 


I     h     k     •     4     «     •     • 

1  F      -L 
4  a!*»     a! 

1  F       *  /? 
•  TT«    aT£' 


(a»)!    "       (an— a)!    "-'    (a«— 4)1    "-*  ' 
a,  se  moltiplichiamo  la  (3)  per  ( —  1)",  otteniamo 

(3)  sussiste  ancora  quando  in  esse  si  scambino  fra  loro  i  numeri  £,  E'  aventi 
>i  indici.  Lo  stesso  dovrà  quindi  accadere  di  ogüi  altra  relazione  che  si  deduca 
)  ed  in  particolare  anche  della  (4),  e  possiamo  senz'altro  scrivere 


^O)!!*-1 


I 
aï 

— F 

2r* 


1!    « 


1 


E 


(2fl— 2)!    "-1      (2W— 4)!     1K-*      (2tl— 6)\    *— « 

*  E"'  ZT*  E*' 

(2n)l     "        (2«— 2)!    a-a      (2»— 4)     "-" 


— E  — 

ir*  2 

— F  —E' 

4!    «  2!    * 


:  (4),  (5)  dimostrano  il  nosr™1 

Gin.  Ifato*.  Mcm,  t.  XXIV  («o  M 


S    2. 

Da  quanta  precede  deduciamo  subito  che  ad  ogni  relazi 
euleriani  potremo  farne  corrispondere  un'altra  che  contiene   i   nt 
ed  in  particolare  dalla  espressione  di  una  fun /ione  per  mezzo  de 
tremo  dedurre  la  funzione  stessa  espressa  per  mezzo  dei  numeri 


cevet» 


eia; 


Possiamo  però  trovare  direttamente    alcune   delle   dette   r 
conviene  trasformare  opportunamente  la  forinola  di  ricorrenza  de 
riatti  Se  poniamo  simbolicamente,  come  ha  fatto  in  un  caso  sim 

(i+F)"  =  i  +  ^)£;+^)f<+  ... 

cioè  intendendo  che  nello  sviluppo  di  (i  -f-  £')*  si  ponga  E 
in  luogo  di  £"  ,  la  (2)  diviene 

(0  aF„  =  (1  +  ET 

Ora  essendo 


, 


avremo 


ma  per  la  (6) 


dunque 


ICO0 + E'r = 2I(^K = 2(i + F) 

Analogamente,  dalle  identità 
si  deduce 

»à("t,)(,+*r-,2(ittï)<*+* 

ma  per  la  (6) 

2("1t,)('+*r-+*|(M«t')*"» 


a)  Lucas,  Tbtotit  nouvtìh  dei  nombres  de   Bernoulli   ti  */'Euler    \i 
ed  applicata,  s.  il,  t.  Vili  (i^),  pp,  56-79J. 
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di 

4(1  +  Ey+t  —  (2  +  F)"+'  =  2; 

«che  £^.+I  =  o,  avremo,  qualunque  sia  il  numero  intero  «, 
4(i+F)'-(2  +  F)--F.  =  2. 
ìegue  subito  di  qui  che,  se  /(x)  è  una  funzione  cui  può  applicarsi  lo  sviluppo  in 
di  Taylor,  sarà 

4/(*  +  F  +  1)  -/(*  +  F  +  2)  -/(*  +  F)  =  2f(x  +  1). 
Consideriamo  alcune  forme  particolari  della  /(*).  Se  /(*)  =  e1*  la  (8)  dà 


4  e1  —  eH  —  i        2  —  cosh  ^  " 
Invece  se 

/(*)  =  *(*+  0  ...(*  +  *  —  0  (n^3), 

JIÎO 

(x+F+2Xx+F+3)  ...  (x+F+n-i)[2(x+FXx+F-f-«-f-i)-«(n-3)] 
=2(x+i)(*+2)...(*+n) 

ÌT   X  =  O 

?  +  2)(F  +  3)  ...(£'  +  u  —  i)[2P(f  -f  n  +  i)  —  n(n  —  3)]  =2.«! 

Ponendo  nella  (8)  successivamente  x  =  o,  1,  2,  . . .  Z?  —  ie  sommando  si  ha 
D(F  +  v)+3/(F  +  Ä)-/(F  +  fc+i)  +  3/(F  +  i)-/(F)  =  2|;/(v), 
indie 
£/(**  +  v)  -/(F  +  ft)  +/(F  +  ft  -  i)  +  3/(F  +  i)  -/(F)  =  2  y/(v). 

Questa  relazione,  se  /(x)  =  x",  diviene 

2y,(P-fv)"  —  (F  +  *)"4.(F  +  *—  i)"+3(F+i)"_  Fw  =  2yvw. 
£n  fer 

§3- 

Proponiamoci  ora  di  trovare  dei  numeri  pseudo-euleriani  una  espressione  per  serie, 
ostriamo  prima  però  che,  se  1  >  a  >  o,  pei  valori  di  x  pei  quali 

;rie  doppia 

nvergente.  Poiché 

n!  =  r(*+i), 

r  è  il  simbolo  dell'integrale  euleriano  di  seconda  specie,  applicando  il  teorema  di 

CHY,  basterà  dimostrare  che  pei  valori   di  x   che   soddisfanno   alla   (9)  l'integrale 

)io 


££$&** 


aa8 


ItJt  G!     *tN  IG  ALLIA. 


ha  un  significato.  Ponendo  ora 


Ioga 


e  quindi    ay  =  e7ÌO**  =  r% 


viene 


ma 


na 

jfV  «<  d*  =  r(<+i), 

dunque 

£  £  f^TT)dy,"= -  ^£{-wiïJi; 

e  l'ultimo  integrale  non  è  infinito  solo  se 

1>-îô^>-1' 

cioè  se  è  soddisfatta  la  (9). 

Posto  ciò,  se  a-2  —  Vh  sì  'ia 

i        _   t  r    j      fl      ,       a     "] 

2  —  cosh  v      "  |/j"  L     '  t  —  a*c~*  —  aj 
e  pei  valori  di  x  che  soddisfanno  alla  (9) 

e'  —  a       far,  — >       y  »life, 

«r— . —  s  y  a1"  *"•*  =  y  — r  y  am  W", 

—  cosh  x         I/3  L  ^(2  «)  !  AH 


dunque 
e  sari  cosi 


Deducianio  di  qui  la  somma  delle  serie  y^w1"  espressa  per   mezzo  dei  nur 
pseudo-euleriani.  Abbiamo  così 


£  fl"mI  =  !5; 


^  am  m4  = 


*-zjS 


Milano,  giugno  1907. 


Luigi   Sinicallm. 
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SULLA  IDENTITÀ  CREMONIANA  DI  DUE  CURVE  PIANE. 

Memoria  di   G,   Marietta  (Catania). 


Adunanza  del    14  lugli»  1907. 


Questo  lavoro  è  diviso  in  due  capitoli.  Nel  primo,  data  una  condizione  sufficiente 

□che  una  corrispondenza  biunivoca  fra  i  punti  di  due  curve  piane,   sia  subordinata 

una  trasformazione  cremoniana  fra  i  piani  di  queste,  si  assegna  qualche  limite  supe- 

e  dell'ordine  che  può  avere  una  trasformazione  cremoniana  che  muri  due  date  curve 

1a  nell'altra.  Si  da,  inoltre,  qualche  condizione  sufficiente  affinchè  una  data  curva  sia 

'dine  minimo. 

Nel  secondo  capìtolo  si  dimostra  un  teorema  che  di  l'indice  delle  curve  aggiunte 

dice  più  alto  ad  una  data  curva  d'ordine  minimo«  Ne  seguono  i  tipi,   cremoniana- 

eme  distinti,  di  curve  piane,  e,  in  particolare,  alcuni  teoremi  interessanti  circa  le  curve 

ve  di  tutti  i  sistemi  aggiunti  d'indice  maggior  d'uno.  Infine  si  dà  un  cenno  intorno 

criteri  da  seguire,  per  poter  decidere  se  una  data  corrispondenza  biunivoca  fra  i  punti 

due  curve,  sia  o  no   subordinata   ad  una  trasformazione   cremoniana   fra  i  piani  di 


L 


1.  Date  due  curve  algebriche  e  e  e*  dei  piani  %  e  7c',  è  noto  che  l'essere  i  loro 
unti  riferiti  biunìvocamente,  non  è  condizione  sufficiente,  in  generale,  affinchè  esista 
trasformazione  cremoniana  T  fra  i  piani  tt  e  tu',  la  quale  muti  e  in  e';  cioè,  come 
eveniente  diremo,  affinchè  le  due  curve  siano  cremonianamenk  identiche. 

É  chiaro  poi,  che  se  fra  i  punti  di  e  e  di  e'  esiste  una  corrispondenza   biunivoca 
la  quale  trasformi  la  serie  secata  su  e  da  una  rete  omaloidica  di  ic,  in  quella  secata 
f'  da  una  rete  omaloidica  di  w',  esiste  senz'altro  una  trasformazione  cremoniana  fra 
e  %\  alla  quale  è  subordinata  la  corrispondenza  oj. 

%.  Fra  i  punti  delle  due  curve  e  e  e'  passi  la  corrispondenza  biunivoca  w,  e  siano 
e  n'  gli  ordini  delle  due  curve.  Indichiamo  con  f  e  ^  due  curve  aggiunte  d'ordine 
5  a  cy  e  con  <p'  e  <pMe  curve  aggiunte  di  rr  che  ad  esse  si  possono  far  co 
in  virtù  di  a>.  Ammettiamo  che  esista  su  e  la  serie  secata   dalle  curve 
ordine  n  —  4,  e  indichiamo  con  r  e  rt  due  rette  generiche   del 


e 


2jo 


G.     M  A  R  L  B  T  T  A* 


inoltre  : 

?  =  (/r),       <p,^(/,0. 

Se  l'ordine  Af  della  serie  secata  su  e  dal   sistema  |/|f  è  maggiore  del  grado 

|<p|,  allora  è  chiaro  che  fissata  una  curva  /,  alle  oo1  curve  9  composte  di  1  e  delle  1 

di  Ti,  corrispondono  ce1  curve  r/  ciascuna  spezzata  in  una  curva  fissa  /',  e  in  una 

riabile  p\  Dunque  possiamo  porre: 

?'  =  0V)  e  *;  =  (/;?;> 

Facendo  variare  r  ,  variano  n  —  3  degli  N  punti  ç«p|t  onde  siccome  in  w' 
p)  j  questa  secherà  9'  in  w  —  j  punti  (variabili).  Variando  contemporaneamente  r  e r|f 
variano  i(jt  —  4)  +  1  degli  N  punti  fçal  onde  il  numero  dei  punti  (variabili)  p'i 
p'p'â,  p[/'  è  anch'esso  2(11  —  4)  -f-  I.  Ma  il  numero  dei    punti  p[<p',  cioè  p(f-fffl 
abbiamo  visto  essere  eguale  id  n  —  J,  onde  il  numero  dei  punti  p'  /,'  è  »  —  4.  E  sic 
inoltre,  i  punti  p'/[  «f*  p'p!  sono  w  —  3»  cos'   deduciamo  che  le   curve  p'  e  p[ 
un  sol  punto  (variabile)  comune.  Concludiamo: 

Condizione  sufficiente  affin  chi  una   corrispondenza   biunivoca   w  fra  i   punti  di 
curve  piane  e  e  c\  sia  subordinata  ad  una  trasformazióne  cremoniana  fra  i piani  dit 
i  che  i  sistemi  \f\  e  \f'\  abbiano  lo  stesso  grado  N,  che  esista  su  cß  per  es.,  la  serie  ttté 


4,    <  m    l'ordine  di 


r,  e   che   l'ordine  di 


dalle  curve  aggiunte  d'ordine  n 
serie  sia  maggiore  di  N. 

3.  Dal  teorema  dimostrato  nel  §  precedente,  è  facile  dedurre  che 
Se  due  curve  piane  dello  stesso  ordine  w>4  dotate  di  i\o  punii  doppi,  seno  1 

genere  p  >  j»(«  —  7)~h  I0>  allora  una  corrispondenza  biunivoca  che  passi  fra  ipuà 
delle  due  curve,  e  subordinata  sempre  ad  una  collimazione  fra  i  piani  di  qutstt  l\ 

4.  Date  due  curve  piane  ree'  crem,  id.,  è  certamente  di  qualche  interesse,  tro 
un  limite  superiore  dell'ordine  che  può  avere  una   trasformazione  cremoniana  T  fra  î 
piani  delle  due  curve,  nella  quale  queste  siano  corrispondenti. 

Indichiamo  con  m  l'ordine  di  T}  cioè  l'ordine  delle  curve  p  che  corrispondono  1 
rette  r'  di  %\  e  con  «,-(*  —  i,  2,  ...)  il  numero  dei  punti  i-pli  a)  (fondamentali)] 
le  curve  p.  Come  è  noto,  fra  î  numeri  m  e  ai  passano  tre  relazioni  (ana  cons 
delle  altre  due),  una  delle  quali  è  la  seguente: 
(1)  21 1  af  =  3  (m — 1)  (i"=i,' 

i 

Indichiamo  con  a\  il  numero  dei  punti  *-pli  della  rete  |p|,  posti  sulla  curva  e.  onde 
è  o  ^a\^&i\  inoltre  rappresenti  a\i]  il  numero  dei  punti  i-pli  per  )p|  e  J-pli  pere, 
onde  è  a\  ss  a\t]  +  tf  +  ■••■•.. 


l)  Per  />  =  o  ovvero  h  =  1  questo  teorema  era  noto:  Marletta,  Suit  fi  identità  proiettiva  Si  i* 
curve  algebriche.  (Atti  dell'Accademia  Gioenia  ài  Scienze  Naturali  in  Catania,  s,  IV,  voi.  XIX  1 

D'ora  fio  poi  icrivereipc  crem.  id.  per  cremoniaparocote  ideati 

a)  Un  punto  multiplo  singolare^  sarà  considerato  come  pik  punti  multipli  sue  cessivi,  Gò  posto,  1 
i  ragionamenti  che  seguono  sono  rigorosi.  [Vedi  per  es.,  Bertini,  lntroduziotte  atta  Geometria j 
degli  iperspn\i,  con  Ap^rnàice  sulk  curve  algebriche  e  loro  singolarità  (Pisa,  E.    Spocrri,    1907),  pp.  )f 
e  j86jt 


Siccome  T  trasforma  e  in  e',  deve  essere: 

mn  -  X['al"  +  2ia\2'  +  3  iV"  +•••]  =  »', 

io,  al  solito,  n  e  w'  gli  ordini  di  e  e  di  e'  rispettivamente. 
idichiamo  con  ?    ^  a,  ^  a3  le  più  alte  multipliât;!  di  r,   e  con   so   e  xt   quelle 
curve  p  nelle  prime  due  di  queste. 
allora  la  (2)  si  può  scrivere  come  segue: 

_l_\_,[        a'/'  +  fl'/'s h'^'] 

+ 

+  1  [  «!•'']  +  «..'„  +  *,*,  =  «»-«'. 

i 

iscuna  di  queste  [. . .]  è  ^  //).  ^  dj ,  onde  per  hi  (  i  )  possiamo  scrivere  : 

m  -  »*  ^  *,[ì(m  —  1)  -  (i„  -|-  *,)]  +  V«^é  +  »•«. 
=  3("'  —»)»,+  '<,(«„  —  «,)  +  *,(*,  -  O 
=  0»  —  0»,  +  ('"  -  i)«o  —  ('"  —  ')(«„  —  «J 
+  0»  -  0*.  —  («  -  OC«,  —  «0  +  sX*o  —  *,)  +  *,  («,  —  «,)• 
è  J,  Z  »1  —  1,  t  st  ^.m  —  1,  dunque: 

m  n  —  «'  ^  (w  —  i)(a0  +  «,  +  *,), 

»,  ■  —  M  (*, ,  -f-  *,  +  «,)  ^  »'  —  («„  +  a,  +  *,), 
): 

'"[«  —  («o  +  «,    +  *J]  ^  "'  —  (*..  +  *,    +  »;)• 

si  suppone  w  >  ao  -f-  »,  -f-  ^i  possiamo  scriva 
m    •  »'  —  (go  +  «,  +  «,) 

includendo  : 
m  t  l'ordine  di  una  trasformazione  cremoniana   T  fra  i  piani  tz  e  it't  la  quale 
ti  una  curva  e  dt  z  le  cui  più  alte  mitlnplnità  sono  <*0^<*f^*3  in  una  curva 


In  particolare  sia  /  um  rcu 


sa  lu  dunque  : 


(■•  +  *•  +  •»)—  ■  ^>"^i« 


ìf+li     do*     a0  ^ 


n+t 


,  Zio  ThéorU  dir  rindi  untrantfot  Math.  Annalen,  i-  V  (1873),  j»p,  6|5 


c0  di  «\  J  K*$ft  w^  /j'T    'T   'ni  stendo   *>«>  +  <* 

ai  e  e  dî  c\ 


i 


5.  La  (?)  per  n  =  a ,  -f-  a,  +  «^ ,  diventa  »'  N^  a,  +  *i 
poeto,  e  in  virtù  del  teorema  precedente,  deduciamo: 

Condizione  sufficinttc  a  finche  una  curva  e  della  quak  li  muli 
>  *,  ^  a,,  »fl  d'ordine   minimo  4),  £  d><*  ftd  fi  ^  *0  -|~  «f  -| 
Infatti  la  (4)  dà  m  =  a  per  n*  <  ». 
Per  es.,  è  d'ordine  minimo,   ogni   curva  piana   d'ordine   n 
punti  doppi. 

6.  Per  n  =  w'  la  (4)  dà  m  ^  1  ;  dunque: 

5*    ««a    curva  e   avente  per    mnìtipìicità  più   elevate   «o  ^ 
w>*0  +  «,-f-aai  allora  ogni  trasformazione  eremoniana  del  suo 
in  una  curva  e*  dello  stesso  ordine  rt,  t  una  collinea^ione. 

In  altri  termini: 

Se  di  due  curve  piane  dello  stesso  ordine  ny  una  ha  per  m 
«n  ^  «,  ^  «a ,  td  t  n  >  *o  -f  a(  -f-  a? ,  fe  due  curve  0  sono  a 
crem,  idcntichi. 

Per  cs.,  se  di  due  curve   piane   dello   stesso   ordine  n  >  6, 
punti  doppi,  le  due  curve  o  sono  collineari,   ovvero   non  esiste 
eremoniana  dei  loro  piani,  che  le  trasformi  Tuna  nelPaltra. 

7.  Consideriamo  la  relazione  (3)  del  §  4,  cioè: 


iste   : 


m  rn  _  fa  +  «f  +  atj]  ^  «'  —  (a ,  +  %x  -f 

Sia  n'  =  «  =  or  -f-  *  t  -f-  a,  :  del  doppio  segno,  allora,  si  d 
mente  quello  di  eguaglianza.  Affinchè  ciò  si  possa  fare,  è  necesss 

*o(*o  —  *,)  +  ',  0,  —  O  =  (m—  OK  —  O  H 

e  quindi  che  sia: 


m  —  1  ;  ovvero 

2*  So  =  * 

3*  *o  =  *.  =  *, 


Nell'ipotesi  ia  si  ha:  2(w  —  ì)^w,  cioè  m ^2;  nell'ipotes 

come  (w*  —  i)-plo  il  punto  a0-plo  di  ct  e   tutti   gli  altri   punti  b: 
medesima  curva.  Nella  31  ipotesi,  tutti  i  punti  hase  di  |p|  sono  a 

Concludendo  : 

Data    una   curva   e   aventi   per   mnìtipìicità  piìi   elevate  *QÌ 


4)  S*iiitende  per  tnisforma/ioni  cremoniane. 


SULLA   IDENTITÀ   CREMONIANA   DI   DUE   CURVI  FIAKE, 


3t)  -f-  3t2,  se  una  trasformazione  cremonìana    T  la   muta   in    una   curva   cf 

sa  d'ordine  n,  allora: 

Y€t  »„^  *,>*!>  To  è  una  collinea^ione,  ovvero  h  una  trasformazione  quadratica, 

come  fondamentale  il  triangolo  dei  le  tre  muUiplkiià  più  elevate  di  e. 

W  *0  >  «,  =  *3)  Tè  una  trasformazione  di  de  Joncluières,  avente   come  prin- 

il  punto  *0-plo  di  Cj  e  tutti  gli  altri  punti  fondamentali  at^pli  per  questa  medesima 


Per  ao  =  ati  =  a0  tutti  i  punti  fondamentali  di   T  sono  *0-pli  per  la  curva  e, 

8.  Sia  e  una  curva  d'ordine  n7  le  cui  multiplicità  più  elevate  siano  ot^x^at,; 
amiamo  «^*0  +  *t  +  *3*  Indichiamo  con  T  una  trasformazione  cremoniana  che 
i  e  in  una  curva  e '  anch'essa  d'ordine  n.  Se  è  n  >  xo  -J-  ol%  -J-  ota  ?  T  è  (§  6)  una 
ncazione,  e  quindi  r  e  e'  hanno  uno  stesso  numero  di  punti  /-pli,  ove  f>iè  un 
lero  intero  qualunque. 

Se  poi  è  n  —  ao  -j-  ai  -\-  aa ,  allora  T:  o  è  (§  7)  una  collineazione  ;  ovvero  una 
formazione  quadratica  avente  come  fondamentale  il  triangolo  delle  tre  multiplicity 
elevate  di  e;  ovvero  è  una  trasformazione  d'ordine  m  con  un  punto  fondamentale 
—  i)-plo  nel  punto  *o-plo  di  ct  e  con  z(m  —  1)  punti  fondamentali  semplici  in 
i  o^-pli  di  e;  ovvero,  infine,   T  ha  tutti  i  suoi  punti  base  che  sono  «o-pli  per  e. 

Iti  ciascuna  di  queste  ipotesi  è  facile  dimostrare  che  e  e  e'  hanno  lo  stesso  numero 
unti  f-pli.  Concludendo: 

Se  e  e  e*  sono  crem.  ident.,  e  sono  entrambe  d'ordine  n  ^  ao  -f-  «,  +  a^  essendo 
tT.      tj:  te  multiplicità  più  elevate  di  c}  allora  esse  hanno  lo  stesso  numero  di  punti 

(con  t  >  1). 

9.  Abbiamo  visto  (§5)  che  Tessere  w  ^  x0  -j-  a(  -|-  <x3  è  condizione  sufficiente 
jchè  e  sia  una  curva  d'ordine  minimo.  Ma,  come  vedremo  in  seguito,  esistono  curve 
dine  minimo  per  le  quali  e  n  <  ao  -(-  %v  -|-  aa  (essendo  evidentemente  i  punti 
do  e  vplo  infinitamente  vicini  al  punto  *  ,-plo),  onde  noi  chiameremo  regolare  ogni 
ra  d'ordine  minimo  per  la  quale  e  n  X  *u  -\~  «I  -\-  %2\  mentre  ogni  altra  curva 
dine  minimo,  sari  chiamata  irregolare. 

Dal  teorema  del  §  precedente  segue  che  una  curva  d'ordine  minimo  regolare  non 
lai  crem.  id.  ad  una  curva  d'ordine  minimo  irregolare,  e  che  pertanto  una  curva 
la  d'ordine  qualunque,  potrà  chiamarsi  regolare  o  irregolare,  secondo  che  tale  è  una 
rivoglia  curva  d'ordine  minimo  ad  essa  crem,  id.  s). 

10.  Sia  e  una  curva  piana  d'ordine  n  avente  per  multiplicità  più  elevate 

ao  ^  ai  ^  *,  ^  •  •  •  ^  *b  ^  rS 
ogni  punto  at-plo  è    nell'intorno   di  prim'ordine  del  punto   «0-pto.  Facendo  delle 


5)  Data  una  curva  d'ordine  n  ^  %  -\-  %k  -|-  aa  ,  con  a0  ~\-  g,  -j-  a2  >  6,  non  esiste  alcuna  tra- 
uizione  cremonìana  del  piano  delta  curva,  che  trasformi  questa  in  una  curva  dotata  di  soli  punti 
L  Tale  èt  per  es.,  una  curva  d'ordine  n  dotata  di  un  sol  punto  multiplo  secondo  n  —  3. 

4,   Ciri.  Mmtem*  J'ntcrmo,  t.  XXIV  (a°  icm.    ïyu}}.  —  Stampalo  il  %  agosto   1,907,  30 


considerazioni  analoghe  a  quelle  del  §  4,  si  ha: 


+  !«[ 


„t*> 


+  ^'+---  + 


+  •■•+«H 


«W+V.+ $s^Ä"« 


Dunque: 

M  «  -  n*  ^  ja  T 5  (m  -  0  —  V  5  _  ij  _|_  ^  +  y  ct.i. 

1 

=  30»-  OP +  *•(*  —  !J)  +  J*.0,  —  tO 

^3(m-  l)p  +  Io(aa  —  p)  +  (x,  —  p)Z*<' 

Ma  i  punti  fondamentali  Sfpìi   di  T,  sono  per  ipotesi,  nell'intorno 

h 
del  punto  VP'°»  e  quindi  è  >_!,  ^  $rS   dunque  a  più  forte  ragione  avremo 

m*  —  ft'  ^  3(«  —  i)(ä  +  Jo(a0  —  fO  +  i0(*.  —  F> 

Ed  osservando  che  è  sempre  sQ^_m  —  1,  deduciamo: 

m  n  —  n'^{m  —  i)(«o  -f  a,  +  (4 

cioè: 

(0  '» [»  -  (*„  +  «.  +  F>]  ^  »*  -  (*.  +  «,  +  F> 

Se  si  suppone  n  >  ao  -|-  *,  +  ft  possiamo  scrivere: 

(2) 


w 


+  «,+!*) 

-   «-(*„  +  *,+  v)  " 
Concludendo  : 

Data  una  curva  e  avente  a0^a,  per  muttiplicttà  più  davate,  se  ^  i  la  multi 

di  e  non  inferiore  a  tutte  quelle  non  poste  nell'intorno  di  prim* ordine  del  punto  \-/>fa, 

trasformazione  cremoniana  7,  che  muti  e  in  c\  e  sempre  d'ordine  m^_  ■  '    ' 

essendo  n  >  ao  +  a,  4~  l**  &  n$  g^1  ordini  di  e  e  di  c\ 

II.  Ragionando  in  modo  analogo  a  come  si  fece  nei  §§  j  e  6  si  ottiene: 

Condizione  sufficiente  affinchè  una  curva  e  della  tpuik  le  muhiplicita  più  Atvai 
ao  ^  a, ,  sia  d*ordine  minimo,  è  che  sia  1    -j-  %x  -f~  (x,    essendo   f*  la    multi 

di  e  non  inferiore  a  tutte  le  muhiplicita  non  poste    nelV  intorno  di  prim* ordine 

lì.  per  es.,  d'ordine  minimo  ogni  curva  C  ,  d'ordine  *0-j-*t4~^*  ' 

ire  (soli)  punti  multipli    secondo  qlu  >  ai  ^  a, ,    con    a(  -|~  af  ^  «q   e    Ô  >  o, 
che  i  punti  4,  e  ^2  W®o  nell'intorno  dì  prim'ordine  del  punto  Ào, 


u 


Inoltre  : 

Se  una  curva  e  avente  per  multiparità  pie  ili  ^a(J  ha  l'ordine  w>«0-4-«I+(Jt 

essendo  la  multiparità  M  e  non  inferiore  a  tutte  le  multiparità  non  poste  neirintorno 
prinC  ordine  del  punto  n.-plo)t  allora  ogni  trasformazione  cremoniana  del  suo  piano, 
la  trasformi  in  una  curva  dello  stesso  ordine  nt  i  una  collimazione. 

12,  Ponendo  n*  =  n  =  *0  -j-  af  -f-  P*  nella  (i)  del  §  io,  si  vede  che  in  questa 
doppio  segno  si  dovrà  considerare  solamente  quello  di  eguaglianza.  Affinchè  ciò  si 
ssa  fare  è  necessario  che  siano  soddisfatte  alcune  condizioni  analoghe  a  quelle  del 
7  di  questo  stesso  capitolo. 

Dunque  : 

Data  una  curva  e  d'ordine  ti  —  a  -|-  %%  -j-  pt,  avente  per  multiparità  più  elevate 
»\«1  X  aa  ^  *.♦  ^  a*  cm  '  P!tntl  %cffi  0  l <É=L  *)  all'intorno  di  prim*  ordine 
i  punto  za*ptoi  e  dove  a  è  la  muitiplicità  non  inferiore  a  qualunque  altra  multiparità 
e  non  posta  nel  detto  intorno,  allora  se  una  trasformazione  cremoniana  T  mula  e  in 
m  curva  e*  dello  stesso  ordine  >/,  i  punti  fondamentali  di  T  sono  nei  punti  p-pli  o 
pii  (A  ^  f  ^  o)  di  e.  Precisamente  : 

O  Se  t  ao  >  a,  X  *3  ^  . . .  X  a*  >  p  (con  k  £  ti)  *  ****  =  '"  —^  —  ^ 
trasformazione  T  k  o  una  collimazione^  ovvero  una  trasformazione  quadratica  avente 
t  punti  fondamentali  i  punti  %-plo,  %t-plo  e  p-plo  di  e. 

2°)  Se  i  at  =  jjL,  Ti  una  trasformazione  di  de  Jonquières  avente  il  punto  prin- 
mie  nel  punto  <*-o-plo  di  e. 

3°)  Sé,  infine ß  h  ao  =  a|  =  u^  allora  T  soddisfa  alla  sola  condizione  di  avere  i 
m  punti  fondamentali  tutti  v,-pli  per  e. 

Si  noti  che  per  %o=xi  e  /j  —  i,  e  quindi  la  curva  d'ordine  minimo  e  è  regolare, 
atte  si  cade  nel  teorema  del  §  7. 


IL 


I,  Sia  C  una  curva  d'ordine  n  =  3  i  -f-  r  (con  r  -—  o,  i,  2),  avente  per  multi- 
ieità  più  elevata  «o  ^  i.  É  chiaro  che  C  è  (I,  §  5)  una  curva  d'ordine  minimo 
colare),  e  che  esistono  le  curve  y{,)  ad  essa  aggiunte  d'indice  i. 

Vogliamo  ora  dimostrare  il  seguente  teorema: 

Data  una  curva  d'ordine  minimo^  d'ordine  »>u  di  massima  multiparità  «0>  , 
stono  sempre  le  curve  yi>}  aggiunte  d'indice  i,  essendo  n — &Q=2Ì  ovvero  n — Kjssâfr-f*;, 

Sia  C"»ô,ai  j*h  la  data  cerva  d'ordine  minimo,  con  at  \«  \  ,.,  \afc>i  e 
^poniamo,  primieramente,  che  sia  n  —  «ftsa$^  1.  Dico  che  esistono  le 

V  =  92^4^-4^  —  -7-  (a'  —  '  ~~  l)?^<  +  f^--^v-.ur,.A . 
a)  Sia  A  un  numero  pari:  poniamo  h  —  2v —  2(>  °)p 
La  curva  generica  della  rete  |X^-iWj   ^J  seca  C  in  un  numero  di  punti  che  chia- 
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mereino  n 


Si  ha; 


*'^CvHH-0-(*-Oao-Z^=^H-v 


giacché  è  «f  ^  %  -\-  1.  Dunque  si  ha  :  «'  <  «. 

La  curva  generica  X  non  si  può  spezzare  in  una  pane  fiss: 
V  (con  pi  <  v)  variabile  in  un  sistema  (almeno)    oo\ 

Infatti  V1  dovrebbe  passare  (a  —  1  volte  per  Ao  e  semplice! 
più  ira  i  punti  d%  .  -  .  Ah\  ed  essa,  ponendo  V  =  2 a  —  2T  sec 
dove  è 

»M  «  pK  +  21 f  +  1)  —  ((x  —  i)*o  —  y«,  =  api  + 1 

Ne  seguirebbe: 

»"_»'=  t«,-2Ì(v  —  rì—(v  —  Ji)^(*  —  *'X*  +  0-2i(  — 

2  2    ^ 

cioè  n"  >  w';  e  ciò  è  assurdo,  dovendo  sempre  essere  «"^  n* 
L'altro  modo  di  spezzamento  della  curva  V  è,  per  un  noto 

uno  stesso  fascio.  Attribuendo  a  n"  il  significato  di  poco  sopra,  è  se 

cioè  n"  \4i-j-2. 

Se  dunque  fosse  41  -J-  2  >  n\  sarebbe  n"  >  «',  ed  anche 

di  spezzamento  sarebbe  impossibile,  onde  la  rete  |VJ,  di  curve  in 

l'ordine  della  curva  C,  mentre  questa  ê  per  ipotesi   d'ordine   mii 

deve  essere  4*  +  2  ^1  **',  cioè 


(0 

ed  anche 


41  +  2  ^  H  -}-  2i-  +  —  +  1  +  «0  -  X« 


»+i+I(«,-0^«o-'  +  -u-- 


Se  ne  deduce  : 


e 

«o-'+i=I(«.-*-0  +  '  +  2  +  A  +  9, 

Per    dimostrare    l'esistenza    delle    curve    f{ì) ,    basta    dimostr 

ffrt— i->- 1—2(01.— 1—1  >  ~  .    r 

c^o-^aÄ,-»-!)^    ^  *  Ora  queste  certamente  esistono;  infatti  essen 


—  I  +  I  —  £(*,  —  I  —   I)  =  f  +  2  + 


sono  in  numero 


»-a(l  +  *  +  A+o)-J  =  af  +  4  + 


the  infinito,  ed  è  sempre  S  >  o. 

¥)  Se  b  è  un  numero  dispari,  posto  h  —  i  =  2v  — 2,  si  ragiona  come  sopra, 
»servando,  in  ultimo,  che  è  xt  £  2  i  (per  s  >  o). 

Infine,  nell'ipotesi  di  n  —  x0  =  2  z,  si  ragiona  in  modo  perfettamente  analogo, 
indo,  quando  occorre,  che  è  *f  <£  a  s  (per  s  >  o)  6). 

Si  noti  che  per  la  dimostrazione  deve  supporsi  h  >  1,  ma  è  chiaro  che  il  teorema 
anche  per  fc  =  1  ovvero  A  =  o.    Dunque    concludiamo  che   il    teorema   sopra 

ciato,  può  ritenersi  dimostrato  in  ogni  caso. 

2.  Da  quanto  si  è  detto  nel  §  precedente,  segue: 

Ditta  urta  curva  d'ordine  minimo,  d'ordine  n  e  con  a.  per  multiplicità  più  elevata, 
il' indice  più  alto  delle  site  curve  aggiunte,  essendo; 


n  —  «   =  2 1     ovvero     n  —  a 


ìì-f  1,     per     ao>  y, 


n  —  ì  i  -j-  r(r  =  o,   1,  2)    per     &0  £ 


3 


3.  Dal  teorema  del  §  1  di  questo  capitolo,  segue  senz'altro  che  se  una  curva  d'or- 
ne minimo  è  priva  dei  sistemi  aggiunti  di  tutti  gl'indici,  essa  è  necessariamente  d'ordine 
=  1.  Se  quindi  osserviamo  che  questa  condizione  e  soddisfatta  dalla  retta,  possiamo 
ire  che: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  curva  sia  trasformabile  in  una  retta, 
m  una  trasformazione  cremoniatia  del  suo  piana,  i  che  per  essa  manchino  gii  aggiunti  di 
utH  gl'indici  7). 


8)  È  tacile  dimostrare  che  in  tale  ipotesi  e  sempre  : 

otô—  ì—  V(*,  _  t)>o< 

«r  ü>>  I. 

7)  Ferretti,  Sulla  ridtì%ione  all'ordine  minimo  dei  sistemi  lineari  di  curve  piane   irriducibili  di  gè- 

're  p>  etc.  [questi  Rendiconti,  tomo  XVI  (1902),  pp,  236-279]. 

Grca  i  sistemi  lineari  di  curve,  credo  non  privo  d'interesse  il  seguente  teorema: 

Se  k  e  p  sono  rispettivamente  la  dimensione  virtuale  e  il  genere  di  un  sistema  lineare  irriducihìley  do- 

to  it  sistema  aggiunto  d'indice  1,  per  k  >>  j?  —  t   ètsempre  %  ^  li — * 

*  —  P  n~  l 
Infatti  il  numero  *^o  dei  punti  comuni  a  V°  e  a  C  fuori   dai   punti   base  di  |C|,   è   dato  da: 

ve  n  è  Tordi  ne  di  Q  t -\-  t  Q±t)  è  la  m  uh  ip  licita  dei  punti  base  di  \C\  di  multiplicità  non  inferiore 
I  j;  indicheremo  con  v  <  1  la  multiplicità  di  uno  qualunque  degli  altri  punti  base.  Chiamando  D  il 
rado  di  |C|,  siccome,  com'è  noto,  è 


*ì& 


G,     MAUETTA. 


curva  d'ordine  minimo  di  genere  />,  pri\ 
d'indice  maggior  d'uno. 

Per  il  teorema  del  §   i  di  questo  capitolo,  ti  curva 
dei  tipi  seguenti: 

a)  ,;;        b)  C*C;        f)  C«c 

Appartenga  C  al  tipo  a),  e  sia  h  >  i  :  sarà  h  =  2  «o  — 
C  è  una  curvi  d'ordine  minimo,  deve  essere  verificata  la  (1) 

nei  nostro  caso  si  ha  p  X  7  per  />  dispari,  ej)\6  per  />  p; 

Nell'ipotesi  che  C  appartenga  al  tipo  e),  dalla  î  zo  <  «  s 
curve  aggiunte  dindi  C,   Onde  è    «o  =  1,    e  quindi    n 

curva  può  essere  o  una  C1,  û  una  C  0  una  Cs.  Possiamo  dt 
qualunque  curva  d'ordine  minimo  priva  (solamente)  dei  sistemi 
maggior  d'uno,  appartiene  sempre  ad  uno  dei  tipi  seguenr 

a)     C*£i;iaQ_^t)1  *),  con  p  X  6  ; 


<0  d$\ 


con  p  =  2%o  +  1; 
con  p  =  2  «0  ; 
con  j>  = 


0     CJ; 
O    C<; 

O  <?. 

5.  Sono  conseguenze  di  quanto  si  è  detto  nel  §  precedent 

1)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  curva  eìh 
cubica^  mediante  una  trasformazione  eremoniana,  i  che  per  esse 
giunte  d'indice  superiore  ad  uno  9). 

Che  la  condizione  è  necessaria,  è  evidente.  Per  dimostrar! 
basta  supporre  ridotta  la  data  curva  ad  ordine  minimo,  e  pò 
p  =  1,  i  tipi  ottenuti  in  fine  del  §  precedente. 

2)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  curva 


m  di 


la  (1)  può  scriversi: 

x  =  n-ì\Vi-  y  (1  -f  i)  _  y  v{  -  *  y  v  + 

cioè 

x  =  D-i(*"^+0-('Xv"-Zvì) 

Ma  essendo  1  >  v,  è  sempre  »yv-^v^o,  dunque  da  jc^o  segui 

Si  può  anche  dire  che  per  un  sistema  lineare  irriducibile  di  curve  di 

tttaìe  k  >/>  —  1,  mancano  lutte  le  curve  aggiunte  df  indice  î  >   ,  ^—  « 

Per  p  =  Q  vedi  Ferretti,  L  c,  pag.  24t. 
8)  Qoè  con  2  an  —  /»  -|-  r  punti  doppi. 
ô)  Ferretti,  L  c. 


una  quartica,  è  che  per  essa  manchino  i  sistemi  aggiunti  di  tutti  gViudici  superiori 
). 
Si  dimostra  come  il  teorema  i). 

3)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  curva  di  genere  />=3,  dû  crem. 
A  una  quartica  0  ad  una  quintica  dotata  di  punto  triplo^  è  che  per  essa  manchino 
ggiunti  di  tutti  gl'indici  superiori  ad  uno.  La   curva^  poij  sarà  crem,   id.    ad   una 

miica  (dotata  di  punto  triplo),  se  le  sue  curve  aggiunte  (d'indice  uno)  sono  formate  con 
irvi  di  un  fascio;  sarà  riducibile  ad  una  quartica  nell'ipotesi  contraria. 
Si  dimostra  come  il  teorema  1). 

4)  Vassen^a  dei  sistemi  aggiunti  d'indice  maggior  d'uno,  k  condizione  necessaria  e 
$cUntey  affinchè  una  curva  di  genere  p  —  4,  sia  crem,  id,  ad  una  sesfica  dotata  di 
mto  quadruplo^  ovvero  ad  una  quintica.  Sarà  alta  sestica,  se  le  curve  aggiunte  alla  data 
no  formate  con  le  curve  di  un  fascio;  sarà  alla  quintica  nel  caso  contrario. 

Si  dimostra  come  il  teorema  1), 

5)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  curva  di  genere  p  =  5,  sia  crem, 
ad  una  quintica  ovvero  ad  una  curva  d'ordine  sette  dotata  di  punto  quintuplo,  è  che 

'  essa  manchino  gli  aggiunti  di  tutti  gl'indici  superiori  ad  uno.    La   curva,  poi,   sarà 
m.  id.  alla  curva  del  settimo  ordine^  se  le  sue  curve  aggiunte  sono  formate  con  le  curve 
un  fascio  ;  sarà  crem.  id.  alla  quintica  nei  caso  contrario. 


Si  dimostra  come  il  teorema  1). 


6.  Per  poco  che  si  rifletta,  è  facile  comprendere  che  due  curve  appartenenti  a  due 
versi  dei  sette  tipi  assegnati  nel  §  4  di  questo  capitolo,  non  possono  avere  i  loro 
jnti  in  corrispondenza  biunivoca,  a  meno  che  î  due  tipi  non  vengano  a  coincidere 
H  valori  particolari  di  ao  0  di  p. 

I  tipi  a)  e  />),  per  es.,  non  possono  godere  di  siffatta  proprietà,  giacché  mentre  una 
um  appartenente  a  quest'ultimo  tipo,  ha  la  serie  canonica  composta  coi  gruppi  di  una 
£  una  curva  del  tipo  a)  non  gode  di  questa  proprietà  to). 

Dimostreremo  ora  che  due  curve  C  e  C  appartenenti  ad  uno  stesso  tipo,  sono 
rem,  id,  qualora  fra  i  loro  punti  passi  una  corrispondenza  biunivoca  o».  Ciò,  intanto, 
noto  ")  pei  tipi  f),  e'),  e"). 

Appartengano  C  e  C  al  tipo  £),  siano  cioè  due  curve  d'ordine  *Q-\-2  dotate  (so- 

mente)  di  un  punto  (A  e  A*  rispettivamente)  multiplo  secondo  ao.    Indichiamo  con 

l'ordine  della  curva  d'ordine  minimo  >,  avente  nel  punto  A'  una  multiplicìu  eguale 

suo  ordine  diminuito  di  uno,  e  passante  pei  punti  di  C  corrispondenti  in  virtù  di  w, 


IO)  f:  noto  che  se  il  sistema  aggiunto  puro  è  riduttibìle,  la  curva  è  ipercritica  J  Vedi  C'ASTErvuovo, 
ìtrch*  generati  sopra  r  sistemi  di  curve  pùnte  [Memorie  delti  EL  Accademia  delle  Scienze  di  Torino, 
ic  11,  tomo  XLIJ  (1891)1  D*  28ö)J  mentre  un.i  retta  generica  uscente  dal  punto  A0  dì  una  curva 
1  tipo  a)  incontra  questa  in  tre  punti. 

If)  Segre,  Le  corri  sponde  nie  univoche  sulle  curve  ellittiche  [Atti  dell 
%)»  PP-  7J4-756];  Marietta,  L  c 


ai  pumi  di  C  posti  sopra  una  retta  non  passante  per  A  **).  La 
mente   C  in  m  (ao  -f-  2)  —  (jn  —  1)  z0  —  (a t  -\-  2)  =  2  m —  2 

sempre  una  rete  omaloidica  |X|  di  Curve  d'ordine  m,  con 
in  A\  e  passanti  per  i  detti   2 M  —  2  punti,  atta  a  secare  su  C 
in  viltà  di  tt,  ali.  tupìeta  t3)  secata  su  C  dalle  re 

(li  S   0  C  e  C  sono  crem,  id. 

Se,  imece,   L  e  C  IO  al  tipo  tf),  consideriamo  le 

santi  per  p  —  3  /wwfi  generici  di  questa. 

I:  se  sono  oo*,  e  la  parte  variabile  X  della  curva  generica  ili 
curva  (irriducibile)  che  varia  in  una  rete  (omaloidica)  jXJ.  La  sei 
su  C]  è  trasformata,  dalla  corrispondenza  (*>,  in  una  serie  (speciale 
rete  anch'essa  evidentemente  omaloidica,  perchè  tonnata  dalle  pan 
y'  passanti  per  i  p  —  J  punti  (generici)  omologhi  di  quelli  see 
(I,  §  1)  che  C  e  Q  sono  crem.  id. 

Similmente  si  ragioni  se  C  e  C  appartengono  al  tipo  *i*)  o 

Du  tutto  quanto  si  e  detto  in  questo  §,  possiamo  concludere 

Una  corrùpi  a  frû  i  punti  di  due  cur, 

1  sistemi  aggiunti  d'indue  maggior  d'uno,  è  sempre    subordi 
ifiutoniana  fra   i  piani  delle  thti 

Infatti  basta  ridurre  ad  ordine  minimo  ciascuna  curva,  e  poi 
sono  cretti,  id. 

Questo  teorema  era  in  sostanza  noto  se  le  due  curve  sono  e 
lora  esse  sono  riducibili  [li,  §  5,  i)j  a  cubiche,  e  sappiamo  I#)  che 
biunivoca  fra  queste,  e  subordinata  ad  umazioni  quadra 

7    Dai  teoremi  dei  §§   I   e  2  di  questo  capitolo,  segue  che 
sistema  aggiunto  d'indice  i,  ma  priva  di  tutti  i  sistemi  ag| 
è  sempre  crem.  id.  ad  una  curva  d'ordine  minili  io,   la  quale  ce 
uno  dei  tipi  seguenti  : 

1)  >   lS),  con  ay  X  ft  >  »,  a,  ^  2f,  e  o  ^  s  ^  k 


: 


,V.,4    3 


2)  Cj&fn  1        con  oto  ^  »,  >  t,  a,  <  2  »,  e  o  ^  i  ^  h. 

3)  Qg ,6). 

4)  c\£r 

Le  curve  d'ordine  minimo  appartenenti  ad  uno  qualunque  di 


ia)  E  quindi  X  noti  può  spezzarsi  in  rette  uscenti  dal  punto  A. 
,J)  Infatti  se  questa  g3  fosse  contenuta  in  una  #*,  siccome  cjuesu 
luebbe  U  f1  ,  e  ciò  non  e  (perchè  C  è  iperelLittica). 
**)  Segre,  L  c. 

XS)  Se  ^li  h  punti  Àt  sono  in  numero  maggior  d'uno,  essi  sono  lutti 
l0)  Cioè  con  punti  di  multiplicity  non  superiore  ad  i. 


. 
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r)  e  2)  per  fc>  i,  sono  evidentemente  curve  regolari,  e  quindi   certamente    non 

id.  sc  appartengono  a  tipi  diversi    (I,  §  8).  Dunque   se   noi   ci   proponiamo   di 

rare  che  due  curve  appartenenti  a  tipi  distinti  sono  sempre  non   crem,   id,,   ba- 

considcrarc  doe  curve  C  e  C,  una  appartenente  al  tipo  i)  e  l'altra  al  tipo  2). 

I  infatti,  Yuiiima  serie  canonica  I?)  della  curva  C,  è  formata  coi  gruppi   di   una 

g[i9  mentre  ciò  non  accade  per  l'ultima  serie  canonica  di  C. 

Ne  segue  che  una  curva  piana  d'ordine  qualunque,  potrà  chiamarsi  curva  del  tipo  /), 

/  =  1,  2,  3,  4,  5,  se  una  qualunque  curva  d'ordine  minimo  ad  essa  crem.   id.    è 

facile  dimostrare  che  è  sempre  possibile  decidere  a  quale  tipo   una   data   curva 
tenga,  senza  ridurre  questa  ad  ordine  minimo.  Basterà  considerare   l'ultima    serie 
anonica. 

8-  Dallo  studio  fatto  fin  qui,  si  possono  dedurre  dei  criteri  generali  per  decidere 
e  una  data  corrispondenza  biunivoca  cu  fra  i  punti  di  due  date  curve  C  e  C,  sìa  o 
no  subordinata  ad  una  trasformazione  cremoniana  fra  ì  piani  di  queste.  Ma  questi  crì- 
ìsrì  non  sono,  in  generale,  semplici,  onde  noi  ci  limiteremo  ad  un  solo  cenno. 

Se  l'ultima  serie  canonica  di  C  (di  C)  non  si  riduce  ad    un    sol    gruppo,    ne    e 

ata  coi  gruppi  dì  una  stessa  g1,  la  curva  C  appartiene  ad  uno  dei  tipi    1),   3)   e 

).  Ne  segue  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  corrispondenza  u*  sia 

riordinata  ad  una  trasformazione  cremoniana,  è  che  ùj  trasformi  l'ultima   serie  cano- 

tea  di  C  nell'ultima  serie  canonica  di  C, 

Sì  noti  che  non  è  necessario  che  alcuna  delle  due  curve  sia  ridotta  ad  ordine  mi- 
timo,  e  che  se  d  è  la  dimensione  dell'ultima  serie  canonica  di  C,  basterà  verificare  se 
re  gruppi  linearmente  indipendenti  di  questa,  aventi  in  comune  d —  2  punti  generici 
li  C,  vengano  trasformati  da  w  in  gruppi  dell'ultima  serie  canonica  di  C.  Se  poi,  in 
canicolare,  l'ultima  serie  canonica  di  C  è  completa,  basterà  verificare  la  cosa  per  un 
&ol  gruppo, 

9.  Se  l'ultima  serie  canonica  di  C  è  formata  coi  gruppi  di  una  stessa  g',  converrà 
ridurre  le  due  curve  in  altre  Ct  e  C\  d'ordine  minimo,  ed  osservare  che  se  esiste  una 
3lsforma2ione  cremoniana  T  che  muti  C(  in  C[  (e  quindi  un'altra  che  muta  C  in  C), 
[üeste  devono  avere  lo  stesso  ordine,  e  devono  avere  eguali  le  multiplirità  più  elevate. 

Si  noti  inoltre  che  T  deve  essere  una  trasformazione   di   de   Jonquières,   avente 
punto  principale  nel  punto  di  multiplicité  più  elevata  di  Ct  (di  C^)- 

10.  Se,  infine,  l'ultima  serie  canonica  di  C  (di  C)  è  una  g°  7  allora  converrà  ri- 
Urre  le  due  curve  in  altre  C(  e  C[  d'ordine  minimo,  e  poi  considerare  la  penultima 
ïrie  canonica.  Se  questa  e  una  g,  per  d  —  9,  8,  7,  6,  5,  si  considererà  una  rete 
►maloidka  costituita  da  curve  (del  terz'ordine)  penultime  aggiunte. 


I7)  Chiameremo  rc  imi  seri«  canonica,  quella  secata  dal  sistema  rticolare, 

lindi,  si  dirà  ultima  sene  canonica,  quella  secata  dalie  curve  agp  etc. 

e  scric  canoniche  dei  diversi  indici,  sono  invarianti  per  ira 

R*%d,   Cire.  M*Um,  PaUrmo,  t.  XXIV  (z     &cm.  i  ^07).  —  Sumjtttr 


SUL  PROBLEMA  DEU/EQUILIBRIO  DELLE  TEMPERATURE 
IN  UN  ELLISSOIDE  A  TRE  ASSI  DISUGUALI. 

Nota  Ji  Orazio  Tedone  (Genova). 


AJuii.iii/i   dcj  aj  giugno  1907. 


I.  Questo  problema  è  classico  per  le  ricerche  di  Lamé  c  per  quelle  di  Liouville, 

Etne  ed  Hermite,  che  ad  esso  sì  ricollegano  più  o  meno  direttamente.  In  Italia  è  stato 

getto  di  studio  da  parte  del  Somigliana  ')  e  del  Morera  a).  Il  Somigliane  mostra, 

sua  Memoria,  come,  senza  il  bisogno  di  passare  per  speciali  coordinate  curvilinee, 

jossano  determinare,    per  via   algebrica,  le   soluzioni  elementari   del   problema  sotto 

rma  di  funzioni  razionali  intere  delle  coordinate   cartesiane*  Questa   Memoria,  che  è 

vecchia,  è    molto   notevole  per  i    principi!    assolutamente   generali  a  cui   s'informa, 

tunque  i    risultati,   in  essa   contenuti,    non  sieno  estendibili,   immediatamente,   alla 

[ione  esterna  dell  ellissoide  ;    anzi  questo    lato   della   quisrione   meriterebbe   di   essere 

rofondito.  Anche  degni  della  maggiore   considerazione   sono   i   contributi  apportati 

prof.  Morera,  nelle  sue  diverse  pubblicazioni,  al  problema  che  ci  occupa.  Egli  stesso 

Jtà  ne  parla  nella  sua  ultima  Nota  dell'Accademia  dei    Lincei  ;   «  I  matematici   inglesi 

igliono  oggidì,  sul  modello  della  trattazione  svolta  nel  classico   Treatise   on    naturili 

Wosophy    di  Thomson  e  Tait,  basare  la  teoria  delle  armoniche  sferiche  sulla  con- 

derazione  delle  derivate  dell'inversa  del   raggio   vettore  ;  . . .  Con    un  procedimento 

simile  si  può  trattare  con  vantaggio  la  teoria  delle    armoniche    ellissoidali,   come    ho 

mostrato  nella  mia  Memoria:  Stala  attrazione  degli  ellissoidi  e  nella  mia  Nota:   Sul- 

attrazione  degli  strati  ellissoidali  J)  ». 

Quegli  però  che,  secondo  me,  è  penetrato  più  addentro  in  quest'ordine  di  ricerche 
Heine  *),  il  quale  ha  ricondotto  il  problema,  completamente  ed   in  varii   modi,    nei 


*)  Sul  problema  delta  temperatura  nelì* ellissoide  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  s,  II, 
XXIV  (1896),  pp.  59-91]. 

a)  Sulla  attrazione  degli  ellissoidi  e  sulle  funzioni  armoniche  ellissoidali  di  seconda  specie  [Memorie 
:üa  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  s.  II,  t.  LV  (1905),  pp.  i-2jj;  Sulla  attrazione  degli  stmti 
ìissoidali  e  sulle  funzioni  armoniche  ellissoidali  [Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino» 
j1.  XL1  (1905-906),  pp,  520-551,  J  38-541 J;  Alcune  consider  anioni  sulle  funzioni  armoniche  ellissoidali 
Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  voi.  XV,  20  semestre  1906,  pp,  6  69-67  8]. 

3)  già  citate. 

4)  Beitrag  zur  Theorie  der  Anziehung  und  der  Wärmt  [Journal  für  die  reine  und  angewandte  Ma- 
lematik,  t,  XXIX  (1845),  pp.  185-208];  Theorie  der  Anziehung  eines  Ellipsoids  Tv  ' *u), 
».  70-82].  Questi  risultati  sono  stati  riprodotti  nel  notissimo  suo    bòro  :    V 

v.  Aurl,  li,  Bd.  (1878),  pp.  162  e  168. 


M4 
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campo  delle  funzioni  sferiche,  liberandolo,  nello  stesso  tempo,  d 
equazioni  algebriche  di  grado  sempre  crescente,  come  accade  col  e 
quello  del  Somigliala  e  conformemente  ai  risultati  ottenuti,  più 

In  questa  Nota  io  mi  permetto  di  presentare  una  nuova  soli 
seguendo  più  davvicino  i  metodi  classici,  sorto  una  forma  che,  pi 
vicina  a  quella  proposta  da  Heine.  La  soluzione  si  ottiene  sempre 
serie  di  funzioni  elementari,  e  la  pane  principale  del  problema  è 
queste  funzioni  elementari.  I  vantaggi  che  mi  riprometto  dalla  so! 
esporre  consistono,  oltre  che  nel  darla  sotto  una  forma  forse  rr 
definitiva  di  quella  di  Heine,  sopra  a  tutto  nel  poter  operare  sugi 
compaiono  in  essa  restando  nell'antico  formulario  delle  funzioni  si 

2.  In  qualche  punto  della  nostra  tranazione  supporremo  noti 
tali  sulle  funzioni  di  Lamé.  Ciò  detto,  porremo  a  fondamento  d 
l'espressione  dell'equazione  di  Laplace  trasformata  in  coordinate  q 

(i)  ds>  mi*+  if  +  if  =  Zs.f^tHAf, 

è  l'espressione  del  quadrato  dell'elemento  lineare   dello   spazio  in 
?i»  ?»>  ?i>  l'equazione  di  Laplace,  rammentata,  si  può  scrivere: 

ÒV     dV     dV 
dqt      àqx     dqt 


«    LaT  i 


//. 


H; 


Hi*l,,  #i- 


•♦I.) 


—  o, 


I)  = 


dove  gli  indici  i  e  ;  variano  da  i  a  3  e  quelli  delle  //  sono  da  consic 
sono  congrui  rispetto  al  mod.  3. 

Poniamo  ora  : 
(3)         x  =  ?tì     y  =  ^  —  biVr^?cos^      ?Äyp~?fT 

dove  p  è  positivo,  b\  e1  sono  due  costanti  reali  che,  almeno  nel  case 
supporre  positive,  in  modo  che  p*  >  e1  >  b\  \t\  £  1,  ^  varia  da 
sono  presi  sempre  col  segno  positivo.  Interpretando  p,  t  e  4*  come  e 
nello  spazio,  ad  ogni  punto  dello  spazio  corrisponderà  un  solo  siste 
/,  $,  soggetti  alle  condizioni  precedenti.  Le  superficie  p  =  cost,  sarà 


e  possiamo  supporre  che  il  nostro  ellissoide  appartenga  a  questa 
che  p,    f,  4<  coincidano  rispettivamente  con    qt ,   q2 ,   q    avremo  : 


tf.^+^-'XP'-O 


//..= 


i—f 


(4)  <    "      "  i?'-n?-cy 

dove 

(4')  t1  =  b1  sena  +  +  e*  cos*  4  =  j  (e*  -f-  **)  H    7  (?' 
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qui  si  deduce  subito 

none  (2)  si  può  scrivere  perciò: 

+  _(2p   _fr  _0^(l_0^r_2/_  +  r___Tj 

1+70  +0^7 -7G  -*),[(«  -')dF-r-PâfJC0S2i 

+(a'57^+r±?^)-eB,nÄÄ 

Cerchiamo  di  soddisfare  a  questa  equazione  con  una  funzione  V  della  forma  R  W. 
dipende  solo  da  p,  e  W  da  f  e  t{».  Sostituendo  si  trova  intanto  che  dev'essere 

C1  -  r)^r  -  2/-5T  +  r=?~dV  +  m('" + 1}        ' 

i(w-f-i)  è  una  costante,  E  poiché  W  dev'essere  finita,  insieme  alle  sue  derivate, 

il  campo  in  cui  variano  t  e  |,  se  ne  deduce  che  m  è  intero  5)  e  che,  quindi, 

funzione  sferica  delle  due  variabili  i  e  •!/,  d'ordine  m.  Perciò,  se  è  possibile 

re  alla  (6)  con  una  funzione   V  della  forma  indicata,  R  deve  soddisfare  ad  un  e- 

della  forma 

(   r(?:  -  h •) (przrô^- [W-*w— o ^] 

(  -  H"<"  +  OC**1  -  *'  -  O  -  ï(**  +  O*]*  =  o, 
una  costante,  jx.t  ora  indeterminata,  mentre  //'  dev'essere  una  funzione  sfe- 
rdine  m  soddisfacente  all'equazione 

-±1«  (A  "  -  a^r)  +  aL<'  -  O-ST  -  i-s  WÌ cos  2* 
/    d'ir     i  +  /'d//-v        . 

Sc  *  =  r,  gli  ellissoidi   &  ss  cost,   sono  di  rivoluzione,   e  saranno  allungati,  o 
,  a  seconda  che  />  e  e  sono  reali,  ovvero  immaginari!  puri.  La  (9)  si  riduce 


//'  e  richiede  che  sia 

2 


itero  variabile  da  o  ad  m.   Inoltre  abbiamo  posto: 


MO-O-O*"'-» 


rff- 


1  Vedi,  per  cs.  :  Rïemakn- Weber,  Dit  part.  Diff.  Gl.  dtr  math.  Physik,  I.  BJ„  pag.  a 


dove  PmQ)  è  il  solito  polinomio  di  Legendre  d'ordine  m. 

zîone  (8)  ha  per  soluzione  Pmi  1  ~  1 ,  risultato,  del  resto,  ben 

Gli  ellissoidi  p  ss  cost,  diventano  di  rotazione  anche  nel  case 
&  =  o.  Però,  in  questo  caso,  le  coordinate  p,  /,  +  non  sono  orto] 
ha  la  stessa  forma  più  complicata  che  conviene  al  caso  generale, 
niente    visibile    che  la    (8)  per  i    valori    di  X  =  —  2w(w  ~-\-  l)  - 


minore  di  m.  ha  le  soluzioni  P( 


Àf-9, 


5.  Torniamo  ora  al  caso  dell'ellissoide  a  tre  assi.  La  funzion 
più   generale  si   pun  scrivere 


(IO) 


£,(*,cos/*  +  fcsen/i|OP,..,(0, 

Él       * 


con  y    e  ß,  costanti  arbitrarie.  Il  nostro  problema  sarà  risoluto  s< 
minare  le  costanti  xf ,  ß,  e  a  in  modo  che,    sostituendo   Tcspress 
quest'ultima  equazione  sia  identicamente  soddisfatta.  La  funzione 
uno  di  questi  sistemi  di  valori  delle  «/  e  fV  sarA  una  deüe   funzic 
la  sostituzione  indicata,  si  trova  intanto: 

/       m  r  d'P  dP 

Quindi,  tenendo  presente  l'espressione  di  Pm(f)  e  la  nota  eq 

iV^P  d^lP 

M     0  -  07^  -  2(;  +  0^-  +  (-  +  ;  +  00«  - 

si  trova  subito: 


d'P_ 


dP. 


w 


f      *****        ,dP        1-O-1 
=  («  +;'  —  ')(»'  +;)('»  — ;  +  00« — /  +  2)^ 

d'P  d'P  dP  , 

Per  conseguenza,  se  si  pone,  per  brevità  : 
(12)    tf=i±T,        e,=— m(m+i),        e.=(/»-f;-iX»»+/X«- 
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(li)  si  può  sache  scrivere 

+tt(xico^-lt,lseri4f-)Pmß)+*oPmß)cos2*=o. 

rullando,  io  questa  equazione,  i  coefficienti  di  Pm    cos/4s   P     sen/^  si  otterranno 
le  condizioni  a  cui  devono  soddisfare  X  e  le  «  e  ß,  Le  equazioni  che  così  si   ot- 
tono si  dividono  in  quattro  gruppi  indipendenti  corrispondenti   ai   quattro    tipi    se- 
di  funzioni  IV: 


>3) 


^,=Ln^«»;I 


*r,  =  ZA*\,,;(0*n2/+, 


idice  della  sommatoria  acquistando  tutù  i  possibili  valori  fra  o  ed  m  (o  ed  m  coni- 
tenendo  però  presente  che  ßo  =  o. 
6.  Cominciamo  ad  occuparci  della  determinazione  di  quelle  funzioni  IV  che  sono 
tipo  W% ,  In  questo  caso  particolare  devono  essere  soddisfatte  le  equazioui  seguenti  : 


^  /  raggiunge  il  valore  —  se  m  è  pari,  ed  il  valore   se    m    è    dispari.    Le 

J4)  mostrano  intanto  che  X  dev'essere  una  radice  dell'equazione 

k3X  e2  o  o  o   ,  . 

2  iJ(x4-8)  e4  o  o   .  . 

o  1  k2(\  +  52)  e6  o   .  . 

o  o  1  F(X  +  72)  eH  .  . 


lS) 


=  o, 


ne  e  di  grado         4"  J   se  m  ^  Par*  c  ^  grado  se  fti  è  dispari.  Poiché,  come 

►ito  si  mostra,  le  radici  di  questa  equazione  sono  tutte  reali  vi    sono   tante  funzioni 

el  tipo  IV \,  distinte  fra  loro,  quanto  è  il    grado    dell'equazione    (ij)    e    le    r    corri- 

pondenti  ad  un  determinato  valore  di  X  sono,  notoriamente,  proporzionali    ai    minori 

iegli  elementi  di  una  qualsiasi  orizzontale  del  primo  membro  della  (15). 

Si  possono  ripetere  cose  analoghe  per  le  funzioni  degli  altri  tre  tipi.  Se  ///  è  pari 

vi  sono  —  funzioni  distinte  in  ciascuna  delle  altre  tre  categorie;  mentre  se  m  è  di- 
spari vi  sono  funzioni  Wt  distinte  nella  seconda  categoria  ed  — 3~  in  eia- 
scuna  delle  ultime  due  categorie.  In  ogni  caso  vi  sono  :w  +  i  funzioni  W  distinte. 
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7.  L'equazione  (15),  come  le  analoghe  da  cui  dipende  1: 
//'  {i    U\,  dipende  soltanto  dal   rapporto  di  non    dai    \  .1 

ito  è1  si  avranno  tutti  i  casi  possibili  facendo   variare 
-fi  a  -(-  x  .  Per  i  casi  limiti  di  kl  =  ì   e   Jt*  =  oc    si  conosco 
queste  equazioni.  La  (15),  per  cs,,  per  m  pati,  ha  per  radici: 

—  8;*     per     JfeJ  =  00  ,         —  2*1 (w  -}-  1)  -|-  16 ;J     p 

dove  ;   varia  da  o  a  — , 

Si  più1)  dimostrale  clic  le  radici  di  queste  equazioni  sono  re: 
valott  di  k\  o  servandosi  dei  soliti  teoremi  integrali,  o  pure  apr 
Sturm.  Pel  caso  della  (15),  in  particolare  seguendo  rultima  delle 
poniamo  : 

(16)     *,«„     4,=FX,     *,=k'Çk+&)i-S.  .    .,A.=fc'(>+8/- 

A, ,  àt,  , . .  ,  A;,  .  .  .  ,  saranno  i  minori  principali  contenuti   od 
lonne  del  primo  membro  di  (15)  e  A„,  se  m  è  pari,  o  A^( ,  se 

senta  il  primo  membro  della  (15).  Ora  queste  A  sono  per  il  prie 
un  sistema  di  funzioni  di  Sturm,  e  poiché  passando  X  da  —  00 
delle  A  perde  tante  variazioni  quanto  è  il  grado  di  (i>)  il  to 

8.  L'equazione  (8)  corrispondente  ad  una  data  funzione  W  \ 
minata,  quindi  i  valori  di  \  di  cui  innanzi  s'è  discorso  sono  queg 
trano  nella  determinazione  delle  funzioni  di  Lamé. 

Le  funzioni  W  si  potranno  chiamare  funzioni  ellissoidali  di 
dire  che  una  data  funzione  W  è  coniugata  a  quella  funzione  di  I. 
allo  stesso  valore  di  >.  Il  prodotto  di  una  qualunque  funzione  IV 
niugata  di  Lamé  dell'argomento  p  è  una  funzione  armonica;  e  qi 
qualunque  combinazione  lineare  a  coefficienti  costanti  di  essi,  si  pc 
monicht  ellissoidali,  o  funzioni  ellissoidali  solide* 

Seguendo,  in  questo  punto,  FHeine  possiamo  ora  far  vedere 
espressione  analitica  per  una  funzione  W  si  possono  dedurre,  sei 
delle  espressioni  analitiche  per  la  funzione  di  Lamé  ad  essa  co 
perciò  con  Lìf  L3Ì  L^  L4  le  funzioni  di  Lamé  coniugate  alle  fun 
U[r  indichiamo  con  lV{h\  Lh  la  IV  e  la  L  corrispondenti  allo  1 
e  con  %{h\  o  ß,M,  le  costanti  oc,  o  %  che  entrano  in  fV{hì.  Se  int 
altre  due  variabili  reali  p.  e  v,  al  posto  di  t  e  4s  con  le  relazioni  1 

(         k*v       1 i        ,       j/fP^P^F^?       ■ r    I 

07)    '     »<'  *-'"  +  -     w-r     '  "-1'«"* 

(  e1  ^  fi'  ^  b'  ^  v'  ^  o, 

Smodo  opportunamente  il  fattore  di  proporzionalità,  a  meno  del  < 
nate  le  a,  o  le  |i,  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  \ 
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it  risulta  subito  : 

ÙOXTO)  =  !,</,,  ^,  C0«»(a/+  0+, 

relazioni  devono  ridursi  ad  identità  per  mezzo  delle  (17).   Ora  queste   ultime 
iBO  soddisfatte  identicamente  ponendo 


T1   =0, 

quali  valori  si  ha  anche 

sen  | 


r*  =  fi  l  =  X» 


lim 


i^=r- 


u  —^  ~  cVs  —  b^b'  —  **' 

questi  valori  di  ty  e  ft,  le  (18)  ci  «linno  : 

/*•,  ,  />"  sono  delle  costanti  e,  in  particolare  : 

6 


ff"  = 


/>'»  = 


Tu' 


lini 


Con  altri  sistemi  particolari  di  valori  delle  variabili  che  rendano  identicamente  sod- 
:e  le  (17)  si  potranno  agevolmente  ottenere  altre  espressioni  analitiche  per  le  fun- 
di La 
La  funzione  armonica  ellissoidale  più  generale  formata  con  le  armoniche    ellis- 
:  dalle  //',,  si  potrà  scrìve!« 

essendo  delle  costanti  arbitrarie,   Se   le   </"   si  scelgono   in 

t  (])),  i  coefficienti  della  (20) 
ipo  di  razionalità  (1,  /r),  senza  bisogno  di  risolvere  alcui  ion« 

mÀ.  Oi.   M +4* m    Pmhfmv,  l  m,    1907),  —  Suolato  il  6  igoatn    1^-7 
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per  es.,  assumere  successivamente  : 


M 


ll    *M    *A  ? 


per  ottenere  tante  armoniche  ellissoidali  razionalmente  note,  quante  sono  le  ll\ 
Osservazioni  perfettamente  analoghe  valgono  anche  per  gli  altri  tipi  di  armot« 

ellissoidali. 

IO,  Però  per  costruire  delle  armoniche  ellissoidali  razionalmente  note  d  pire 

feribile  seguire  la  strada  che  ora  andiamo  ad  indicare.  Cerchiamo  di  soddisfare  ali 

con  una  funzione  V  della  forma  seguente 

dove  i  e  j  assumono  tutti  i  valori  da  o  ad  w,  convenendo  che  l'espressione  di 
che  compare  io  Pmt  (  4-  1  sia  determinata  dalla  relazione 


i/'-f =•' -y£-.. 


i  radicali  essendo  positivi . 
Notando  che: 


le  formote: 


(0 


l^^-iT^F^  +  J^P^®, 


2ii 


YT=1 


j  Pm,<&  =  Pm,:+,  (0  +  («  +  OC«  -  i  +  0i\,._,  (0 


I 


che  discendono  subito  dairespressione  di  P e  dalia  (a),  e  i   risultati  già  otter 

(6)  diventa  G): 


e)  Le  formule  (e)  ed  i  nuovi  calcoli  fatti  per  costruire  la  (22),  bastano  anche  per  dimo« 
rettamente  che,  se  si  cerca  di  soddisfare  alla  (8)  con  X  indtteraùuata,  con  un  oc   dell 

y^,0!^«,.  (  ~l~  )  i  !•  a.  essendo  certe  costanti,  X  dev'essere  radice  dell'equazione  (15),  o  dei 
da  cui  dipende  la  determinazione  delle   lir   , 


Sin.  PROBLEMA   DELï/EQUrLIBRIO   DELLE   TEMPERATURE   TN   UN   ELLISSOIDI,   ETC,  2JI 


t  [2  *J p  p--  (  t  )  +  p—  (f  )  +  s< p—  (t)]  li  4w  p-  «  cos'  * 
-Z^U^f  Ài  +  v><,-)p~..(t)p-/Wcos>* 

-Z.?^v-'P"-(f)P-(OCOS;,1':=0' 
bisogna  intendere  che  gli  indici  i  e  /  assumano  tutti  i  valori  da  o  ad  m  quando 
to  sono  indicati  i  limiti  di  variabilità.  Affinchè  questa  equazione  sia  identicamente  sod- 

Fatta  devono  annullarsi  i  coefficienti  di  P^.  I  j-  I  Pm  (/)cos/i}  per  ogni  sistema  di 

ori  di  i  e  jy  e  le  equazioni  che  cosi  sì  ottengono  servono  a  determinare  le  Ai    - 

L  insieme  di  queste  equazioni  sì  muta  in  se  stesso  cambiando  i  in  j  ■  ne  viene  che, 
-e  se  ciò  non  fosse  suggerito  dai  risultati  del  n°  9,  dobbiamo  supporre  4u~  Afi . 
sierà  dunque  tener  conto  soltanto  delle  equazioni  che  si  ottengono  annullando  i  coef- 

«ti  di  P^^PWj.(0cos;+  per  ;  ^  ,\ 

Il  problema  della  determinazione  delle  A,  .  si  scinde  in  tre  problemi  distinti  a  sc- 
oda della  pariti  di  i  e  /.  Quello  in  cui  i  e  ;  sono  uno  pari  e  F  altro  dispari,  nel 
lai  caso  si  ha  una  elFettiva  equazione  per  ogni  sistema  di  valori  di  *  e  /,  non  fornisce 
ìssuna  soluzione.  Restano  quindi  da  considerare  soltanto  i  casi  in  cui  f  e  ;  sono  o 
itti  e  due  pari,  o  tutti  e  due  dispari,  nei  quali  casi  può  essere  !=■/,  ed  allora  accade 
ìe  la  corrispondente  equazione  si  riduce  ad  una  identità. 

Le  equazioni  che  si  ottengono  annullando  i  coefficienti  di  Pm;i^\Pmj(j)cosjty 


no: 


/  per  i  =  o,  t3  A,ì2  -  £4  AQtA  —  8  k>  A^  —  2  <0  =  O, 

\  ** 4**  —  V*  Aoti+>  — 2  kl2  4M*  -  4,,/-.  =  °      ti  ^  4). 

i  per  i  =  2,       e4^4 ; - *,_</+>  +  ^U -;X/  +  2 4>j— 4,/-»  —  «       0 "^ 4), 
\  pert>  2,      t.^a  ;— e;  ^  #.+j4.2*>(*—/aM.w+4-,l>— </_,==  °   (Ì^«"+2) 
queste  equazioni  valgono  per  ogni  valore  di  ;  fino  a  ;  ss  m  con   la  convenzione  di 
pprimere  i  termini  che  contengono  le  A  con  qualche  indice  maggiore  di  m. 

Le  equazioni  precedenti  si  possono  ordinare  in  modo  da  determinarci  di  mano  in 
ino  le  At)i  una  alla  volta,  in  funzione  di  Aoi)i  A02,  A2ìJ  A4^}  . ..,  ovvero  di 
tf  Ai$9  Ahyì  A     )  ...a  seconda  che  siamo  nel  primo,  o  nel  secondo  caso.  Quando 
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infatti  fossero  determinate  tutte  le  A  la  cui  somma  degli  indici  è  minore  di  2  fc,  le  cqo: 
zioni  seguenti: 

*kjk  —  ■ut'****»**  —  8(*—  ìWA-^  +  ^v-^  —  A^ 

*b+*>Ah^h^       8.J.(/j        j)*a^/,_6,fe+«  ~H  Ah-*tb+4  —  A^i^i 

(24)   y  fino,  al  pfù,  se  b  è  pari,  a 

«A**-«  -  *»->A >.,*-,  — Kb  -  3Xh~  O*1^,^-,  +  2Ao^~  <«u4=o. 

e,  se  h  è  dispari,  a 

determinano  successivamente  le  Ai}  la  cui  somma  degli  indici  è  ih.  Assegnatati; 
2  h  degli  indici  delle  j4|(;  che,  al  momento,  vogliono  determinarsi,  vanno  ritenute  1 
le  equazioni  chu  compaiono  nel  quadro  (24)  tino  a  quella  che  contiene  una  Â  con  t 
indice  maggiore  di  m.  Però,  come  s'è  osservato,  questa  Af  in  quest'ultima  equ 
va  soppressa.  Si  possono  determinare  così,  di  mano  in  mano,  tutte  le  A  fino  a  1 
la  cui  somma  degli  indici  è  2  m,  ovvero  2  m  —  2,  nei  quali  casi  il  sistema  (2 
posto  di  una  sola  equazione  contenente  A      3  An.  %m*  ^       mì  Am  3  ml3  ovvero  Am_x 
A     É      . ,  A  , ,  A_  ,  _  , ♦   Noi  fissiamo   di   soddisfare   a   queste   ultime  equ 

determinando  opportunamente  Aot3  ovvero  ^M,  per  mezzo  di 

\A  1 

<o  •       <»  »        ^4,4  >    •••  I    l^  t  >  0VVer°    dÌ  A**  •        4Ml     •••ti 

secondo  i  casi,  e  di  ritenere  Aoù3  Att3  AJt3  ...,  Amm  completamente  arbitrarie 

Li  determinazione  delle  A  può  eseguirsi  anche  in  senso  inverso.  Si  poss 
determinare  le  A  la  cui  somma  degli  indici  è  2  h  quando  siensi  determinate  quelle  I 
cui  somma  degli  indici  è  maggiore  di  2  h.  Servono  a  questo  scopo   ancora  le  (24)  e 
valgono,  in  questo  caso,  osservazioni  analoghe  alle  precedenti. 

Una  soluzione  del  nostro  problema  è  completamente  determinata,  a  meco  di 
fattore  costante  che  si  può  sempre  scegliere  in  modo  che  essa  sia  reale,  quando  si  s 
pongono  nulle  tutte  le  Avi  meno  una.  La  soluzione  che  si  ottiene  supponendo  div 
da  zero  Ai{  la  indicheremo  con  V%  ed  abbiamo  cosi  m-\-i  soluzioni  Fml  V%ì 

ZI.  Restano  da  determinare  altre  m  funzioni  armoniche  ellissoidali  delPordine  «b, 
quelle  cioè  che  dipendono  dai  seni  dei  multipli  dell'arco  if.  Perciò  poniamo  nella  ((} 


(25) 


7)  Se  h  =  2  questa  equazione  va  modificata  secondo  risulta  dalle  (23), 
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*îl 


^azione  trasformata  nella  nuova  funzione  incognita   F  è: 

^  +<  %-T<f  ~''%  "'  >  e?"  r-r?  WJ cos  2+ 

cando  di  soddisfare  a  questa  equazione  con  una  funzione  V  della  forma 

^=I,,«,,^,(f)p-^sen/'^ 

che  le  B.  .  devono  soddisfare  anche  questa  volta  ad  un  sistema  di  equazioni 
lente  analogo  al  sistema  (23),  sul  quale  si  possono  ripetere  le  osservazioni  fatte 
ultimo  sistema.  Si  trovano  cosi  m  funzioni  linearmente  indipendenti,  che,  dopo 

ite  moltiplicate  per  -~  -  ,  indicheremo   con   F  t  Vl}  ...,   Vm* 

na  prossima  occasione  ci  proponiamo  di  dare  le  espressioni  esplicite  delle  2  m  -J-  1 
armoniche  ellissoidali  di  ordine  m  e  di  costruire  su  di  esse  un  opportuno  for- 

Termineremo  notando  che  la  soluzione  del  problema  propostoci,  sotto  la  forma 
ile  l'abbiamo  presentata  nei  n1  precedenti,  si  estende  facilmente  al  caso,  ancora 
io  studiato,  dell'equazione  l2  V  -f-  k  V  ss  o,  k  essendo  una  costante,  che  spin- 
ella teoria  della  propagazione  del  calore  e  delle  vibrazioni  di  un  fluido,  il  campo 
sempre  quello  limitato  da  un  ellissoide.  La  differenza  fondamentale  è  che  le 
sferiche  W^  introdotte  nel  n°  3,  in  questo  nuovo  caso  sono  sostituite  da  op- 
serie  di  funzioni  sferiche. 


novi,  20  giugno  1907, 


Orazio  Te  do  ne. 


SUR  LES  INTÉGRALES  RÉELLES  DES  ÉQUATIONS  D] 

ET  LES  FORCES  CENTRALES« 

Par   M.   Georges   Re  mound  os  (Athènes 


Adunami  del  il  luglio  1907. 


1.  Envisageons  d'abord  les  equations  différentielles  du  premier 

■J*  «  M(x,  y), 

M(^,  y)  désignant  une  fanctiun  multiforme  des  coordonnées 
fonction  ayant  plusieurs  valeurs  à  chaque  point   du    plan   {xy).    1 
dans  le  domaine  réel.  Le  théorème  fondamental  de  C  auch  y    sur 
grales  ne  nous  donne  pas,  comme  on  sait,  des  renseignements  sur 
intégrale  dans  son  parcours  total:  on  comprend  donc  l'intérêt  de 
dans  cette  direction. 

Démontrer  que  les  courbes  intégrales  ne  sauraient  jamais  renfe 
du  plan  ou  bien  qu'elles  ne  peuvent  avoir  tel  ou  tel  trajet,  c'est  l 

sants  auxquels  nous  devons  faire  attention, 

dy 

2.  Si  nous  considérons  une  courbe  intégrale,  la  dérivée  j^  a 

et  bien  déterminée  ft  chaque  point  de  la  courbe,  sauf,  peut-être,  q 
Hers.  Appelons  courbes  de  permutation  de  branches  de  la  fonction  A 
fermées  *)  que  le  point  (xv)  doit  décrire  pour  revenir  à  sa  positi* 
nouvelle  détermination.  De  telles  courbes  bien  connues  et  d'un  cai 
lable  pour  un  point  de  départ  quelconque)  existent  dans  le  cas  o 
est  harmonique  multiforme.  Soit  par  exemple 

N(Xj  y)  étant  une  fonction  conjuguée  à  M (x,  y)  et  /(^)  une  fonct 
et  plaçons-nous  dans  ce  cas,  pour  fixer  les  idées. 

Si  nous  appelons  (£)  l'ensemble  des  courbes  de  permutation  < 
fonction  Af(x,  y),  la  remarque  ci-dessus  faite  nous  conduit  au  théc 

Théorème,  —  Aucune  courbe  intégrale  ne  saurait  appartenir  à 


l}  Ces  courbes  sont  généralement  supposées  parfaitement  régulières  (dé 
tiples,  par  exemple);   maïs  nous  n'avons  pas  ici  besoin  de  celte  restriction. 
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camh  intégral*  rieJk  ne  saurais  appartenir  à  l'ensemble  (£)  des  cm 
dis  faamba  di  la  font  tum  M  (xt  y\ 

La  démonstration  est  la  même  que  dans  ks  cas  particuliers  précédents;  cil 
i  ce  que  k  premier  membre  n'a  qu'une  valeur  unique  à  chaque    point  d'une 
irtégrak,  sauf  quriqor*  {wins  singuliers  (points  multiples,  points  anguleux   et, 
néra],  points  i  plusieurs  tangentes  ou  i  plusieurs  rayons  de  courbure). 

D  5 'agit,  bien  entendu,  toujours  «le  courbes  de  permutation  qui  permut 
branches  de  Af  (xv  y)  quel  que  soit  k  point  de  départ 

Telles  sont  ks  courbes  de  permutation  des  branches  des  fonctions  analyti 
l=x-{-iy,  ou  bien  des  fooetions  harmoniques  des  deux  coordonnées  x  et  y  <j 
connaissons  par  la  théorie  des  fonctions. 

4.  D  est  dair  que  lequaäon  différentielle  peut  bien  être  d'ordre  quelconque, 
qu'elk  soit  toujours  de  la  même  forme: 

*l*  *  7%  y,  •  •  •  /*>]  =  M(x,  .y), 
où  J?[x,  y,  y',  . . .  yM]  désigne   une   fonction  uniforme  des  coordonnées  x,  y 
dérivées  y',  /',...  y*>. 

Nous  devons  remarquer  que,  lorsque  1* équation  différentielle  est  d'ordre  soj 
à  deux,  il  peut  y  avoir  des  peints  exceptionnels,  pour  lesquels  k  premier  m 
R[xf  y,  y\  ,  - .  y<*>J  de  l'équation  n'ait  pas  une  vakur  unique,  et  qui  soient  des 
réguliers  de  la  courbe  intégrale  ;  ces  points  seront  singuliers  (points  de  rebrousse 
d'une  au  moins  des  différentes  développées  de  la  courbe  intégrale,  les  rayons  k 
bure  d'ordre  supérieur  pouvant  avoir  plusieurs  valeurs  en  ces  points.  Nous  savor 
exemple,  qu'aux  sommets  d'une  ellipse,  d'une  hyperbole  ou  d'une  parabole  correspo 
des  points  de  rebroussement  sur  leurs  développées,  tandis  que  les  sommets  des  ce 
.ques  sont  des  points  réguliers  pour  ces  courbes. 
Mais  il  est  clair  que  l'existence  de  tels  points  ne  nous  empêche  pas  d'arriva 
même  conclusion  que  dans  le  cas  du  premier  ou  du  second  ordre,  puisque  il 
toujours  des  points  où  le  premier  membre 

n'a  qu'une  valeur  unique. 

5,  Dans  les  paragraphes  précédents  nous  avons  envisagé  l'ensemble  (£)  des  a 
de  permutation  des  branches  de  la  fonction  Af  (a,  y);  il  faut  bien  se  rendre  com 
l'exclusion  des  courbes  sur  lesquelles  la  fonction  Af  (x,  y)  ne  change  df 
certains  prints  de  départ  (d'un  ensemble  fini  ou  dinombrable)  ;    pour   ces  courbes 

est  pas  en  général  applicable  à  une  courbe  intégrale,  pouvant  bien  co 

une  telle  courbe;  il  peut  arriver,  en  effet,  que  les  points  singuliers  d'une 

neident  bien  avec  les  points  où  la  fonction  M(x%  y)  n'a  pas  une  seule 

mais  une  telle  courbe  ne  saurait    plus   être   appelée   courbe  de  permutation  de  h 

;  Jonction  Af(x,  y):   une  courbe  de  permutation  se  caractérise  par  le  fait  q 

ses  points,  la  fonction  possède  plusieurs  valeurs  qui    se   permutent   lorsque 

u  point  de  départ  après  avoir  tourné  sur  la  courbe. 
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les  remarques  servent  à  éclaira r  le  sens  et  l'intelligence  de  notre  théorème. 

Il  est  clair  que  notre  théorème  fournit  des  applications  utiles  dans   les  problèmes 

^Mtcanique  où  les  trajectoires  satisfont  à    des   équations    différentielles   de   la   forme 

:ée  dans  ce  travail. 

Tels  sont  les  problèmes  où  nous  recherchons  les   trajectoires   auxquelles   donnent 

L  les  forces  centrales,  fonctions  multiformes  de  la  position  du  mobile,  ou  bien  encore 

icdons  uniformes  de  la  position  du  mobile. 

Nous  avons  en  effet,  pour  les  forces  centrales,  les  formules  : 

«(i-r).«*     r-Affi+f]         («4-] 


F=  — 


m 


f 


+ 


dtf 
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ant  la  vitesse,  /;  la  force,  u  =  —    ,  r  le  rayon  polaire,  c  la  constante  des  aires. 

. ,    et  -,r    étant,  dans  des  cas  étendus,  égales  a  des  fonctions  multiformes 

at)         av 

position  du  mobile,  nous  avons  dans  des  cas  généraux  les  conditions  nécessaires 
l'application  de  notre  théorème;  il  est  en  effet  facile  de  voir  que  les  dérivées 


'(t) 


I 
r  tg  <■> 


'(t) 


do  rtgm  '  d%* 

une  valeur  unique  à  chaque  point  d'une  courbe,  sauf  quelques  points  singuliers, 
I  en  existe;  <•>  désigne  l'angle  formé  par  la  tangente  et  le  rayon  polaire.  En  général 
ut  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  dérivées  des  coordonnées  rectangulaires  peut  se 
'péter  aussi  pour  les  dérivées  des  coordonnées  polaires.  Nous   terminerons   ce   travail 

la  remarque  suivante:  Dans  le  cas  où  il  existe  sur  la  courbe  intégrale  des  singu- 

xhU  telles  que  les  points  de  rebrousse  m  eut,  il  arrive  que,  après  avoir  tourné  sur    la 

*ürbe  formée  une  ou  plusieurs  fois,  la  continuité    nous    ramène   au   point   de   départ 

rac  une  nouvelle  valeur  de  Tangle  <p  de  la  tangente  avec  le  demi-axe  positif  des  x  ou 

6Q  de  l'angle  tu  de  la  tangente  avec  le  rayon  polaire;  mais  comme  la  différence  des 

*ux  valeurs  est  égale  a  iç  (X  deux  angles  droits)  la  tg*>  ou  bien  tgo>  ne  changeront 

s  de  valeur. 

à  y 
Par  conséquent,  ces  singularités  n'influent  pas  sur  l'uniformité  des  dérivées  -f-  ou 

5-  aux  autres  points  (réguliers)  de  la  courbe. 


Athènes,  14  juillet  1907. 


Georges  Rêmoundos. 


RcnÀ.  Cttc,  Mattm.  Paltrmo,  t,   XXÌV  (a°  sera.  (907)-  —  Sump*  to  il  19  *  gotto   tytyy. 
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LE  ANT1RADIALI  DEL  CERCHIO, 

Nota  di  Cor  rad  ino   Mineo   (Palermo), 


Adunali  Za   deli*  II    agosto   1907. 


Si  chiama  radiale  di  una  curva  piana  il  luogo  degli  estremi 
raggi  di  curvatura  di  essa  e  aventi  una  stessa  origine. 

Inversamente,  le  curve  che  possiedono  una  radiale  assegnata 
radiali  di  essa. 

Di  queste  curve  si  sono  occupati  recentemente  i  professori    I 
Forti  a),  il  quale  ultimo  ha  mostrato  come  il  metodo  vettoriale,  ! 
mi  nazioni,  sempre  lunghe  e  il  più  delle  volte  impossibili,  conduca 
il  punto  della  curva  come  funzione  di  una  variabile   numeric 
che  descrive  la  radiale  e  i'antiradiale. 

È  oggetto  di  questa  bre%*e  Nota  la  ri  lo  studio  de 

un  cerchio  :  studio  che  viene  proposto  da!  Burau-Fortï  nel  lavorc 
metodo  di  Grassmann,  si  perviene  subito  all'equazione  vettoriale 
alle  loro  equazioni  cartesiane  parametral],  sotto  una  forma    adatta 
esse  :  il  che  non  accade  co!  metodo  cartesiano. 

I.  Sia  il  punto  P(^)  funzione  della  variabile  numerica  Ç,  e 
descriva  una  curva  di  cui  chiameremo  s  l'arco,  p  il  raggio  di  curv 
di  curvatura  in  P.  Con  P\  F\  P",  ...  indichiamo  le  derivate  di 
rispetto  a  ç.  Da  note  foratole  abbiamo  : 

indicando  con  i  la  rotazione  di  un  angolo  retto  nel  piano  della 
Dall'  espressione  di  C  segue  immediatamente,  che,  essendo  i 
fisso  del  piano,  l'equazione  vettoriale  del  punto  Pi9  corrispondei 
di  P  rispetto  a  0,  è 


■ 


C=P  +  p 


(<) 


',  =  0  + 


p" 

FF' 


*)  Gino  Loria,  Intorno  alle  radiali  dell*  curve  piane  [questi  Rendi 
a)  C  BuRALiFoRTi,  Sulle  radiait  [Ibid,  L  XV]  (1902),  pp.  185-191]. 


LE    ANTfRADlALI    DEL    CERCHIO. 


atroducendo  il  vettore  unità  T  parallelo  alla  tangente  in  Pi  7=  T~}>    "*    C1) 
anco  scrivere  sotto  la  forma 

p,  =  o  +  ?ìt. 

leciprocamente,  per  il  raggio  di  curvatura  p  e  per  il  vettore  T   d'una    curva    P, 
li  radiale  rispetto  a  0  è  data  dalla  (ibls),  si  deve  avere 


p 


p  =  mod  (P,-0), 

queste  si  trae  facilmente  l'espressione  dell'arco  *  di  P  in  funzione  di  Pt,  cioè 

/*(?,  —  CQrfP, 


dP 


/ 


mod(P,  -  0) 


e,  lenendo  conto  che  -j—  ss  7",  si  ricava  l'equazione  vettoriale 


=  >•-/, 


(pt—V)äP< 


tKP,-0) 


[mod  (P,  —  0)]1 
antiradiale  di  Pt ,  essendo  P0  un  punto  arbitrario,  fisso,  del  piano  a). 
a.  Applichiamo  le  formule  precedenti  alla  ricerca  delle  antiradiali  del  cerchio.  Sup- 

aendo,  per  semplicità,  che  il  cerchio  sia  di  raggio  i  e  di  centro    0  -f-  hi  (essendo 

an  vettore  unitario  del  piano),  abbiamo 

kP,  —  0-\-  hl  +  e'U 
di  per  le  antiradiali 

p  —  P  _  i  f  _ _LJ-  *Ç0»£ 


-*-'/r 


IV    i  -j-  h1  -\-  2  h  cos  f 
effettuate  le  integrazioni,  abbastanza  lunghe,  si  trova 
e 


{hl  +  t'n)dy. 


L    4  h         5  (i  —  h)2  ~  2  ~    l J 

tfe2  —  i  (i  —  h        i      \    «    i  +  A3       ,    sin  ©    .      1 .  T 


cr  e  £a  sono  due  costanti  d'integrazione. 
Se  facciamo  coincidere  il  punto  Po  con  O  e  ci  riferiamo  a  due  assi,  uscenti  da  0, 
Validi  rispettivamente  ai  due  vettori  unitari  /et/,  le  coordinate  cartesiane  d*un  punto 
Üa  curva  (7),  salve  te  costanti  che    farebbero    soltanto    cambiare    la    posizione    della 
rva,  sono 


x  — 


ir 


-  l  ìfW  i  +y  +  2ftcos?        1—  cosy 

4*    ioe       (i-fcy       1        »"' 


*  — 


1  —  fca 
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are 


*(rfì«xt)- 


4fc     T        2      J- 


3)  Cfr.,  per  le  formole  (1)  e  (4),  la  Nota  citata  di  Burau-Forti. 

4)  Adoperando  coordinate  cartesiane,  si  trova  che  la  funzione  y  =  f(x)  che  rappresenta  le    anti- 
iali  del  cerchio  di  equazione  (x  —  hy  -\- y3  =  1,  deve  sodisfare    all'equazione    differenziale    del   20 


(I  _  **)/»  _  a*(i  +/0/y  -  (1  +/*y  =  o; 


ï6o 
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>°, 


Eliminando  tra  esse  il  parametro  ç,  si  avrebbe  l'equazione 
dinate  x  e  y. 

Per  h  =  i  i,  come  si  prevede  anche  dalla  (6),  abbiamo 
da  un  cerchio  di  raggio  j  rotolante  sull'asse  di  v. 

3.  In  generale,  qualunque  sia  h  (reale),  è  sempre  per  ogni 

(1  -  *)• 

sicché  il  logaritmo  neperiano  che  entra  nella  prima  delle  (8)  è  ir 
dunque,  per  qualunque  valore  (reale)  di  ^,  è  reale.  Inoltre  è  set 
In  quanto  alla  y,  per  ç  variante  tra  o  e  77,  t'argomento  dell'arco 

varia  tra  o  e  db  °°>  secondochè     -    -      è  positivo  o    negativ- 

quando  ç  varia  tra  7  e  2  tc;  dimodoché,  quando  o  varia  tra  o 

. 1. 

re  Parco-tangente  con  continuiti  tra  o  e  -f-  ^»  se       «    >  >  o 

1  —  /j     . 

S'intende  ancora  che  per  9  variante  tra  o  e  —  2tc,  tra  27: 
gente  variera  tra  o  e  —  w,  tra  «  e  2  tt,  etc.,  quando  è  _  * 

-j-  TC,  tra  —  7ç  e  —  2  rc,  etc.,  quando   è   —ji  <C  o. 

Con  queste  convenzioni,  potremo  dire  che  anco  la  y  è  funzi 

e  finita  per  ogni  valore  finito  della  variabile  y. 

Inoltre  la  %  e  funzione  pari  di  <p,  periodica  col  periodo  egu 
La  _y,  invece,  è  una  funzione  dispari  di  9  ;  il  che  vuol  dire 

la  curva  e  simmetrica  rispetto  alla  retta  y  :=x  y(o),  cioè  rispetto 


questa,  con  noti  procedimenti,  si  riduce  olle  quadrature,  e  si  trova 


« 


areig 
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dalle  quali,  eliminando  /,  si  avrebbe  L'integrale  generale. 

Le  (a),  considerando  /  come  variabile  indipendente,  rappresentano  pur* 
curva,  sotto  una  forma  abbastanza  complicata  ;  e  si  riducono  alle  (8)  con  la 

fc  +  cosy 

^  sin  f 

in  virtù  della  quale  il  radicale  che  compare  nelle  (a)  non  è  mai  imaginario, 
die  an  do, 


quantità  essenzialmente  positiva, 


-*'+/'  =  ( 


,,  _  /i_+_icosj\' 
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L  2*  delle  (8)  segue 

>(o)  =  o. 

Dalle  (8)  seguono  pure  le  seguenti  relazioni: 


(   x(w)  =  i; 

j^(?+2*ic)  =  >((p)  +  *^(27r), 

rndo  4  un  intero  qualunque,  positivo  o  negativo. 

E  dalle  (n),  tenendo  conto  che  y($)  =  y( —  9),  si  trae 
;)  y(2k*  —  9)  —  y(kiz)  =  y(kiz)  -  y(<f). 

Quest'ultima  relazione  mostra  che  per  9  variante  tra  o  e  2 kit  la  curva  è  simme- 
:a  rispetto  alla  retta  y  =  y(k  77). 

4.  Dalla  ia  delle  formole  (2),  applicata  alla  (5),  segue  per  il  raggio  di  curvatura 
Ila  nostra  curva 

})  p  =  Vi  +  b2  -j-  2ÄCOS9. 

Esso,  come  è  naturale,  non  è  mai  nullo  né  infinito,  per  conseguenza  la  curva  non 
siede  né  flessi  né  cuspidi  di  1*  specie. 

5.  Le  (8),  generalmente  derivabili,  danno 

.      dx              i-4-Acos9                         dy                   i-l-Acosç        ,,    ,  N 

)      j—  =  — 1    l>    1 L  sln  ??         j     = ,    A    , r1 (h  +  cos  9). 

'       d<f  I   +  Äa  +  2ÄCOS9         T'  d(p  I  -f-  A*  -J-  2ÄCOS(pV       '  Ty 

Da  esse  si  trae: 

.x  dy_ h  -f-  cos<p  d'^y 1  -f-  *a  -f-  2Äcos<p# 

dx  sin<p      '  dx2  sin3  9  ' 

~  dx __       sin  9  d2 x 1  -f-  b2  -f-  2  Ä  cos  9 

*ty  Ä  -f-  cos  9*  dy2  (h  -f-  cos  9)' 

Per  |A|  >  1,  l'equazione 

1  -f-  Ä  cos  9  =  o 

imene  radici  reali.  Chiamiamo  9t  l'arco  compreso  tra  o  e  rc,  tale  che  si  abbia 

)  1  -f-  b  cos  ?,  =  °« 

Dall'equazione  vettoriale  della  curva,  che  possiamo  scrivere  brevemente  cosi 

U)  P-0  =  (x-yi)I, 

iamo,  derivando  nel  punto  9^ 

p;  =  o, 

pr=--f(i+iyp^T)/, 

byti1  —  1    ^  ' 


^=i-7F=r(fcf+^-7>)/- 
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cde  dunque  che  od  punto  çf  il  vettore  F*  è  < 
F^FT  è  zero,  mentre  è  FlF^=^ézo;  vai  quanto  dire  che 
çg  un  icgiotto  £  2*  specie  %  la  cui  tangente  cu 
del  vellute  F\. 

Se  invece  è  |H<i,  ammette  radici  reali  l'equazione 

b  -\-  cos?  =  o, 

e  chiamando  ancora  ?a  l'arco,  compreso  tra  o  e  %,  tale  e 

(18)  »  +  «»?,=o, 

si  trova,  nel  pomo  çlf 

/>;  =  (/?=* 

cioè  F^o,  FzFt^o;  sicché  il  punto  y(  è  in  questo  e 
b  curva,  e  la  tangente  in  esso  è  parallela  al  vettore 

6,  Dalla  (3)  si  ricava  per  l'arco  s  della  curva  studiata 

1  4-  fccos? 


2  A  COS  f 

L'equazione  intrìnseca  deUa  curva  si  può  avere  elimin 
(19)  e  la  (13),  o  anche  seguendo  un  procedimento  indica 
p,  55),  nel  caso  in  cui  sì  conosca  l'equazione  polare  della 

Si  trova 


=  f  tr-O-f 


Ponendo 


la  (20)  si  può  mettere  sotto  la  forma 

dalla  quale  si  vede  che  l'arco  della  curva  si  esprime  per  n 
(nella  forma  normale  di  Legendre).  Esso  si  scompon 
di  prima  e  l'altro  di  seconda  specie,  giacché  si  ha 


=  2  r       '<        **  r 


s)  Or.  Peano,  Le\ìoni  di  analisi  infinitesimale,  vol  II,  p.  90; 
singolari  drlk  curve  piane  e  gobbe  [Atti  della  R.  Accademia  de 
(1900-901),  pp.  9ï5  938J.  P  9*8- 
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dia  forma  trigonometrica,  ponendo  ^  =  sin  <p  : 

/do                   2  h       p      sinJ<pd<p         . 
T    =^ p-7    I  T    T=  +  costante. 

j/i  —  Jt'sin2?       i  +  U  1^i  —  *■  sin1  <p 

La  (20),  o  (22),  viene  a  essere  l'integrale  generale  dell'equazione  differenziale 

3--Hfê)'+'Mfê)'+']1 

deve  sodisfare  l'equazione  intrinseca  di  ogni  curva  che  ha  per  radiale  una  circonfe- 
za  (raggio  1)  [Cfr.  Burau-Forti,  luogo  citato,  pag.  189]. 

Per  b  =  1,  abbiamo,  dalla  (ai),  i  =  t:    l'integrale  ellittico  diventa   un   integrale 
inerir»    Tjj  (m)  Ha  allora,  per  il  valor  zero  della  costante  d'integrazione: 

f  +  *  —  4, 

l'equazione  intrinseca  della  cicloide  cuspidata  (generata  da  un  cerchio  di  raggio  -M. 
7.  Lasciando  da  parte  il  caso    della   cicloide   cuspidata  (A  =  +  1),   le  (8)  danno 
ago  ai  seguenti  tipi  di  curve. 

a)  /;  >  i.  —  La  curva  è  dotata  di  cuspidi  di  2a  specie.  Essa,  tra  o  e  277,  ne  pos- 

rde  due,  nei  punti  ?,    —  <  ç,  <  w     e  ç.  [çf  =  2  k  —  oj  sodisfacenti  alla  (17). 

La  quantità        .        è  negativa,  e  quindi  per  le  convenzioni  fatte  (n°  3)  l'are  o-tan- 

entc  che  entra  nell'espressione  di  y  varia  tra  o  e  —  x,  nel  mentre  9  varia  tra   o    e 
*.  La  x  è  sempre  positiva  nell'intervallo  o»h2ïï;  crescente  tra    o    e    yx ,   nel    quale 

tórno  punto  acquista  un  massimo     (:,     I    =  °i  (  "/;*  )    =  ~"  T~    '  decrescente    tra 

e  %}  ed  eguale  a   1  in  7;;  di  nuovo  crescente  tra  »  e  ^J  decrescente  tra  <p(  e  2tt. 
La  v  è  invece  decrescente  tra  o  e  ft ,  e  poiché  ò  nulla  nel  punto  o  [forinola  (9)],  ne 

&ne  che  si  conserva  sempre  negativa  tra  oe^,  dove  acquista  un  minimo  I  (  -.-  1  —  o, 

i2y\       ^P—il    .  , 

j*\    = t 9  e  crescente  tra  «p,  e^,  decrescente  tra  <pa  e  2tc. 

La  curva  rivolge  sempre  la  convessità  all'asse  delle  y. 
Per  le  coordinate  dei  punti  singolari  abbiamo: 


Tra  o  e  2  -  la  curva  (nc  3)  ha  un  asse  di  simmetria  nella  retta,  parallela  all'asse 
lie  .v,  di  equazione 
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sicché  ne  viene  che  il  ramo  di  curva  tra  <fì  e  277  è  simmetrico  al  ramo   di  e 
o  e  <pt  (essendo  simmetrici  due  punti  y  e  2  77  —  9).  Or  poiché  i  punti  o  e 


air 


come  è  facile  vedere,  da  parti  opposte  dell  asse  di  simmetria,  ri  Grmdmfe  eh*  ^n«  « 
rami  s'incontrano  in   un  punto  dell'asse  stesso. 

Dunque  la  curva  ha  un  punto  doppio  d'intersezione  tra  o  e  2tt.  Essa  non  nel 
invece,  tra  —  77  e  -(-77.  La  figura  1*  rappresenta  la  curva  per  il  valor  2  della  cosante! 

fi)  b  < —  1.  —  Anche  in  questo  caso  la  curva,  tra  o  e  277,  è   dotata  di  cusp 

di  2a  specie  in  due  punti  9,    o  <  •pi  <  —     e  9,^  =  277  —  çt],  le   cui  coordin 

hanno  la  stessa  espressione  che  nel  caso  precedente*  La  x  é  sempre  positiva;  b 
rivolge  sempre  la  concavità  aliasse  delle  v,  etc.  É  da   notare,   però,  che   la  curo 
ha  punti  nodali  tra  o  e  277,  giacche  il  ramo  compreso  tra  o  e  <p§  è  ora  tutto  di 
parte  dell'asse  di  simmetria.    Infatti,  la   v    tra  o  e  y    è   decrescente,  e   quindi  ne 
dacché  è  nulla  nel  punto  zero  ;  mentre  l'asse  di  simmetria 

—  n 

è  nella  regione  positiva  delle  y\  giacché  è  ora  h  <  o. 

la  curva  ha,  invece,  un  punto  nodale  tra  —  77  e  -f"  x.  nel  quale  intervallo  e 
metrica  (n°  5)  rispetto  all'asse  y  =  o.  Intatti,  si  vede  facilmente  che  i  punti 
sono  ia  parti  opposte  rispetto  a  quest'asse,  sicché  il  ramo  di  curva  compreso  xr 
s'incontra  col  ramo  tra  — ^  e  — 77.  In  conclusione  la  curva,  in  questo  caso,  si 
porta  tra  o  e  2  tu  e  tra  —  77  e  -f-  ~  come  si  comporta,  nel  caso  (*),   rispettivatnawc, 
tra  —  77  e  4-  77  e  tra  o  e  2  7T, 

y)  o  <  Ä  <  1 .  —  La  curva  non  ha  regressi*  —  La  quantità  — -j— -   è   positiva,  e 

quindi  (n°  5),  variando   «f  tra  o  e  2ïï,    l' arco-tangente  che  entra   nell'espressione  di  j 
dovrà  variare  tra  o  e  -f-  77. 

Essendo  ^,  il  minimo  arco  positivo    sodisfacente   alla   (iS)     —  <  çj  <  tî  L 

biamo  per  le  coordinate  dei  punti  *pt  e  <pa  =  2ìc  —  yì  : 


*(?,)=*(?,)> 


LE  ANTIRADIALI   DEL  CERCHIO. 


26S 


La  x  è  crescente  tra  o  e  i,  decrescente  tra  ir  e  2%.  La  y  è  decrescente  tra  o  e 
>nel  quale  intervallo  è  negativa;  crescente  tra   <pf    e   <p2,    pur   rimanendo   negativa 

nuovo  tra  <pt  e  21c. 


I  y(ic)  = I;  decrescente  di 


(Fig.  2). 

hit 
I  punti  oe^  sono  da  parti  opposte  rispetto  all'asse  di  simmetria  y  = ,  e 

indi  l'arco  di  curva  compreso  tra  oeip,  interseca  l'arco  compreso   tra  <p2  e  2tc,  in 
punto  dell'asse  stesso  ;  il  qual  punto  è  un  nodo  per  la  curva.  Tra  —  ic  e  -f-  w  la 
rva  non  ha  nodi. 

Essa  rivolge  la  concavità  all'asse  delle  x  tra  o  e  tz;  la  convessità,  tra  ir  e  21c. 
La  figura  2a  rappresenta  la  curva  per  il  valore  ~  della  costante  h. 

X)  o>ä> — 1.  —  Questo  caso  è  simile  al  precedente,  senonchè  è  ora  o<3pt< — , 

la  curva  non  ha  nodo  tra  o  e  2  w,  ma  ne   possiede   uno   tra   —  w   e  -f"  w,  situato 
D'asse  x. 


Palermo,  luglio  1907. 


CORRADINO    MlNEO. 


Rmd.  O«.  Mmimm.  P*Urm;  t.  XXIV  (*°  i«. 
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A  PROBLEM  OF  SIMPLE  CONSTRUCTION 

By  C.  J.  Keyser  (New  York,  N.  Y.)- 


Adornili*  del   2}   giugno   1907 


I 


Introduction. 

One  of  the  beautiful  fruits  of  the   free   and   emancipating 
Analytic  Geometry  hv  Plucker  is  the  growing  doctrine  that  art 
circle  as  primary  element  in  the  plane.  Chief  among    the   memoirs 
or  indirectly  with  this  doctrine  are  the  following: 

R.  Mehmke,  Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene  [Zeitschrift  fü 
Physik,  Vol  XXIV  (1879),  pp,  251-269]. 

V.  Schlegel,    Über   neuere  geometrische  Methode  und  ihre   Fi 
GlA5SUAXH*Stben  Ausdehnungskhre  [Zeitschrift  für  Mathematik  u. 
(1879),  pp.  83.95]. 

R.  Mehmke,  Anwendung  der  Grassmann' sehen  Ausdelmungsl 
ihr  Kreise  in  der  Ebene  [Dissertation,  Tübingen,   1880], 

A.  PoRCHiESi,  Sui  sistemi  di  coniche  che  passano  per  due  punti 
R.  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Bofogaa,  S.  IV,  Tomo  III  (i 

W.  Fiedler,  Cyklographie  oder  Construction  der  Aufgaben  über 
und  elementare  Geometrie  der  Kreis-  und  Kugel-  Systeme  [Leipzig,   1 

H-  Cox,  On  Systems  of  Circles  and  Bicircular  Quartics  [Qi 
Pure  and  Applied  Mathematics,  Vol  XIX  (1883),  pp.  74-124]. 

PL  Cox,  Applications  of  GràSsmann'j  Ausdehnungskhre  to  P, 
[Quarterly  Journal  of  Pure  and  Applied  Mathematics,  Vol.  XXY  ( 

A.  Porchiesi,  Sopra  una  corrispondenza  fra  lo  spazio  non  cu 
euclideo  [Memorie  della  R.  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  1 
Tomo  V  (1883),  pp.  421-452], 

Gino  Loria,  Remarques  sur  la  geometrie  analytique  des  cercle 
application  à  la  théorie  des  courbes  bicir  culai  res  du  f  ordre  [Qi 
and  Applied  Mathematics,  Vol  XXII  (1887),  pp.  44-74]. 

P.   H.  Schoute,  Ein  Raumcoordinatensystem  der  Kreise  in  der 
demie,  Sitzungsberichte,  Math. -Natur,  2  Abteilung,  Vol  XCIV  (188 
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R.  Lachlan,  On  Systems  of  Circles  and  Spheres  [Royal  Society  of  London,  Philo- 

bical  Transactions,  Vol.  CLXXVH  (1886),  pp.  481-625]. 
R.  Lachlan,  Orthogonal  Systems  of  Circles  [Messenger  of  Mathematics,  Vol.  XVI 

*6-7),  PP.  98-109]. 

On  employing  for  primary  element  of  the  plane  the  circle  congruence,  L  e.,  the 

ible  of  circles  orthogonal  to  a  given  circle,  a  geometry  of  the   plane   arises   that 

dual  or  reciprocal  of  the  circle  geometry  of  the  plane.  This  dual  aspect  of  the 

geometry  seems   to   have  received  but  slight  attention,  although  it  is    related   to 

circle  geometry  as  the  plane  geometry  of  ordinary   space   is   related   to   the   point 

Iffy  of  thai  space. 

It  appears  that  even  less  attention  has  been  accorded  to  the  geometric  theory  that 
on  employing  for  primary  clement  of  the  plane,  neither  the  circle  nor  the   cir- 

congruence,  but  the  circle  range  i.  e.,  the  ensemble  of  circles  having  two  (real  or 
ïoary)  points  in  common.  In  such  ranges  the  plane  is  a  four-dimensional  space 
yields  a  geometric  theory  analogous  to,  and  because   of  its    superior  accessibility, 

E  more  interesting  than,  the  Plücker  line  geometry. 
On  entering  upon  the  circle  range  theory,  one  soon  encounters  construction  pro- 
s.  The  object  of  the  following  note  is  to  deal  with  one  of  the  more  interesting 
öd  important  of  these  problems.  Of  possible  paths  of  approach  the  analytic  path 
ppears  to  be  on  several  accounts  the  most  desirable.  Accordingly,  I  premise  the  foi- 
ling more  or  less  familiar 

I  Let  Ct  (i  =  1  j  2,  3,  4)  be  four  given  mutually  orthogonal  circles.   If  ri   denote 
reciprocals  of  the  radii,  then 

»  t*  =  0. 


Preliminary  Considerations. 


¥•= 


Denote  by  nr.  the  Steinerian  powers  of  a  point   with   respect  to  the  circles   C, 


10^  =  0. 


X:  =  Xf,*r 


Then 
Set 

0 

he  X;  satisfy  the  identity 

0 

-diversely,  any  four  quantities  xi  satisfying  (4)  determine  through  (3)  one  and  but 
«nc  point.  Accordingly,  four  such  variables  xi  are  available  as  a  redundant  system  of 
coordi  They  are  a  special  case  of  the  familiar  so-called   tetra- 


t«= 


J  x\  is  given  by  the  formula 


or  by  the  equivalent  formula 

It  readily  follows  that  any  equation  of  the  form 

4 

(7)  1  ,\=o 

represents  a  circle,  and  that,  conversely,  any  circle  is  representab 
the  form  (7).  Hence  the  coefficients  ct  may  be  employed  as    horn 
coordinates  of  a  circle  in  the  plane,  ordinales  ut  of  the  ce 

are  given  by  the  relation 

(8)  I*,«**,  —  f,(Z<)-ZVi« 
And  the  radius  r  of  the  circle  is 

(9)  r=(\/^c]):Z' 

From  (9)  it  is  seen  that  the  point  circles  (circles  of  zero  ra 

in  their  totality  by  the  equation 

4 

(10)  ^!  =  û; 

and  that  the  totality  of  lines  (circles  of  infinite  radius)  are  repre 

(11)  Xr'C*  =  °* 
The  angle  y  between  the  circles  c.  and  c\  is  determined  by 

(12)  cos-r  =  (Yci$:(Xe>cY)T, 

from  which  it  appears  that  two  circles  |É  and  >ii  are  mutually 
only  when 

1 

Calling  the  ensemble  of  circles  orthogonal  to  a  given  circle 
it  is  seen  that  if  the  £.  be  held  fixed  in  value,  equation  (13)  rep 
gruence  ;t .  The  quantities  \%  will,  therefore,  serve  as  homogeneot 
circle  congruence  in  the  plane.  If  the  jj.  he  assigned  definite  values 
lowed  to  vary,  the  same  equation  (15)  will  define  or  represent  the 
«  envelop  m  or  sheaf  of  congruences.  Obviously,  the  equation  (13)  ii 
tor  the  union  of  the  circle  %%  and  the  congruence  ln  the  conditic 
circle  shall  be  contained  in  the  congruence  and  that  the  congruence 
circle.  The  reciprocity  of  the  notions,  circle  and  circle  congruence, 
light  analytically. 

The  primary  concern  of  the  present  article  is  not  with  circles  1 
gruences  but  with  the  system  of  circles  common  to  (the  intersectic 
gruences.  Such  system  presents  two  (reciprocal)  aspects  according  a: 
a  «  locus  »  of  circles  or  as  an  «  envelop  »  of  congruences.  Accordine 


, 
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he  former  or  in  the  latter  way,  the  system  may  conveniently  and   in  accordance 
obvious  analogies  he  called  circle  range  or  axal  pencil  of  congruences.   A   range 
ermined  by  any  two  circles;  a  pencil,  by  any  two    congruences.    Three   circles 
belonging  to  a  same  range  determine  a  congruence;  three  congruences  not  belon- 
to  a  same  pencil  determine  a  circle.  Any  two  circles  of  a  congruence  determine 
age  all  of  whose  circles  belong  to  the  congruence,  and  any  two  ranges  of  a  con* 
ace  intersect  in  a  circle,  i,  c.T  have  a  circle  in  common  ;  any  two  congruences  of 
if  (i.  e.,  containing  a  circle)  determine  a  pencil  all  of  whose  congruences  belong 
sheaf  (contain  the  circle,  vertex  of  the  sheaf),  and  two  ranges  of  a   sheaf  de- 
sine a  pencil  of  ranges  belonging  to  the  sheaf,  a  pencil,  that  is,    whose   vertex   is 
vertex  of  the  sheaf. 

The  configuration  determined  by  the  circles  C.  is  composed    of  the    circles    Cn 

six  ranges  determined  by  the  C  taken  in  pairs,  and  four  congruences  determined 

the  Ci  taken  in  triplets.  This  entire  coordinate  configuration,  which   is    analogous 

tetrahedron  of  reference  in  ordinary  space,  may  be  named  the  tetracycle  of  re- 

The  range  determined  by  two  given  circles  %à  and  n]  intersects  each  of  the  con- 
nces  of  the  tetracycle  in  a  circle.  The  coordinates  of  these  special  circles   are  to- 
six  in  number  and  are  of  the  form 

ifld  where 

*>)  »GO  =  *(P»Pu  +P»P» ■  +  PM  =  °- 

Reciprocally,  the  pencil  determined  by  two  given  congruences  ^  and  £j  contains 
our  congruences  containing,  each  of  them,  one  of  the  circles  C.  of  the  tetracycle.  The 
«ordmates  of  these  special  congruences  together  furnish  six  quantities  of  the  form 

tfhere 
17)  *(?)  =  o. 

The  range  or  the  pencil  has  in  the  plane  four  degrees  of  freedom.  The  variables 
>  è  subject  to  the  condition  (15)  will  serve  for  coordinates  of  the  range;  and,  similarly, 
he  quantities  qjk  may  be  employed  as  coordinates  of  the  pencil,  L  e,,  if  one  care  so 
o  view  the  matter,  as  the  coordinates  of  the  range  conceived  as  axis  (axai  range), 
is  envelop,  of  a  pencil  of  congruences. 

The  condition  that  two  ranges  p  and  p*  shall  have  a  circle  in  common  is 

;i8)    »ta  p')  -  p.j» + p,sp\, + />,</>;,  +  y; + ##*; + p»p:,  =  0. 

Reciprocally,  the  condition  that  two  pencils  q  and  q'  shall  have  a  common  con- 
gruence is 

equations  (18)  and  (19)  are,  of  course,  'ges  have  a  common 

irck,  they  lie  in  a  same  congruence 

Now  let  p\  p",  p"'  be  three  0 


(*>) 


be  a  transversal  of  all  of  them,  i.  e.,  a  range  intersecting  each 
I  or  this  the  necessary  and  sufficient  <n  is    the    consistent 

equations 

w0>i  P'   )  =  °> 
*.(/>, />")  =  o, 

"(A)  =  o. 

Accordingly,  there  is  a  single  infinity  of  such  transversals  p.  As  in 
in  a  paper  read  before  the  American  Mathematical  Society  at  the 
1905,  these  transversals  constitute  a  semi-quadric  configuration  of 
analogous  to  a  system  of  generators  of  an  hyperboloid  ofonesh© 
The  transversals  of  any  three  of  the  ranges  of  the  semi-quadric 
mentary  semi-quadric.  The  figure  composed  of  the  two  semi-qua 
logue  of  the  space  hyperboloid  mentioned.   The  analogue  of  the 
paraboloid  is   furnished   by   the  two  systems  of  transversal   range 
ranges,  p\  />",  />'",  are  taken  respectively  in  three  parallel  congruen 
whose  director  circles  are  concentric. 

If  p\  p'\  pft\  plv  be  four  circle  ranges  taken  at  random, 
sufficient  condition  that  a  range,  />,  shall  be  a  transversal  of  each 
sistence  of  the  system  of  equations 

*(h  Pi    =°l 
)«(/>!  />")  =0, 

w(/>)  =0. 

Accordingly,  there  arc  two  and  but  two  transversal  ranges   of  foi 
The  transvejsal  ranges  may,  of  course,  be  real  and  distinct,  or  c 
imaginary. 

The  Construction  Problem. 


It  is  now  proposed  to  show  that  and  how,  by  Euclidean  mea; 
of  four  given  ranges  may  be  constructed,  the  given  ranges  being  subj 
except  that  their  transversals  shall  be  real. 

Let  rt9  r2,  rp  r4  be  four  such  ranges.  Denote  by  Q  the  semi- 
by  three  of  the  given  r's,   say  r% ,   r3 ,   r  .   Any  circle  congruence 
intersect  Q  in  a  coincoidal  configuration  of  circles,  L  e.,  a   configure 
and  circle  range  properties  are  as  properties  identical  with  the  point 
of  a  conic  in  ordinary  plane  geometry.  In  fact,  the  general  notion 
figuration  of  circles  is  definable  as   follows.  A   congruence  of  circles 

as  a  congruence  of  circle  ranges,  namely,  as  the  ensemble  of  circi 
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the  circle  congruence.  In  other  words,  the  congruence  is  bidimensional  alike  in  circles 
in  circle  ranges,  and  the  circle  and  the  range  are  reciprocal  elements  of  the  con- 
ce. All  the  ranges  of  a  congruence  that  have  a  circle  in  common  constitute  what 
y  be  called  a  (flat)  pencil  of  ranges.  The  ranges  of  one  pencil  may  be  paired  with 
of  another.  This  done,  the  two  pencils  will  be  projective.  Any  pair  of  correspond- 
ninges  of  two  projective  pencils  of  a  same  congruence  intersect   in   a   circle.  The 
ble  of  circles  so  obtained  is  a  conicoidal  configuration  of  circles,  a  circle  locus  of 
cod  order»  Reciprocally,  if  the  circles  of  a  range  be  paired    with   those  of   another 
range  the  two  ranges  may  be  said  to  be  projective!)*  related.  Any  pair  of  corresponding 
<ircles  of  two  projective  ranges  of  a  same  congruence   determine  a   circle  range.  The 
ensemble  of  circle  ranges  so  obtained  is  a  conicoidal   configuration  of  ranges,  a  circle 
nge  envelop  of  second  class.  Obviously,  every  configuration  of  second  order  (in  circles) 
-ilso  of  second  class  (in  circle  ranges),  and  conversely;  it  being  understood,  of  course, 
it.    the  statement  refers  to  configurations  contained  in  a  congruence. 

To  obtain  a  congruence  containing  r    construct   a  circle   D   orthogonal  to  (any) 
^o  circles  of  r  .  D  is  the  director  circle  of  a  congruence  C  containing  the  range  r4. 
Tiote  by  C'  the  conicoidal  configuration  of  circles  common  to  the  congruence  C  and 
i-quadric  Q.  Any  specified  circle  of  C  belongs  to  one  and  but  one  circle  range  of  Q. 
To  construct  a  circle  of  C  it  is  sufficient  to  construct  (two  circles   of)  a  range 
^*     Qi  and  then  to  construct  that  circle  of  the  range   that   the   latter   has  in  common 
rxù\  the  congruence  C.  To  do  this  proceed  as  follows.  Choose  any  circle   S  in    one 
^^  the  ranges  r,,  r3,  r  .  say  rt .  Construct  a  circle  D*  orthogonal  to  S  and  any  pair 
^f  circles  of  r2  or  rjy  say  r2.  Dr  is  the  director  circle  of  a  congruence  C"  containing 
5  and  ra.  To  construct  the  circle  St  common  to  C"  and  r} ,  construct  the  circle 
-ïiat  is  orthogonal  to  D'  and  the  common  points  (regarded  as  circles)  of  the  range  r, . 
a  hat  circle  is  St ,  In  case  the  circles  of  ri  intersect  in  imaginary  points,  construct  two 
vrircles  A  and  B  orthogonal  to  a  pair  of  circles  of  r  ,  and  then  construct  a  circle  or- 
lOgonal  to  Ay  By  and  D\  It  is  SJ .  The  circle  range  r  determined  by   5  and  Sl ,  as 
lies  in  congruence  Cn  containing  rtJ  has  a   circle  in  common  with  r2.  Hence  r  is 
common  transversal  of  r | ,   rx ,   r} ,   and  is,  therefore,  a  range  of  Q.  Being  a  range 
of  J2,  r  has  a  circle  in  common  with  C,  namely,  the  circle — call  it  n  —  common  to 
r  and  the  congruence    C.  Circle   <?   is  found   by  constructing  the  circle  that  is  ortho- 
gonal to  D  and  belongs  to  r:  a  construction   accomplished  as   one   of  the   foregoing 
constructions. 

In  the  manner  above  indicated  five  circles,  <j,  vt ,  <j2  ,  <j,  ,  <j  ,  may  be  constructed, 

of  them  belonging  to  the  conicoidal  configuration  O  of  circles  common  to  the  con- 

uence  C  and   Q.  The  circle  ranges  determined  by  the  <r1s  taken  in  pairs  arc  all   of 

them  contained  in  C.  So,  too,  is  r .  Hence  r^  has  a  circle  in  common  with  any  one 

of  the  ^-ranges. 

Consider  next  the  six  ranges  (*,  uj,  (*,  e^  (?,  <jJ  and  (*( ,  sa),  (<st ,  */),  (*, ,  a^. 
The  first  triplet  belong  to  one  flat  pencil  of  ranges  ;  the  second  triplet  to  a  second  such 


CORRA  DINO     If  IH  E  O. 


Si  vede  dunque  che  nel  punto   ®t    il  vettore  F*  è   diverso   da  zero,  il 
F[F"  è  zero,  mentre  è  FftF'tf^o;  vai  quanto  dire  che  l\  air  va,  per  li^i,1 
punto  f|  un  regresso  di  2*  specie  s),  la  cui  tangente  cuspidale  ha  la   stessa 
del  vettore  P't'. 

Se  invece  è  |/j|  <  i,  ammette  radici  reali  l'equazione 

b  -f-  cos  *p  -=  o, 
e  chiamando  ancora  f%  Parco,  compreso  tra  o  e  ^,  tale  che  si  abbia 

h  -f-  cos  <p,  =  o, 

cioè  P"  ^  o,  P[Pf,t^éo;  sicché  il  punto  <p(  è  in  questo  caso  un  punto   ordinario 
la  curva,  e  la  tangente  in  esso  L  parallela  al  vettore  fondamentale  /. 
6.  Dalla  (3)  si  ricava  per  l'arco  s  delta  curva  studiata 

1  -f-  h  cos  <p 


os) 

si  trova,  nel  punto  ft , 


OiO 


1  V  -dy  *j-  costante, 

j/i  -f-  h*  -f-  2fccosç 


L'equazione  intrinseca  della  curva  si  può  avere  eliminando  il  parametro  9  tra 
(19)  e  la  (13),  o  anche  seguendo  un  procedimento  indicato  dal  Loria   (luogo 
p,  55))  nel  caso  in  cui  si  conosca  l'equazione  polare  della  radiale. 

SÌ  trova 


(20)  s  = 

Ponendo 

(21) 


costante. 


r._o+*y-p' 

1  —  ~         4Ä 


k'  = 


(i+fcy 


la  (20)  si  può  mettere  sotto  la  forma 


LA.  l  +  \~*h<'i\ 


costante, 


dalla  quale  sì  vede  che  Parco  della  curva  si  esprime  per  mezzo  di  un  integrale  ab 
(nella  forma  normale  di  Legendre).  Esso  si  scompone  facilmente  in  due  integrali,  1 
di  prima  e  Faltro  di  seconda  specie,  giacché  si  ha 


d% ih_    r  iMdi 


5)  Cfr,  Peano,  Lt^'oni  di'  analisi  inJìttiUsimak,  voi  ÎJ,  p.  90;  0  anco  :  BuRALl-Fom,  Sopri  slum 
punti  singolari  Mit  curve  pian*  t  gobbe  [Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  voi.  XXXV 
(1900-901),  pp.  93S-938],  p.  958, 
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and  Q  would  be  identical,  a  result  excluded  by  the  assumed  choice  of  ranges 
r4  ;  hence  the  four  Q"s  have  no  range  in  common,  It  is  however,  obvious 
triplet  of  Q'*s  have  one  common  range,  and  that  any  pair  of  the  Q"s  have 
a  pair  of  common  ranges.  Any  Q*  is  constructible  by  the  method  given  above  for  a  Q. 
The  hypcrboloîdal  circle  range  configurations,  H1J},  H^.%  Hv % ,  "»^i  composed 
respectively  of  the  Q's  eacn  taken  with  the  corresponding  Q\  hang  together  about, 
ave  in  common,  two  ranges,  viz.,  p,  and  pa.  Any  three  of  the  H's  have  in  common 
three  ranges,  i.  e.,  a  degenerate  circle  configuration  of  third  order  composed  of  a  range 
lod  a  degenerate  conicoidal  circle  configuration  p(  and  pa  ;  while  1  pair  of  the  H's  have 
four  ranges  in  common,  i.  e.,  a  degenerate  circle  configuration,  of  fourth  order  :  two 
degenerate  conicoidal  circle  configurations,  one  composed  of  pf  and  pâ,  and  the  other 
of  two  other  ranges  dependent  on  the  pair  of  H's  chosen. 

The  radical  axes  of  the  circle  ranges  composing  a  Q  envelop  •  conic  C.  The  conic  O 
■ped  by  the  radical  axes  of  the  ranges  composing  the  complementary  scmi-quadric 
is  identical  with  C.  That  is,  the  twfo  conies  thus  associated  with  the  two  comple- 
ta ry  scmiquadrics  composing  a  quadric  H  coincide,  each  line  of  the  conic   being 
?Ic.  counted  once  as  radical  axis  of  a  range  of  Q  and  once  as   radical  axis  of  • 
"crent)  range  of  Q\  The  four  conies  thus  connected  with  the  four  foregoing  H's 
(in  the  general  case  under  consideration)  all  of  them  distinct.  All  of  them  are  tan 
the  radical  axes  of  p(  and  p,  ;  any  three  of  them  are  tangent  to  the  radical  axis  of 
of  the  given  ranges  r, ,  r3,   r},  r  ;   any  two  of  them  are  tangent  to  two  of  the 
r's;  and  any  one  of  them  is  tangent  to  three  of  the    axes    of  the    r's.    Hence, 
fours  r*$  beis  1   and  their  common  transversal  ranges  pt  and  pl  being  con- 

.,  the  four  conies   may   be  constructed   by  constructing  (in  the  usual  way)  the 
determined  by  the  four  sets  of  five  lines  each,  a  set  consisting  of  the  axes  of 
pa  and  three  of  the  four  raxes. 
The  matter  of  these  conies  may  be  regarded  from  a  more  commanding  point  of 
.  It  has  been  pointed  out  that  a  given  circle  congruence  and  a  given  Q  have  in 
ion  (intersect  in)  a  conicoidal  configuration  of  circles.  Plainly,  the  same  congruence 
the  complement  Q'  of  Q  determine  the  same  intersection  ;  L  e.,  a  circle  congruence 
an  H  determine  as  their  intersection  a  conicoidal  configuration  of  circles.  Now  the 
semble  of  lines  of  the  plane  is  a  (special)  circle  congruence,  the  congruence,  namely, 
infinite  circles  (lines)  orthogonal  to  the  infinite  line  (a   circle)   of  the   pbne.   The 
fcoidal  configuration  of  circles  that  is  determined  by  the  special   circle  congruence 
^Honed  and  any  given  H  obviously  is   a   conicoidal   circle-configuration   of  infinite 
(Unes);  accordingly,  die  configuration  is  an  ordinary  class-conic.  Hence,   it  ap- 
i  it  ought,  that  every  plane  envelop  of  second  class  is  regardable  as  a  special 
of  a  second  order  plane  ration  of  circles.  The  passage  here  of  the  notion 

order  (of  circle  locus)  over  into  the  notion  of  class  (of  line  envelop)  is  notewon 
ictry  obviously  demands  thai  the  reciprocal  thing,   too,   should    happen.    It   does 
Ad  which  may  be  seen  as  follow  »mcoidal  circle  configuration  (circle 
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locus  of  second  order)  cut   from   an   H  or  other  quadric  circle 
plane  by  a  circle  congruence,  lies,  of  course,  in  the  congruence 
as  above  noticed,  also  a  congruence  of  circle  ranges.  Accordingly, 
cle-configuration  (second  order  circle-locus)  presents  a    reciprocal 
conicoidal  configuration  of  circle  ranges,  i.  e.,  a  circle  range  envelop 
If,  now,  a  conicoidal  configuration  of  circles  (circle  ranges)   be 
circle  congruence  composed  of  infinite  circles  (lines),  then  not  only 
configuration,  when  viewed  as  a  circle  locus,  an  ordinary  second  cla. 
but,  since  the  special  congruence  as  a  congruence  of  circle  ranges 
the  flat  pencils  of  lines  of  die  plane,  the  conicoidal  configuration, 
envelop  of  circle  ranges,  is  an  ensemble  of  flat   line-pencils   whose 
an  ordinary  second  order  locus  of  points.  Thus  it  appears  not  only 
reciprocal  passage  from  the  notion  of  circle  range  envelop  to  poin 
but  also  that  the  second  order  locus  of  points  is  properly  a  locus 
just  as  the  second  class  envelop  of  lines  is  an  envelop  of  point  rangi 
it  is  worth  noting,  if  one  really  cares  for  o  the  nice,  sharp  quillets 
a  line  as  given  by  intuition  or  by  Euclid  or  viewed  as   a  circle  w 
taken  as  element  (and  is,  therefore,  neither  Jinal  nor  com 

a  range  of  points  than  a  point  is  a  flat  pencil  of  lines.  The  fact 
might,  one  never  does,  study  the  «  point  »  geometry  or  the  «  li 
plane.  A  locus  of  a  points  »  has  no  tangents,  and  an  envelop  of 
tact  points.  When  «  point-line  »  geometry  is  spoken  of,  what  is 
geometry:  a  distinction  that  ordinarily    may   be   and    is   disi x 
junctures  compel  one  to  recognize. 


carded 


A  Criticism  and  a  Query. 

Besides  the  interest  of  the  foregoing  construction  problem  re 
properly  to  the  geometry  that  arises  from  employing  the  circle  rang 
ment  of  the  plane,  it  has  a  further  interest  as  being  the  analogue   o 
constructing  the  transversals  of  four  lines  of  space.    Logically,    the   t 
identical  Both  are  tridimensional,  though  the  data  of  the  former  are  i 
while  those  of  the  lauer  are  distributed   in   space.   The  latter  is   usu 
the  Euclidean  fashion  for  space  constructions,  by  employing  the  plan 
the  other  hand,  the  former  is  solved  without  using   the   analogue   oj 
the  circle  congruence,  as  element.  Unless,  then,  the  nature  of  ordinar 
an  extra-logical  condition  on  the  space  problem,  this  latter   must  be 
assuming  the  plane  as  element.  Are  all  solvable  problems  in  which  t 
and  the  plane  are  customarily  employed  as  coordinate  elements*  solvabh 
use  of  the  plane  as  element? 

New  York»  N,Y.,  June  8*\  1907. 
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SÜLLE  EQUAZIONI  LINEARI  TOTALMENTE  ELLITTICHE 
ALLE  DERIVATE  PARZIALE 

Memoria  di  Eugenio  Elia  Levi  (Pisa). 


Adunili  dei  14  lugho  1907« 


Introduzione, 


ZZI. 


[*(0  =  JE^^^T^il     i+k^2ti  —  i;     Bik  =  Bik(xy);     alm  =  aim(xy)j 

ione  differenziale  lineare  di  ordine  2«  i   cui  coefficienti   ammettano  derivate 
»ntinue  fino  all'ordine  che  è  uguale  alla  somma  dei  loro  indici. 

«(M)^a(.o-m^-^V=o 

dxay 

!['■■  - (-  ■''-' B» + U-  *1$)  0)  ^  +,  1  Jgfc] 

done  aggiunta  della  ^(0- 
doniamo: 

-   J 


r     c 

+ 


N  =  Espressione  analoga  in  cui  sono  scambiati  x  cd  y; 

hi  saranno  funzioni  biiineari  in  ^  e  nelle  sue  derivate  di  ordine  ^2«  —  I,  ed 
e  nelle  sue  derivate  di  ordine  Z2»  —  1.  Si  sa  ')  allora  che,  detto  C  un  campo 
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in  cui  esistano  e  siano  finite  ^  u  e  le  loro  derivate  dì  ordine  ^  2  n 

si  ha 

fJl*4tO~t*Wß***J=  f[Mdy-Nd 

e 

Se  dunque  £  soddisfa  alla  (i)  ed  u  soddisfa  alla  (§(r*)  =  o,  j 
(4)  ffuF(xy)dxdy=f(Mdy  —  Ndx). 


Questa  formula  ha  rispetto  all'equazione  (1)  l'ufficio  che  ha 
nella  teoria  dell'equazioni  di  2°   ordine.   Ed   infatti   mostreremo    facili 
messo  che  della  (2)  si  conosca  una  soluzione    u(xy;  xtyt)   dipender 
xtyì  e  tale  che  per  x  =  .rì,  y=yt  presenti  una  singolarità  di  tipo  log 
preciseremo,  ed  ammesso  che  siano  nod  i  valori  che  una  soluzione 
sul  contorno  e  insieme  con  quelli  delle  sue  derivate  di  ordine  ^  2 1 
mula  ci  permette  di  esprimere  il  valore  della  ^  in  un  qualunque  pi 
questi  valori. 

2,  Ed  invero  si  supponga  che  la  funzione  u(xy\  xf<y()  per  ( 
continua  insieme  colle  sue  derivate  di  ordine  Z~in  e,  come  si  disse, 
e  che  per  Çxy)  =  {x}yt)  le  derivate  di  ordine  2« — 1  di«  divengar 

ordine  rispetto  a  — [r  =  tf(x  —  *,)*  -j-  [y  — ->,)*]  e  quelle  di  ore 

rV^*  ti 

finite  o  divengano  infinite  d'ordine  <  1;  talché  fa- 


resti cost 


ad  una  certa  quantità  finita   per  i-j-A"  =  2« — t7  mentre  per  i-\-k<C 

lim  f  -.,-**  =  o. 
r*o    óx  oy 

Si  descriva  intorno  al  punto  %%y%  un  cerchio  t  di  raggio  a,  di 

contorno.  Si  applichi  la  (4)  assumendo  come  campo  C  il  campo  C 

torno  è  formato  da  e  e  da  ct  ;  e  si  avrà 

f  fuF(xy)dxdy  =  f(Mdy  —  Ndx)~f(Mdy 

C-T  i  u 

Si  faccia  tendere  t  a  zero,  A  causa  della  supposta  continuità  di 

rivate  di  ordine  <[  2  «,  e  del  fatto  che  la  M  e  continua    insieme   colle 

ordine  <  2«  —  1  e  al  più  hanno  nel  punto  (xy)  =  (*,.?,)  un  infinì" 

nore  di  1,  sarà 

2* 

lini  /  {May  —  Ndx)  =  lim  /  [Ma  cos  3  -f-  Na  sen  3] 

u  » 

alt 

=  i{xt j  ) lini  /  [M| acosi  -\-  Nta sen  a] à &, 

o 

dove  Mt  ed  Nt  sono  dau  da  quella  parte  di  (3)  che  contiene  derivate  di 
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divisa  per  i: 

r        d—lu  i    ^  d^'u      1 

1  —  ~    I  Utm0  òx**~*         2    2-™aì*-mm  dx2"~m~ldym J' 

Ammettiamo  che  il  limite  precedente  esista:  per  )c  ipotesi  fatte  sopra  la  u{xy;  xtyt) 
sappiamo  soltanto  che  la  quantità    /  [Mv a  cos  3  -j-Nta  sen  3]dz    è  sempre  finita, 

unque  piccolo  sia  a.  Inoltre,  poiché  uF{xy)  è  certamente  integrabile  superficialmente, 

lini  /   /  u F(xy)dxdy  =    /   /  uF(xy)dxdy* 

"°c-t  "e 

Quindi  si  ha 

ITT 

tF(xy)dxdy  =  /  [Aftìfx —  Affi  y] —  £(*,)',)  lim   /  [M(dcos  3  +  JV,  tf  sen  sjdar. 

e-  o 

Se  allora  si  suppone  che  il  limite  contenuto  nel  secondo  membro  sia  ^o  si  avrà 

K(xj,)= — - — ï [-yy^^y^+y^*-^,]]. 

lim  /  [Af^cos^-f-^ösensjüb  C 

o 

3.  La  formula  (6)  è  di  capitale  importanza  nella  teoria  delle  equazioni  (1)  cui 
può  applicarsi:  di  quelle  equazioni  cioè  la  cui  aggiunta  ammette  una  soluzione  u 
soddisfaccia  alle  condizioni  del  n°  precedente  [e  per  cui  si  può  mostrare  che  il  limite 
compare  in  (6)  esiste  ed  è  7^  o]. 

Su  essa  infatti  si  può  far  poggiare  la  dimostrazione  del  carattere  analitico  delle 
doni  della  equazione  (1)  quando  i  coefficienti  siano  analitici^  come  del  resto  si  vedrà 
diffusamente  in  seguito.  E  quindi  dedurre,  ad  esempio,  il  teorema  di  unicità  per  il 
>lema  di  Cauchy  relativo  all'equazione  (1)  nel  caso  che  i  dati  iniziali  siano  analitici 
non  supponendo  a  priori  analitiche  le  soluzioni  dell'equazione. 
Ma  di  più  essa  ci  dà  utili  indicazioni  sulla  natura  dei  problemi  dei  valori  al  con» 
rno  che  possiamo  porci  per  queste  equazioni  dal  punto  di  vista  delle  funzioni  di 
riabili  reali.  Così,  ove  sia  provato  che  esista  una  soluzione  di  (2)  che  prenda  assegnati 
ori  al  contorno  insieme  colle  sue  derivate  dei  primi  n~  1  ordini,  risulta  da  (6)  che  le 
luzioni  di  (1)  sono  completamente  detcrminate  pei  valori  che  esse  e  le  loro  prime 
—  1  derivate  prendono  sui  contorno.  Basti  osservare  che  potremo  in  questa  ipotesi 
>vare  una  funzione  u  che  soddisfaccia  alle  condizioni  del  n°  precedente  ed  abbia  nulle 
contorno  le  sue  derivate  dei  primi  n  —  1  ordini.  Ora  nell'espressione  di  M  cd  N 
somma  degli  ordini  di  derivazione  di  1  e  di  u  è  sempre  Z2iì—  i?  quindi  le  de- 
ate  di  ^  di  ordine  ^  n  compariranno  moltiplicate  sempre  per  una  derivata  di  u  di 
line  ^  w  —  1  :  e  perciò,  ove  la  u  abbia  nulle  al  contorno  le  derivate  dei  primi  n  —  1 
lini,  la  (6)  esprime  ^  per  i  valori  che  essa  e  le  sue  derivate  dei  primi  n  —  1  ordini 
>ndono  sul  contorno.  Onde  Fenunciato  teorema  di  unicità.  E  la  corrispondente  dima- 


4*    rcj    ic  LuiiuiziuiJi   iujuumc  Litri   il     ,£   ana   ìuiiziuuc  u\^xyj  xlyl)  UUI 
essa  deve  avere  un  punto   singolare   isolato,   e   deve  essere  soluzione 
%  (m)  =  o.  Per  un  teorema  del  Delassus  ^)  si  può  prevedere  che  ciò  noi 
sere  che  quando  le  caratteristiche  dell'equazione  (|ì(m)  =  o  — e  quindi  ani 
zione  (i)  —  sono  tutte  immaginarie  :  O,  come  diremo  più  brevemente,  q 
zione  è  totalmente  ellittica. 

Chiameremo  soluzioni  fondamentali  JeH'eijuaiione  (Grundlösuiigen) 

(2)  <60)^aoo+  y  *  *^i  =  0 

M    m       a  A  o  V 

le  soluzioni  di  questa  equazione  che  soddisfanno  alle  condizioni  del  n°    2. 
delle  soluzioni  fondamentali  per  le  equazioni  lineari  ellittiche  di  secondo  ore 
i  coefficienti  dell'equazione  sono  funzioni  analitiche  di  x  ed  y  fu  compiuta 
diversi  da  una  parte    dall'  Hilbert   e    Jali'HHDRicK    4)>    dall'altra    dal    Picaj 
I'Holmgren  5).  Per  le  equazioni  totalmente  ellittiche  di  ordine  superiore  le 


a)  Cfr,  la  mia  Nota  :  Sul  problema  di  Cauchy  [Rendiconti    dell'Accademia    dei    Lin 
vol  XVI,  2°  semestre  1907,  pp.  io$-ii2], 

3)  E.  Delassus,  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  reU 
Scientifiques  de  THcolc  Normale  supérieure,  3e  série,  L.  XII  (1895),  pp.  S.S5-S.123J 
rema  del  Delassus  ha  portata  leggermente  diversa  da  quella  che  occorrerebbe  arimene 
precedente  avesse  vigore  di  deduzione«  Per  esso  infatti  si  afferma  soltanto  che,  supposta 
a  coefficienti  analitici,  se  in  un  punto  una  sua  soluzione  non  è  sviluppabile  in    serie   di 
nun  e  neppure  sviluppabile  in  serie  di  Taylor  in  nessun  punto  di  ogni  caratteristica  r«. 
onde  risulta  che  le  soluzioni  non  possono  avere  singolarità  isolate  dal  punto  di  vista  di 
variabili  complesse,  non  già  dal  punto  di  vista  delle  funzioni  di  variabile  reale.  Tuttavia  e 
e  lo  studio  delle  equazioni  del  2°  ordine  giustilicano  U  presunzione  del  testo,  Cfr.  pure 
craies  des  équations  limaires  aux  dérivées  partielies  du  second  ordre  à  deux  variables 
[Annales  Scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  jc  série,  t.  XII  (189s),  pp.  227-316];  S 
linéaires  aux  dérivées  partielles  [Journal   de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5e 
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■too  finora  al  caso  in  cui  l'equazione  sia  a  coefficienti   costanti    e   contenenti    solo 

di  ordine  massimo  (aim  =  cost.,  bik  =  o)  :  in  questo  caso  il  problema  si  trova 

tipicamente  risoluto  in  ud  lavoro  del  Somigliana  6). 

Nel  presente  lavoro  io  mi  propongo  di  mostrare  resistenza  delle  soluzioni  fonda- 

ïntali  per  le  equazioni  ellittiche  di  ordine  superiore  :    mi    pare    però    che    il    metodo 

sia  senza  efficaci.!  anche  nel  completare  i  risultati  noti  per  le  equazioni  del  secondo 

rdine:  poiché  in  esso  non  è,  come  m  vedrà,  minimamente  fatta  l'ipotesi  che  i  coeffi- 

iti  dell'equazione  siano  analitici.  Ad  ottenere  tale  risultato  è  dedicato  il  §  I. 

Nel  §  II  dimostro  il  carattere  analitico  delie  soluzioni  delle  equazioni  (i)  a  coeifi- 
iti  analitici  poggiandomi  sui  risultati  del  §  I.  Nel  ì  III  do  alcune  generalizzazioni 
risultati  precedenti  alle  equazioni  in  più  variabili  ed  ai  sistemi  di  equazioni.  Rimando 
per  le  indicazioni  bibliografiche  relative  a  queste  generalizzazioni  dei  problema  7). 

si- 

Ipotesi  e  concetto  generale  del  metodo. 


dx'dyk  /_    ut».  dxldym 

equazione  di  cui  ci  proponiamo  di  trovare  le  soluzioni  fondamentali.  Supponiamo  che 

in  un  determinato  campo  C  del  piano  xy  i  coefficienti  aJm(xy)  siano  finiti  e  continui 

.me  colle  loro  derivate  dei  primi  in  -\-  i  ordini,    mentre  per  i  coefficienti  hik  non 

imo  altra  ipotesi  che  quella  che  siano  finiti  insieme  colle  loro  derivate  prime  in  C* 

Inoltre  supporremo  che  in  C  le  radici  dell'equazione  delle  caratteristiche 

(7)  £    %.(**)«?  =âô 

siano  tutte  complesse,  e  limitate  e  continue  insieme  colle  loro  derivate  dei  primi 
(2«  -f"  0  or^iffi  9)i  e  che  esse  abbiano  in  tutto  C  multiplicity  costante.  Indicheremo 
con  xi ,  flttJ  , . .  ,  *a((l_,i  *lm  le  radici  e  porremo 

(*  >)  =  p^xy)  +  iqXxy),       *Axy)  =  M*j)  —  *&(**)       [f«(*y)  >  °]> 

per  modo  che  due  radici  successive  siano  complesse  coniugate,  e  quella    di    indice    di- 

^ö)  Somigliala,  Sui  sistemi  simmetrici  dì  equazioni  a  Jet  ivate  parikìi  [Annali  dì  Matematica 
pura  ed  applicata,  serie  II,  t.  XXII  (1894),  pp.  Î43-156J,  5  2. 
7)  I  principali  risultati  di  questo  lavoro  furono  già  enunciati  in  una  Nota  pubblicata  nei  Rendi- 
conti dell' Accademia  dei  Lincei,  poetante  lo  stesso  titolo  di  questo  lavoro  medesimo  [serie  V,  voL  XVI, 
r°  semestre  1907,  pp.  932-938]- 
8)  Potremmo  aumentare  l1  economia  delle  ipotesi  non  imponendo  che  le  û!m  e  le  radici  ot;  ab- 
biano derivate  di  ordine  2  n  -f-  1  finite  e  che  le  bik  abbiano  derivate  prime  finite,  ma  chiedendo  solo 
elle,  se  J(xy)  e  una  qualunque  delle  derivate  2 «esime  delle  atm  o  delle  et,  oppure  è  una  bik ,  essa 
soddisfaccia  alla  condizione  che  i  rapporti  incrementali  di  J{xy)  sui  vani  raggi  per  xy  siano  integra- 
bili uniformemente  anche  ridotti  ai  loro  valori  assoluti. 


2  So 


EUGENIO    ELIA    LEVI 


spari  abbia  il  coefficiente  dell'immaginario  >  o  :  per   le    ipotesi 
numeri  positivi  (a  ed  M  tali  che  in  C 

(8)  iX*y)>r>     K^K«    <«  =  '. 

Queste  ipotesi  portano  seco  che  in  C  si  abbia  almQ  ^  o,  a^ 
Ciò  premesso,  noi  cercheremo  di  porre  la  funzione  u  sotto  la 


(9) 


*(*ys  *!?,)«+(*  )  +  J  J  H*y*  C*Vtìta 


valendoci  delle  due  nuove  funzioni  indeterminate  $(xy;  xtyt)  e/(j 
dì  raccogliere  sopra  la  prima  tutte  le  condizioni  dipendenti  dal  comj- 
alle  derivate  di  u  per  (,\y)  =  (.v^)  e  sopra  la  seconda  la  condizion« 
disfaccia  alla  (2), 

A  ciò  siamo  indotti  dall'osservazione  —  che  varie  considerazioni  3 
e  che  del  resto  noi  giustificheremo  diffusamente  nel  seguito  — che,  ap 
è  finita  e  continua  in  tutto  C  od  anche  diviene  infinita   in    (.v  y)  =  ( 

^  1,  Integrale  JV(xy;  xtyì)  =  J  j  ty(xy;  ln)f(Zn;  xty 

hanno  una  singolarità  di  ordine  minore  che  ^  (xy  ;  xt  yÉ)  e  le  derivate  co 
che,  realmente,  ove  la  $(xy;  xtyt)  abbia  il  comportamento  assegnato 
e  sia  stato  possibile  determinare  la  /(a  v  ;  rtjr§)  per  modo  che  siano  : 
dizioni  ora  dette,  anche  la  funzione  (9)  si  comporta  nel  modo  voluto 

Deduciamo  una  condizione  che  viene  a  limitare  immediatamente  1 
zione  y(x)s  x,  v,).  La  funzione  *,  e  quindi  la  v|>,  debbono  avere  le  1 
2ft  —  1  infinite  di  primo  ordine  in  (xy)  =  {xtyt\  quindi  ancora  le  d< 
in  infinite  di  secondo  ordine  in  (*v)  =  (jcjt);  mentTe  in  questi  pu 
secondo  membro  di  (9)  ha  derivate  di  ordine  in  con  infinito  di  ordì 
somma  dei  termini  di  fc(")  che  hanno  singolarità  di  secondo  ordine 
è  precisamente  data  da  A[^(xv;  %,},)]•  quindi  la  $(xy;  xtyj  pure 
2  w-esime  con  infinito  di  secondo  ordine  dovrà  essere  tale  che  ivi  A  (i 
golariti  di  ordine  <  2  soltanto. 

Noi  partiremo  da  una  particolare  funzione  $(xy\  xty%)  che  sodd 
condizione  e  vedremo  che  per  essa  in  virtù  di  questa  condizione  medi 
nazione  della  funzione /(*  y  ;  xtyt)  è  ricondotta  alla  risoluzione  di  un 
tegrale  del  tipo  studiato  dal  Fredholm,  e  che  la  funzione  f(xy;  xtyt 
tiene  soddisfa  alle  condizioni  che  abbiano  supposte  per  essa  in  questo 


1 


La  funzione  ty(xy;  *,?,)• 

6,  Per  maggiormente  fissare  le  idee  aggiungiamo  una  ipotesi 
n°  precedente  :  supponiamo  cioè  che  tutte  le  radici  «  di  (7)  siano  ser 
estenderemo  i  nostri  risultati  all'ipotesi  che  le  radici  abbiano  in  C  multi 
purché  costante  (n°  18). 
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In  questa  ipotesi  il  discriminante  di  (7) 
d  = 


sempre  ^  o. 

Si  chiami  4,  il  complemento  algebrico  di  a*11"1  io  d  diviso  per  d  medesimo  :  sarà 

funzione  di  x  ed  y  sempre  finita  e  continua  in  C  insieme  colle   sue   derivate 

ime  £  in  -f-  1.  Inoltre  per  l'ipotesi  fatta  al  o°  5  che  x2ii  ed   %3i  fossero  com- 

coniugate,  anche  d3iì  e  d3i  saranno  quantità  complesse  coniugate  9). 
Si  ponga  infine 

a.(xy;  Ctì)  =  (x  -  $«,(*?)  +  y  —  1»  ; 
e  fsti  saranno  ancora  quantità  complesse  coniugate.  Ê  facile  dimostrare  che  U  rap- 
di  **(xy;  $ti)  ad  r(xy;  $r,)  =  )/{x  —  £)*  +  (y  —  ^)a  è,  finché  il   punto  xy 
aane  in  C,  sempre  limitato.  Invero  indichiamo  con  i  il  massimo  intero  contenuto  in 


-m 


;  e  si  ponga 

>  -      _  0»;  +  m*  -  ir  +  »friifr  -  öö  -  tì  +  (»-">' 


H  massimo  ed  il  minimo   valore  di  a   per   tutti  i   possibili   valori   di  In   sono  le 
dell'equazione 

indi  è  sempre 


t!  -  |/ttl±Ä±!Z_f.<i<Ä±Ä±«  +  j/(^±li-_„.. 

E  per  le  ipotesi  (8)  : 

E  quindi  a  maggior  ragione  si  ha,  qualunque  sia  ;, 
Sr^1r<KK(M  +  i)r. 
7.  Premesse  queste  notazioni,  assumeremo  come  funzione   -^(x^;  £*0  ia   espres- 


Infatti  per  ottenere  la  quantità  coniugata  di  U  nel  denominatore  scambiare  le    righe 

ove  [eoo  che  lo  vi  moltiplica   per   (—  t)"J    e    nel   numeratore  mutare    Ij    riga   (2*—  r)-c«ma 
compie»!  coniugati  e  scambiare  a  due  a  due  le  rest.  .implemento    il- 

eo dì  **7-\  *  quello  di  et""1  moltiplicato  per  (—  i)"-*:  quindi  si  deduce  l'affermazione  del  : 
ta)  La  fun*ì  1  data  da  (1$)  e  la  »olurionc  fondarne*  aha. 

uaiîdo  è  bth  ss  o,  atm  =  co«.  Vedi  Somigliala,  L  c,  °). 

Urna     Ott,  Më*im.  l'éltrm*,  |.  XXIV  (»'-1  »«a».   1^07 >.  —  $ump«to  il    16  •  cltca»b  rt     | 


Per  ciascuno  dei  logaritmi  della   formula  precedente  occorrer 
rninazione  arbitraria,  per  modo  però  che  log  ffai-|  e  log  *su  siano 

Questa  funzione  è  reale.  Questo  segue  immediatamente  JaU*ip 
orinazioni  dei  logaritmi;  e  dalle  osser  iel  n°  precedente  su  di 

ogni  termine  di  ordine  pari  è  coniugato  del  termine  antecedente 

La  funzione  if{xy\  Çtî)  h  monodroma  quando  xy  e  |*j  sono 
immaginaria  di  <J3i_t  e  <xai  è  +  ?,(A\)0(A  ~~0  e  si  annulla  solo  per 
(xy)  descrive  un  giro  attorno  a  (£yì)  [o(;m)  descrive  un  girr 
o^  tagliano  due  sole  volte  Tasse  reale  da  parti  opposte  dell'origine 
ai  due  valori  di  (*.y)[(^r»)j  P**  cu*  *  =  £;  e  àoè  rispetto  alTorigii 
giro  solo.  Di  più,  siccome  tutti  i  <jXxy)  sono  positivi,  si  vede  che  q 
gira  in  un  determinato  verso,  tutti  i  n  per  cui  ;  è  pari  girano  in  u 
tutti  i  ti  per  cui  ;  è  dispari  girano  nell'opposto:  quindi  loge  per  un  j 
attorno  a  (;*))[(*>)]  aumenta  di  i( — iy$«f.  La  funzione  (13) 


Ma 


±**i%dt{xy)*fixjìur->. 


*,l*y9  l*y~  =  il  (2 n  m  2)  *7(*y)(*  -  lT(y  - 

onde,  ricordando  il  significato  di  dfay),  si  deduce 

Quindi  la  funzione  <]«  è  monodroma,  sia  considerata  come  funzic 
(£»)).  Inoltre  per  le  diseguaglianze  (12)  ha  nei  punti  (jcv)=(;t))  ui 

>2»-3- 

8.  Andiamo  a  studiare  le  derivate  successive  di  <|/(xv;  £»)  rapp 
Si  ha: 

^  _/, „n;^  e Ma  t— Y-  *\~.v.  t~..  r.v-ji r—  t-y± 


(14), 


H=(2b— 2>£,(-i)'^(xv)a;<xv>/(xv;  Cri)"  Jlog5,( 


*tli-Wf^tk*-§ 


• 


dove  pitlo  e  PIO  sono  funzioni  razionali  intere  delle  (x  —  £)  e  (j  —  n] 
sione  entrano  le  radici  a;  e  le  loro  derivate  prime.  In  virtù  delle  dis 
esse  avranno  in  (x^)  =  (;■/•,)  uno  zero  di  ordine  \2«  —  2  e  m 
mente,  onde,  mentre  i  due  ultimi  termini  hanno  uno  zero  di  ordine  ^ 
ha  uno  zero  di  ordine  ^211-40  <  2  w  —  3. 

Analogamente  per  g-E, 
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questa  ipotesi  il  discriminante  di  (7) 


d  = 


npre  ^  o* 

ii  chiami  dj  il  complemento  algebrico  di  a*"^1  in  d  diviso  per  d  medesimo  :  sarà 

ia  funzione  di  x  ed  v  sempre  finita  e  continua  in  C  insieme   colle   sue   derivate 

line  Zi  in  ^r  1.  Inoltre  per  l'ipotesi  fatta  al  n°  5  che  «^      ed   x2i  fossero  com- 

coniugate,  anche  àtii  e  dxi  saranno  quantità  complesse  coniugate  9), 
5i  ponga  infine 

*,(*>;  I*)  =  0  -  !)«/(**) +y — *ì 

<xai  saranno  ancora  quantità  complesse  coniugate.  È  facile  dimostrare  che  il  rap- 
di  *;.(a7;  l'n)  ad  r(jcj;  £ in)  =  ^(a*  —  £)2  +  (y  —  tj)3  è,  finche  il  punto  x)f 
ne  in  C,  senìpre  limitato.  Invero  indichiamo  con  i  il  massimo  intero  contenuto  in 


■;  e  si  ponga 

x.  .  W.  _ (rt  +  gQfr-O'  +  'Mifr-EXj  -*)  +  (?-*)' 

massimo  ed  il  minimo   valore  di  a   per   tutti  i   possìbili   valori   di  Si   sono   le 
dell'equazione 

quindi  e  sempre 

Ì±£±I  _  ^+i±ir_,; < x  <tì±il+ -  +  j/C_£l+^±0!_s;. 

E  per  le  ipotesi  (8): 

ÄFTT<x<Mi  +  I- 

E  quindi  a  maggior  ragione  si  ha,  qualunque  sia  /, 

7.  Premesse  queste  notazioni,  assumeremo  come  funzione  $(xy;  E  ïï)  la   espres- 
se ,0) 


9)  Infatti  per  ottenere  la  quantità  coniugata  di  dj,  .  basta  nel  denominatore  scambiare  le  righe 
ccessive  [con  che  lo  si  moltiplica  per  (—  i)"J  e  ne!  numeratore  mutare  la  riga  {zi—  cresima 
Ila  complessa  coniugata  e  scambiare  a  due  a  due  le  restanti  :  con  ciò  si  passa  dal  complemento  al- 
brieo  di  *lf_t  a  quello  di  aai      mofópHcatO  per  ( —  l)P-*t  quindi  si  deduce  Farle rm azione  del  testo. 

10)  La  funzione  ^(x  y;  ; /})  data  da  (13)  è  la  soluzione  fondamentale  di  (2)  data  dal  Somigli  an  a, 
landò  è  b,|  =  o,  alm  ss  cost.  Vedi  Somigliala,  L  c.  fl). 

Riad.  Cirt,  MoÀtm,  Palttmo,  i,   XXIV  (i°  ìciu.   1907^  —  Stampato  il    16  settembre    1907. 
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ranno  continuamente  in  seguito.  11  primo  non  è  che  un  caso  p; 
tuttavia  lo  enunciamo  a  parte  per  maggiore  chiarezza. 

A.  Si  consideri  l'integrale  W{x)  —   f    ^{xy)f(j)dyì  e  si 

la  funzione  <]/  (*\y)  sia  sempre   finita  esclusi   i  punti  in  cui   %  =  y    dove 

infinita  di  ordine  x  <  i,  l'infinito  principale  essendo  — -,  La  funzione 


*— y 

i°  è  finita  in  tutti  i   punti  in   cui  la   funzione  /(x)  è  finita  o  diventi 
ordine  ß  per  modo  che  «  -|*  ß  <  l  m> 

2°  diviene  al  più  logaritmicamente  infinita  in  tutti  i  punti  in  cui  la  fui 
diviene  infinita  di  ordine  [i  tale  che  «  -j-  fi  =  i  ; 

3°  diviene  infinita  di  ordine  ^*+P — i  io  tutti  i  punti  in  cui  la  fu 
diviene  infinita  di  ordine  ß  tale  che  a  -}-  fi  >  i. 

Naturalmente  si  suppone  che  in  tutto  il  tratto    a<-*b  /(y)    di\, 
nita  in  punti  isolati  e  sempre  di  ordine  ß  <  i  per  modo  che  la  funzione 
sia  per  valori  generici  di  x  assolutamente  integrabile  ll) 


1  ()  Per  dimostrare  questo  teorema  si  osservi  anzitutto  che  basta  dimostrarlo  per  il 
abbia  un  solo  punto  di  infinito  in  x0  e  che  W{x)  abbia  la  semplice  forma 


■^-/rpé^* 


Supponiamo  di  spezzare  in   \  parti  l'intervallo  a  «  —  >  b,  mediante  il  punto  di  mezzo  i 
ed  i  simmetrici  di  esso  rapporto  ad  x  e  ad  x0  .  Avremo,  se  si  suppone  per  es.  :  a  <  x  < 
;<-*o  *-*-»o  )*,,-» 
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B.  Sia  l'integrale  m-plo  : 

dove  C  indica  un  determinato  campo  dello  spazio  ad  m  dimensioni,  e  *K*,;  v-)è  una 
funzione  finita  e  continua  delle  xt  e  delle  v.  tolto  che  nei  punti  {xt  x2... xm)^(yty7^yj) 

ove  essa  è  infinita  di  ordine  a  <  m  (essendo  Li  inversa  della  distanza  r  =  y^\x, y  Y 

rinfinito  principale  t.  —  La  funzione  JF(x(xa  ...  xm}: 

ì°  è  finita  nei  punti  in  cui  /(a,*,  ...  aw)  è  finita  o  diviene  infinita  di  ordine  ß 

modo  che  a  +  fi  <  m  ; 

2°  diviene  al  più  logaritmicamente  infinita  nei  punti  in  cui/(x(x1  ...  xm)  diviene 
infinita  di  ordine  ß  tale  che  a  -f  ß  =  m  ; 

3°  diviene  al  più  infinita  di  ordine  «  +  ß  —  w  ove  la  f(xt  xÈ  . , .  *„,)  diviene 
nita  di  ordine  ß  per  modo  che  %  +  ß  >  w. 

Naturalmente  si  suppone  che/fo*,  , , .  xm)  non  diventi  infinita  che  in  punti  isolati  <Ü 
C  e  sempre  di  un  ordine  p<m,  per  modo  che  +(*,*,  «•  *-J  J\J,  •••  >W)AVJ.  —  >■) 
sia  atta  all'integrazione  anche  ridotta  ai  valori  assoluti  per  valori  generici  delle  x  £*J. 


Rimangono  gli  altri  due   integrali.  Trâ  i  punti 
si  deduce,  ricordando  die  «<i, 


«  -X-2-  si  ha  y  —  x0  >  — j-A 


Ed  analogamente  per  l'ultimo  integrale  che  ancora  rimane, 


J^o   l*-/r|,-*|f»'7<i-M*a      / 


.._*_!* 


Queste  disuguaglianze  dimostrano  completamente  il  nostro  teorema, 

*a)  Anche  questo  teorema  si  dimostra  facilmente  in   modo   analogo   al   precedente.   G   si   può 
qui  limitare  al  caso  in  cui  /  abbia  una  sola  singolarità,  sia  essa  nel  punto  M0  ;  allora  detto   M 
3    punto    (x,  xa  . ..  x„)t    N  il   punto  (yt  va  ...  J,*)   dovremo   studiare   gli    integrali   della   forma: 

il    '  "  "    /  ~* B —  *y*&y*  •  •  ■  ^*  *  B^tcrà  anche  qui  spezzare  il  campo  in  quattro  parti  :  due, 

T,  e  T,  ,  formate  dalle  ipersferc  di  centri  in  M  ed  Af0  e  raggio  -j-  rMJtf  (  le  altre  due  t*  e  t*  formate 
!  da  quei  punti  dì  C  —  t,  —  t,  che  si  trovano  da  una  o  d'altra  parte  delTiperpiano  perpendi* 
colare  nel  putito  medio  ad  M  M0  e  quindi  hanno  da  Afc  distanza  sempre  maggiore  o  sempre  minore 
quella  da  M.  Passando  alle  coordinate  polari  di  centro  in  M  per  lo  studio  degli  integrali  estesi  I 
e  x\  a  quelle  di  centro  in  M0  per  lo  studio  degli  integrali  estesi  at,c  t'\  procedendo  del  resto 
come  per  il  teorema  Àt  si  ottiene  il  teorema  B. 

Si  potrebbe  anche,  ma  forse  non  con  maggiore  semplicità  di  calcoli«  rendere   rigorosa   la   dedu 
ne  dei  teorema  B  dal  teorema  A  col  procedimento  cui  accenna  il  FuDHOUt  \Sur  uut  clasu  d'equa* 
Hóus  jonctiontulks  (Acta  Mathematica,  t.  XX  VU  (1905)»  pp.  $65-390],  n°  16}. 
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IO.  Studiamo  ora,  come  si  disse,  la  seconda  parte  della  formula 
segue  non  ci  interessa  che  la  funzione/  dipenda  oltre  che  da  (£*ï)  a 
parametro  (xtyt):  per  brevità  scriveremo  quindi  per  ora /(Cu)  invec* 

Supporremo  che  la/(;n)  sia  generalmente  finita  ed  abbia  al  pi 
singolare  isolato  in  cui  diviene  Infinita  di  ordine  ^  i.  Studieremo 
sive  della  funzione 


(16) 


fv(*y)  =  ffK*y>  UW*)W> 


I  ragionamenti  che  seguono  hanno  molta  analogìa  con  quelli 
si  fanno  per  le  derivate  dei  potenziali  logaritmici;  del  che  ci  si  ri- 
ponendo mente  alla  importante  disuguaglianza  (12);  e  noi   svolgerei! 
quei  soli  punti  in  cui  ci  dobbiamo  staccare  da  quelli  e  su  cui  per  la 
portanza  che  hanno  nel  seguito,  non  pare  opportuno  sorvolare. 

La  funzione  W{xy)  è  funzione  finita  e  continua  delle  variabili 
anche  in  quei  punti  in  cui  la  f{xy)  diviene  infinita  di  ordine  ^C  1  (1 

Ma  di  più  le  sue  derivate  dei  primi  2  n  —  2  ordini  sono  esse  pt 
e  continue  delle  variabili  medesime  che  si  ottengono  derivando  sotto 

Basti  rammentare  che  pel  n°  8  le  derivate  successive  di  $  dì  or 
hanno  una  singolarità  al  più  logaritmica  in  (jcy)=(cu)  e  tener  preset 

Esistono  ancora  le  derivate  di  ordine  m  —  1  e  sono  date  da  (1 
in  cui  f(xy)  è  finita.  Segue  di  qui  e  dal  teorema  B  [ricordando 
(2  fi  —  i)-esime  di  ^  hanno  al  più  una  singolarità  di  primo  ordine]  e 
cui/(xjf)  diviene  infinita  queste  funzioni  derivate  hanno  al  più  una  singoi 

Ma  di  più  noi  dimostreremo  ora  che  la  funzione  W(xy)  ammette  1 
2«,  in  tutti  i  punti  nel  cui  intorno  la  funzione  f(xy)  è  finita  e  animer 
finite. 

11.  Si  indichi  con  o  senza  apice  il  valore  di  una  stessa  funz 
l£tem(xiy)a*(x+àxyy)  [nel  punto  M' =  (*/)  =  (*,  y  +  *y)]  op 
Af  =  (.\y).  Per  cercare  le  derivate  2  «-esime  occorre  cercare  se  esiste 
lore  di 

'd1*-'  tv*     d3*-1  ffn  1    r  r  ry-1 4,'  _   ôa— f  4, 


lim 


èC 


Ax^^^L  dxldyk       dx*dykJ      **-** 


I   /,/>pw",V, 


(o  di  una  espressione  analoga  ottenuta  spostando  il  punto  M  secondo 
dividendo  per  1  v).  Sostituiamo  nella  espressione  precedente  alle  derivate 
le  loro  espressioni  (i4)^_,  :  e  si  osservi  che  nel  dedurre  dalle  derivate  ( 
di  ^  le  derivate  2  «-esìme,  i  soli  termini  di  quelle  che  diano   origine   i 
mini  che  abbiano  in  (xj)  =  (;7;)  un  infinito  di  2°  ordine  sono   i   ten 
gruppo,  quando  si  derivino  pensandovi  le  a; ,  dj  come  costanti  e  non  gi 


x  cd  y.  Segue  aIJora  con  ragionamenti  del  tutto  analoghi   a  quelli  richiamati  sopra 
rivi  alle  derivate  prime  dei  potenziali  logaritmici: 

lim  _L  p""0"  _  ?"  -  '  PP*| 

=<"-'4,(-')"^l":u,.(iI(,--»,+,-,-(t-£)>!+^>"^ 

conviene  notare  che  negli  integrali  che  compaiono   nel   primo  termine   il   valore 

preso  sempre  nello  stesso  ponto  M, 
Chiamiamo  /     ì  singoli  integrali  della  prima  sommatoria  del  secondo  membro.  E 
consideriamo  l'ellisse  Tf  la  cui  equazione  nelk  i  :,  r,  è  |*J=«R:  supponiamo  R 

tale  che  tutte  le  ellissi  t,  siano  interne  ad  un  intorno  di  {xy)  in  cui  le  derivate  di/(jc^) 
sano  rinite  e  minori  di  un  certo  numero  v.  Supponiamo  però  che  rj  contenga  insieme 
con  M  il  punto  Af  \  Dividiamo  ogni  integrale  Pj)  in  due  parti  Tuna  estesa  a  C  —  Tj 
l'altra  a  t>.  Si  avrà: 

lim  ~J^=  Um—  f  fjfiA zA - làlch 

+  lim    f  fef    ,         '  ,  '        -"Ufo 


=  lim-ì-/>+lim4-/a^ 


Ma  evidentemente 


Quanto  all'altro  limite  si  può  scrivere 

+/(*>)  f/L,    n'         — s    -^4r — l«'«~ff+/! 

J  J   L(*  — 0*f+J-*       (*  — 0*y+J  — *J 

T/ 

Ma   osserviamo   che   per   le   ipotesi    fatte    /   /  [/(In) — /(*>)] — r^£^*  ha  un 

tso  :  poiché  esso  può  scriversi    /    /-^i^-i *LLJy_.rf;^  e  siccome  il  rapporto 

rallentale  della  funzione  /  è  sempre  uguale  alla  derivata  in  un  punto  intermedio  e 
ndi  inferiore  a  v  si  avrà,  ricordando  (J2),  che  questo  integrale  ri  minore  di 
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una  quantità  della  forma  kt^Rf  kt  essendo  un  numero 

Non  resta  che  ad  esaminare  W.  Supponiamo,  per 
uguale  a  ih  —  i  :  sarà  mj  =  f»(*j)  +  * f»(*J> 

Introduciamo  delle  nuove  variabili 

,,(*>)*  =  r,  qk(xy)l  =  11, 

L'ellisse  ra> _f  del  piano  £>i  diviene  un  cerchio  yJÄ_ 
piano  EU;  e  si  avrà 


r'h")—  l  JJ  l(x'-t) +i(r -ìt)    (X- 

Tafc-,  Tat-t 

dove  si  è  posto  p  =  Vp"-^"sy  +  (y— H)3,   p'  s=  |/ 
i  due  ultimi  integrali  sono  noti  I4)  :  posto  A  X  =  X* 


e  quindi 


Tj*_i 


r-" = - 


AX  —  »A  Y 


9t 
Ma  ±X  =  pt&x,  lF=  ?»a*j  quindi  infine 


Ed  analogamente 


ìi 


rr  =  -  * 


7* 


Aa. 


'*)  Si  vede  di  qui  che  si  sarebbe  potuto  semplificare  lìpotes 
111  (xy)  rapporti  incrementali  uniformemente  integrabili  su  ogni  ra 
Questa  semplificazione  corrisponde  a  quella  accennata  nella  Nota  8). 
in  quanto  segue.  Basterà  averlo  qui  rilevato,  né  di  ciò  sari  più  fiati 
*4)  Dini,  Sur  la  mithoâe  dis  approximations  succtssivts  pour 
i>me  ordre  [Acta  Mathematica,  t.  XXV  (1902),  pp.  185-250], 
sempre  utilmente  consultata  per  quanto  in  questo  lavoro  si  rimand 


_ 
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Raccogliendo  da  (a),  (b),  (e),  (ci),  (*),  (/),  (/J  si  ottiene: 

-k  =  i(2  n  —  2)  !  t.  f  ,  "-**-■  *"■»- ~  *»*'»*-■  ri<*  /(x^) 


ôx-'^y 


?* 


8), 


!"-2)!î,(-O'^''0///C^«)^''^^+//L/(^O-/C^)]^r^<i«, 

Potremmo  ancora  semplificare  questa  espressione  facendo  tendere  a  zero  il  numero 
quindi  tutti  t  campi  t.,  ma  ciò  non  ci  ò  necessario.  Cambiando  negli  esponenti 
i —  1,  dalla  formula  precedente  avremo 

i-^-=,(2W-2)ut  <:>^,»-.-«;»-'«,»-X»/(  ) 

C-Ty  Ty 

P   PT   rì"'L  '*  t-'d  -\ 


La  formula  precedente  fu  ottenuta   pensando   l'ultima    derivazione    fatta    rapporto 
x:  pensando  l'ultima  derivazione  eseguita  rapporto  ad  y  si  ottieni; 


à-tv    .,_     .vi  «.  «;»_,«-,»-+<»'.» 


djc'dj 


i  =  i(2»  —  »)!*£, 


?» 


'/(*>) 


+yy&+,'(2"-2),?'c-,yf}(î")''î''"- 

farrà  solo  (18)  se  si  vuole  avere        a~,  solo  (19)  se  si  vuole    ^»iw  :   Tuna  o 

iltra  indifferentemente  per  le  altre  derivate.  È  interessante  vedere  che  le  due  formule 
inno  per  queste  lo  stesso  valore;  e  poiché  i  residui  termini  sono  identicamente  gli 
*ssi  basterà  mostrare  che  è  nulla  la  differenza  dei  primi 

=  -2T.(2n-2)lf(Xy)2_.*<->dr 

È  chiaro  che  questa  espressione  è  nulla  per  i  =  |,  2,  . . .  2  n  —  1. 
12*  Prima  di  procedere  aggiungiamo  due  osservazioni  a  quanto  precede. 
Osservazione  I.  —  In  tutti  i  ragionamenti  del  ri0  1 1  è  solo  essenziale  il  fatto  che 

Rend.   Cite,  Maitrn,  PaUrmo,  i.  XXIV  (i°  sein,    1907J    —  Stampato  il  16  settembre   1^07.  } 
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nell'integrale 


dx*dy 


;/(£*i) did ti    di    cui    cerchiamo 


dx*a/ 


regolare  in  ogni  punto  di  C  per  cui  (xy)^é(Er,), 


un  infinito  di  ordine  1,  i  termini  di    singolarità   massima 

della   forma    Y  A  (xy) — 7 =-^,  dove  le  At(xy)  s°no 

derivate  prime.  Quindi  questi  ragionamenti  si  potranno  ripete 
gode  di  questa  proprietà  :  ad  esempio  per  la  funzione  k  Çxy 
Osservazione  II,  —  Si  supponga  che  in  C  la  f(lx)  s 
continua  insieme  colle  sue  derivate  prime,  tolto  che  nel    pui 
diviene  infinita  di  ordine  ß  e  le  sue  derivate  prime  di  ordin 


vedere  dalle  formule  (18)  e  (19)  che  le  derivate 


druW 


iP 


dx'dy 

punto  di  C  fatta  eccezione  che  nel  punto   (*0-y0)]   divengon 
dine  ^  ß.  Invero  ciò  è  evidente  per  quanto  riguarda  il  prim 
e  per  quanto  riguarda  il  terzo  termine  è  conseguenza  del  t 
quanto  infine  riguarda  il  secondo  termine  si  osservi  che   per 

occorrerà  prendere,  nel  determinare  i  campi  t  n  R  < 
punto  MQ  sia  fuori  di  t,  [cfr.  formula  (12)]:  ad  es,  :  R  = 
per  le  ipotesi  fatte  relativamente  alle  derivate  di  /  sarà  v  <[ 
la  (0  del  n°  precedente   Ç  f  [/(£,  *)  —  f(xy)]  -i-d^Tj 

quindi  che   /   /  /(£tj)  — Tdi  d't\  ;  ma  su  di  esso  si  potrà  rag 

modo  come  si  ragiona  per  ottenere  i  teoremi  A  e  B,  e  si  o 

Lo  stesso  vale  per  le  derivate  di  quegli  integrali  i  quali  cado 

13.  È  per  noi  specialmente  importante  calcolare  A(WQ. 


usando  la  formula  (18)  per  la 


BtmfV 
dx*" 


e  per  tutte  le  altre  la 


A(W)  =  yy*(*>;  l-tiKl-tidU 

e 

+  «  (2  n- 2)  !*/(*>>)  Ja     V 


fi 


dtri  termini   annullandosi  in  virtù  del  fatto  che  le  «  sono 
Ancora  per  questa  ragione  si  ha  X^i«-«*;""1  =  —  ^«o*;* 


2t  a 
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—  2)!rc/(xy)  nella  precedente  espressione  si  potrà  scrivere 

.*  [_*,>_,  ^,  -    ^      -  *»  *,*      ?jfc     j  -  2  «  ^  2.;.  *;    <*,.  -  - 

ìde  infine  si  deduce  la  formula  per  noi  fondamentale 

*Vn  =  ffH*y>  UWVUi  +  2(2»  -  a>U/<*y)««(^> 

c 

L'equazione  integrale  per  la  determinazione  della  funzione  /(xjr;  x*,vt). 

14.  Premessi  questi  studi  siamo  in  grado  di  affrontare  la  nostra  questione.  Ripren- 
a  tal  fine  l'espressione  (9)  della  funzione  uÇxy;  *,)>,), 

pposto  che  vi  si  prenda  come  funzione  ^(x^y;  *,>',)  quella  data  da  (15),  cerchiamo 

collinare  la  funzione /(£  r,  ;  xt y^)  che  ancora  ci  rimane  arbitraria  per  modo  che 

be  cosi  si  ottiene  soddisfaccia  all'equazione  (2)  per  {xy)^k{xfy^  Ammettiamo 

l'istante  che  la  funzione /(Su;  xt  v()  soddisfaccia  (considerata  quale  funzione  iiXrn) 

indizioni  sotto  le  quali   siamo    riusciti    nei  n1   precedenti  (n1   9-1 1)  a   dimostrare 

delle  derivate  di    /   /  $(xy;  Eu)/(5i;  xj^dld^.  Si  avrà  per  (17) 
per  (15)  e  (20) 

Posto  quindi 

a  (21)  e  (22)  si   deduce  che  affinchè   la  «(xji;   *,)>,)  soddisfaccia   all'equazione  (2) 
rve  essere 

Osservando  che,  per  le  ipotesi  fatte  ne!  n°  j,  in  tutto  C  si  ha  a      (xy)  ^  o< 


0* 


I 


quazione  precederne  si  può  anche  scrivere 


(24) 


xO.v;  5i) 


La  (24)  è  una  equazione  integrale  del  tipo  studiato  dal  Fredholm  t5). 

Se  la  soluzione  di  tale  equazione  esiste  [se  è  tale  che  si  possano  alla  funzione  (j) 
che  con  essa  si  ottiene  applicare  le  teorie  dei  nl  9-12,  talché  riesca  legittima  la  doduaont 
delle  (21)  e  (22)  e  nello  stesso  tempo   risulti   che  l'integrale  del  secondo  itl 
(9)  ha  le    derivate   di   ordine   in —  1    infinite   nel   punto   (x y)  a  (xt y ()  dell'ordine 
minore  di  1  (n°  io)J  la  funzione  (9)  che  se  ne  ottiene  soddisferà  alle  condizioni 
alla  funzione  u(xy;  xt  yt)  nel  n°  2.    Ed   essa    si  potrà   applicare   alla   deduco 
formula  (6)  appena  che  sia  dimostrato  che  per  essa  ha  senso  e  non  si   annuì 
nominatore  della  formula  medesima. 

15»  Si  tratta  dunque  di  studiare  la  equazione  (24). 

La  funzione  )k(*JPj  5*l)  che  nella  (24)  funge  da  funzione  caraneristici  (foi) 
è  di  quelle  cui  può  applicarsi  la  teoria  del  Fredholm  :  ed  invero  dalla  semplice  ispawe 
delle  (24),  (23),  (13),  (14),  (15)  risulta  che  [nelle  ipotesi  fatte  al  n°  j  Per  i  c<^ 
di  (6 001  'a  /.Xxy>  5»)  è  una  funzione  generalmente  finita  e  continua  in  tutto  C,à 
considerata  come  funzione  di  (xy)  che  di  (£7,),  la  quale  diventa  infinita  di  or.: 
nei  punti  (xy)  =  (E*)),  mentre  le  sue  derivate  prime  diventano  infinite  di  ordine  Zi 
Ed  in  queste  condizioni  sì  può  bene  applicare  la  teoria  del  Fredholm  *"). 

Esisterà  quindi  in  generale  —  e  cioè  quando  1  non  sia  un  valore  eccezionale  per  il 
(24)  —  una  funzione  f{xy\  *,)0  risolvente  di  (24). 

Supponiamo  di  essere  in  questo  caso  e  determiniamo  più  da  vicino  Li  forma  dak 
funzione  così   ottenuta.   Proveremo  così  che  essa  è   generalmente    finita  insic 
derivate  prime,  e  nei  punti  {sy)^{x%yY)  ha  una  singolarità  di  ordine  ^1.  Pontino 

äti(*yj  *tyt)=J  JxX*r>  t*ìauG*i  tjûft** 

x<(*y;  *jt)  =  f fitto*  ^)x,Oj;  *jty%fa=  j  fi>to>  &>ifà>  xjfâ 

La  funzione  Xa(x>ì  xtyt)  avrà  in  (xjOv(*ijO  al  più  una  singolarità  logoriti 
le  funzioni  xXxJi  x*yò*  JLfcji  *i)\)  saranDO  ^lìììc  ovunque  (Teorema  B. 

La  funzione  z^xy;  xiJÜ   avr*  derivate  prime  finite  in  ogni  punto  di  C  tram* 


■*)  Frbdholm,  L  c.  ,a), 
l6)  Frioholm,  L  c,  ia),  S  *■ 


_ 
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nei  punti  (xy)^(xiyi')  (ti0  12,  Osservazione  I);  e  queste  nei  punti  (xjr)  =  (x,  j,) 
wino  uo  infinito  al  più  di  i°  ordine  (n°  12,  Osservazione  II);  similmente  le  funzioni 
av;  xkyt\  y  (xy;  xtyx)  avranno  a  loro  volta  derivate  prime  finite  in  ogni  punto 
C  fatta  eccezione  per  le  derivate  di  XjC*?;  *,)0  crie  nei  punti  (xy}^(xtyt)  hanno 
1  singolarità  logaritmica. 

Ora,  se  si  chiama  h(xy;  xtyj  la  risolvente  dell'equazione 

sappiamo  che  la/(xv;  xtyv)  si  scriverà 

Kxy;  b)[—  z.(fr;  *j,)  +  /J^;  *j.)-z,(h;  «jO  +  X^ï  *jO]^- 


// 


Onde  risulterà  che/(xy;  x,;yt)  si  comporta  nel  modo  da  noi  detto  appena  che 
ia  dimostrato  che  h{xy;  *tJff)  e  una  funzione  finita  e  contìnua  ovunque  insieme 
e  sue  derivate  prime.  Ma  la  h  è  la  risolvente  di  una  equazione  integrale  la  cui  futi- 
le caraneristica  y^(xy;  Sys)  è  finita  sempre  insieme  colle  sue  derivate  prime;  le 
nule  del  Fredholm  dimostrano  allora  senz'altro  che  la  h(xy;  xtyt)  gode  delle  pro- 
xà  da  noi  indicate  17). 

Quindi,  quando  per  l'equazione  integrale  (24)  il  valore  1  non  è  eccezionale,  cioè 
1  è  nullo  il  determinante,  la  soluzione  di  essa  è  una  funzione  che  sostituita  in  (9) 
ià  una  soluzione  fondamentale  dì  (2), 

16.  Quando  la  (24)  avesse  nullo  il  determinante  converrà  modificare  leggermente 
pressione  (5)  sostituendola  con  altra  più  generale. 

Noi  sappiamo  che  in  questa  ipotesi  esiste  un  numero  finito  m  di  funzioni  <p{(x)0 
quali  soddisfanno  ali' equazione 

?^y)-hffxXW,  xy)^U)dldri=o 

C 

:he  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  equazione 

f{*Ji*jd+jft*&9l  **)/$*!  xtyt)dU^  +  f(xy;  xtyt)  =  o 

e 
netta  soluzione  è  che  si  abbia 


J  J  h(*yte(*r*  **yòd*ày  =  ' 




*7)  Che  la  risolvente  di  una  equazione  integrale  sia  finita  quando  la  funzione  caratteristica  è  finita 
ta  immediatamente  dalla  serie  che  il  Fred  hol  m  dà  per  essa  nei  §§  1  e  2  della  memoria  citata»  Ma 
ta  serie  si  può  derivare  termine  a  termine  appena  che  la  fumione  caratteristica  ha  derivata  finita, 
he  allora  la  serie  delle  derivate  converge  uniformemente,  come  immediatamente  si  vede  fondandosi 
medesimo  teorema  dell'HADAMAHD  su  cui  sì  fonda  la  dimostrazione  di  convergenza  del  Frbdholm. 


per  tutti  i  valori  di  i  da  i  ad  m.  E  si  noti  che  le  funzioni  ?Xxy) 
nue  in  tutto  il  campo  C 

Ciò  posto,  quando  si  presenti  questo  caso  eccezionale,  si  prendan 
possibile,  m  funzioni  ir(xj)(i  =  i,  2,  ...  w),  che  supporremo  finite  e 
colle  loro  derivate  dei  primi  (2  h  -J-  1)  ordini,  e  tali  che,  posto 

Xxy)]  =  ti(*y\ 


e 

J j 9Axy)tf(xy)dxdy  =  %s§ 
e 
il  determinante  |x.-|  sia  ^é  o.  Si  cerchi  di  porre  u(xy;  xtyt)  sotto  I. 

c  I 

(9')  u(xy;  xj.)  =  4<xy;  jcjfJH-  /  J  K*JS  5*)/(5*Ì  xjf,)^*»— ] 

e 
dove  ora  le  funzioni  da  determinarsi  sono  le  %Jfi9y^)  e  la /(Cm;  x( 
Operando  sulla  nuova  espressione  di  u(xy;  x^,)  al  modo  stess 
nel  n°  13  otteniamo  l'equazione  analoga  a  (24) 

(24')  Kxy;  xjj+fj'^xy;  &M**;  *^+[x,(*7i  *J,)~£,\( 

dove  la  funzione  Jk(*Jj  in)  è  ancora  la  medesima  che  in  (24).  Q 
sopra  si  disse,  perchè  questa  equazione  sia  risolubile  occorre  e  bast: 
*;(xiJi)  siano  determinate  in  modo  che 


£a\(*.jO  =  jj  ff(*j)&(*7i  **y*)d*h 


Questo  per  l'ipotesi  fatta  sul  determinante  |*J  è  sempre  possibi 
fatto  che  y  t  diviene  infinita  solo  di  ordine  ^  1  risulta  che  le  funzioni  di 
delle  equazioni  di  questo  sistema  sono  funzioni  finite  e  continue,  < 
^/(^Ji)  cne  rivivono  il  sistema  medesimo.  Determinate  così  le  V  la 
e  ci  serve  a  determinare  una  funzione  f(xy  ;  x,j,)  su  cui  si  possonc 
namenri  del  n°  15  per  legitrimare  le  deduzioni  precedenti. 

Possiamo  quindi  conchiudere  che  nelle  ipotesi  dei  n1  j  e  6  esistono 
fondamentali  per  la  equazione  (2)* 

Osservazione  L  —  Se  alla  funzione  ty{xy;  x,^)  aggiungiamo  ut 
zione  finita  e  continua  di  (xy)  e  (£7,)  insieme  colle  sue  derivate  dei 
in  tutti  i  punti  di  C,  otteniamo  una  nuova  funzione  cui  si  può  applica 
precedenti.  Anche  su  questa  osservazione  avremmo  potuto  fondarci  pei 
eccezionale  studiato  in  questo  numero  lé). 


lS)  Questi  osservatone  fa  sperare  che  si  possa  cogli  stessi  procedimenti  qui  u 
suoni  studiare  i  problemi  di  esistenza  per  date  condizioni  al  contorno,  analoghi  al  pro 
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Osservazione  II,  —  Se  nell'equazione  (2)  si  avesse  avuto  anche  un  termine  noto  il 
redimento  non  sarebbe  stato  per  nulla   mutato:    solo  invece   dell'equazione  (24)  si 

t  ottenuta  una  equazione  analoga,  in  cui  quale  termine  noto  non  sarebbe  comparsa 
funzione  caratteristica,  ma  altra  funzione.  Il  che  del  resto  non  avrebbe  mutato 
mila  i  ragionamenti  precederne.  Ma  mie  generalizzazione  è  inutile  quando  si  voglia 

ottenere  una  funzione  che  serva  alla  deduzione  della  formula  (6), 

17.  Terminiamo  dimostrando  che  il  limite  che  compare  nella  formula  (6)  del  n°  2 
ìramente  ^é  o  per  la  funzione  n{xy;  \\  yr)  da  noi  costruita. 

Ricordiamo  le  espressioni  (5)  di  Mt  ed  Nì  :  per  trovare  il  nostro  limite  ci  basterà 
nere  delle  espressioni  di  Af(  ed  Nt  quanto  si  ricava  sostituendo  alle  derivate  di  ordine 
—  1  di  u(xy;  xtyt)  quelle  sole  parti  di  esse  che  nel  punto  (xy)  =  (xtyt)  hanno 
nassima  singolarità:  e  cioè,  per  quanto  precede,  i  primi  termini  dell'espressione (i4)^_( 
t  derivate  (jin  —  i)-esime  di  k{xy\  x^y\\ 

Avremo  quindi,  indicando  come  al  n°  2  con  ct  il  cerchio  di  centro  xt  y\  e  raggio  0, 

^(M,rfv-jv,«jx)=I(2«-2)!iimy,;T/-i)'(/xv;o[-«:,,x^>r,",(^) 

Ma  le  a  (a*v)  sono  radici  di  (7):  si  ha  quindi 

m  1 

di  la  formula  precedente  si  può  scrivere 

tirn  f(M,dy  —  N,dx) 


=  (2«  -  2)!ilimJjJ/(-  $ djtxy^-a^xd^Çxy) 
=  (2»  -  2)!i£.(-  lyì^*,,  j[-  am(Xtyt)*y->{X,  v.) 

=  2  7t(2«-2)UJ.0(x^1). 

E  quindi  abbiamo  che  questo  limite  esiste  ed  è  bene  in  tutto  C  diverso  da   zero  : 
meniamo  che  la  (6)  diviene 


! 


Raduniamo  dà  quanto  precede  sotto  quali  condizioni  abbiamo  dii 
funzione  %  finita  e  continua  colle  sue  derivate  dei  primi  2«  ordini,  se 
rione  (1),  ammette  una  espressione  (6'):  occorre  che  la  (1)  ammen 
aggiunta  e  che  questa  soddisfaccia  alle  condizioni  imposte  a  (&(k).  C 
i  coefficienti  atm  di  (1)  ammettano  derivati  finite  e  continue  fino  M& 

i  coefficienti  B  .  ammettano  le  derivate  — —L*  che  infin 

caratteristiche  abbia  radici  sempre  complesse  finite   e  continue   aventi   ù 
2  n  -f-  1  e,  precorrendo  quanto  dimostreremo  nei  n°  seguente,  a  multipli 


Estensione  dei  risultati  precedenti. 


1 


18.  Nel  n°  6  abbiamo  fatto  l'ipotesi  che  le  varie  radici  delta 
stinte  fra  di  loro.  Non  è  difficile  estendere  il  nostro  metodo  ed  i  no 
al  caso  in  cui  le  radici  non  siano  distinte,  ma  abbiano   in  C  multipl 
difficolti  si  riassume,  come  s'è  visto,  nella  scelta  della  funzione 
brevemente,  deve  avere  in  (a  v)  =  ($»)  il  comportamento  imposto  al 
esser  tale  che  A(\j/)  abbia  solo  in  essi  una  singolarità  di  ordine  ^  1 

Ora,  come  nel  caso  precedente  noi  abbiamo  assunto  quale  funztoi 
funzione  formata  coi  coefficienti  dell'equazione  [o,  il  che  è  lo  stessi 
(7)]  allo  stesso  modo  che  si  sarebbe  fatto  qualora  si  avesse  voluto 
zione  fondamentale  nell'ipotesi  dei  coefficienti  costami,  così  noi  faremo 
assumeremo  come  funzione  ^(xv;  £yi)  una  funzione  analoga  a  quell 
SoMiGLiANA  nel  lavoro  citato. 


phc 


Rammentiamo  brevemente  la  forma  di  tale  soluzione:  la  sempL 
ci  persuaderà  che  i  ragionamenti  dei  n'  precedenti,  le  sono  perfettam 

Siano  *f|  %s;  at  ,  &4;  .,  .  «lw_,*1-(;  k  2»i  radici  distinte  di  (7} 
k2ìi  ed  %2i  siano  complesse  coniugate,  che  la  prima  abbia  il  coefficient« 
positivo,  e  che  sia  ht  la  loro ,  comune  molteplicità  :  sarà  bt  -f-  h%  -f-  h% 
Si  ponga  come  precedentemente 

*>  =  *j{xy>  £*)  =  Cv  -  0*,0  j)  +  C 


03') 


In  questa  formula  per  ciascuno  dei  logaritmi  si  può  prendere  u 
arbitraria,  ma  fìssa,  e  per  modo  che  loga,^  e  log*^  siano  con 

Quanto  alle  funzioni  ^(x)r)  esse  debbono  essere  scelte  per  mod 
sfatta  identicamente  in  £7)  la  equazione 

5"  >  U  .    ^*a,,-i-,  *h?  +  d  ..a1?-*"1«*?1  1 

Sviluppando  col  binomio  le  potenze  delle  <r  indicate  in  que 
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jido  a  zero  i  coefficienti  delle  varie  potenze  di  (.v  —  l)  e  (y  —  *i)  si  trova  un  si- 
di  equazioni  lineari  che  determinano  le  dim  e  per  modo  che  ^,_l|fc  e  d1]k   sono 
plcsse  coniugate.  Esse  sono  rapporti  di  determinanti  i  cui  elementi  sono   polinomii 
oppie  di  radici  coniugate:  il  determinante  denominatore  non  si  annulla  finché  le 
irie  radici  restano  distinte.  Le  funzioni  d  sono  quindi  in  C  funzioni  finite  di  x  e  di  y 
uè  godono  delle  stesse  proprietà  che  le  radici  di  (7)  per  quanto  riguarda  il   compor- 
rsi di  esse  e  delle  loro  derivate  in  C 

Le  derivate  della  nuova  funzione  'l  si  calcoleranno  come  le  derivate  della  (15):  le 

te  di  ordine  2  n  avranno  una  singolarità  del  secondo  ordine  nel  punto  (**)>)  =  (£?]); 

i  termini  che  hanno  questa  singolarità  si  ottengono  derivando  la  (13)'  come  se  le 

eie  at  fossero  costanti;  gli  altri  termini  avranno  una  singolarità  di  ordine  ^L  1.  L'espres- 

A[^(xj;  in)]  non  avrà  quindi  che  una  singolarità  di  primo  ordine  in  (xy)=M(ln). 

Rifacendo  ora  i  ragionamenti  dei  n1  9-1 1  sulla  funzione  f¥=  j  j  ^(xy;Ìn)f(Ìn)d^df) 

e* 
deduce  facilmente  la  (20).  Su  questa  poggiano  tutte  le  successive  deduzioni  x°). 

§ii. 

II  caso  analitico. 

19.  Abbiamo  già  accennato  nella  Introduzione  (n°  3)  che  sulla  formula  (6)  o  (6') 
può  fondare  la  dimostrazione  che  ogni  soluzione  finita  e  continua  insieme  colle  sue 
ate  di  ordine  2  n  di  una  equazione  ^  (^)  =  F(xy)  a  coefficienti  e  termine   noto 
analitici  e  una  funzione  analitica  delle  variabili  xy, 

É  classica  infatti  ta  dimostrazione  del  carattere  analitico  delle   funzioni  armoniche, 
^    più  generalmente  delle  soluzioni  delle  equazioni  ellittiche  di  secondo  ordine  prive  di 
tarmine  fiuto:  in  questo  caso  infatti  scompare  nella  formula  (6')  l'integrale   di   area,   e 
la  funzione  £(*,J\)  viene  ad  esprimersi,  a  meno  di  un  fattore  analitico,  mediante  un  in- 
tegrale curvilineo  in  cui  le  variabili  xtyt  sono  implicate  nell'integrando  solo  in  quanto 
^sse  compaiono  nella  soluzione  fondamentale  u  dell'equazione  aggiunta.  E  questa  essendo 
nei  varii  casi  la  funzione  log  r  od  altra   analoga   a   questa,  che   per  (x,^)  #  (xy)   è 
analitica,  ne  seguirà  che  la  formula   (6J)   definisce  la   funzione   ^(xtyt)   anche  in   un 
campo  complesso  contenente  C  e  quindi  e  analitica.  Notiamo   esplicitamente  però   che 
in  tale  dimostrazione  si  suppone  che  l'equazione  sia  priva  di  termine  noto  :  poiché  altri- 


'&)  Resta  a  vedersi  cosa  accade  nei  campi  in  cui  la  molteplicità  delle  radici  è  variabile.  Pare  che 
nei  punti  dove  varia  la  niultìplìcità  ci  si  trovi  in  presenza  di  punti  singolari  per  1*  equazione.  Almeno 
quando  si  cerca,  ricorrendo  a  sviluppi  in  serie  analoghi  a  quelli  delTH ensel  \  Ober  eine  neue  Teorìe  der 
algebraischen  Functionen  \weUr  Variablen  [Acta  Mathematica  t.  XXIII  (1900),  pp.  33 9-41 61;  vedi  anche 
B.  Levi,  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences  (Paris),  L  LXXXIY  (Vr  semestre  1902),  pp.  642-644]^  di  studiare 
il  comportamento  delle  funzioni  u(x  y;  xt  yt)  da  noi  trovate  nell'intorno  di  linee  critiche»  si  trovano 
in  generale  valori  diversi  a  seconda  dei  diversi  cammini  seguiti. 

Rmd.  Ore.  Mattm.  Puhrmo,  t.  XXIV  (i°  sein.    lycrç).  —  Stampita  il    »6  settembre   1907.  38 


menti  non  scomparirebbe  dalla  (6r)  l'integrale  d'area  e  non  risulterebbe  quindi 
diatamente  che  la  funzione  l(xtyt)  è  analitica.  Talché  parve  al  Picard,  quando 
dimostrare  che  le  soluzioni  dell'equazioni  ellittiche  del  second*ordinc  sono  aneliti 
necessario  abbandonare  questa  dimostrazione  :  ed  egli  ottenne  questo  risultato  ricorre 
agli  sviluppi  in  serie  trigonometr 

Volendo  noi  dimostrare  il  carattere  analitico  della  soluzione  fondamen 
zioni  totalmente  ellittiche  di  ordine  superiore,  dovremo  anzitutto  riconosce 
analitico  della  soluzione  fondamentale  nei  punti  in  cui  (xy)  ^k  (xt  yj;  ma  allori  i 
forma  in  cui  abbiamo  ottenuto  la   soluzione   sarano   costretti   ad   affrontare  subito  I 
studio  di  un  integrale  di  area  affano  analogo  a  quello  che  compare  nella  formuli  (i 
cosicché  dopo  di  questo  ci  sarà  affatto  indifferente  che  l'equazione  (i)  di  cui  è  : 
la  ^  abbia  o  non  abbia  termine  noto.  Ed  otterremo  quindi  in  particolare  una  i 
zione,  direi  quasi  sintetica,  del  risultato  del  Picard  sopra  citato. 

Osserveremo  fin  d'ora  che  senza  essenziale  restrizione  noi  potremo  limitarci  a  j 
diare  l'intorno  di  un  punto:  e  potremo  quindi  attribuire  al  campo  C  forma  e  din 
sioni  arbitrarie;  e  per  fissare  le  idee  noi  supporremo  ad  esempio  che  C  sia  uu  » 

Ancora:  noi  studieremo  in  particolar  modo  la  u(xy;  xsy^)  data  dal! 
essa  supporremo  che  la  fy  abbia  la  forma  (13):  ma    questo    non    è   per   altra 
che  per  fissare  le  idee:  tutti  i  ragionamenti  che  seguono  non  solo  valgono  qua 
la  funzione  ^  si  prenda  la  (13)',  ma  anche  quando  si   tratti   di    funzioni 
i(xy;  £v\)  non  in  quattro  variabili  soltanto,  ma  in  6,  in  8,  ..«  in  2  ri  variabili, 
quelle  di  cui  ci  occupiamo  nell'ultimo  paragrafo. 


La  funzione  +(*>;  xtyt)  nel  campo  complesso. 

30.  Si  ponga 

x  =  x>  +  'V',  y  =  /  +  iy"       (.v,  =  x\  +  ix'!,  y,  =  y\  +  iyj, 

consideriamo  x*  x"y'y"(x\x'ly\y'^)  come  coordinate  di  uno  spazio  S4  a  quattro 
sioni. 

Il  piano  x"  =  o,  y"  =  o  (jc"  =  y"  =  o)  su  cui  x  ed  y  sono  reali,  lo 
piano  reale  di  SA;  il  piano  jc'=/  =  o  (x[  =  vj  =  o)  su  cui  x  ed  y  sono  pu 
immaginarie,  lo  diremo  piatto  immaginario  di  54  ■  Dati  due  punti  (xy)  ed  (jt0  vj  chili 


componente  reale  della  distanza  ed  indicherò  con  rr  la  quantità  ^(x'  —  *!)*  +  ( 

e  chiamerò  componente  immaginaria   della   distanza   ed    indicherò   con    rt  la  quinta 

tf(x"  —  O-hÖ" — jO'*  'a  distanza    dei  due    punti    potrà   porsi    sotto  la  fa 

Supporremo  che  in  un  campo  1  contenente  il  campo  C  del  piano  reale 
denti  aim  e  bik  di  Qä(ft),  e  similmente  i  coefficienti  Ba  di  ^(z)  ed  il  termine  no* 
siano  funzioni  analitiche  regolari  di  [xy),  che  le  radici  di  (7)  siano  ancora  esse  funzkui 
analitiche  dì  (xy)  e  che  godano  anche  di  quelle  proprietà   che  loro   abbiano 
competere  nel  n°  5;  che  cioè  in  1  siano  sempre  complesse,  —  con  coefficienti 
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binario  maggiore  di  p  in  valore  assoluto — e  sempre  finite  —  minori  di  M  in  valore 
coluto,  —  ed  infine  siano  di  multiplicité  costante,  ad  es,  semplici. 

Fin  da  quando  studiavamo  nel  n°  7  la  funzione  ^(A">S  *,  y,)  su'  piano  reale,  ab- 

1  visto  che  ad  essa  potevano  assegnarsi  infinite  diverse  determinazioni,  ma  subito 

>iamo  dimostrato  che  queste  diverse  determinazioni  restavano  sul   piano   reale   tutte 

:e,  onde  fissata  una  di  esse  arbitra  riamen  te  questa  risultava    funzione   monodroma 

e  variabili  x  ed  v.  Ciò  non  è  più  vero  quando  passiamo  al  campo  complesso.    Da 

a  deterrn inazione  di  ${xy;  x,^,)  si  può  allora  passare  con  un  conveniente  cammino 

una  qualunque  altra  determinazione. 

lid  invero  ognuna  delle  funzioni  log  *;,  quando  si  immaginino  fissati  xy,  diverrà 

lare  nei  punti  del  piano 

\  *,(**)&  -  O  -  (-  O'?.(*j0(*'/  -  **')  +  f.  - y'  =  °, 

(  e-  *>  ixxyx*:  -  *o + t&MA  -  o + y;  -  r  =  °> 

con  i  si  indica  il  massimo  intero  contenuto  in  *    '      . 

2 

Questi  piani  passano  per  il  punto  *  =  jcj,  y=yM;  e  poiché  le  a    sono  in  1  tutte 

ite,  i  2Ti  piani  (2j);  hanno  a  comune  questo  punto  soltanto.  Quindi  se  par- 
lo da  un  punto  qualunque  di  £  si  ritorna  ad  esso  per  es.  dopo  un  cammino  piano 
e  giri  intorno  a  punti  di  alcuni  dei  piani  (25Y  e  non  intorno  ad  altri,  noi  potremo 
ssare  da  una  ad  altra  determinazione  della  +(*)S  *,)',). 

E  se  invece  in  log  <j.  si  immagina  fissato  il  punto  (x,)^),  ancora  esso  considerato 
me  funzione  di  (xy)  diverrà  singolare  sopra  la  superficie  a  due  dimensioni  data  da  (25). 
•non  più  piana  —  ;  log  5.  e  fh(xy;  xtyt)  avranno  su  di  esse  punti  critici. 

Presi  due  qualunque  cammini  chiusi,  essi  produrranno  sulle  determinazioni  di 
[xy;  Jctx)  'a  stesSil  permutazione  se  si  può,  con  una  deformazione  continua,  riportare 
1110  all'altro  senza  mai  incontrare*  una  delle  superficie  (25):.  Cosi,  ad  esempio,  dopo 
1  cammino  chiuso  che  si  possa  ridurre  ad  un  punto  senza  incontrare  nessuna  delle 
perfide  (2j)>T  la  4(*\)S  *,)',)  riprender  A  la  stessa  determinazione  che  inizialmente,  sia 
e  la  si  consideri  come  funzione  di  (a* 7),  sia  come  funzione  di  (xtyt). 

Ma  esistono  altri  cammini  che  godono  della  medesima  proprietà.  Si  prenda  ad 
empio  un  cammino  chiuso  sul  piano  x"  =  x"lì  y"  =y"  •  lungo  di  esso  la  $(xy  ;  xtyt) 
m  cambierà  mai  determinazione. 

Infatti  le  superficie  (25)  non  incontrano  evidentemente  il  piano  altro  che  nel 
into  x  =  xs ,  y  =  ys  ;  quindi  il  cammino  di  cui  diciamo,  o  non  contiene  il  punto 
=  x,,  y—yt7  ed  in  tal  caso  si  può  ridurre  ad  un  punto  per  deformazione  continua 
nza  mai  incontrare  una  superficie  (^j)p  oppure  esso  contiene  questo  punto  ed  il 
gionainento  che  al  n°  7  facemmo  per  il  caso  reale  si  può  allora  riprodurre  senza 
issuna  mutazione,  —  e  ad  esso  del  resto  ci  sì  riduce  con  una  semplicissima  traslazione 
gli  assi  coordinati. 

Ciò  posto,  si  osservi  che  se  il  punto  (^jOK^}',)]    appartiene   ad    una   superficie 
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(2j);  [piano  (2j);]  relativa  al  punto  (*BjOK*y)l  sari  soddisfatta  l'equazione  seguente: 

\t<{*M<  -  *0  +  dì  -  fff  +  k(^)W  -  oi 
=  Mwa  -  x") + (/:  -  y")Y + fotone  -  or- 

Ma  si  può  evidentemente  ai  due  membri  di  questa  equazione  applicare  le  i 
glianze  (12)  del  n°  6.  Otterremo  allora  che  pei  punti  delle  superficie  (a>);  [piani  (25) 


si  ha 


ossia 


y4rìfv(*Jì  *.>.)<(*  +  Ofi(*yì  *.jjk 


Si  fissi  ora  un  punto  0  =  (*>')[(*,;>',)]  e  s'  consideri  il  campo 
8,(0)  »^tfö/O)  38  &(*,>,)] 

formato  da  tutti  i  punti  ^^(-vjJKa'v)]  che  soddisfanno  rispetto  ad  0  alla 


zione 


(27) 


con     y  <  1. 


In  un  tale  campo  non  esistono  punti  delle  superficie  (25)^  relative  ad  0.  lo 
che  in  esso  la  funzione  fy{xy  ;  *,>,)  considerata  come  funzione  di  (xt  y()[(xj)]» —  ^1 
(ji '  v)[(A"i  V,)]  ^sendo  fisso  io  0 — ,  è  monodroma.  Invero  preso  un  qualunque 
chiuso  lo  si  proietti  ortogonalmente  sul  piano  a*"  =  a",  y"  =  y'\  i  punti  di  tulio 
segmento  proiettante  **)  passante  per  un  punto  A  qualunque  hanno  componente  teak 
della  distanza  da  O  uguale  a  quella  di  A  e  componente  immaginaria  minore,  S^ 
punto  Â  è  di  §lT(0)  tutti  i  punti  del  segmento  proiettante  appartengono  ad  %^{0^ 
ed  il  cammino  assegnato  si  può  deformare  senza  mai  incontrare  una  superficie  (:j)f 
portandolo  nella  sua  proiezione  sul  piano  x[  =  x"r  y'x  =y":  e  lungo  questa  noi  sap- 
piamo che  la  funzione  ty(xy;  xtyt)  è  monodroma. 

Quindi  risulta  il  nostro  enunciato. 

Osserviamo  ancora  che  se  A  appartiene   ad    ^r(0),    0   appartiene    ad   ^.(^f); 
inoltre  se  A  appartiene  ad  %T(0)y  appartengono  anche  ad  ^T(0)   tutti    i    punì 
segmento  QA> 

ai.  Chiameremo  P    il  campo  formato  da  tutti  i  punti  i  quali  appartengono  a 
hanno  la  proiezione  reale  interna  a  C,  ed  inoltre  appartengono  a  tutti  i  camp 
M  essendo  un  punto  variabile  sul  contorno  e  di  C:  in  altri  termini  I1    sari 
dei  punti  di  £  la  cui  distanza  dal  piano  reale  è  minore  della  minima  distanza  della  I 


proiezione  reale  dai  punti  di  e  moltiplicata  per  y 


(M  +  .r 


ao)   La  projeiione  ortogonale  si  ottiene  conducendo  i  piani  ortogonali    al    piano  dato    pei 
del  cammino  ;  il  segmento  proiettante  è  quello  che  unisce  il  punto  obbiettivo  col  punto  imagine. 
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Se  si  considera  ty(xy;  xtyt)  come  funzione  di  tutte  le  quattro  variabili  complesse 
essa  contenute  e  si  lascia  variare  (*>)[(*,  y ,)]   in    BL   c<*    fo^iXC*?)]   ne'   camP° 
^rC:c^)[^rfxt)'i)3  corrispondente,  la  funzione  ^(^y;  xiJi)  è,  ne'  campo  ad  8  dimen- 
ai così  ottenuto,  regolare,  finita  sempre  tranne  che  nei  punti  (xv)  =  (xr  v()  in   cui 
sfinita.  Infine  è  sempre  monodroma:  basta  invero  dimostrare  che,  dato  un  cammino 
qualunque,  lo  si  può  sempre  deformare  con  continuità  in  altro  lungo  cui  la  ty   è   mo 
roma.  Ora  un  cammino  qualunque  nel  nostro  campo  ad  8  dimensioni,  ha  per  com- 
ponenti nei  due  S4  coordinati  (xy)  ed  (xtyt)  due  cammini  s  ed  st  tra  i  punti  dei  quali  sia 
determinata  una  corrispondenza;  e  ad  una  deformazione  continua  di  s  [od  jj  per  cui 
ad  s  [jj  si  sostituisca  un  cammino  s*  [s[]  riferito  punto  a  ponto   ad   s  [s\]   medesimo, 
corrisponde  una  deformazione  continua  del  cammino  obbiettivo. 

Se  Q  è  un  punto  dello  spazio  (aj),  e  si  chiami  j2*  0  punto  che  nello  spazio 
(v,  v,)  ha  le  coordinate  di  Q;  generalmente  se  <1>  è  una  figura  di  punti  Q}  si  chiami 
♦*  la  figura  dei  corrispondenti  Q*.  Nel  nostro  caso  5  è  in  P  ,  ed  st  è  tale  che  un 
io  punto  Si  corrispondente  ad  un  dato  punto  5  di  s  è  in  ^T(5*).  Tutti  gli  JL(S*) 
ino  a  comune  il  contorno  £*.  Per  ogni  punto  5,  si  consideri  la  spezzata  formata 
dui  segmento  projettante  5,  sul  piano  per  S*  parallelo  al  piano  reale,  da  un  segmento 
<it  raggio  uscente  da  S*  su  questo  piano,  da  una  generatrice  del  cilindro  projettante  â 
su  questo  piano  medesimo.  Essa  è  tutta  contenuta  in  ^L(5*).  Variando  S1  su  5t  questa 
spezzata  varia  con  continuiti,  onde  spostando  St  su  di  essa  si  può  portare  st  su  d*  con 

»ntinuitâ  e  senza  spezzarlo.  Così  con  una  conveniente  deformazione  del  cammino  ob- 
biettivo possiamo  fare  in  modo  che  ad  esso  negli  spazi  in  cui  (xy)  ed  (*,)',)  sono  coor- 
dinate corrispondano  il  cammino  s  ed  il  cammino  formato  da  e  o  da  una  parte  di  e  con- 
tata più  volte.  Ora  lungo  questo  cammino  la  $  è  monodroma  :  invero  siccome  P  è 
semplicemente  connesso,  s  si  può  con  deformazione  continua  ridurre  ad  un  punto 
unico  0  ancora  di  P    ed  il  cammino  viene  a   coincidere  col    cammino  e  nello  spazio 

I(xJ  yj,  mentre  (xy)  sì  mantiene  fisso.  Siccome  e  appartiene  ad  ogni  §lr(0)  risulta  bene 
dal  n°  2o  che  la  funzione  ^  è  monodroma.  e.  v.  d. 

È  ben  chiaro  che  tutte  le  osservazioni  di  questi  due  numeri  sono  solo  legate  al 
comportamento  di  e.  e  logs  nel  campo  complesso:  e  quindi  che  i  risultati  ottenuti 
si  estendono  senz'altro  alle  funzioni  k(xy;  xyyt)  [n°  8  (15)],  Xr(*y;  *,y,)  [n°  *4ì  (24)]> 
alla  $(xy;  xtyt)  definita  da.  (15')  [n°  18],  etc. 

22.  Esaminata  cosi  la  funzione  §(xy;  xtyt)  andiamo  a  studiare  la  IV (xy). 

La  formula  (16)  [n°  io]  che  definisce  W(xy)  ha  un  senso,  e  noi  l'abbiamo  già  a 
lungo  studiata,  quando  xy  è  un  punto  del  piano  reale:  ma  nessun  senso  è  possibile 
attribuirle  quando  xy  è  complesso:  invero  la  $(xy;  £»)  è  allora  polidroma  in  Conde 
l'integrale  medesimo  perde  ogni  significato. 

Ma  invece  è  ben  legittimo  porci  il  problema  :  la  funzione  che  per  x  ed  y  reali  è 


(/integrale  IV (xy)  nel  campo  complesso. 
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definita  dalla  formula  precedente  è  analitica?  e  se  si,  quali  valori 
per  valori  complessi  delle  variabili  x  ed  y} 

Ricorriamo,  per  rispondere  a  tali  domande,  alla  definizione 
cedente.  Si  escluda  xy  dal  campo  C  mediante  un  intorno  ~Xxy) 
a  piacere  colTimpicciolire  di  e:  si  ha: 

(28)  ffK*r*  WCWM*« ito  ffK*yi  Wtf- 

e 
La  funzione 

(29)  wxxy)  =  ffUxy>  l%}ffa)éidn 

dipende  da  xy  sia  in  quanto  ne  dipende  1  integrando  sia  in  quanto 
di  integrazione  medesimo.  Per  fissare  le  idee  diamo  a  Tt(xy)  una  forni; 
prenderemo  per  contorno  di  r,  (xy)  la  figura  omotetica  del  contorno  ( 
di  omotetia  xy  e  rapporto  di  omotetia  e.  Ciò  posto  per  studiare  più 
graie  Wg(xy)  rappresentiamo  il  nostro  campo  di  integrazione  variabile 
fisso  ad  esempio  nel  modo  seguente.  Si  applichi  ad  ogni  punto  di  e  1 
variabile  3  per  modo  che  a  vada  da  o  a  2%  quando  si  descrive  ci  se 
detto  (nü  19),  e  è  una  circonferenza  di  raggio  A',  per  ü  potrà  prendersi  1 
contato  a  partire  da  un  raggio  fissato  una  volta  per  sempre.  Fissato  pò 
un  punto  xy,  ai  punti  £r,  che  si  trovano  su  uno  stesso  raggio  per  x 
la  stessa  coordinata  3  del  punto    in    cui    il    raggio    incontra  e;   e    si 
valori  di  un'altra  coordinata  p  che  si  otterrà  per  interpolazione  lineare 
destino,  per  modo  che  al  punto  (£u)s(xy)  corrisponda  il  valore 
di  e  corrisponda  il  valore  p  =  1*  Per  tal  modo  il  campo  C  —  ~t(xy) 
tato,  quando  f  e  3  siano  interpretate  come  coordinate  polari  nel  loro 
rona  kg  compresa  fra  i  due  cerchi  di  raggi  1  ed  s.  Le  ^  saranno  fi 
dipendenti  analiticamente  da  x  ed  y:  precisamente  si  avrà 


(30) 


t 


o  tuj 


£  =  *  +  -£-(*  cosa  —  *),         rì=y-\--^(Rseni  — 


Ad  ogni  punto  della  circonferenza  e  corrisponderà  un  punto  comp 
minato  della  circonferenza  di  raggio  I, 
E  si  avrà 

dove  per  £,  n,  si  debbono  intendere  sostituiti  ì  valori  (30),  e 

5É-*p— — ?-•] 

è  il  Jacobiano  di  Ç  yj  rapporto  apes. 

Perchè  ora  la  funzione  W%(xy)  sia  funzione  analitica  di  x  ed  y  è 
l'integrando  sia  una  funzione  analitica  di  x  ed  y   medesimi   in   tutto  il 
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di  p  e  3.  Ma  se  in  (30)  ad  x  ed  y  si  danno  valori  complessi  il  campo  di  Ìntegra* 
iC  kt  viene  ad  essere  rappresentato,  nelle  variabili  complesse  £»,  dai  punti  del  cono  projet- 
te da  (xy)  il  contorno  e  di  C  e  compresi  fra  il  contorno  medesimo  ed  una  curva 
lOteriea  a  e  di  centro  di  omotetia  in  x  y    e    rapporto   s:    chiameremo  questo  campo 
xy).  Ora,  per  le  osservazioni  dei  nl  precedenti,  se  (xy)  è   un  qualunque  punto  di 
L,  nei  punti  di  questo  campo  Vt(xy)  la  funzione  'bÇxy,  £r\)  è    regolare  e  finita  sia 
xy  che  di  lì.  Quindi  se  si  suppone  che  la  funzione /(e  n)  sia  analitica  regolare  in 
itti  i  punti  di  PT  —  e  qualunque  sia  la  funzione  analìtica  regolare  su  C  noi  potremo 
ngendo  2,  ove  occorra,  supporre  questa  condizione  soddisfatta  —  eoi  otterremo  che 
grando  di  W%(xy)  è  una  funzione  analìtica  regolare  di  xy  in  tutto  I*  .  Anzi,  se- 
lendo  la  definizione  del  Poincaré  degli  integrali  delle  funzioni  di  due  variabili   com- 
potremo dire  che  il  valore  di  Wg(xy)  è  sempre  dato  in  tutto  P   dalla  formula 


lime; 


ir.i'i)  = 


l>r> 


:*r>  z*)f(i-«)dtd*. 


Si  faccia  ora  tendere  e  allo  zero:  il  campo  V€(xy)  tende  al  cono  t(xy)  projet- 
ite  e  da  xy,  e  l'integrale  precedente  tende  uniformemente  per  i  vari  valori  di  xy  in  P 

l'integrale  esteso  a  r(xy):  basti  ricordare  che  la  funzione  <j>(xj>;  S*0  diviene  al  più 
^aritmicamente  infinita  in  (xjr)  — (£*))  ai).  Anche  la   funzione   limite    IV {xy)  sarà 

uindi  analitica  in  l*    ed  avrà  per  valore  il  valore  dell'integrale 


ai)  Qic  la  funzione  ty(xy;  xì  v,)  divenga  sul  cono  T(xy)  solo  logaritmi  e  am  en  te  infinita  risulta 
sia  dimostrato  che  il  rapporto  di  ts-(xy\  \r\)  alla  distanza  r(.vy;;ï]),  quando  il  punto  (Su)  è 
T(x  y)  ed  (x  y)  è  in  P^,  è  sempre  maggiore  in  modulo  di  un  numero  a  >  o.  Ora  sepeì  sono  le 
ir  dinate  di  (ç  tj)  secondo  (jo)  si  ha 

H  mÌ[  J *i  <x>>  &  -  R  cos  3)  +  Cv'  -  Ä  sen  s)  +  <<«/ (xy) *  +  y") 

>  T  [i"> ■•&  -  R  eos  s>  +  (y'-R  sen  3>i  - 1*/  * + f\] 
>lÌ4rr^--^  +  .)ri]>{I|-/r{.-T) 

in  forza  di  (12)  e  (27),  rr  ed  rL  indicando  le  componenti  reale  ed  immaginaria  della  distanza  di  (xy) 
dal  punto  (Äcossr,  Rsena). 

D'altra  pane  îa  distanza  del  punto  (x  y)  dal  punto  (£tj)  appartenente  al  cono   V(xy)    è    data  da 


e  quindi  sari  su  I*(*  v) 

H         li(M+Q(i^T)j 

r        Vßl  +  iy+  r>a 

Risulta  di  qui  l'enunciato*  IT  risulta  inoltre  che  similmente  sul  cono  F(*Jf)  le  funzioni  £(xy  ;£*))» 
Xi  (x  y  *»  ^7Ù*  etc**  ne^  caniP°  considerato  divengono  infinite  di  ordine  ^  1,  E  lo  stesso  avviene  scam- 
biando (xy)  con  (;?]). 


r^.v^j  indicando  U  cono  cht  dal  punto  xy  projette  U  contorno  e  at  e  —  - 
namenti  sarebbero  validi  per  le  funzioni  che  per  x  ed  ^»  reali  sono  date 


ffHl*i*y)f(t*)W* 


o  da  altri  integrali  in  cui  a  $  fosse  sostituita  come  al  solito  la  k}  la  yy 
23.  Ma  il  precedente  teorema  ci  dimostra  di  più  che   la   funzione 
analoghe)  soddisfa  in  tatto  i'r  ad  una  limitazione  notevole:  Se/(;rt)  è 
minore  di  on  numero  g  in  valore  assoluto,  si  avrA 

W\  <  H, 

{4  essendo  un  numero  dipendente  solo  dal  campo  C  e  tale  che  impiccolem 
infinitesimo  almeno  dello  stesso  ordine  della  massima  corda  di  C. 

Questo  teorema  — che  fu  enunciato  la  prima  volta  ad  integrali  estesi  ad  un 
dal  Picard  applicandolo  alle  dimostrazioni  della  convergenza  delle  successive 
stoni  per  campi  sufficientemente  pìccoli,  —  si  dimostra  facilmente  pel  campo 
appena  si  osservi  la  forma  trovati  per  W(xy)  nel  n°  precedente,  e  che 
disse  su  r(xjy)  le  funzioni  4s  h%  Xti  etc-  divengono  infinite  di  ordine  ^ 


9a)  Ecco  la  dimostrazione  accennata.  Per  quanto  si  disse  nella  nota   precedente  j 
lunque  funzione  ^  ^,  ,  k%  etc,  si  può  sempre  trovare  un  numero  S  tale  che  su  r(jct) 

in   valore  assoluto  <  —  indicando  con  r  la  distanza  di  (xy)  da  (Çij).  Quindi 


Facendo  la  sostituzione  ($0)  si  avrà 


rrm<RÏ 


\R  —  a  cos  z  —  vstn  s| 
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Il  carattere  analitico  delle  soluzioni  di  (i). 

24.  Potremmo  in  base  ai  teoremi  precedenti  dimostrare  il  carattere  analitico  delle 

rluzioni  fondamentali  di  (2)  per  (xy)  fk(xty^)i  per  maggior  brevità  noi  ci  porremo 

direttamente  alla  dimostrazione  generale  del  carattere  analitico  delle  soluzioni  di 

'i)  in  base  alla  formula  (6')  (n°  17):  questa  dimostrazione  comprenderà  quella   come 

particolare.  Sostituiamo  in  (61)  ad  u(xy;  X%y^  il  suo  valore  dato  da  (5).  Sarà 

\        l(x'L)  =  »(»-a)»^(«.y,)l//Kxj,;  *JÒ*&&*** 

[+///$*'>  *,9à*&**  ffUxy,  U)F(xy)dxdy  +  f[Mdy  -  Ndx] 

*  C  e  e 

Basterà  esaminare  i  vari  integrali  del  secondo  membro. 

Il  primo  integrale  di  area  è  funzione  analìtica  regolare  in  PT  per  le  precedenti  di- 
Acussioni 

Per  discutere  iJ  secondo  di  questi  integrali,  si  rammenti  che/(£in;  xty^)  è  carat- 
"  «rizzata  dall'essere  soluzione  di 

O)  /(£»;  xtyt)  +  J  fiAì*i  *,j,)/(*jì  *iy«)'**j  +  Xt<l*J  *.j0^a 

Ora  noi  sappiamo  che  questa  soluzione  è  rappresentata  nel  campo  reale  dalla  serie  : 

i  xä  xj3=j  fxtë*>xy)i«-tey> *ò\Yxdy=J  fr*J&* xy>L(xr> xj^y* 

\  e"  e* 

almeno  finché  la  serie  converge. 

Per  le  osservazioni  del  n°  23  applicate  al  campo  reale  questa  serie  converge  in 
tutto  il  campo  reale  C  appena  che  questo  sia  convenientemente  piccolo. 

Invero,  i  due  primi  termini  della  serie  per  (xv)  =  (£?,)  divengono  infiniti;  ma  noi 
sappiamo  che,  per  quanto  già  si  è  osservato  al  n°  15,  la  funzione  X,(£*ì;  -k.jO  sarà 
Ovunque  finita  nel  campo  C:  sia  essa  minore  in  valore  assoluto  dig.  Seguirà  allora  dal 
ri0  23  che  in  tutto  il  campo  sarà 

<33)  bctfi;  *,y,)\<lg,  M«iì  xJt)\<u/g, ...  Mtm  «.yJKP-**  •  •. 

£  essendo  un  numero  che  diviene  infinitesimo  di  primo  ordine  quando  la  massima  corda 
di  C  diviene  infinitesima:  potremo  quindi  fare  in  modo  che  la  (32)  converga,  impiccio- 

>lendo  C.  Noi  potremmo  partendo  da  (32)  studiare  i  valori  di /(Su;  x(v,)  e  mostrare 
che  essa  è  funzione  analoga  alla  ^(Irr,  a,),):  preferiamo  osservare  che  per  (32)  il 
secondo  integrale  di  (31)  si  può  sviluppare  per  valori  reali  di  xlyi  nella  serie 


(34)  K-  i)"fj X.(t*ì  *JÒiU*ffK*fÌ  lr)F{xy)dxiy 


tosto  che  il  campo  C  è  sufficientemente  piccolo. 

Rend.   Cire.  M*Um.  Palermo,   t.   XXI V  (ir>  scm.    I907)  — Suturato  U   io  settembre    1907. 
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Ma  la  serie  (54)  è  una  serie  di  funzioni  che  si  possono  prolungare  analiti 
in   tutto    P    poiché  risulta  dai  ragionamenti  che  precedono  che  tal  prolungamento, 
termine  «-esimo,  è  dato  da 

(/JUG*  «0«*  fjWji  U)F(xy)dxdy 


ruiyi> 


tiÌrt) 


E  pei  n*   15  e  25  la  serie  di  queste  funzioni  converge    in    ugual    grado   in  Pf 
rappresenta  quindi  una  funzione  analitica. 

Analoga,  e  in  certa  misura  più  semplice  è  infine  la  discussione  relativa  all'imi 
curvilineo  di  (31),  Si  indichi  infatti  con  M^(xy;  *,.)',)  la  funzione  che  si  ottiene 
statuendo  ad  uÇxy)  nella  formula  (2),  la  ${xy;  *,>,);  la  funzione  M^{xy;  xyji 
pende  da  A'j(  solo  in  quanto  essa  dipende  da  if(xj\  *,J,)  e  dalle  derivale  di 
dei  primi  n  —  1  ordini;  e  fin  quando  xy  resta  sul  contorno  e  di  C  essa  è  una  fu 
zione  analitica  regolare  di  Xtytì  comunque  sia  xìyì  interno  a  \^. 

D'altra  parte  si  ha  evidentemente  da  (9): 

M  =  M+(x>;  xtyj  +  fff$m  x,yM<x,;  U)d\d-n 

c 

=  M,(xy;  xty,)  +  Z(- 0'//x.G^  *,*,)**(*>;  l*)dU+ 

c 

Ora  la  serie  del  secondo  membro  è  convergente  appena  che  C  sia  sufficientem« 
piccolo;  ogni  termine  della  serie  è  una  funzione  analitica  regolare  di  xiy\  in 
tranne  quando  il  punto  xtyt  viene  a  coincidere  col  punto  xy;  quindi  M  rappreseni 
una  funzione  che  quando  xy  è  sul  contorno  è  analitica  regolare  in    ogni    punto  x,y 
interno  a  1>T.  Segue  che  anche  l'integrale  curvilineo  che  compare   nella   formula  (31) 
è  una  funzione  analitica  di  xtyt  in  questo  campo. 

Concludiamo  quindi:  Quando  i  coefficienti  ed  il  termine  noto  dell'equazione  linmt 
totalmente  ellittica  £{%)  =  F(,xy)  soti0  funzioni  analitiche  delle  variabili  x  ed  y,  <f«i 
soluzione  finita  e  continua  insieme  colle  sue  derivate  di  ordine  me  funzione  anakut 
dille  variabili  x  ed  yt 

25.  Osservazione.  —  Applichiamo  i  ragionamenti  fatti  in  questo  paragrafo  ali  'equa- 
zioni &tz=f(xy)  c^  a'la  funzione  log  r  che  in  questo  caso  ha  1*  ufficio  vuoi  della 
funzione  ^,  vuoi  della  u. 

La  formula  di  Green 

«w  =  £/./v.rtw>** + h  f {&<-£*')« 

c  * 

rappresenta  allora  una  qualunque  soluzione  della  equazione  ±iz=f(xy)  finita  e  con- 
tinua colle  sue  derivate  Ie  e  2\ 

Dai  n1  precedenti  risulta  anzitutto  come  debba  intendersi  l'estensione  dilla  formuk 


_ 
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°° 


en  ai  valori  compiasi  itile  variabili  Xt}t\  si  ha 


ri«,T.» 


Cxi>,)  indicando  il  cono  che  proietta  dal  punto  xìyl  il  contorno  e  di  C. 

Analoga  sarebbe  l'estensione  della  formula  qualora  si  aggiungesse  a  log  r,  ta  fun- 
ame compensatrice  g(xy;  x^'J  sia  relativa  al  primo  sia  al  secondo  problema  al 
»atomo. 

LM/i  di  più  associando  questa  formula  ai  ragionamenti  del  n°  23  si  estendono  im* 
latamente  al  campo  complesso  quelle  disuguaglianze  che  per    il    Picard    furono   il 
andamento  per  l'applicazione  del  metodo  delle  successive  approssimazioni  al   problema 
Dirichlet  relativo  all'equazione 


k,<  =/(*,*  <,§J,  §*)■ 


E  questa  estensione  ci  permette  di  dimostrare,  senza  ricorrere  ai  nuovi  ragiona- 
enti  degli  sviluppi  in  serie  trigonometrici,  ma  mediante  lo  stesso  metodo  di  risoluzione 
Û  campo  reale,  il  carattere  analitico  delle  soluzioni  dell'equazione  precedente. 

E  lo  studio  accurato  di  questa  nuova  dimostrazione,  su  cui  ora  non  possiamo  fer- 
arci,  ci  permetterebbe  di  introdurre  qualche  lieve  economia  nelle  condizioni  die  per 
le  dimostrazione  si  impongono  col  metodo  degli  sviluppi  in  serie  trigonometrici. 


Sin. 

26*  Due  questioni  si  presentano  ora  come  naturale  estensione  di  quella  tratuta  nel 
•esente  lavoro: 

i°  Generalizzare  la  ricerca  al  coso  in  cui  non  si  abbia  una  sola  equazione  con  una 
•la  funzione  incognita,  ma  più  equazioni  in  più  incognite. 

2°  Generalizzare  la  ricerca  agli  spazi  a  più  dimensioni. 

In  questo  ultimo  §  tratterò  brevemente  della  risoluzione  di  questi  due  problemi 
due  casi  particolari:  tralasciando  quei  calcoli  che  sia  facile  ripetere  coUa  guida  degli 
jdì  precedenti. 

I  sistemi  di  equazioni. 

27,  Nell'estensione  dei  nostri  studi  al  caso  dei  sistemi  di  equazioni  lineari,  due 
fficoltà,  provenienti  dallo  stato  imperfetto  in  cui  e  ancora  la  teoria,  limitano  e  l'utilità 
la  possibilità  della  ricerca.  Invero  noi  dobbiamo  prevedere  per  le  osservazioni  fatte 
1  principio  del  nostro  lavoro  che  le  caratteristiche  avranno  anche  in  questo  caso  ufficio 
»senziale,  ora  non  è  ancora  perfettamente  chiaro,  fatta  eccezione  per  alcuni   più   sem- 
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plici  tipi  dì  sistemi,  quale  senso  debba  attribuirsi  alle  caratteri^ 
l'altro  lato  non  è  stato  fin  qui  generalizzato  al  caso  dei   sistemi 
zione  aggiunta  di  un'altra  **)  talché  noi  non  siamo  in  grado  dì 
della  soluzione  fondamentale,  una  espressione  delle  soluzioni  del  sister 
logo  alla  (6);  onde  Turile  che  dalla  conoscenza  di   tale   soluzione    si 
teoria  delle  equazioni  viene  ad  essere  per  ora  assai  limitato. 

Mi  limiterò  a  trattare  quindi  di  un  caso  particolare   analogo    a    e 
So  m  iguana  e  dal  Fredholm. 

Si  consideri  un  sistema  di  n  equazioni  in  n  incognite: 


(35) 


du 


SU*    ax  dy 


*<—- 


+^+I<£n£+* 


o^l^—J 


dx'dyw 


*.,<*,  + Kt*,+ 


+  A..«.  +  Vj;:.^. 


dove  Afj  rappresenta  il  simbolo  operatorio 


dxì dy9 


:;. 


ldxdyl-t  +  ' 

Ix  a,  le  a}  le  fr  si  suppongono  funzioni  di  x  ed  y,  e  per  maggi« 
nite  e  continue  insieme  con  tutte  quelle  derivate  che  occorre  di  cons 
remo  inoltre  che  le  funzioni  Vyf  siano  tali  che  in  tutto  il  campo  C  i 
le  radici  dell'equazione  di  grado  km 


(37) 


Zjgv  Z*{f«r.  •  •  X*ir*«f 


siano  tutte  complesse  e  di  multiplicité  costante  in  C,  finite  e  continue 
derivate  dei  primi  k  n  -f-  i  ordini.  Notiamo  subito  che,  perchè  ciò  sia 
rerà  che  uno  almeno  dei  due  numeri  k  ed  n  sia  pari. 

Indicherò  con  4^.4^  e  chiamerò  prodotto  di  A4i/(  per  ^, 


93)  Per  esempio  non  sono  affatto  studiati  i  sistemi  contenenti  equazioni  di  oi 
che  il  numero  delle  incognite  sia  inferiore  a  quello  delle  equazioni. 

a4)  Tranne  per  i  sistemi  ì  quali  offrono  particolari  cotu!  iissimmetria; 

di  equazioni  di  i°  ordine  secondo  Holmgren  (vedi  Had  amaro,  Leçons  sur  la  tbéor 
ics   ondes,    Nota    I,  pp.  518519)  ed  altri  pochi  tipi  di  sistemi  (vedi  ad  cs.  quelli  di 
sUnstone  dei  metodi  di  Picard  e  di  Ribmann  ad  una  classe  di  equa\ioni  a    derivai* 
R.  Accademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematiche  di  Napoli,  s.  II,  voi  Vili  (lì 
oppure  quando  soccorrono  analogie  indicate  dalla  Fisica  matematica  jVedi  Somigli a> 
Sur  les  equations  dt  Vèquiìihre  d'un  corps  solide  Hastique  [Acta  Mathematica,  t.  XXI 1 
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Torio  che  si  ottiene  facendo  il  prodotto  simbolico  di  &iiJt  per  A;i;-a  :  sarà 

Analogo  significato  avrà  il  prodotto  Alf;i  liìj3  .,.  &imjm-   Si   noti    che    qualunque 
sta   la  funzione  i  si  avrà 

dove  le  ^  sono  funzioni  di  x  ed  y  formate  colle  â  e  colle  loro  derivate  dei  primi  k 
ordini-  Analoghe  formule  valgono  per  i  prodotti  di  più  termini. 

Ci  proponiamo  di  trovare  un  sistema  di  soluzioni  di  (35)  le  quali   dipendano   da 
punto  parametro  xtyt  e  siano  ovunque  finite  e  continue  colle  loro   derivate  in   C 
^anne  che  nel  ponto  (a^)  =  (xy)  ove  le  loro  derivate    di    ordine    Jfc —  1    debbono 
we  una  singolarità  del  primo  ordine. 
Si  consideri  l'equazione 


<3«) 


A(0  = 


A    A      . 

JX         12 

à        A 

21        22      ' 

'      • 

A 

m 

l  —  l 

r*, 

•*m 

A, 

A     A       , 

«I        HI 

M 

A.. 

\.(Ö  =  °- 


Sarà  questa  una  equazione  lineare  omogenea  alle  derivate   parziali    di    ordine    kn 

in  ^,  totalmente  ellittica  perchè  l'equazione  delle  caratteristiche  è   per  essa   l'equazione 

C  37);  e  cui  infine,  per  le  ipotesi  fatte  relativamente  alle  radici  di  (37),  si  può  applicare 

Va  teoria  svolta  nel  §  1.  Si  costruisca  quindi  per  questa  equazione  una   soluzione  fon- 

cìamentale  z^(xy;  xtyt}, 

Si  considerino  i  simboli  operatori  che  si  ottengono  prendendo  i  minori  di  ordine 
ti  —  1  di  A  (^)  e  li  si  indichi  con  f ^ ,  Si  avrà  identicamente,  —  sempre  intendendo  i 
prodotti  fatti  colla  legge  da  noi  sopra  enunciata: 

K  ■  Vèj  —  Abi ,  Vl2  +  lh  „  vfcJ  .  - .  ±  Afepi  -  Vi.  =  «n  i     («a=o,  *^* :  ««F** 
Se  quindi  si  considera  uno  qualunque  degli  n  sistemi  di  funzioni: 

l'ipotesi  che  <(x^;  x,^)  sia  soluzione  fondamentale  di  (38)  ci  dice  che  le  derivate 
(£ —  i)~esime  delle  §ih  hanno  nel  punto  ^xy)mst(xty^)  un  infinito  di  i°  ordine;  ma 
per  esse  si  ha,  nei  punti  (x;y)  —  (*i)0> 


(39) 


=  y^: 


dx'dy' 

le  Jrf'r*'1  essendo  formate  coQe  X  e  colle  loro  derivate  dei  primi  k  —  i  ordini. 

I  secondi  membri  di  queste  equazioni  avranno  nei  punti  (xy)  =  (xt^t)  una  sin- 
golarità di  i°  ordine  al  più. 
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Analogamente  si  consideri  il  sistema  di  funzioni 

*  c 


*JL*j)—JJWL*n  WCM*«** 


dove  /(£  rt)  è  una  funzione  finita  e  continua  ed  al  più  avente  infiniti    di  ordii 
in  qualche  punto  isolato.  Sia  direttamente,  sia  osservando  che 


*•<**)=(-  *fi*lffii*9i  i*y$*)dv*]* 


si  vede  che  le  W  ammettono  le  derivate  dei  primi  it  —  i  ordini  nei  punti  ov 

è  finita  e  che  queste  derivate  si  ottengono  colla  derivazione  sotto  il  segno;  eh 

rivate  di  ordine  k  —  i  hanno  una  singolarità  logaritmica   al  più  dove  f(xy) 

infinita;  che  infine  le    IV,    ove  /(vv)   ammette    derivate    finite,  ammettono 
t-esime  tali  che 


A(xy)  = 


\Ut)       Mia) 
A*o         A*o 

A*o         A*o 


Ma«) 
*    Afco 


*\(«a)       \(«a)  }(*■) 

Atô         Afco      *    "    *    Ako 


è  il  coefficiente  di  a'*  in  (57)  e  quindi  sempre  7e  o,  e  khi(xy;  S>ì)   è   una  1 
che  possiede  una  singolarità  di  ordine  non  maggiore  del  primo  in  (xv)  sa  (; 
Si  cerchi  ora  di  porre  le  soluzioni  cercate  nella  forma 

(41)  M>jrs  *aà**fym{*ji  MÙ+^MjjMtti  l*ìf&*>  *<>y 

e  di  determinare  le  n  funzioni  ft  per  modo  che  le    uk   soddisfacciano   alle  a 
imposte, 

La  condizione  che  per  (xy)  ^à  (x^)  le  funzioni    u    soddisfacciano    alle 
porta,  in  base  alle  osservazioni  precedenti,  ad  un  sistema  di  n  equazioni  integ 
le  il  funzioni  incognite  /(£  r,  ;  xxy^  cui  si  possono  applicare  le  teorie  del  Fi 
e  le  osservazioni  svolte  nel  §  1  :  queste/  sostituite  in  (41)  ci  danno  per  le  uk(x 
le  soluzioni  cercate. 
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Le  equazioni  in  più  variabili. 

a8*  Per  le  equazioni  in  più  variabili  noi  troviamo  clic,  sia  il  concetto  di  caratte- 
ristica che  quello  di  equazione  aggiunta  di  un'equazione  data  aj)  è  ormai  completamente 
chiarito.  Quindi  il  problema  della  ricerca  delle  soluzioni  fondamentali  si  presenta  come 

^talmente  determinato  e  nel  suo  enunciato  e  nei  suoi  scopi:  data  una  equazione  li- 
neare totalmente  ellittica  (Éi(ti)  =  o  di  ordine  in  in  m  variabili  xtx2  ...  xmì  i  cui 
efficienti  siano  funzioni  di  xtx2  . . ,  xm  finite  e  coutinue  insieme  con  un  con- 
veniente oumero   di   derivate   in    un    determinato    campo    C,   trovare    una    soluzione 

i(jctA,  ...  xm;  ytyM  ...  yj)  dell'equazione  <&(«):=  o,  la  quale  sia  finita  e  continua 
insieme  colle  derivate  dei  primi  in  ordini  per(x(xa  ...  xm)^(ylyj  ...  yj^  mentre 
Dei  punti  {xtxt  ...  xJ)wB(jtyt  •••  ^«)  'e  sue  derivate  di  ordine  2«-  i  e  in 
divengono  infinite  di  ordine  m  —  i  ed  m  rispettivamente,  —  quale  infinito  principale 
assumendosi  come  sempre  l'inversa  della  distanza  euclidea  dei  due  punti  (xt  x2  . .  ,  xm) 

Ed  in  tal  forma  fu  gii  trattato  da  parecchi  autori  in  casi  particolari.  L'Holmgren  *°) 
la  dimostrazione  di  esistenza  che  egli  diede  per  le  soluzioni   fondamentali   delle 
equazioni  di  2°  ordine  in  due  variabili  alle  equazioni  in  tre  variabili  delia  forma 


è*u   .   d3u       d1**  du    .    ,du    t     du    ,     , 

^df+W+adx  +  bdy+Cdï  +  du  =  °> 


dx 


>nendo  i  coefficienti  analitici  ed  usando  di  sviluppi  in  serie  di  funzioni  sferiche. 
j>erò  non  restava  trattato  neppure  il  caso  generale  di  una  equazione  ellittica 
tre  variabili,  poiché  non  sempre  si  ha  una  trasformazione  di  variabili  che  ne  riduca 
costanti  i  coefficienti  delle  derivate  seconde.  Questo  caso  più  generale  fu  trattato  dal- 
1*Hadamard  a?)  il  quale  dimostrò  l'esistenza  delle  soluzioni  fondamentali  per  una  equa- 
zione lineare  totalmente  ellittica  del  2°  ordine  in  m  variabili  a  coefficienti  analitici. 

Ricorderò  ancora  in  questo  indirizzo  di  ricerche,  una  memoria  del  Fuedholm  •*) 
cut  si  dà  la  forma  delle  soluzioni  omogenee   di  grado  —  I   delle  equazioni  ellittiche 
tre  variabili,   contenenti  solo  derivate  di  ordine  massimo  ed  a  coefficienti   costanti: 
queste  soluzioni  sono  soluzioni  fondamentali  solo  quando  V equazione  sia  di  grado  2; 
iat  in  quanto  esse  hanno  un  punto  singolare  isolato,  possono  forse  servire  di  base 


•S)  Cf.  Niccoutti,  L  e.  »♦). 

•*)  HoLMGftHtt,   Üeber  die  Existeni  der  Grundtisung  bei  einer  Une are n  partiellen  Differ  enHalgUkhtmg 
Ordnung  vom  elliptischen  Typus  fArchiv  fòr  Matenutik,  Astronon.  Ak,  Bd.  I  (190^1904)» 

•*)  HaDamakd,  Recherches  sur  Us  solutions  fondamentales  et  l'intégration  des  *  ouations  linéaires  aux 
partielles  (V  et  2'  Mémoire)  [Annales  Scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  IH*  »cric 
3Ü  (1904)»  pp    HMS*:  t.  XXII  (190s),  pp.  101-141J. 
••)  FlEDHOLM,  L  c  »♦). 
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allo  studio  delle  soluzioni  fondamentali;  e  con  un  opportuno  artificio   il  Frldho 
applica  precisamente  allo  studio  delle  soluzioni  fondamentali  di  certi  partie  * 

Volendo  vedere  di  estendere  i  nostri  metodi  a  questo   caso,    dovremo  cere 


o,  come 


iù  bre 


porre  la  soluzione  fondamentale  u(<xtx1  .  *-  xm;  y^y3  .,.  yj) 
indicheremo,  u(xt;  yj,  nella  forma: 

(42)  «(*,;  yi)  =  K*(;  yd  +  futi  W&i  *>**> 

C 

dove    /    indica  l'integrale  w-plo  esteso  al  campo  C,  e^T  =  d;irf<;3  .. 

i 

noi  cercheremo  di  determinare  la  ${xi\  y^)  per  modo  che  in  essa  siano  raccolte! 

dizioni  relative  al  comportamento   di   u   nei   punti  (x()  =  (y,),   mentre  sulla  /(i 
raccoglieremo  la  condizione  che  la  ti  data  da  (42)  sia  soluzione  dell'equazione 

La  massima  difficolti  si  concentra  nella  determinazione  opportuna  della  fu 
*KX.»  Ji)"  no*  ubiamo  visto  nel  §  1  quale  panilo  si  poteva  trarre  a  questo  scop 
conoscenza  delle  soluzioni  fondamentali  per  le  equazioni  a  coefficienti  costanti:  e 
tale  conoscenza  ci  manca  almeno  nel  caso  generale.  Noi  quindi  tratteremo  solo 
delle  equazioni  di  secondo  ordine  e  quello  delle  equazioni  in  cui  l'operatore  co 
dal  gruppo  di  termini  di  ordine  massimo  si  può  considerare  come  il  prode 
di  più  operatori  del  2°  ordine  a9). 

29,  Incominciamo  dal  caso  di  una  equazione  del  secondo  ordine: 


du 


(43) 


W-AW  +  I^  +  n^^a 


dxi 


*{*y-T*à 


dxtd; 


primi 


Supponiamo  le  ö(l  finite  e  continue  insieme  colle  loro  derivate  dei 
dini  in  C,  le  bn  e,  i%  finite  insieme  colle  loro  derivate  prime. 
La  forma 

(44)  Z^i*,** 

si  supporrà  definita  positiva  in  C:  sarà  quindi  in  particolare  in  C  sempre  finito 
il  determinante  delle  aik.  Indichiamo  con  Aik  raggiunto  di  aih   nel    determinarli 

aik  diviso  per  il  determinante  medesimo:  anche  la  forma  X^aa«a*  sar^   ^etn 
skiva. 


m  jnto:  r 


Bö)  In  confronto  coi  risultati  delTHADAMARD  i  nostri  sono  più  completi    in    quanto 
suppongono  ì  coefficienti  analitici,  20  dal  nostro  metodo  risulta  che  in  tutto  il  campo  C  U 
fondamentale  e  priva  di  singolarità,  cosa  che  negli  sviluppi  in  serie  delFHADAMARD  non  corop 
i  nostri  metodi  non  si  applicano,  almeno  senza  profonde  modificazioni,  al   caso    che   l'equazk 
caratteristiche  reali,  altro  che  trasformandola  in  una  a  caratteristiche  immaginarie   con 
trasformatone  complessa  ;  talché  nel  caso  delle  equazioni  a  caratteristiche  reali  cui  è  de 
parte  delta  memoria  dell'H  adamare»,  i  nostri  metodi  non  ci  permettono  di  uscire  dal    ca 
come  non  Io  permettono  quelli  delTHADAMARD. 
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HI 


ii  consideri  la  funzione  «rfo;  j\)  —  ^dik(xtx3  ...  xm)(xi — y,)Çxk  —  yk)  **): 
ion  si  annulla  mai  altro  che  nel  punto  (x)  =  (y .),  e  ivi  diviene  infinitesima  dell'or- 
l  quadrato  della  distanza  r  dei  punti  (a\)  ed  (j():  più  precisamente  noi  potremo 
due  numeri  j*  e  M  tali  che  in  tutto  C 


sumeremo  come  funzione  ty(xêi  y,)  la 

K**î  *)==  — — 


— — s=i  (**  >  2). 

erifichiamo  che  sono  soddisfatte  le  condizioni  imposte  alla  (f'C*.;  yd-  La  <1*  avrà 
sfinito  di  ordine  m  —  2  in  (.v,)  =  (y,).  Si  ha  poi 


di 


-=(*-*>-ir[—  ^^(^i^+^Zii^ii^ir^i-^X^i—  7i)]+*»(*iJJ 


P,  e  Pa  indicano  funzioni  di  x,  ,  xt  , .  .  xÄ,  ytyt  . . .  yp  che  nei  punti  (x#)  =  (vj 
ao  infinite  di  ordine  m  —  2  e  m  —  i  rispettivamente.  Infine  si  ha: 

jtndi  ^  ha  il  comportamento  imposto  alla  k(xé;  vt),  e   soddisfa  all'altra  condì* 
A(tf)  abbia  in  (0  =  00  singolarità  di  ordine  minore  di  m. 
icsMjna  difficolta  si  presenta  ora  alla  estensione  delle  considerazioni  successive, 
si  vede  che  l'integrale 


che 


re*,*,   •xJ  =  fK*r,y>)f(jiyd' 


ata  una  funzione  che: 
m  ogni  punto  in  cui  f{xxt .  * ■  x_)  è  finha  oppure   ha  un  infinito  isolalo  di 
\£  U  e  finha;  ed  in  ogni  punto  isolato  in  cui  /(xè  *_  ...  xm)  diventa  infiniu  di 
1*  j,  .*.  m  —  i  essa  ha  un  infinito  logaritmico  oppure  di  ordine  ^  1,  2, ...  m  —  j 

(teorema  B  del  n°  9); 
tn  ogni  punto  in  cui  b  /(x,  *    ■ .  «  x_)  è  finita,  W  ha  derivate   prime  finite, 


Or.  Hj 


la  S  questi  faraone  eoo   - 
p«to(*pb  (44)  divenga  um 
-,  Mctaafii  P,  pp.  S44-S4I- 
•*.  v  tXlf  <*»  M.  i»»T>  -  Siimi h<i  i  17  1 


»fc-(f»;P* 


'*T 


L(W)  =  a-,n/(*,*1 .  ■ .  O  +  f  *(*,;  yJ/OO**. 


iT  essendo  una  funzione  che  per  (x^)  — (v(.)  diventa  infinita  dì  ordine  m  —  i 
Dopo  ciò  la  condizione  che  la  u  data  da  (42)  soddisfaccia  a  (43)  pò 
equazione  integrale  del  tipo  del  Fredholm  che  determina  Ia/(x{;  yt);  e 
ottenuta  in  tal  modo  ha  nei  punti  (x.)  =  (y^  un  infinito   di   ordine    m  — 
e  nei  punti  (xt)  ^  (_)-)  è  sempre   finita    insieme    colle    sue    derivate    prim 
la  ti  che  cosi  si  ottiene  da  (43)  gode  di  tutte  le  proprietà  che   si   erano 
soluzione  fondamentale. 

Ed  il  problema  sarà  cosi  risoluto, 

30.  Termineremo  colFassegnare  la  funzione  ^(x,;  vÉ)  che  conviene 
caso  che  l'equazione  (fo  (w)  =  o  sia  della  forma 


»)  =  A(iO  +  Z»iA^ 


dx'-'àx** 


fri  ' 


+  i  —  O 
»é*à+A — N 


dove  il  prodotto  dei  simboli  operatori  A,  devesi  intendere  seguito  nello 
che  al  n°  27  e  cioè  come  se  le  a\^  non  dipendessero  dalie  x%*  Le 
si  intenderanno  funzioni  delle  xì  xx  . , .  xm  finite  e  continue  insieme  con  un 
numero  di  derivate  in  tutto  il  campo  finito  C  in  cui  noi  studiamo  la  nost 
Supporremo  che  le  n  forme 

siano  tutte  in  C  definite  positive;  e  chiameremo  A\^  l'aggiunto   dell'eleme 
determinante  formato  coi  coefficienti  a{})  diviso  per  questo  determinante   fi 
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>niamo 

*; (*, ;  yd  =  Z  4P(*i x*  •  •  ■  Ofo  -  yX*k  -  yù ; 

>me  nel  numero    precedente,  ay  una    quantità   sempre    positiva,    infinitesima   in 
(^)  di  secondo  ordine.  Porremo 


+  (**;  yd  = 


/ 


rfT("-" 


»«ar'î  «-")  •  *.<5r>;  *>  « 


li  integrali  rappresentano  integrali  m-pli  estesi  al  campo  Ce  dr^^d^d^  ... dÇJf*. 

facile  vedere  che  la  funzione  ^C*,;  )\)  soddisfa  alle  condizioni  che  sappiamo 
necessarie  per  essa.  Essa    intanto    è    una    funzione    sempre    regolare    nei    punti 

£)',),  e  nei  punti  (x()  =  (yj  resta  finita  oppure  diviene  logaritmicamente  infì- 
i  infine  diviene  infinita  di  ordine  n(m — 2) — («  —  i)m  a  seconda  che 
-  2)  —  {ti  —  1)  m  è  <  o  oppure  =  o  oppure  >  o  (applicazione  ripetuta  del 
i  B,  n»  9). 

aminiamo  come  si  formano  le  sue  derivate.  Volendo  avere  le  derivate  prime 
o  ad  Xj  [nei  punti  (Y)  =  (y.)],  si  potri  derivare  sotto  il  segno:  e  perciò  basterà 
j  rapporto  a  nt  e  moltiplicare  per  la  derivata  di  at  rapporto  ad  x{;  quest'ultima 
>orrà  di  due  specie  di  termini  :  gli  uni  ottenuti  derivando  i  coefficienti  J$  rap- 
A  xt;  gli  altri  derivando  *st  rapporto  ad  xì  come  se  le  A™  fossero  costanti.  Il 
li  questi  gruppi  di  termini  darà  un  integrale  multiplo  $Hi  affatto  analogo  a  quello 

4*,  e  che  si  potrà  ad  esempio  derivare  ancora  sotto  il  segno:  mentre  il  secondo 
xa  un  integrale  multiplo  ^\2  analogo  ina  che  sotto  il  primo  segno  integrale 
ma  funzione  che  per  (x^  =  (yt)  diviene  infinita  di  ordine  m  —  1  e  non  più  di 

m  —  2.  Scriveremo  dunque        \*'        =  <pt,  +  <3P2 ! 

J  •■(*.;  3T  J   ..«fi  « "T'J 

e  ce 

^2 '  -3j 


2 


J     ■.(*.;  fri1         J  M 

c  c 

rfr'-" 

Ove  si  voglia  procedere  allo  studio  delle  derivate  seconde  osservi 
(^BI  si  può  ancora  derivare  sotto  il  segno,  ciò  non  si  potrà  più  fare 
per  ogni  punto  (Ì\l))  esiste  nel  campo  d'integrazione  un  punto  (x(" 
l'integrando  diviene  infinito  d'ordine  m  —  i  ;  per  questo  occorrerà 
sopra  la  funzione  W  abbiamo  proceduto  nel  n°  1 1 .  Si  otterranno  coi 
conde,  non  tuttavia  in  una  forma  adatta  per  procedere  facilmente  al  v 
vate  terze,  quarte,  ecc.  Per  ottenere  una  tal  forma  ci  sani  più  oppo 
una  trasformazione  delle  derivate  prime.  Ma  prima  di  fare  ciò  osserv 
lori  delle  derivate  seconde  che  per  la  via  precedente  si  ottengono 
facilita  il  valore  di  A,  (4),  e  se  ne  deduce  (cfr.  n°  29) 

M+)m  r_±!i_  f-«L- 1 


I 


c 


^-.(r,,^r,)i^r,,;>.r 


+  /V,  «v*  f— <^  f ...  f ^ 

e  e  ce 

k  essendo  una  funzione  che  in  (*_)  =  (£'")  ha  un  infinito  di  ordine 
Volendo  ottenere  le  derivate  seconde  sotto  forma   di  integrali  o 
disse,  trasformare  ^R,.  Si  osservi  che  si  può  scrivere 


m  —  2   /  1  3«,^,,    /  àtw 

2       I  I«''  /  ~^ 


$!,= 


•/ 


dT<-.> 


^^"-"urv  •.&**?$* 
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V7 


Quindi  integrando  per  parti,  indicando  cod  e  il  contorno  di  Ci 


JA,  = 


m 


7 


dWl^-'-dt 


*._,&-";  err  «.(cru)  * 


8  f~^  f 

J  ».»  eri !  J 

-/ 


•.(*,;  (PT 


d5V' 


\C?r*iyF  ì 


e  ce 

Il  primo  termine  di  JP1  ammettere  quante  derivate  si  vuole  in  ogni  punto  interno 

C  e  queste  si  potranno  tutte  facilmente  ottenere  mediante  derivazione  sotto  il  segno. 

secondo  si  potrà  derivare  anche  esso  sotto  il  segno  come  appunto  si  poteva  con  ty. 

Cosi  si  otterranno  le  derivate  seconde  e  ripetutamente  applicando  lo  stesso  proce- 

acnto  si  riusciranno  a  dedurre  tutte  le  successive  derivate  della  $  ed   a   dimostrare 

le  esse  si  comportano  in  (x^)  =  (jt)  nel  modo  da  noi  indicato. 

La  forma  che  invece  abbiamo  attribuito   alla   funzione   AÉ(^)   si   presta   più  bài» 
ate  aj  calcolo  successivo  di  AjA^)],  A  JA^A,^)]!  . ..;  e  mediante  essa  si  prova 

icdiatamente  che  la  funzione  A .U.  X. . .  [A,  (+)] . . .  .  j|   ha    nel   punto  (*,)  =  (>,) 

singolarità  di  ordine  m  —  i  soltanto. 

Se    si    pensa    poi    che    per    una    osservazione    del    n°    27,    le    due    espressioni 

]  Ja.  {    ...  [Ar  ('{>)]  .. .  |  e  Àj.àj« ♦••  Aw(|)  differiscono  solo  per  una  espressione  lineare 

die  derivate  di  ^  di  ordine  Z2«  -  I,  noi  dedurremo  che  anche   quest'ultima   fun- 
sne  non  ha  nei  punti  (jt.)  =  (y,)  che  un  infinito  di  ordine  m  —  1  al  più,  e  quindi 
la  4<  soddisfa  ancora  alla  seconda  delle  condizioni  assegnate. 
Non  ci  indugeremo  più  oltre  in  questi  calcoli  che  presentano  una  maggiore  com- 
pone di  simboli,  ma  non  in  altro   differiscono   da  quelli  gii   da   noi   ampiamente 

precedentemente. 
Osserveremo  solo  che  anche  per  queste  nuove  funzioni  ^  e  per  le  funzioni  W  che 
ne  deducono  potremmo  svolgere  una  teoria  affatto  analogo    a  quella   del  §   II,   ed 
in  alcuni  punti  più  semplice  ;  ed  ottenere  gli  stessi  risultati   relativi   al  carattere 
ico  delle  soluzioni  di  queste  equazioni. 


Pisa,  8  maggio  1907. 


Eugenio  Elia  Levi. 
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PER  L'UNIFICAZIONE  DELLE  NOTAZIONI  VETTORIALI. 

PROPOSTE   DI 

C.   Bural  i-Forti  (Torino)  e  R,  Marco  lo  figo   (Messina). 

Nota  III  *> 

Funzioni   vettoriali. 


AÌUAÉR1A    del    14    luglio    I907. 


§  V,  —  Rotazioni  nel  piano  e  Quaternioni. 

13,  Rotazioni  nel  piano, —  Si  indica  comunemente  con  ia  il  vettore  che  si  ottiene 
facendo  ruotare  il  vettore  «,  parallelo  ad  m  piano  fisso,  di  900  gradi,  in  un  senso  à- 
terminato.  L'operatore,  o  simbolo  di  funzione,  i  deve  dare,  ad  un  tempo,  la  gk^ 
del  piano  al  quale  sono  paralleli  i  vettori  su  cui  esso  opera  e  il  senso  della  rotatone; 
quindi,  per  quanto  le  sue  poDCMC  godano  delle  stesse  proprietà  delle  potenze  del  sim- 
bolo algebrico  J/  —  1  (il  ramano  di  Bella vitis),  non  può  essere  identificalo  a  ^—  1; 
perchè  )f —  1  è  simbolo  assoluto  o  costante,  mentre  i  è  simbolo  relativo  alla  giaätuu 
e  senso  considerati,  cioè  variabile  con  questi  elementi. 

L'operatore  i  «  .  , ,  dont  l'application  agit  d'une  manière  analogue  à  celle  dW 
manivelle  qui  ferait  tourner  d'un  angle  de  900,  et  dans  le  sens  positif  »  *)  tuai  i  vet- 
tori del  piano  considerato,  combinato  con  i  numeri  reali  dà  l'operatore  *  -f-  1  v  e  in 
particolare  cos  9  -J-  i <  sen  9 ,  o  e'r  (essendo  e  la  base  dei  logaritmi  neperiani),  che  appli- 
cato al  vettore  a  dà  il  vettore 

(cos  <p  -(-  i  sen  ç)a  =  e^a  =  cos  <p«  -f-  i  sen  9a, 

dedotto  da  a  con  una  rotazione,  oel  piano,  dì  9  radianti,  nel  senso    positivo   (fissato 
da  ï)  o  negativo  secondo  che  9  è  positivo  o  negativo. 

Si  ha  così  una  nuova  «  manivelle  »  che  dà,  nel  piano  e  nel  senso  fissato  da  t, 
la  rotazione  di  un  angolo  qualunque.  Questa  importante  funzione  —  che  è  poi  un  qua- 
ternione di  Hamilton,  o,  meglio,  un  versore  —  è  considerata  da  tutti  gli  autori,  ma 
sotto  forme  svariate  delle  quali  è  necessario  esaminare  le  notevoli  differenze. 


sem.  1907),  pp.  324-328  e  la  Noti  IT, 


*)  Vedi  la  Nota  I*  in  questi  Rendiconti,  tomo  XXIII  (l 
ibid,,  tomo  XXIV  (a°  sem.  1907),  pp.  65*80. 

a)  P.   G.  Tait,  Traiti  élémentaire  des  Quaternions  (Paris,  1882),  vol  1,  pag.  2. 


_ 
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PER  L 'UNIFICAZIONE   DELLE   DOTAZIONI  VETTORIALI   (NOTA   in),  JIQ 


Wessell  è  il  primo  che  si  occupa  della  questione,  e  la  risolve  proprio  nel  senso 
J  moderno  calcolo  vettoriale.  Egli  si  propone  di  dare  una  rappresentazione  analitica 
Ila  direzione  (pag.  3):  «  Le  présent  essai  a  pour  objet  la  question  de  savoir  comme.» 
i  devrait  exprimer  les  segments  de  droites  (vettori),  si  l'on  voulait,  au  moyen  d'une 
uation  unique  entre  un  seul  segment  inconnu...  trouver  une  expression  représentant 
la  fois  la  longueur  et  la  direction  du  segment  inconnu  *,  Risolve  la  questione  fissando 
,  4)  due  vettori  di  riferimento,  unitari  e  perpendicolari,  che  indica  con  *f-  1  e  -J-  e 
giunge  a  trovare  (§  6)  che.»  «  le  rayon  (vettore  unitario)  qui  commence  au  centre 
dévie  de  Tangle  v  de  l'unité  positive  ou  absolue  (-[-  1)  est  égal  à  così;  -f-  £sin  t/ ». 
s  per  togliere  ogni  ambiguità  si  scrive  yi  (simbolo  generico)  al  posto  dì  — |—  1  (simbolo 
soluto)  allora  a  le  rayon  »  resta  indicato  da  r\  cos  v  -|-  £  sin  t',  ove  *]  cos  v,  e  sin  v 
mo,  anche  per  Wessell,  vettori  e  non  numeri,  come  risulta  dal  §  6.  «  Le  cosinus.» 
x  le  segment.»  »,  «  .»  le  sinus  de  i  angle  droit  est  donc  égal  à  j/—  1  =  e  », 

La  notazione  di  Wessell  non  differisce  dunque,  in  sostanza,  da  quella  (cos  tf^4 sen  9) a 
i  Hamilton  ;  è  però  legata  a    due   vettori    di  riferimento  mentre  quella   hamiltoniana 
del  tutto  libera,  restando  individuata  dal  numero  ^  e  dal  quaternione-retto-unitario  i 
le  determina  da  solo  giacitura  e  senso  della  rotazione. 

Mentre  il  Wessell  vuole  rappresentare  analiticamente  il  vettore  per  operare  su  di 
so  con  l'analisi,  TArgand  si  propone,  invece,  di  rappresentare  geometricamente  le  quan- 
à  immaginarie  per  operare  su  esse  con  la  geometria.  Anche  per  tale  via  si  può  giun- 
xe  all'algoritmo  delle  rotazioni  ;  l'Autore  la  segue  per  un  tratto,  ma  poi  l'abbandona 
uscamente  con  la  «  multiplication  des  lignes  dirigées  ».  A  pag.  20  definisce  il  vettore 
7)  prodotto  di  'KB  per  KC,  KB  X  KC  —  KDf  essendo  KA:KB  =  KC:KD  e 
A  =  -J-  1  il  vettore  di  riferimento  (pag,  21)-  Segue  che  KD  varia  anche  con  KA, 
yè  KD  è  funzione  oltre  che  di  KB  e  KC  anche  di  KA  ed  è  quindi  uno  pseudo- 
odotto  di  KB  per  KC:  esso  non  corrisponde  ne  al  prodotto  interno,  nò  a  quello 
storiale,  e  nemmeno  al  prodotto  quaterntonale  di  KB  per  KC*  La  rappresentazione 
elta  dall'ARGAND  con  può  dunque  condurre  ad  un  calcolo  assoluto  ed  autonomo, 
}n  può,  cioè,  essere  di  reale  utilità  pratica. 

Anche  Bellavitis  considera  il  vettore  (retta)  legato  ad   un    vettore   fisso    rispetto 

quale  ne  considera  l'inclinazione  ;  ma  le  sue  definizioni  sono  di    assoluta    precisione 

»  significato  attuale.  Nel  Saggio  di  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  dì  Geometria  ana- 

ica  (1835),  a  pag.  250,  definisce  esattamente  la  «manivelle»    e^  proprio  come   sim- 

lo  di  funzione. 

a  i°  Per  rappresentare  una  retta  eguale  alla  AB  e  che  abbia  su  di  essa  una  in- 
inazione  di  900  ci  serviremo  del  segno  y  preposto  alla  AB  alla  maniera  dei  coeffi- 
enti  3); 


3)  Nella  Sposinone  dei  metodo  delie  equipollenze  [Memorie  Società  Italiana  delle  Scienze,  s.  I,  t  XXV, 
ne  2*  (1855)*  PP«  225-509]  adotta  il  segno  y>  ma  avverte  che  si  può  adoperare  «in  mancanza  di  segno 
posito  la  lettera  i  *>,  che  era  già  stata  usata  da  Hamilton  c  che  si  usa  anche  oggi  comunemente. 
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2°  Che  se  l'inclinazione  sia  invece  misurata  dall'arco  %  espresso  in 
adopt  eremo  nello  stesso  modo  il  simbolo  £*,..  ». 

Nel  Metodo  delle  equipollente  (1837)  tratta  la  questione  sotto  un  a 

diverso  che  è  quasi  identico  a  quello  considerato  da  Hamilton  (1846), 

OB  vettori  unitari  ortogonali  e  OM,  ON  vettori  paralleli  considera,  p; 

pollcnza 

ON   m   ON   OM 


ON 


OA  ~  OM  0Ay 


imeneo..., 


e  dice  :  «  il  fattore  ^Yï  indicherà  un  rapporto   puramente    nu 

servirà  a  rappresentare  la  differenza  d'inclinazione  delle  rette  ON^ 


OA 


Arriva  poi  alla 


ON 
OA 


=£=re*, 


Lib.  II,  pp.   1 1 5-1 20)  j  -—  =  —  solo  quando 

OL  OL 


<*  la  quale  equipollenza  comprenderà  le  due  equazioni  jy-r-=r^  incl.  ON— 

Hamilton  ottiene  invece  la  «  manivelle  »  indipendentemente  da  qua 
di  riferimento,  vale  a  dire  proprio  nel  modo   che   conviene   ad    un    cai 

autonomo.  Se  2,  ß  sono  vettori  (Lib.  II,  pag.  108)  4)  il  rapporto  di  $ 

equivalente  a  ß  =  q*\  è,  come  si  esprime  il    Tait,    «  ...  le    multiplied! 

pour  opérer  le  changement  de  Pun  des  vecteurs  dans  l'autre  »    (L  pag. 
tore  q  (quaternione)  è  funzione  applicabile  ai  vettori  complanari  con  at  e 

il  triangolo  di  vertici  Oy 

e  direttamente  simile  al  triangolo  di  vertici  0,  0  +  ot',  0  -f-  $'*  Si  ritro 
forma  più  precisa  ed  autonoma  quanto  era  stato  ottenuto  da  Wessel  e 

Nei  moderni  trattati  di  elettrotecnica  si  fa  uso  del  metodo  simbolûo  délit 
che  noo  differisce,  per  le  notazioni,  da  quello  già  esposto  dclfÄRGAND,  € 
non  fornisce  un  calcolo  vettoriale  autonomo  delle  rotazioni  nel  piano.  Lo  s 
i  vettori  rotanti  di  G.  Ferraris  (Opere,  t.  I,  pag.  355  e  seg.).  Del  reste 
fasi  di  Fresnel,  la  composizione  dei  moti  armonici,  ecc.,  si  ottengono  m 
dall'algoritmo  delle  rotazioni,  sotto  la  sua  forma  più  semplice  ed  autono 
diamo  ora  un  cenno. 

14.  Algoritmo  dette  rotazioni  net  piano,  —  Per  ottenere  le  rotazioni  n 
necessario  ricorrere  al  rapporto  di  due  vettori  6);  basta  sviluppare,  se] 


♦)  Lo  stesso  fa  nella  memoria  :  On  symbolical  Geometry  [The  Cambridge  and 
Journal,  voL  I  (1846),  pp.  45,  137,  256]. 

5)  Vedi  ad  esemp.  E.  Gérard,   Leçons  sur  V Électricité  (Paris,  1905,  7™  édtrìo 
e)  Tale  rapporto  non  gode  di  tutte  le  proprietà  ordinarie    algebriche.  Ad 


P 


p 


,  una  sola,  secondo  le  convenzioni,  vale 


-k 
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precisi  concetti  sui  vettori  e  sulle  loro  operazioni,  il  metodo  accennato  dal  Bella vitis 

i  1835. 

Se  u  è  un  vettore  unitario  normale  al  piano  fisso,  nel  quale  si   intende  operare, 
ponga,  qualunque  sia  il  vettore  GB  del  piano,  cioè  il  vettore  normale  ad  w, 

ix  —  u  f\  jr; 

iperatore  i  è  proprio  la  9  manivelle  »  del  Tait,  cioè  un  quaternione  retto  unitario,  di 

w  è  il  vettore;  vettore  che  individua,  Ja  solo,  la  giacitura  dei  piano  dell'operatore 

e  il  verso  della  rotazione. 

Se  a  e  b  sono  numeri  reali,  si  porrà 

(0  -j-  ib)&  =  am  -\-  ibx, 

qualunque  sia  il  vettore  a*  del  piano;  a  -\~  ih  è  un  nuovo  operatore  che  per  a  =  o, 
fr=  1  da  l'operatore  fondamentale  1,  ed  è  il  quaternione  di  oiìé  f/,  la  cui  parte  scalare 
è  a,  e  il  cui  vettore  è  h  ti.  Esso  è  indipendente  da  qualsiasi  elemento  di  riferimento 
diverso  dal  vettore  u  che  di  giacitura  e  verso  dell'operatore. 

In  particolare  per  a  =  cos  <p,   è  —  sen  9,   si  ha  l'operatore   cos  9  -4-  *  sen  ç  —  «'* 
che  applicato  ad  un  vettore  jç  qualunque  del  piano,  dà  ad  esso  la  rotazione  di  9  radianti. 

Siano  a  e  h  vettori  del  piano,  wi,  9,  $  numeri  reali.  L'operatore    e*9   è  funzione 
limare,  cioè 

m  (**  a)  =  e*  (m  a),        &  (a  +  ft)  ==  **  a  -f  ff  b 

Se  a,  9  sono  funzioni  di  una  variabile  numerica: 

d{t{U$)  =  e* {da)  -f  (dç)**i«> 

con  le  ordinarie  leggi  dell'analisi. 
Per  le  successive  rotazioni: 

e  si  conservano  le  leggi  algebriche  pel  prodotto  di  due  esponenziali  7). 
Combinando  con  le  operazioni  Xj  A  s*  na 

(V  *  a)  X  (^  »)  =  «  X  &,        («*  «)  A  (**  »)  =  «  A  »1 
(**  a)  X  (**  «)  =  cos  (+  —  9)  a1 ,        (^  a)  A  (**  «)  =  sen  (^  —  9)  a3 11. 

Anche  la  posizione  acquistata  dal  punto  P  del  piano  dopo  aver  ruotato   di   9   ra- 
dianti intorno  al  punto  À  del  piano,  e  che  è  evidentemente  data  da 

si  esprime  senza  bisogno  di  elementi  fissi  di  riferimento  contrariamente  a  quanto  è  ne- 
cessario fare  con  i  simboli  comunemente  usati  e  derivati  dalla  rappresentazione  dell' Ar- 
gano. Risulta  di  qui  la  composizione  di  rotazioni  intorno  ad  assi  paralleli,  ecc. 


7)  Se  /,  /,  sono  due  operatori  relativi  a  due  piani  non  paralleli,  o  a  due  vettori  ti,  v  non  parai* 
leli,  allora  pel  prodotto  dei  due  quaternioni  1*1 ,  e'^  non  vale  più  la  solita  legge  degli  esponenti.  Hamilton 
non  indica,  in  generale,  con  <•'*  il  versore  cos* -f  iseno-;  però  tale  notazione  è  utile  e  conveniente 
quando  si  opera  in  un  sol  piano,  appunto  perche  si  conservano  le  leggi  degli  esponendalì. 
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15.  Quaternioni,  —  Tutte  le  questioni  che  si  possono  risolvere  col  calcolo  dei  qua- 
ternioni, fatta  eccezione  per  la  composizione  (in  modo  diretto)  delle  rotazioni  intorno 
ad  assi  non  paralleli,  si  possono  risolvere  con  l'algoritmo  ottenuto  sin  qui  per  il  sistema 
minimo;  anzi,  oltre  ad  aversi  enti,  notazioni  e  leggi  più  semplici  e  simili  alle  algebriche 
di  quelle  hamiltoniane  ®),  si  possono  render  liberi  da  qualsiasi  vincolo  di  riferimento 
punti  e  vettori  e,  in  conseguenza,  rette,  piani,  sistemi  di  forze,  etc.  Non  vi  sarebbe 
dunque  assoluta  necessiti  di  trattare  dei  quaternioni  per  il  sistema  minimo  che  stiamo 
studiando;  ma  i  richiami  fatti  più  volte  sulla  natura,  spesso  travisata  da  vari  amori, 
dei  quaternioni,  richiedono  qualche  precisa  spiegazione. 

Dal  prodotto  quaternionale  di  due  vettori  risulta,  come  è  noto,  il  prodono  interno 
e  vettoriale,  È  facile  vedere  che  da  questi  prodotti  possono  dedursi  i  quaternioni;  e  di 
fatto  si  deducono  col  loro  algoritmo  in  un  modo  semplice  e  rapido. 

Noi  ne  daremo  un  cenno. 

Se  5  è  un  numero  reale  e  u  un  vettore,  con  la  notazione  composta 

f*f  «A 

indicheremo  il  simbolo  di  funzione  vettoriale   applicabile   ai  vettori  ar   normali  ad  u, 

tale  che 

(0  (*  +  u  A)«  =  s*  +  u  A  «• 

La  funzione  q  =  s  -\-  u  /\}  completamente  definita  insieme  al  suo  campo  di  va- 
riabilita^  chiamasi,  secondo  Hamilton  (a  meno  della  notazione)  quaternione;  s  ne  è  lo 
scalare,  Sq;  u  il  vettore,  V  q*  Di  un  quaternione  ne  è  sempre  determinato,  e  in  un 
sol  modo,  lo  scalare  e  il  vettore  9);  il  campo  di  variabilità  della  funzione  q  è  formato 
dai  vettori  normali  al  V  q,  cioè  la  notazione  qoc  ha  ricevuto  significato  solo  per  jr  nor- 
male a  Vq  t0). 

Chiamasi  quaternione  retto  ogni  quaternione  il  cui  scalare  è  nullo.  Se  quindi  q  è 
un  quaternione  retto  ed  u  ne  è  il  vettore,  allora,  per  la  (1), 
(2)  U  f\  =  q 


8)  Che  però  sono  proprie  e  necessarie  per  quel  sistema,  per  quanto  suscettibili  di  qualche  Beve 
semplifica  zio  ne,  Bellavitjs  nel  Calcolo  dei  quaternioni  di  W.  R,  Hamilton  e  sua  relazione  col  metodo  idk 
equipollente  [Memorie  ddl.i  Sodetf  h.di.m.i  Uk  SoCOfft,  S.  IT,  t.  I  (1862),  pp,  126-186]  dice:  a  te  equi- 
poHWHM  del  mìo  metodo  sono  molto  più  facili  ±ì  risolversi  di  quelle  del  calcolo  dei  quaternioni,  pei 
cht*  le  prime  seguono  precisamente  lo  stesso  algoritmo  dell'Algebra  , .  .  ».  A  fortiori  dò  può  ripetasi 
per  L'algoritmo  vettoriale  che,  come  abbiamo  veduto,  e  molto  piò  semplice  di  quello  delle  equipollenze, 
ed  è  per  di  più  autonomo  come  quello  di  Hamilton*. 

»)  Infatti  se  (s  +  u  /\)x  =  (/  -j-  U*  f\)x,  si  ricava 

0  —  /)&  =  («*>  —  «)  A  «i 
ma  a?,  normale  ad  u  e  u\  risulterebbe  normale  ad  x\  dunque 

S  tm  /,  U  =  U\ 

10)  Il  secondo  membro  di  (1)  ha  significato  anche  per  x  qualunque.  Dando  però  Ad  x-j-  if  A 
come  campo  di  variabilità  lutti  i  vettori,  si  ottiene  una  speciale  omografia  vette*  iah  die  non  e  un  qua- 
ternione, perchè  il  quadrato  di  u  f\    non  vale  —  u1  . 
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e  quindi:  /\  l  simbolo  di  funzione,  o  operatore,  a  destra  (come!,   fattoriale)  che  appli- 
utio  ad  un  vettore  qualunque  produce  il  quaternione  retto  che  lo  ha  come  vettore. 

Applicando  alla  (2)  le  solite  leggi  dei  simboli  generici  di  funzione  (a  destra)  si  ha 


tr. 


q  f\-1  =  u 

e  quindi:  /\~l  è  simbolo  di  funzione,  0  operatore,  a  destra,  che  applicato  ad  un  quaU 
nìone  retto  ne  produce  il  vettore. 

Gli  operatori  a  destra  /\,  f\'\  corrispondono  esattamente  ai  simboli  di  funzione 
sinistra  I~\  I  introdotti  da  Hamilton  (I,  pag.  329);  sicché 

Molto  facilmente  si  possono  definire  le  operazioni  con  i  quaternioni,  tenendo  conto 
del  campo  di  variabilità  del  quaternione  somma,  prodotto,  ecc.  e  facilmente  pure  si 
possono  dimostrare  le  proprietà  del  calcolo  algebrico  che  sussistono  ancora  per  i  qua- 
ternioni. Noi  ci  limiteremo  a  considerare  alcune  formule  fondamentali  per  i  prodotti. 

Con  la  frase,  più  volte  usata,  di  prodotto  quaternionah  dei  due  vettori  u}  v,  ab- 
biamo precisamente  inteso  indicare  il  prodotto  dei  due  quaternioni  retti  *#  /\ ,  v  f\ 
(ovvero  /"'  w,  7~V,  secondo  Hamilton)  che  hanno  w,  v  per  vettori. 

Per  oc  normale  a  v  avendosi  (1?  f\)ic  =  v  /\a?,  otteniamo 

(«■  A)0  A)«  —  u  A  O  A  *0  —  —  («*  X  v)&  +  (u  x  x)v 

(vedi  an.  12  della  Nota  LP).  Ma  per  v  f\  œ  normale  ad  u  (e  quindi  oc  normale  ad 

U  A  *-)  si  ha 

(u  /\v)  /\x  =  (u  X  x)v9 
quindi 

(™  A)(«>  A)«1  —  —  ("  X  *0^  +  (u  A  <0  A  «  =  \—  «  X  »  +  («  A  •)  Al»- 
Dunque 

(3)  («  A)(»  A)  =  -  «  X  «  +  («  a  «0  A . 

da  cui  risulta  che  —  u  X  *•  e  •*  A  r  son°j  rispettivamente,  Io  scalare  e  il  vettore  del 
prodotto  quatemionale  di  il  per  9,  È  chiaro  che  dalla  (3)  si  ricava  subito  il  prodotto 
di  due  quaternioni  qualunque  in  funzione  degli  scalari  e  dei  vettori  di  due  quaternioni. 
Per  la  funzione  inversa  q"1  del  quaternione  s  -f"  u  A  »  s*  'ia 


e  in  particolare 

come  facilmente  si  verifica  colla  (3). 


s  -  u  A 


(«A)-  =  --^, 


1X)  È  naturale  che  il  nostro  operatore  dtVf/to  A  corrisponda  all'operatore  inverso  I~l  di  Hamilton 
perchè  percorriamo  la  via  haniiltoniaiu  in  senso  inverso. 


m 
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Se,  essendo  a,  h  quaternioni   qualunque,  h  non   nullo,   si   pone  -y  =  a  b'1 
allora  il  rapporto  quaternionale  di  v  ad  u  vale,  per  la  (3), 

(4)    £A  .  („  A) (u  A)-  =  _  Cf/0(«A>  =  -L|M  x  r  +  («  a  «0  AL 

Quindi  in  particolare,  poiché 

(u  a  «0  A  f*  =  av  —  (u  x  •O«! 


si  ha 


Si  noti  ancora  che 


"A 
«A 

«  —  V. 

r«  a 

î«  A 

S4(.a)— a.   t«A>£4-=!»*£%— 


ft  A 


«A 


I 


Ne  segue  che  — Q-  coincide  con  Toperatoce  indicato  da  Hamilton  (I,  p.  ic 

e  dal  Tait  (I,  p.  49)  con  — ,  operatore  da  applicarsi  ad  fi  per  avere  r. 

Si  comprende  facilmente  come  sia  possibile,  continuando  per  la  via  tracciata  **), 
ottenere  il  completo  algoritmo  dei  quaternioni  con  le  loro  applicazioni.  A  noi  basta 
quanto  abbiamo  esposto  per  rintracciare  le  cause  che  hanno  condotto  qualche  autore 
moderno  a  notazioni  ibride  e  difettose  e  a  falsare  i  concetti  fondamentali  di  Hamiltos 
e  di  Grassmann, 

Hamilton  a  cominciare  dal  libro  III,  pag.  332,  sopprime  i  simboli  di  funzione/, 

/"',  i  nostri  A~%  Ai  identifica  cioè  il  quaternione   retto   l~l  a  ss  u  /\    al   suo  vet* 

tore  if,  il  vettore  Iq  =  q  f\ ~l  al  suo  quaternione  reno  q.  Quindi  dal  libro  III  in  poi 

la  parola  vettore  ha  un  significato  diverso  da  quello  dei   due  primi  libri;   in  que 

Vente  geometrico  individuato  da  gratulerà  direzione  e  verso;  dopo  è  una  funzione  sjtfto- 

riale  e  precisamente  un  quaternione  retto.  I  primi  membri  delle  formule  (3)^4)  diven* 

e 
gono,  per  la  forma,  uv9  — ;  ma  per  la  sostanza,  non  cessano  di  valere  (/"*  w)(7~  r)* 

-=r\ — ;  se  q  è  un  quaternione  si  ha,  per  la  forma,  q  =  Sq  -f-  Fq,  ma,  per  la  sostane 

f  =  Sq  +  /-  Vq. 

L'ardita  identificazione  di  due  enti  di  natura  diversa  non  ha  prodono  confusione 
alcuna  per  Hamilton  che,  vista  la  costante  correttezza  delle  sue  applicazioni,  non  deve 
aver  mai  dimenticato  di  tener  presenti  i  soppressi  simboli  J,  7"J .  La  confusione  è  ve- 


lflx  c.  .        a     t  aba         b  .    •  b     a      ,    a       ab     ,    b 

Ia)  Si  ha:  — =  — ,  —  =  —  come  in  algebra  ;  ma -^-  =£  — -.  z£  — 

b     e  e       ca  e  cby^c*ac7^c 

non  tutte  le  leggi  algebriche  del  quoto  si  mantengono.    Pare    opportuno   non  far  uso    della  notino!** 

a 
——  ;  gli  esponenti  negativi  suppliscono  senza  ambiguità. 

*3)  Simile  per  la  sostanza,  non  per  k   forma  a   causa  del  nuovo  s«gno  /\,  a  quella  indicata  di 
G.  Peano  nel  Formulario  Malbematicp  (Torino,  1903),  pag.   550;  edizione  1905,  pp.  185-187,  200-201. 
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in  seguito  e  ben  notevole.  Il  prodono  (/"'  i*)^1  v)  ridotto  ad  uv  ha  dato  luogo 
afle  ibride  notazioni  $(tft?)  e  F  (tir)  per  —  a  X  **  e  w  A  t?T  c^e  abbiamo  già  esa- 
imoate  e  nelle  quali  il  preciso  significato  di  u&  si  è  completamente  perduto  I4). 

Gli  Autori  che,  seguendo  TArgand,  identificano,  esplicitamente  o  no,  il  com- 
pkiso  A*-|-ty,  in  un  piano  fisso,  al  vettore  xa-^iya  dipendente  dal  vettore  uni- 
tàrio u  di  riferimento,  non  seguono  affatto  l'identificazione  di  Hamilton;  essi  identifi- 
ano,  addirittura,  un  quaternione  x  -\-  iy  ad  un  vettore  e  non  bastano  più  le  funzioni 
I,  I~%  per  rendere  regolari  notazioni  e  concetti;  fanno  cioè  una  nuova  identificazione 
di  enti  di  natura  diversa  [quaternione  e  vettore)}  ma  in  condizioni  tali  da  non  poter 
evitare  l'errore. 

Cade  dunque  completamente  l'accusa  mossa  dal  Tur  al  Gibbs  di  aver  formato  un 
sistema  ermafrodito  con  quello  di  Hamilton  e  Grassmann  l5).  L'unico  appunto  che  si 
può  muovere  al  Gibbs  (Nota  IL,  9),  è  di  aver  usato  il  segno  X  in  un  significato 
diverso  da  quello  di  Grassmann;  ma  la  sostanza  della  notazione  del  Glbbs  è  perfetta 
e  se  anche,  rispetto  alla  formar  il  suo  sistema  si  vuol  chiamare  ermafroditi}}  bisogna  ri- 
conoscergli la  potenza  di  creare  da  sh  solo  tutto  il  sistema  hamìltoniano,  come  abbiamo 
provato,  nonché  quello  di  Grassmann,  come  vedremo. 

Ci  rimane  da  esaminare  un  altro  aspetto  sotto  il  quale  vien  presentato  il  calcolo 
dei  quaternioni.  Hamilton  ha  ottenuto  per  la  prima  volta  (1844)  i  quaternioni  come 
mm  nuovo  sistema  di  immaginari  in  Algebra  lö);  e,  come  dai  complessi  ordinari  si  ri- 
cava la  trigonometrìa  pìanay  ne  ha  dedotta  la  trigonometria  sferica:  «  a  new  sort  of 
algorithm,  or  calculus  for  spherical  trigonometry,..  »  (p.  242). 

Però  ha  subito  abbandonato  il  sistema  algebrico  per  quello  geomètrico.  Due  anni 
dopo  4)  ritrova  il  quaternione  come  ente  puramente  geometrico  e  —  ciò  che  è  di  note- 
vole importanza  —  come  ente  autonomo^  indipendente  cioè  da  qualsiasi  elemento  di  ri- 
ferimento. 

Ad  un  quaternione  qualunque  q,  ottenuto  per  questa  via  geometrica,  si  può  sempre 
dare  la  forma 

f  =  '  +  **+*/  +  **> 


*+)  Con  la  notazione  completa  si  ha: 

s\(rlu)(rtv)\  =  -uxv,      v\(rluxrlv)\  =  uAv. 

**)  Tait  nella  prefazione  alla  terza  edizione  dei  Quaternioni,  dopo  aver  notato  che  una  causa 
del  piccolo  progresso  ottenuto  nello  sviluppo  dei  quaternioni  è  che  i  vari  cultori  si  sono  occupati  più 
di  modificare  le  notazioni  ed  il  modo  di  presentare  i  principi  che  di  estenderne  le  applicazioni,  dice: 
*  Even  Prof.  Willard  Gibbs  must  be  ranked  as  one  of  the  retarders  of  quatemionk  progress,  in  virtue 
of  his  pamphlet  on  Vector  Analysis,  a  sort  of  hermaphrodite  monster,  compoundend  of  the  notations 
of  Hamilton  and  G  ras  s  mann  w. 

Queste  parole  diedero  origine  ad  una  lunga  polemica  :  Victor  s  versus  Quakrniôns,  tra  il  Gibbs 
ed  il  Tait  e  a  cui  presero  parie  ancora  Robert  S.  Ball,  Lodge,  Hìaviside,  Knott,  McAulay 
[Nature,  vol.  XLI11  (1891),  voi.  XLIV  (1891),  voi  XLVlt  (1892-93),  voL  XLV1I1  (1893)^  Si  veda 
pure  il  riassunto  di  una  discussione  alla  British  Association  for  the  Advancement  of  Science  [Nature, 
vol  LXVX1I  (1903)]. 

16  j  Vedi  la  prima  delle  pubblicazioni  citate  alla  nota  3)  della  Nota  II* 
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ove  5,  x,  y,  ^  sono  numeri  reali  ed  i,  /,  k  quaternioni  retti  unitari  due  a  due  ortogo- 
nali :  lo  scalare  di  q  è  il  numero  s;  il  vettore  di  </,  con  n  completa,  e  xli+ylj  — 
e  quindi,  se  comparisce  un  sistema  di  riferimento,  questo    non    è   arbitrario,  ma 
univocamente  determinato  dando  i  quaternioni  i,  /,  k*  Molti  autori  moderni  seguono 
prima  via  tracciata  da  Hamilton,  ma  non  ottengono  più  il  sistema   autonomo,  D  qu 
ternione  q  =  s-\-xi-\-yj-\~Xrk  è  ente  algebrico  suscettibile   di   una   rappresentale 
geometrica;  ma  il  sistema  di  riferimento  è  arbitrario  e  quindi  del  vettore  di  j,  Fy,  i 
è  determinato  il  modulo,  }V  -f-  y1  -f-  £*,  ma  non  la  direzione  ed  il  MT0i 

In  tal  modo  dunque,  i  quaternioni  non  danno  più  il  calcolo  geometrico  di  Hamutok, 
ma  un  calcolo  algebrico  applicabile  alla  geometria,  ed  applicabile  in  infiniti  modi  dipen- 
denti dalla  scelta  degli  assi  di  riferimento.  L'autonomia,  necessaria  in  un  calcolo  asso- 
luto, sparisce;  però  ogni  terna  di  formule  della  analitica-cartesiana  si  riduce  ad  una  foi 
mula  sola  e  si  ottiene  quindi  una  tachigrafia  cartesiana  che  è  di  indiscutibile  utilità 
sistema  cartesiano. 


§  VI,  —  Gradiente,  Divergenza,  Rotazione. 

i6.  Nomi  e  simboli.  —  In  Fisica  e  in  Meccanica  occorre  considerare  un  nunm 
o  un  vettore  N,  funzioni  di  un  punto  P,  variabile  in  un  certo  campo*  Degli  eori  «, 
w,  se  ne  devono  considerare  alcune  funzioni,  di  significato  fisico  importantissimo,  che, 
secondo  la  nomenclatura  e  notazione  usate  dalla  maggior  parte  degli  autori  moderni, 
sono:  il  a  gradiente  di  M  »,  grada;  la  «  divergenza  di  u  »,  divtt;  la  «  rotatone  di 
u  »,  rot  if, 

grad  u  è  un  vettore  «  dans  la  direction  duquel  la  fonction  («)  varie  le  plus  ra\ 
dement  »  (Tait,  II,  p.  244)  nell'intorno  del  punto  P.  Esso,  con  grandezza,  direzione 
verso,  è  definito  dalla  condizione 

gradt*  X  àP  =  du% 

qualunque  sia  lo  spostamento  infinitesimo  (vettore)  dP  di  P,  ed  il  corrispondente  in 
cremento  du  di  tf,  Facendo  uso  dell'operatore  hamiltoniano  \%  nabla,  si  ha  grad  ti  =  vu, 
e  la  condizione  precedente  diviene  (Hamilton,  I,  p.  548;  Tait,  II,  p.  245): 

Sdpyu  —  —  du  *7). 

Il  vettore  Ç«,  considerato  da  Hamilton,  tu  chiamato  prima  slope   (declivio),  poi 
gradiente  da  Maxwell  iS). 


1 


lT)  Soppressi,  s'intende,  i  segni  di  funzione  Ï,  f"1. 

lS)  Remarks  on  the  Mathematical  Classification  of  Physical  Quantities  [Proceedings  of  the 
Mathematical  Society,  vol.  HI    (1871),  pp.    224-232],    riprodotta   in  «  77?*  Scientific  Papers  of  J. 
Maxwell  1  {Cambridge,  1890),  vol  II,  pp.  257-266. 

Il  nome  gradient  figura  già  nella  2*  edizione  del  Treatise  on  Electricity  and  Magnetism,  di 
biamo  potuto  consultare  solamente  Li  traduzione  francese  di  G,  Sélig mann  Lui,  L  I,  pag.  17  (Paris, 
1885-1889),  In  Riemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen,  4*  edizione  (looo),  comparisce  la  nota- 
zione grad,  ora  quasi  universalmente  seguita. 
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diva  è  un  numero,  ed  ha  ricevuto  il  nome  divergenza   dal  Clifford   I9)j   perchè 

del  rapporto  tra  il  flusso  di  u}  uscente  da  un  volume  dell'intorno  di  P?  ed  il  vo- 

stesso.  Con  la  notazione  hamiltoniana  viene  indicato  da  — Sv«,  Il  numero  S?tf 

liamato  compressione  cubica  dal  Tait  (H,  p.   122)  e  convergenza  da  Maxwell. 

rotìi.  è  un  vettore.  Se  n  rappresenta  la  velociti,  alTistante  /,  di  un   punto   di   un 

rigido,  rotte  è  il  doppio  della  velocità  istantanea  di  rotazione  del  corpo. 
In  generale,  per  qualunque  spostamento  infinitesimo  dP  di  P,  si  ha 

2du  =  (rot  u)  /\  dP  -f-  grad  (dP  X  äu^ 

quando  per  calcolare  ii  grad  (dPy^dti)  si  consideri  il  numero  dP^du  funzione 
del  punto  0 -\-  d  Py  essendo  0  un  punto  fisso  arbitrario  **),  Con  la  notazione  hamil- 
toniana si  ha  rotw  =  V\u\  il  Tait  (II,  pag.  122)  lo  chiama  asse  vettoriale  di  rota- 
lume  ;  Maxwell  prima  a  but  with  great  diffidence  »  curl  o  version,  poi   rotazione  3I). 

17.  Notazioni  hamtlioniane  e  notazioni  damate,  —  Quando  si  faccia  uso  sistematico 
lei  calcolo  dei  quaternioni,  allora  i  simboli  odierni  grad,  div,  rot,  sono  espressi  dalle 
votazioni  necessarie  (soppressi  i  simboli  /,  /"*)  Vi  — Sy,  ¥\y  che  sono  precise  e  asso- 
lutamente appropriate  al  calcolo  dei  quaternioni.  Per  giudicare  delle  notazioni  derivate 
(Heaviside,  Gibbs,  . . .),  nelle  quali  comparisce  il  simbolo  y,  è  necessario  esaminare 
con  precisione  l'ufficio  dell'operatore  y  nel  calcolo  dei  quaternioni. 

L'operatore 



*ö)  w.  K.  Clifford,  Elements  of  Dynamic;  Part.  I,  Kinematic  (Loudon,  1878),  pag.  209. 

9°)  Questa  proprietà,  data  dal  Gibbs  sotto  forma  poco  diversa  (Vector  Andy  sis,  pag.  163),  pemietie 
di  definire  rot  u  indipendentemente  da  qualsiasi  sistema  di  riferimento,  Basta  dimostrare  che  esiste  uno, 
ed  uno  solo,  vettore  r  cheT  per  dP  qualunque,  soddisfa  la  eguaglianza  considerata  quando  sia  messo 
ai  posto  di  rot  il.  Ne  esiste  uno,  perchè  se  i,  jì  k  sono  i  vettori  di  riferimento  dì  un  sistema  cartesiano 
ortogonale  ed  xt  y>  %  sono  le  coordinate  di  Pt  basta  porre 

ÒU     A     .    .     ÒU    A     .     ,     Ott    .     _ 

come  subito  si  verifica. 

Ne  esiste  uno  solo,  perchè  se  t\  1/  soddisfano  la  stessa  condizione,  deve  essere 

C*-«0  AdP^o, 
qualunque  sia  dP,  cioè  v  wb  r?. 

ai)  Vedi  nota  lSJ,  Heavisìde  (Electroinagnetk  Theory ,  voi.  I,  pag.  101}  scrive  curi  u. 

La  notazione  rot  u  e  adoperata  quasi  contemporaneamente  da  Lorentz  [Versuch  einer  Theorie 
der  elektrischen  und  optischen  Erscheinungen  in  bewegter  Körper  (Leiden,  1895)],  e  da  Ferraris,  \Teoria 
geometrica  dei  campi  vettoriali  [Opere  complete,  vol.  I  (1902),  pp.  j89-4«;2j{T  che  fu  pubblicata  postuma 
nel  1897,  ma  fu  scritta  nel  1894  o  1895.  il  Ferraris  è  uno  dei  pochi  che  cerchi  definire  in  modo  di- 
retto  e  sintetico  la  rot,  poggiandosi  sui  teorema  di  Stokes  ;  cosi  fa  pure,  con  procedimento  analitico, 
il  Gans  [Einführung  in  àie  Vektor  analyse  mit  Anwendungen  auf  die  mathematische  Physik  (Leipzig,  1905), 
pag.  ÎJ  j.  Föppl  u.  Abraham  {Einführung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elektrizität,  2C  Auflage  (Leipzig, 
1904),  Band  I,  pag.  81]  adoperano  La  notazione  curl  ft  (der  Wirbel).  É  stata  anche  proposta,  ma  non 
seguita,  la  notazione  quiriti  (Wiechert),  vort  U  (Void). 

Le  altre  notazioni  saranno  esaminate  nel  numero  seguente. 
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nel  quale  (si  tenga  ben  presente)   i,  /,  k  sono  quaternioni  retti  e  non 
dato  sotto  questa  forma  da  Hamilton*  (I,  pag.  548).  Esso  è   simbolo   di  funzione 
sinistra)  linear /,  o  distributiva,  che  applicato  ad  un  quaternione  ç,  funzione  del  punto 
P,  produce  un  quaternione  pure  funzione  di  P(x,  y,  %). 

Tenendo  presenti  le  ben  note  espressioni  cartesiane  di  gradw,  divi/,  rot  11^  e  1 
sopprìmendo  i  simboli  I}  /"' ,  allo  scopo  di  togliere  ogni  possibile  equivoco,  i 

\  grad  u  =  I  v  « ,         div  u  =  —  Syl~l  u  ,         rot  tt  =  Vx /"'  ti , 
\  ?I~~l  u  =  —  div  11  -f-  /"'  rot  a  ; 

quindi  se  q  è  un  quaternione  qualunque  funzione  di  P, 

q=S<l  +  I-'Vq, 
risulta  : 
(7)  Vq  =  —  div  Vq  -f  tl  (rot  Vq  +  grad  Sq), 

ovvero  sotto  forma  simbolica,  cioè  corne  simbolo  operatore  (a  sinistra)  e  indipendente  da 

qualsiasi  elemento  di  riferimento: 

(7')  V  =  —  div  V  -f  J"  '  (rot  T  +  grad  S)  ; 

la  quale  si  può  anche  scindere  nelle  due 

S  x  =  —  div  F,         Vy  =  rot  F  -f  grad  S. 

A  questa  torma  completa  si  deve  giungere  qualunque  sia  il  punto  di  partenza, 
purché  si  conservi  a  vettore,  quaternione,  v,  il  preciso  significato  loro  attribuito  da  Ha- 
milton. 

Osservando  che  div  rot  u  =  o,  rot  grad  n  =  o,  e  tenendo  presenti  le  espressioni 
delle  potenze  successive  di  v  M)>  otteniamo  le  formule  notevoli  seguenti,  di  alcune 
delle  quali  dovremo  valerci  fra  poco: 

grad  u  =  Ix*h 
div  grad  u  ss  —  \-3w, 
grad  div  grad  u  ==  /  x*  u , 


(8) 


(9) 


grad  div  « .  =  Ix  div  u, 
div  grad  div  t/  ss  —  ^J  div  ff, 
grad  div  grad  div  u  =  —  /  xs  div  u, 


I 


(io)  rot  rot  ic  —  grad  div  11  =  / x* I~l  u, 

(il)  rot"*1  *f  ss  /v/"1  rot*  u  =  /v"/"'  rot  u. 

Esaminiamo  la  notazione  del  Gibbs.  L'operatore  y  da  preporsi   al   numero  1* 
ottenere  il  gradiente  vale 


V1  =  —  div  grati  5  +  h'   (rat1  K  —  grad  div  F), 

V'  =  div  grad  div  V -{■  /-■   (roti  V  —  grad  div  grad  F), 
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Ove  i,  j9  fc  sono  vettori  unitari  ortogonali  e  noe  quaternioni  retti;  esso  è  dunque  sim- 
bolo di  funzione  da  preporsi  ad  un  numéro  per  ottenere  un  vettore  e,  in  conseguenza, 
non  ammette  potenze,  cioè  v%  V3?  •  •  •  sono  sìmboli  privi  di  significato;  è  ben  distinto 
dall'operatore  ^  di  Hamilton  non  solo  per  il  significato  di  i,  Jf  A\  ma  anche  per  Tal- 
goritnio  delle  potenze. 

Nelle  notazioni  v  X  "  ?  V  A  "  \  ''  v    funziona,   secondo   l'Autore,   come  vettore 
lieo;  vale  a  dire,  con  le  regole  dell'algebra, 


SO 


no  due  nuovi  operatori.  Il  primo  si  applica  (a  sinistra)  ad  un  vettore  e  si  ottiene  un 
immer o;  non  ammette  dunque  poten2e  ed  è  ben  distinto  dal  nabla  di  Hamilton.  U 
secondo  applicato  ad  un  vettore  produce  un  vettore;  ammette  le  potenze  di  qualsiasi 
ordine  e  dà  le  potenze,  dello  stesso  ordine,  di  rot;  quindi,  per  la  (n),  anche  soppressi 
i  simboli  di  funzione  /,  J"\  non  coincide  con  l'operatore  v  hamiltoniano.  Segue  che 
fc  notazione  di  Girbs  è  regolare  rispetto  alle  convenzioni  del  calcolo  vettoriale  e  del- 
l'algebra delle  funzioni  ;  però  non  ha  un  algoritmo  fecondo  di  applicazioni  come  il  v*  di 
Hamilton;  essa  ha  importanza  tachigrafica  per  le  coordinate,  più  che  importanza  for- 
male per  il  calcolo  vettoriale. 

Nelle  notazioni  y  w,  v /#,  F^u  di  Heaviside  **),  il  y  deve,  secondo  quanto  dice 
l'Autore,  funzionare  da  vettore  simbolico  come  nelle  notazioni  di  Gibbs.  Però  la  rego- 
larità di  queste  rispetto  alle  comuni  leggi  formali  dell'algebra  delle  funzioni,  non  si  ri- 
scontra nella  notazione  di  Heaviside.  Invero  :  in  ç  «,  v  è  un  operatore  che  applicato 
ad  un  numero  produce  un  vettore;  in  x a  le  solite  leggi  formali  fanno  apparire  \  come 
operatore  che  applicato  ad  un  vettore  produce  un  numero;  in  F^u,  che  per  le  leggi 
fissate  dall'Autore  deve  scomporsi  in  F{\it)7  si  trova  la  notazione  Fut,  ove  m  è  un 
numero  ;  e  questa  non  è  stata  definita  e  per  Hamilton  rappresenta  costantemente  lo 
cero.  Questa  grande  irregolarità  di  notazione  è  dovuta  alla  irregolarità,  già  segnalata 
(Nota  II),  delle  notazioni  per  il  prodotto  interno  e  vettoriale. 

i8.  Algoritmo  delle  funzioni  gradt  div,  rot  —  È  inutile  scrivere  le  note  espressioni 
di  gradi*,  div?#,  rot  w,  mediante  le  coordinate  ortogonali  del  punto  P.  Sono  però  da 


a<*)  Scriviamo  con  i  segni  dì  operazione  X*  A  *n  luogo  dei  segni  ,  ,  X  dèi  Gibbs.  Con  le  pa- 
rentesi si  deve  scrivere  (\  X)  e  non  v(X)i  comt:  Pare  intenda  FA,,  dicendo  che  \  è  un  vettore  simbo- 
lico. Gibbs  (Victor  Amilvsis,  pp,  138,  153»  150)  propone  di  leggere  \  u,  \n,  vX  w,  rispettivamente  : 
dei  u,  dei  dot  u  (del  punto  u),  del  cross  u  (del  croce  n). 

a+)  Electromagnetic  Theory,  vol.  I,  pp.  186,  188,  191.  Le  notazioni  di  Heaviside,  che  perù  fre- 
quen  lem  ente  si  serve  delle  altre  (curi,  dìv),  sono  poco  seguite, 

Föppl  und  Abraham  (libro  citalo»  Bd.  It  pog<  48),  JaHnke  {Vorlesungen  über  Vektorenrechnung, 
(Leipzig,  1905),  pag.  227 J,  Fekrarìs  scrivono  \  u  in  luogo  di  grad  u.  Donati  {Introduzione  teorica  al 
corso  di  Fisica  tecnica  (Bologna,  1901),  litografato]  segue  Heaviside,  scrivendo  però  in  modo  più 
complicato  (pp.  49,  50)  |v«(>  iv**l  Pcr  ^  diva,  Eût  fi. 

Ki»d.  Ort.  Mmttm.  P*Urm9,  t.  XXIV  (i°  lem.  jy07>.  —  Sumpaio  il  i°  ottobre  1907. 


\ 


PER   L*ÜVTFICAZIONE   DELLE   NOTAZIONI  VETTORIALI  (NOTA   m).  JJÏ 

19.  Deficienze  dell'algoritmo,  —  Facendo  uso  del  sistema  cartesiano  di  riferimento 
si  ha: 

Si  può,  con  la  notazione  di  Lamé  **),  porre 

(X)  div  grad  u  =  A3  «, 

ma  non  si  viene  già  ad  introdurre  alcun  concetto  nuovo  e  si  fa  una  semplice  abbre- 
viazione di  scrittura  ;  però  si  dà  significato  autonomo  al  simbolo  di  Lamé,  che,  si  badi 
bene,  non  è  il  quadrato  di  ^  ==  modgrad. 

Con  la  notazione  dì  Heavìside  pare  si  possa  scrivere  div  grad  ti  =  v  V u  \  però  i 
due  Ti  per  le  osservazioni  fatte,  hanno  significato  diverso.  Quindi  non  si  può  certa- 
mente  scrivere  \*  u. 

Il  V  di  Gibbs  non  permette  di  esprimere  div  grad  u,  perchè  esso  non  ammette  po- 
tenze. 

Li  formula  (io)  ci  esprime  la  differenza  tra  rot  rot  u  e  grad  div  m  per  mezzo  del 
r*  u  (notazione  abbreviata)  hamìltoniano.  La  stessa  differenza  non  si  può  esprimere  col 
T  di  Gibbs;  apparisce  esprimibile  con  la  notazione  di  Heavìside  sotto  la  forma  —  y* \ ur 
ma  in  cui  i  due  v  hanno,  ordinatamente,  significato  opposto  a  quello  che  hanno  in 
TV"- 

Per  mezzo  del  sistema  di  riferimento,  e  facendo  uso  del  A3  di  Lamé  (non  neces- 
sario) si  ha: 

dlu 
grad  div  ti  —  rot  rot  u  —  12  (i#  X  <)  -  *  +  *  -  =  ^r—r  +  •  •  • 

0  x 

e  quindi  si  può  porre 

(XI)  grad  div  u  —  rot  rot  u  -d^  a7)> 

ma  non  si  fa  che  una  semplice  abbreviazione  di  scrittura  (utilissima  nelle  applicazioni); 

non  si  introduce  cioè  alcuna  funzione  utile,  mentre  il  y*  di  Hamilton  rappresenta  una 

effettiva  e  utile  funzione  (operatore)  quaternionale. 

Anche  grad  (*#  X  *0  non  si  sa   esprimere,   Gibbs  (p.  147)  introduce  l'operatore 

(a  sinistra)  38) 

â  ci  c5 


a6)  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  (Paris,   1859),  pag.  6. 

a7)  Maxwell,  memoria  citata  alla  nota  |S),  definisce  —  Aa  u  come  la  «concentration»  e  quindi 
La  (X)  esprime  clic  :  «  The  convergence  of  the  slope  of  a  scalir  function  is  its  concentration  »  ;  e  la  pü) 
che  :  a  The  concentration  of  a  vector  function  is  the  slope  of  its  convergence  together  with  the  curl 
of  its  curb». 

aS)  Corrisponde  all'operatore  (1*  grad)  di  alcuni  trattatisti  moderni:  per  es»  Gans,  Einführung  in 
die  VektoTitnalyse,  pag.  43.  Con  questo  si  avrebbe 

grad  (u  X  v)  F=  (•  g™d)tt  +  {u  grad)  v  +  v  A  rot  **  +  «  À  rot  v> 
rot  {«  y\  v)  =  u  div  v  —  v  div  u  +  (*■  grad)  w  —  (u  grad)t?. 
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che  applicato  ad  un  numero  produce  un  numero  e  applicato  ad  un  vettore  produce  i 
vettore  (non  ammette  quindi  potenze)  e  trova  (p.  157,  form,  41) 

grad  (u  X  «■•)  —  («  X  v)u  +  (n  X  v)  ¥  +  r  A  (r  A  *)  +  *  A  (^  A  r> 
Cosa  analoga  fa  Heavisïde  (p.  179)  e  possono  ripetersi  le  solite  osservazioni  riguardo 
alla  notazione,  mentre  quella  di  Gibbs  è  perfettamente  regolare. 

Lo  stesso  può  dirsi  per  la  rot  (li  A  ?0-  (Gibbs,  p.  157,  form.  43). 

La  rot  (ti  A  •)  comc  il  8ra^  (u  X  •)  si  esprimono  facilmente  mediante  le 
grafie  vettoriali  *9)* 

Il  lettore  avrà  osservato  che  in  questa  Nota  non  abbiamo  citato  Grassmann;  eoo 
non  perchè  il  suo  calcolo  geometrico  non  permetta  di  trature  le  questioni  delle  quali 
ci  siamo  occupati;  ma  perchè  richiede  funzioni  che,  per  quanto  semplicissime,  sono  poco 
note.  Le  trasjormaiioni  lineari  di  Grassmann,  anche  limitate  al  sistema  vettoriale  mi- 
nimo, colmano  le  lacune  che  abbiamo  accennate;  esse  danno  degli  operatori  a  Bum 
dimensioni,  soggetti  all'ordinario  calcolo  delie  ;  e  contengono,  come   caso  parti- 

colare, i  quaternioni  e  i  loro  operatori,  che  sono  trasformazioni  lineari  con  quattro  sole 
dimensioni. 

Esamineremo  queste  trasformazioni  lineari  in  un'altra  Nota;  per  ora  vogliamo  fare 
osservare  che  le  questioni  rimaste  in  sospeso  si  possono  risolvere,  anzi  sono  gii  riso- 
lute e  da  tempo,  ma  che  esse  non  possono  entrare  nel  campo  pratico  se  non  si  allar- 
gano notevolmente  i  confini  del  sistema  mìnimo. 


Torino 

Messina 


giugno  1907. 


C  Borali  -  Forti. 
R.  Marcolongo. 


fl&)  BuRALi-FoRTJ,  Sopra  alcune  operazioni  proiettive  applicabili  ttella  Meccanica  fAtti  della  R. 
demia  delle  Scienze  di  Torino,  voi  XLII  (1906-1907),  pp.  100-120];  Sulle  omografie  vettoriali  [Ibidcn 
pp.  4I7-426]. 


m 


DIE  RANDWERTAUFGABEN  FÜR  DEN  INNEN-  UND  AUSSENRAUM 

DERSELBEN  GESCHLOSSENEN  FLÄCHE 

IN  IHREN  GEGENSEITIGEN  BEZIEHUNGEN. 

Von  Ernst  Richard  Neu  mann  (Marburg). 


Adunatila  del    I|    lugllü    1^07. 


Einleitung. 


Die  Frage  nach  der  Existenz  von  Integralen  der  LAPLACE'schen  Differentialgleichung 
mit  beliebig  (stetig)  vorgeschriebenen  Randwerten  kann  man  bekanntlich  in  weitgehender 
Weise  bejahen,  und  zwar  gleicherniassen  für  räumliche  Gebiete  die  innerhalb,  wie  für 
solche,  die  ausserhalb  einer  geschlossenen  Fläche  o-  liegen:  unter  sehr  weiten  Voraus- 
setzungen über  diese  Fläche  kann  man  z.  B.  das  Verfahren,  das  C  Neumann  zur 
Herstellung  der  «  Fundamentalfunktionen  9  aus  ihren  Randwerten  angegeben  hat,  als 
konvergent  nachweisen  [mit  Hilfe  der  FREDHOLM-HiLBERT*schen  Theorie  der  Integral- 
gleichungen *)]  oder  aber  man  kann  die  Aufgabe  auch  direkt  nach  der  Fredholm 'sehen 
Methode  lösen. 

Diese  beiden  Methoden,  die  von  C.  Neumann  und  von  Fredholm,  liefern  uns 
für  die  gesuchten  Integrale  der  Potentialglekhuug  bestimmte  analytische  Ausdrücke,  oder 
besser  gesagt,  ganz  bestimmte  Regeln,  nach  denen  wir  diese  Funktionen  mit  jeder 
gewünschten  Genauigkeit  berechnen  können.  Doch  eben  wegen  der  grossen  Allgemein- 
heit dieser  Lösungen  sind  sie  im  einzelnen  Falle  meist  wenig  geeignet,  einer  Untersu- 
chung dieser  Funktionen  als  Grundlage  zu  dienen,  und  man  wird  anderen  Lösungen, 
wie  man  sie  für  eine  Anzahl  specielier  Gebiete  kennt,  im  Allgemeinen  den  Vorzug  geben, 
mögen  es  nun  mehr  geometrische  Lösungen  sein  (Kugel),  oder  Lösungen  vermittelst 
bestimmter  Integrale,  oder  durch  Reihen  nach  Normalfunktionen  (Kugel-,  Cylinder- 
Funktionen  u.  dgL) — denn  auch  solche  Reihen  haben  vor  den  C.  Neumann  sehen 
und  FREDHOLM'schen  Lösungen  den  Vorzug,  sich  den  speziell  vorliegenden  Problemen 
in  weit  höherem  Masse  anzupassen. 

Wenn  wir  nun  Umschau  halten  unter  den  Gebieten,  für  welche  man  derartig 
speziellere  Lösungen  kennt,  so  begegnet  uns  häufig  der  Fall,  dass  man  in  der  Lage 
ist,  eine  Lösung  z.  B.  für  den  Innenraum  einer  Fläche  anzugeben,  nicht  aber  auch 


*)  Briefliche  Mitteilung  von  Prof.  Hilbert. 


für  den  Aussen  räum  derselben  Fläche,  So  kennt  man  beispielsweise  die  Greek's 

Funktion  und  damit   die   Lösung   der  ersten    Randwertaufgabe   für  das   Innere  des 
Würfels,  während  man  für  die  Potentialprobleme  des  Aussenraumcs,  z.  B,  für 
berühmte  Problem  der  Elektricitätsverteilung  auf  einem  Würfel  a),  eine  Lösung  bisher 
nicht  kennt,  und  ganz  analog  liegen  die  Verhältnisse  beim  endlichen  Kreiscylindcr. 

Bei  diesem  Stande  der  Dinge  liegt  nun  die  Frage  sehr  nahe,  ob  denn  nicht  zwischen 
den  Lösungen  der  Randwertaufgabe  für  den  Ionen-  und  Aussenraum  ein  und  derselben 
Fläche  ein  Zusammenhang  besteht,  der  es  gestattet,  von  der  Lösung  für  das  eine  Gebiet 
Nutzen  zu  ziehen  auch  bei  der  Lösung  für  das  andere  Gebiet, 

Ein  derartiger  Zusammenhang  besteht  nun  tatsächlich,  worauf  mich  vor  einer  Reihe 
von  Jahren  C.  Neumann  gesprächsweise  aufmerksam  machte.  Der  Inhalt  seiner  Mit- 
teilung war  etwa  folgender:  «  Die  Lösung  der  Randwertaufgaben  llsst  sich  bekanntlich 
«  stets  zurückführen  auf  die  Bestimmung  der  GREEN'schen  Funktion  für  das  betreffende 
a  Gebiet,  die  Gre  Ersehe  Funktion  aber  lässt  sich  (bei  passender  Definition)  darstellen 
a  als  Potential  einer  einfachen  Belegung.  Entsprechend  dem  Innen-  und  Ausseimume 
i  uinur  Fliehe  a  giebt  es  daher  zwei  GREEN'sche  Belegungen  von  <r,  deren  jede  natürlich 
«  noch  abhängt  von  der  Lage  ihres  Poles  (im  Innen-  bezw.  Aussenraume)  BMn 
«  man  nun  die  Dichtigkeiten  dieser  GREE^'schen  Belegungen  in  einem  bestimmten  Punkte 
t  s  von  a  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Lage  ihrer  Pole,  so  lassen  sie  sich  darstellen  als 
«  Potentiale  ein  und  derselben  FUichenbelegung  von  ö  ».  Diese  Belegung  nennt  C.  Neumanx 
die  zum  Punkte  s  gehörige  «  Gru  n  dbel  eg  a  n  g  »  der  Fläche  <>  3).  Kennt  man  nun  diese 
eine  «  Grundbelegung  »  von  **  (für  die  verschiedensten  Lagen  von  s  auf  s),  so  kennt 
man  damit  —  das  etwa  ist  der  Grundgedanke  C.  Neumann's  —  die  beiden  GaEEVschen 
Belegungen,  wie  sie  dem  Innen-und  dem  Aussenraume  entsprechen,  und  daher  auch 
die  GiŒEN'schen  Funktionen  dieser  beiden  Räume,  und  damit  dann  wieder  auch  du 
Lösung  der  Randwertaufgabe  gleichzeitig  für   beide    Gebiete. 

Diese  Überlegungen  entbehren  nun,  wie  das  übrigens  C  Neumann  selber  ausdrück- 
lich betont  hat,  der  genügenden  Strenge;  nur  auf  dem    recht   unsicheren    Wege 
die  Benutzung  divergenter  Reihen,  so  sagte  er  damals,   sei  es   ihm    in    einigen   Fallen 
gelungen,  in  der  oben  geschilderten  Weise  den  Übergang  von  der  Lösung  des  Poten- 
tialproblems für  eines  der  beiden  Gebiete  zu  der  für  das  andere  wirklich  zu  bew 
stelligen. 

Die  von  C  Neumann  mehrfach  als  äusserst  wünschenswert  bezeichnete  Prä- 
der  obigen  Überlegungen  ♦)  will  ich  nun  in    der   vorliegenden    Arbeit    liefern.    Mei 


a)  Bekanntlich  soll  Dïrichlet  im  Besitze  einer  Losung  dieses  Problèmes  gewesen  sein,  die  1 
verloren  gegangen  ist.  Vgl.  Dirichlet'j   ll'trfo,  Bd.  II  (Berlin  1897)»  Seite  420. 

3)  Neuerdings  hat  C  Neumann  sich  veranlasst  gesehen,  seine  diesbezüglichen,  bereits  mehrere 
Jahrzehnte  zurückliegenden  Betrachtungen  zu  veröffentlichen.  Vgl,  die  Berichte  der  KgL  Sachs.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Leipzig  1906,  S.  485-559-  Sém  Ausführungen  beziehen  sich  alle  nur  auf 
das  logarithmische  Potential  in  der  Ebene,  was  ja  aber  am  Principe  der  Überlegungen    nichts  ändert 

♦)  Vgl  1.  c,  S.  558,  sowie  die  Preisaufgabe  der  Fürstlich  jABLONOWSKi'schen  Gesellschart  zu 
Leipzig   für  das  Jahr  1910  (veröfteiidiicht  z.  B,  in  den  Math.  Amialen,  Bd.  LX1V,  S«   160). 
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ersten  Versuche  in  dieser  Richtung  liegen  bereits  mehr  als  9  Jahre  zurück^  und  zwar 
habe  ich  damals  bereits  den  einzuschlagenden  Weg  im  Wesentlichen  richtig  erkannt, 
aber  erst  mehrjährige  Untersuchungen,  die  wesentlich  andere  Zwecke  verfolgten,  haben 
ich  mit  der  Natur  der  in  Betracht  kommenden  Funktionen  in  dem  Masse  vertraut 
macht,  um  das  Ziel  nun  auf  jenem  Wege  auch  wirklich  mühelos  erreichen  zu  können. 
Neuerdings  ist  es  mir  denn  auch  noch  gelungen  in  dem  Spec  fai  fai  le  einer  K  ti- 
ge If  lâche  alle  diese  Funktionen  in  geschlossener  Form  zu  bestimmen.  Wenn  in  diesem 
Falle,  für  welchen  die  Randwertaufgabe  ja  vielfach  behandelt  ist,  naturgemass  etwas 
utlich  Neues  nicht  herauskommen  kann,  so  erhalten  wir  doch  die  Lösung  in  einer 
ì  Form  und  es  dienen  diese  Betrachtungen  wol  ZU  einer  passenden  Illustration 
der  früher  erhaltenen  aligemeinen  Resultate.  Deshalb  habe  ich  in  den  beiden  Schlusspara- 
graphen diese  speciellen  Untersuchungen  der  Arbeit  angefügt. 

Ausgehen  werde  ich  übrigens  bei  meinen  Betrachtungen  von  einer  ganz  allgemeinen 
Fragestellung,  um  dann  erst  im  dritten  Paragraphen  naher  auf  jene  G  NEUMAXN'sehen 
Überlegungen  zurückzukommen.  Das  Problem,  mit  dessen  Behandlung  ich  beginne, 
betrifft  die  schon  hon  Liapounoff  erörterte  Frage,  ob  sich  die  Lösung  der  ersten 
Randwertaufgabe  stets  als  Potential  einer  einfachen  Flächenbelegung  darstellen  lässt  s). 
Es  dürfte  diese  Frage  wohl  schon  deshalb  ein  gewisses  Interesse  beanspruchen,  weil 
sie  Gauss  bei  seiner  bekannten  ersten  Behandlung  der  Randwertaufgabe  stillschweigend 
bejaht,  und  daher  die  Frage  direkt  nach  der  Dichtigkeit  jener  (vermeintlich  immer 
existierenden)  Belegung  stellt  D). 

Sonst  will  ich  zu  den  nachstehenden  Untersuchungen  noch  Folgendes  bemerken: 
Ober  die  geschlossene  Fläche  ttf  welche  das  Innengebiet  3  voni    Aussengcbiet    % 
trennt,  werde  ich  im  Folgenden  stets  gewisse  Voraussetzungen  machen,  die  sich  kurz 
so  angeben  lassen: 

1.  die  Fläche  soll  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Tangentialebene  besitzen, 

2.  sie  soll  überall  von  stetiger  Biegung  sein,  und  endlich, 

3.  sie  soll  überall  von  stetiger  Krümmung  sein. 

Es  sind  dies  dieselben  Bedingungen,  die  ich  in  meinem  «  Studien  über  die  Methoden 
von  G  Neumann  und  G.  Rubin  pr  Losung  der  beiden  Randiveri  aufgaben  der  Poten- 
tialtheorie »  (Leipzig,  Teubner,  1905)   im  ersten  Paragraphen  näher  besprochen  habe. 

Von  den  in  dem  genannten  Buche  niedergelegten  Resultaten  werde  ich  übrigens  im 
Folgenden  vielfach  Gebrauch  zu  machen  haben;  ich  werde  dieses  Werk  immer  kurz 
citieren  als  n  Studien  ».  doch  werde  ich  mich  bemühen,  alle  ihm  entlehnten  Resultate 
möglichst  vollständig  und  mît  allen  nötigen  Voraussetzungen  (wenn  natürlich  auch 
ohne  Beweise)  wiederzugeben,  um  so  nach  Möglichkeit    auch    dem    Leser   gerecht  zu 


5)  Vgl.  die  Arbeit  von  Liapounoff:  Sur  certaines  questions  qui  se  raUiiihtv.t  m  problème  de  Dirichlet 
im  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  Ser.  V,  Bd.  IV  (1898),  S.  241-3 11. 

6)  Vgl.  Gauss:  Allgemein*  Lehtuìi\e  in  Beziehung  auf  dû'  im  verkehrten  Verhältnis  des  Quadrates 
der  Entfernung  wirkenden  An^ichungs und  Abstossungskrüftc  [Ces.  Werke,  Bd.  V,  S.  195  (auch  Ostwald's 
Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  2)j  daselbst  Artikel  31-33. 
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werden,  und  ihm  den  Überblick  über  die  Arbeit  zu  ermöglichen,  der  die  Vorarbeit* 
nicht  im  einzelnen  kennt. 

Bemerken  möchte  ich  noch  ausdrücklich,    dass   ich    im    Folgenden    mehrfach 
unendlichen  Reihen  VOD  Funktionen  Gebrauch  machen,  gleichwohl  aber  auf  einen 
vergenzbeweis  nirgends  eingehen  werde.  Die  Konvergenz  aller  jener  Reihen  ergiebt  « 
leicht  mit  denselben  Hilfsmitteln,  mit  denen  man,  wie  oben  bemerkt,    die   Konve 
der  C.  NEUMANN'schen  Methode  des  arithmetischen  Mittels   beweisen    kann   7).  Ja 
ergiebt  sich  sogar  leicht  die  absolute   und  gleichmässige   Konvergenz 
Reihen,  woraus  sich  die,  von  mir  nicht  an  jeder  Stelle  einzeln  begründete,  etwas  fre 
Behandlung  der  Reihen  (z.  B.  hinsichtlich  der  Vertauschung  von  Summations*  und  ! 
tegrationsfolge)  leicht  rechtfertigen  lasst.  Hin  genaues  Hingehen  auf  derartige  Ein; 
könnte  leicht  zur  Folge  haben,  dass  der  Hauptgedankengang,  um  dessen    Entwicklung 
es  mir  vor  Allem  zu  tun  ist,  nicht  genügend  klar  hervortritt. 

Was  schliesslich  die  Bezeichnungsweise  anlangt,  so  werde  ich  mich  in  ihr  vollständ 
an  die  in  meinen  Studien  benutzte  anschliessen.  In  dieser  Hinsicht  sei  von  vornhere 
bemerkt,   dass   die   Buchstaben    i,   5,    a  (bezw.    j,  5,  û)  als   Indices   stets   auf  Punkte 
innerhalb,   auf  bezw.  ausserhalb  der  Flache  n  hindeuten,  während  die  Marken 
p  und  o  sich  auf  Punkte  beziehen,  über  deren  Lage,  wenn    nichts    besondres  bei 
ist,  keine  besonderen  Voraussetzungen  gemacht  werden.  Mit  dem  Buchstaben  v  v 
ich  stets  die  auf  der  Fläche  <7  errichtete  innert  Normalenrichtung  bezeichnen. 

s  ». 

Über  die  Darstellbarkeit  harmonischer  Funktionen  eines  Gebietes 
3  oder  $1  als  Potentiale  einfacher  Belegungen  der  begrenzenden  Räche 


Wir  denken  uns  auf  der  Fläche  a  irgend  welche  stetigen  Werte  ft  vorgeschrie 
Handelt  es  sich  alsdann  darum,  gleichzeitig  für  den  Innen-  und  Aussenraum  vi 
graie  der  Laplace'scocd  Differentialgleichung  zu  finden,  welche  diese  Werte  j\  als  Ra 
werte  besitzen,  so  liegt  es    wohl  sehr    nahe,  die    Lösung  m  der    Form  des  Potenti 
einer  einfachen  Flächenbelegung  von  7  zu  suchen;    denn   gelingt   es,  die  Lösung  z,B\ 
für  den  Innenraum  $  von  a  als  ein  solches  Potential  darzustellen,  so  ist  dieses 
der  stetigen  Änderung  seiner  Werte  beim  Durchgange  durch  <*,  zugleich  eine 
des  Problems  für  den  Aussenraum. 

Die  erste  Frage,  die  wir  uns  vorlegen  werden,  ist  demnach  die  folgende: 


fer, 


7)  In  meinen  Studien  babe  ich  die  erforderlichen  Konvergenzbeweise  nur  geführt  unter  Zuhil- 
fenahme eines  ala  v  PoiNCARÉ'sches  Princip  »  bezeichneten,  von  mir  nicht  weiter  begründeten  S 
Doch  ist  dieses  PttadjJ  bei  Anwendung  der  FjiEDHOLM-HiLBERTVhea  Methoden  entbehrlich  —  oder 
was  auf  dasselbe  herauskönnet,  lâsst  sich  vermittelst  derselben  strenge  beweisen.  Indem  wir  uns  juJ 
diesen  letzteren  Standpunkt  stellen,  können  wir  dann  aUe  Konvergenzfragen  in  einfachster  Weise  mit 
Hilfe  der  in  meinen  Mudicn  enthaltenen  Resultate  erledigen. 
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die  in  beliebigen  stetigen  Randwerten  gehörigen  Integrale  der  L\FL\cn'scben  Gleichung 
das  Innen-  oder  Aussengebiet  einer  geschlossenen  Flache  ?  stets  darsteilen  als  Potentiale 
auf  <r  ausgebreiteten  einfachen  Flachenbelcgungi 

Zur  ersten  Orientierung  dürfte  es  sich  empfehlen,  einen  Rückblick  auf  eine  ältere 

Fassung  dieser  Dinge  zu  werfen,  und  ich  möchte  daher   zunächst  kurz  eingehen  auf 

C.  Neumann'^  Stellung  zu  jener  Frage   im   Jahre   1877,  —  C.   Neumann    löst   be- 

in  dich  die  erste  Randwertaufgabe  der  Potentialtheorie  in  seiner  Methode  des  arithme- 

:hen  Mittels  durch  das  Potential  einer  Doppelbelegung,  und  zwar  für  ganz  beliebig, 

stetig,  auf  der   gegebenen    Flache  9   vorgeschriebene    Randwerte  /,  Etwas  naher 

stellt  sich  sein  Verfahren  so  dar  :  Ausgehend  von  diesen  Randwerten  ft  bilde 

die  folgenden  weiteren  Oberflächen  funktionell: 

wo  allgemein 

(V\  (dr\    _'    ^(Jc--   COS(E*f'**)    J7  /£,,  =  Entfernung  £/>  \ 

^     I  ;  dv_         J  El  \   Vq  =  innere  Normale  auf  da  / 

di< 


E1 


w 


ie  «  scheinbare  Grösse  »  des  Flächencleinentes  dé  vom  Punkte  p  aus,  also  (dG)f  speciell 
vom  Oberflächenpunkte  s  aus,  bedeutet. 

Aus  den  so  definierten  Funktionen  /,  f\  f\  etc.;  die  sich  schliesslich  immer 
mehr  und  mehr  einer  gewissen  Konstanten  C  nahem  und  aus  dieser  Konstanten 
C  selber  setze  man  sodann  die  folgenden  Reihen  zusammen: 

^,  =  (c-y,)  +  (c-y:)+(c-/:')+--. 
\  »,  =  (/,  -/)  +  c/7  -D  +  c/r  -/:)+••• . 

Diese  sind  dann  für  alle  möglichen  Lagen  des  Punktes  s  auf  a  gleichmässig  kon- 
vergent und  definieren  daher  zwei  daselbst  überall  stetige  Funktionen.  —  Mit  Hilfe  dieser 
Funktionen  lässt  sich  dann  die  Neumann'scIic  Lösung  der  ersten  Randwertaufgabe  für 
die  Randwerte  /,  für  den  Aussen-  und  Innenraum  von  <x  leicht  angeben,  Es  sind  nämlich 
die  diese  Lösungen  darstellenden  Fundamentalfunktionen  ö) 

für  den  Aussenraum  ÎI  :  für  den  Innenrauni  3  •' 


(3) 


*-  =  c+à( 


(**). 


*      t'a 


Die  Fundamentalfunktionen  mit  den  vorgeschriebenen  Randwerten  f\  sind  also 
tatsächlich,  abgesehen  von  der  Konstanten  C  dargestellt  als  Potentiale  von  Dop  pei  be- 
leg unge  n    der  Fläche  er. 

Wegen  der  schon  erwähnten  gleich mässi gen  Konvergenz  der  Reihen  (2)  für  £ 
und  ü  kann  man  nun  die  in  den  Formeln  (5)  geforderten  Integrationen  auch  glied- 
weise ausführen.  Wenn  wir  daher  zur  Abkürzung  noch  die  C  Neumann'scIic  Doppel - 


8)  WfigÇS  der  genaueren  Definition  Jcr  1  :un  dam  en  talfunk  tionen  vgl  Studien,  S.  14. 

Rt*df  Cirt,  Mdttm.  PaUrmo,  t.  XXIV  (a<>  *cm.   1907),  —  Su  rapato  il  i°  ottubre   r^. 
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belegungspotentiale  WKn)  einführen,  nämlich  allgemein 


(*  =  o,  it 


setzen,  so  lassen  sich  die  Lösungen  *l\  und  Wi  der   Randwertaufgabe   auch  folgender- 
massen  darstellen; 


(4) 


*.  =  c  -  {w.  +  K)  -  W  +  »"")  -  (»7  +  ^J)  - 


(  w,  =  c  +  {wi  -  HT)  +  (#7  -  #7)  -f  (»7  —  «7)  +  . 

An  diese  Form  knüpft  nun  C.  Neumann  weiter  an  und  macht  die  Bemerkung 
dass  die  Aggregate 

W*  +  W*+»        und        W\"  —  H*~" 
sich  auch  darstellen  lassen   als  Potentiale  einfacher   Flachenbelegungen;   es  gelten 
nämlich  die  Formeln  : 

0)  -(^"'+^")=-i;/^-ir'    W"'-H >"'')=- ^£^%< 

die  sich  leicht  vermittelst  der  bekannten  GREEN'schen  Sätze  beweisen  lassen. 

Unter  Benutzung  dieser  Formeln  (5)  kommt  dann  C  Neumann  zu  dem  Resultate, 
dass  sich  auch  die  Lösungen  4>a  und  Mrt  der  Randwertaufgabe,  wenn  nun  von  den 
konstanten  Gliedern  C  absieht,  darstellen  lassen  als  Potentiale  ein  und  densi  chen- 

bclcgung  von  der  Dichtigkeit: 


2  TT  \  d  v  d  v  d  v 


Vgl  C.  Neumann,  Untersuchungen  über  das  togarithmisthe    und   Newton  Vta  P^ 
tential  (Leipzig,  Teubner,  1877),  S.  194-196. 

Diese  letzteren  Schlüsse,  nämlich  die  Transformation  der  Reihen  (4)  von  Doppel* 
betegungspotcntialen  in  Potentiale  einfacher  Belegungen  können  wir  nun  nach  dem 
heutigen  Stande  unserer  Kenntnisse  in  obiger   Form  nicht  meh: 
völlig  correkt  ansehen,  wenigstens  wenn  wir  über    die   Randwerte  (t 
nach  wie  vor  lediglieh  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit   machen  ö). 

Denn  die  bei  jener  Transformation  wesentlich  benutzten  Formeln  (5)  bedürfen  zu  i 
strengen  Gültigkeit  gewisser  Voraussetzungen  über  die  Stetigkeit  der  Funktionen  //"" 
und  vor  allem  auch  ihrer  ersten  Differentialquotienten  (Vgl.  die  1  Bemerkung  ».  Studi 
S.  66-67)  und  wir  wissen,  dass  wenn  die  sämtlichen  Funktionen  //'  Ki  von  //" 
diese  erforderlichen  Bedingungen  erfüllen  sollen,  die  Ausgangswerte/,  ausser  der  Fe 
derung    der   Stetigkeit   noch  gewissen    weiteren   Bedingungen  genüg 
müssen  (Vgl.  Studien,  S.  37-38  und  J9-62).  —  Wir  wissen  aber  andererseits  auch,  dass 
die  blosse  Stetigkeit  der  Werte  J]  bereits  genügt,  uns  die  zur  strengen  Gültigkeit 


Ò  w 

9)  Trotz  der  Stetigkeit  der  Werte  ft  kann  z.  B.  der  Fall  eintreten,  dass  ~—   .    d.i.    die  normale 

Ableitung  des  ersten  der  Potentiale   li/in]  überhaupt  gar  nicht  existiert.  (Vgl.  Studien,  5.  62). 
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der  Formeln  (5)  erforderlichen  Stetigkeitseigenschaften  wenigstens  sämtlicher  Potentiale 
/r'"1  von  W"  an  zu  gewährleisten  (Vgl.  Studien,  S,  61-62),  sodass  also  in  Wahrheit 
die  Anwendung  der  obigen  Formeln  (5)  nur  im  Falle  n  —  o  und  n  =  1  nicht  völlig 
im  ist  (Vgl.  Studiai,  S.  66,  vor  allein  die  «Bemerkung»  daselbst). 
Wir  können  somit  die  C.  Neumann'scIic  Schlussweise  mit  der  einen  Modifikation 
beibehalten,  dass  wir  die  Aofangsgliedcr  der  Reihen  (4)  von  der  Transfor- 
mation (5)  aussch Hessen.  So  gelangen  wir  denn  zu  folgender  völlig  correkten  Darstel- 
lung der  Fundamentaliunktionen  4>d  und  U\  : 


(0 


,.=c+(W,_,,.)_xjff_-+^+^+...j.t. 


Bevor  wir  nun  die  Überlegungen  zusammenfassen,  welche  zu  diesem  Resultate 
geführt  haben,  w ollen  wir  noch  eine  kleine,  wenn  auch  mehr  formale  Abänderung 
daran  treffen  und  zu  diesem  Zwecke  speciell  noch  einen  Moment  bei  der  durch  4*Ä 
gegebenen  Lösung  der  Randwertaufgabe  für  den  Aussen  räum  31  von  c  verweilen. 

Im  Aussenraume  können  sich  bekanntlich  die  Integrale  der  LAPLACE'schen  Diffe- 
rentialgleichung selbst  bet  denselben  Randwerten  noch  durch  ihr  Verhaken  im  Unend- 
lichen von  einander  unterscheiden.  In  dieser  Hinsicht  gilt  nun  von  der  bisher  von 
uns  betrachteten  Funktion  4*d  («  Fundamentalfunkrion  »),  dass  sie  im  Unendlichen  einen 
konstanten  (im  Allgemeinen  voti  0  verschiedenen)  Wert  C  annimmt,  wie  man  das  wohl 
am  deutlichsten  aus  der  Darstellung  (3)  ersieht.  Häufig  dagegen  empfiehlt  es  sich  mehr 
solche  Integrale  der  LAPLACE'schen  Differentialgleichung  zu  betrachten,  welche  im 
Unendlichen  zu  o  werden,  wie  das  Potential  ganz  im  Endlichen  gelegener  Massen, 
Ein  derartiges  Integral  will  ich  kurz  als  eine  «  harmonische  Funktion  n  bezeichnen.  Ich 
stelle  folgende  Definition  auf: 

Definition  der  harmonischen  Funktionen,  — Im  Innenrau  m  e  einer  geschlossenen  Fläche 
*  soll  der  Ausdruck  ff  harmonische  Funktion  n  in  demselben  Sinnt  gebraucht  werden  wie 
«  Fundamentaljunktion  »  (Vgl.  dieser  halb  «  Studien  >tt  S.  1 4),  i  m  A  us  senraume  hingegen 
wollen  wir  unter  einer  «  harmonischen  Funktion  />  ein  solches  Integral  der  Laplace1 sehen 
Differentialgleichung  verstehen,  das  zwar  hinsichtlich  der  Stetigkeitseigenschaften  dasselbe 
Verhalten  wie  eine  Fundamentaljunktion  zeigt  (Vgl.  ebendaselbst),  im  Unendlichen  aber 
\u  o  wird  wie  das  Potential  gan^  im  Endlichen  gelegener  Massen  IO). 

Solche  0  harmonische  Funktionen  »  wollen  wir  nun  weiterhin  an  Stelle  der  <t  Fun- 
damentalfunktionen »  4>    und  V.  betrachten. 


IO)  Es  steht  hiernach  also  die  <*  harmonische  Funktion  »  des  Aussenraume 5  ?t  in  gewisser  Hinsicht 
mit  ihren  Eigenschaften  zwischen  der  «  Fundamentalfunktion  «  und  der  «  Potentialfunktion  »  wie  kh 
diese  beiden  Funktionsgattungen  in  meinem  Studien,  (S.  14  und  S.  16)  definiert  habe.  In  ihren  Ste- 
tigkeitseigenschaften stimmt  die  harmonische  Funktion  mit  der  Fundamental  funktioD,  in  ihrem 
Verhalten  im  Unendlichen  mit  der  Potentialfunktion  über  ein. 
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Nach  der   soeben   gegebenen   Definition    dürfen  wir  die   Fundamentalfunktion 
ohne  weiteres  auch  bezeichnen  als  die  «harmonische  Funktion»)  des  Innengebk 
den  Randwerten  ft}  um  hingegen  die  harmonische  Funktion  des  A usscnraumes  ä 
den  Randwerten/^  zu  erhalten — ich  will  sie  mit  \tt  bezeichnen  —  müssen  wir  in  den  Aus- 
drücken für  4>a  das  konstante  Glied  C  ersetzen  durch  eine  Funktion,  welche  am  R 
zwar  denselben  Wert  C  besitzt,  im  Unendlichen  aber  in  der  besagten  Weise  zu  o  wird, 
und  natürlich  der  LAPLACE'schen  Differentialgleichung  genügt. 

Eine  solche  Funktion,  welche  auf  n  einen  konstanten  Wert  annimmt  und  im  Uoeni 
liehen  auch  das  verlangte  Verhalten  zeigt,  ist  nun  das  Potential  îij  der  «  natürbebeo 
Belegung  i  von  ff,  d.  h,  der  auf  einem  von  9  begrenzt  gedachten  Konduktor  im  Gleich- 
gewichte befindlichen  Elcktriritätsmcngc  1.  Bezeichnen  wir  noch  mit  Y  den  konstanten 
Potential  wert,  wie  er  bei  dieser  Verteilung  im  Inneren  (und  auf  <x)  herrschen 
so  ist  also 


diejenige  Funktion,  die  auf  er  gleich  C  ist,  im  Unendlichen  aber  in  der  verlangten 
Weise  verschwindet.  Diese  Funktion  müssen  wir  also  in  den  Darstellungen  für  4»# 
an  die  Stelle  von  C  treten  lassen,  wenn  wir  die  «  harmonische  Funktion  »  X#  des  Aus- 
senraumes  51  mit  den  Randwerten  j\  erhalten  wollen. 

Es  sind  also  nach  unseren  obigen  in  den  Formeln  (6)  enthaltenen  Resultaten  die 
harmonischen  Funktionen  Wk  und  Xa  des  Innen-  und  Aussengebietes,  welche  auf  9  Jie 
Werte  ff  besitzen,  folgendermassen  darstellbar: 


(7) 


v,  =  c  +  (^- "',')- ^/ 


Ì  avB  +  av„ 


^  a*.  ^ 
ÒW"  ,  divn  ,  au" 


^.+  •9-^+^+ 


I 


d\  dvc  dv^ 

Wenn  wir  nun  noch  die  Dichtigkeit  p  der  natürlichen  Belegung  einführen 

sodass  also 


und 


ye£„r 

ist,  so  können  wir  hier  augenscheinlich  noch 


•): 


lf)  Diese  Dichtigkeit  p  der  natürlichen  Belegung  liefen  uns  die  Robin 'sehe  Methode  (Vgl  5ku« 
S,  181*184),  deren  Gültigkeit  wir  in  demselben  Umfangt  verbürgen  können,  wie    wir   die  Konvergenz 
der  C.  NfiUMANN'schen  Reihen  als  bewiesen  ansehen  dürfen  (Vgl.  oben  die  Einleitung). —  Den  Bl 
ben  p,  der  in  meinen  Studien  die  Dichtigkeit  der  Gleichgewichtsverteilung   einer    elektrischen   Ladung 
von  der  Grösse  air  m  bedeutete,  benutze  ich  hier  augenscheinlich  in  einer  etwas  specielleren  Bed<* 

indem  ich  die  dort  willkürlich  gegebene  Gròsse  »1  speciell  gleich  gemacht  denke.  Entsprechendes 

ist  natürlich  auch  bei  den  Grössen  F  und  II#  anzumerken. 
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en,  und  wenn  wir  dann  noch  in  (7)  diese  Glieder  mit  den  letzten  Gliedern  vereinigen, 
liefern  uns  diese  Formeln  endlich  in  Beantwortung  der  oben  aufgeworfenen   Frage 
folgenden 

Satz  i,  —  Wir  machen  über  die  auf  der  geschlossenen  Fläche  g  vorgeschriebenen  Rand- 
trU  f    keine  andere  Annahme,  als  iass  sie  daselbst  uberai!  stetig  seien.   Dann  können 
ir  die  diesen  Randwerten  entsprechenden  harmonischen  Funktionen  für  den  Innen-  und 
Aussenraum  von  g  im  Allgemeinen  %war  nicht  selber  als   Potentiale   einer  auf  <x  ausge- 
tten  Belegung  darstellen,  wohl  aber   können  wir   wenigstens   den   nach  Absonderung 
isser    einfacher    Glieder   übrig   bleibenden    Restfunktionen   diese   Form   geben.  Es  sind 
unlieb  jene  harmonischen  Funktionen  des  Innen-  und  Äussern aumes  von  <r: 

(8)      V^C^-JB-f  / vjf        »nd        XB  =  -(/Ffl  +  /0+/\^-, 
vo  die  Dichtigkeit  II  in  einem  Punkte  s  vôu  *  den  folgenden  Wert  hat: 

Hier  bedeuten  allgemein  die  Funktionen  IV{K)  die  C.  Neumann' sehen  Doppelbelegungs- 
potentiale,  deren  Bedeutung  man  aus  den  For  mein  (ia)  und  (1  ß)  ersieht,  während  pk 
die  im  Punkte  s  vorhandene  Dichtigkeit  der  sogenannten  ft  natürlichen  Belegung  j>  von  a 
bedeutet,  d.  &,  der  Gleichgewichtsverteilung,  welche  die  Electrkitätsmenge  1  auf  einem  von  1 
begrenzt  gedachten  Konduktor  annehmen  würde.  Sodann  ist  F  der  dieser  natürlichen  Bele- 
gung entsprechende  konstante  innere  Potentialwert,  und  endlich  ist  die  Konstante  G  defi- 
finiert  als  die  r  Konvergen^konstante n  der  Funktionen  f*}  [Vgl  (u)]  und  überdies  nach 
C.  Neumann  durch  das  folgende  Integral  darstellbar: 

(">)  C  =  fj^da»). 

Die  Funktion  H,  die  in  diesem  Resultate  eine  so  hervorragende  Rolle  spielt,  wollen 
wir  als  die  Dichtigkeit  der  (rapi  den  Randwerten  ft  gehörigen  Restbelegung»  der  Fläche 
e  bezeichnen,  weil  eben  durch  das  Potential  dieser  Belegung  zwar  nicht  jene  harmoni- 
schen Funktionen  Wi  und  Ya  mit  den  Randwerten />  sondern  gleichsam  nur  die  Reste 
dieser  Funktionen  (nach  Absonderung  gewisser  Glieder)  dargestellt  werden. 

Bemerkung,  —  Die  oben  zu  Beginn  des  Paragraphen  aufgeworfene  Frage,  ob  sich 
die  Lösung  der  ersten  Randwertaufgabe  der  Potentialtheorie  stets  als  Potential  einer 
auf  der  begrenzenden  Fläche  g  ausgebreiteten  einfachen  Belegung  darstellen  lässt,  haben 
wir  also  in  verneinendem  Sinne  beantworten  müssen  —,  wenn  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  ganz  beliebig  Dur  stetig  vorgeschrieben  sind,  so  ist  eine  solche  Darstellung 
nicht  immer  möglich,  Damit  vielmehr  in  (8)  auch  die  Glieder  IV,  —  W\  und  ll\  -\-  IV[ 
eine  derartige  Darstellung  zulassen,  müssen  noch  gewisse  weitere   Bedingungen 


I 


Ia)  Vgl.  C  Neumann,   Unter sueimngen  ïtber  das  logüritimiischt  und  Newton  'sehe  Potential  (Leipzig, 
Teubner,  1877)»  S.  207. 
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(*) 


erfüllt  sein,  und  zwar   bestehen    diese   Bedingungen,   wie   hier   doch    wenigstens  li 
angegeben  werden  muge,  darin, 

I  dass  W,  das  erste  der  Potentiale    liri"\   im  ganzen   Inntn-bcqv.   Aussen-R< 
Ins  heran  an  die  Begrenzung  g  Stetige  erste  Differenttah/uotienten   nach  allen 
Ingen    Richtungen,    oder    doch    wenigstens   gleichförmige    normale   Abltitungtn 

\  besitzen  muss  (Vgl  Studien,  S.  66-67  un^  die  Definition,  S.  7). 

Nur  unter  diesen  B  e  J  i  n  g  u  n  g  e  n  können  wir  die  Gültigkeit  der  For 
mein  (>)  auch  bereits  in  Falk  isso  verbürgen,  und  nur,  wenn  diese  Bedingt 
erfüllt  sind,  können  wir  daher  die  oben  angedeutete  C  N£UMANN*sche  Schlussweise 
als  in  ihrem  ganzen  Umfange  völlig  korrekt  ansehen  und  demgemäss  die  Funktionen 
Vf.  und  \a  als  Potentiale  ein  und  derselben  einlachen  Flächenbelegung  darstellen. 

Indem  wir  H(  als  Abkürzung   in   seiner   Bedeutung  (9)  beibehalten,    können  wir 
dann  also  die  Dichtigkeit  dieser  Belegungen  in  die  Form 


versetzen»  und  also 


2TC  dvf 
immer  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 


Bedigungcn 


«  ,-.jK-ì£+4£  .^/(-^+4 


(/?)  erfüllt  sind  —  an  die  Stelle  der  Formeln  (8)  die  folgenden  Formeln   treten  lassen  : 

Für  das  Erfülltsein  der  Bedingungen  (B)  und  daher  auch  für  die  Gültigkeit  dieser 
Formeln  (8')  ist  es  nach  Liapoükoff  sicher  hinreichend,  wenn  das  Moment  der  Dop- 
pelbelegung, deren  Potential  W  bedeutet,  oder  was  nach  (1  ß)  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  Randwertfuoktion  /,  die  «  erste  peripherische  Bedingung  «  erfüllt  ,Ä),  doch  habe  ich 
keine  Veranlassung  hier  auf  diese  Bedingungen  näher  einzugehen. 

Erwähnen  möchte  ich  aber  noch,  dass  sich  aus  unseren  obigen  Resultaten  (8) 
bezw.  (8')  leicht  der  schöne  von  Liapoünoff  herrührende  Satz  herleiten  lâsst,  dass 
die  harmonischen  Funktionen  UV  und  Ka  mit  den  Randwerten  ft  dann  und  nur  dann 
stimmte  auf  %  gleichförmige  normale  Ableitungen  besitzen,  wenn  dies  bei  dem  Doppelbe 
gungspolentiun 

der  Fall  ist  M)  [wenn  also  unsere  obigen  Bedingungen  (B)  erfüllt  sind].  Man  braucht 
im  Wesentlichen  nur  noch  von  dem  bekannten  Satze  Gebrauch  zu  machen,  dass  das  Pi 


*3)  Vgl«  die  schon  in  der  Einleitung  citine  Arbeit  von  Liapounoff,  Sur  certains  questions,  etc*, 
daselbst  Art.  20,  S.  295-298,  oder  auch  die  kurze  Mitteilung  in  den  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  (Paris)  vom  8  November  1897  (Bd.  CXXV,  S.  694-696),  sowie  wegen  der  Terminologie  meine 
Studkn,  S.  35-38, 

**)  Vgl  die  Arbeit:  Sur  certaines  questions,  etc.,  Art.   16-19,  s-  284-295,  oder  auch  die  kune  Mi 
lung  in  den  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (Paris)  vom  22  November  1897  (Bd.  CXXV, 
S,  808-810). 
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tential  einer  einfachen  Flächenbelegung  (von  stetiger  Dichtigkeit)  stets  bestimmte  gleich- 
förmige normale  Ableitungen  besitzt  (Vgl.  Studien,  S.  29). 

Auch  LiAPOUNQFF  benützt  bei  dem  Beweise  seines  obigen  Satzes  Darstellungen  der 
harmonischen  Funktionen  Vi  und  \rf  (er  nennt  sie  beide  F)  als  Summen  gewisser  einfach 
anzugebender  Glieder  und  der  Puten  tide  einfacher  Flächenbelcgungen,  Darstellungen, 
ganz  ähnlich  denen  wie  sie  unsere  Formeln  (8)  für  V{  und  Xfl  liefern ,  doch  haben  die 
entsprechenden  LîAPOUNOFF'schen  Formeln  gegenüber  den  unsrigen  wohl  den  Nachteil, 
dass  bei  ihnen  die  Flächenbelegung  eine  verschiedene  ist,  je  nachdem  er  ihr  Potenrial 
zur  Darstellung  der  harmonischen  Funktion  des  Innen-  oder  aber  des  Aussenraumcs 
benutzt  *5), 

Die  Dichtigkeit  H  der  zu  den  Randwerten  /  gehörigen  Restbelegung, 
Einführung  der  Grundrestbelegung  der  Fläche  ?. 

Nach  den  zur  Definition  der  Potentiale  fVAm]  dienenden  Gleichungen  (1  (i)und(i  a) 
ist  allgemein  JF(t"  dargestellt  durch  ein  (n  -f-  1)- fâches  Integral,  bei  welchem  die  vor- 
geschriebenen Randwerte  ft  unter  dem  zuerst  auszuführenden,  innersten  Integrale 
stehen.  Will  man  also  die  Potentiale  W{v)  und  dann  weiter  auch  auf  Grund  der  For- 
mel (9)  die  Dichtigkeit  II  der  «  Restbelegung  »  wirklich  bilden,  und  zwar  bald  für 
diese,  bald  für  jene  auf  1  vorgeschriebenen  Randwerte /, ,  so  ist  man  demnach  gezwungen, 
in  jedem  einzelnen  Falle  von  neuem  die  geforderten  Integrationen  auszuführen  —  wenig- 
stens solange  uns  zur  Berechnung  der  Funktionen  J/Mn)  keine  anderen  Mittel  zur  Ver- 
fügung stehen,  als  eben  die  Fornichi  (1  fi). 

Diese  Betrachtung  legt  nun  den  Wunsch  nahe,  andere  Darstellungen  der  Funktionen 
{Fin)  kennen  zu  lernen,  und  es  spccicll  mit  einer  Umkehl  der  Intcgrationsfolge  zu  ver- 
suchen, um  so  erst  bei  Ausführung  der  letzten  der  n -\-  1  Integrationen  die  gerade 
vorgeschriebenen   Randwerte  f\  benutzen  zu  brauchen. 

Die  Formeln  für  eine  solche  Umkehr  der  Integrationsfolge  habe  ich  nun  in  meinen 
Studien  entwickelt  (Vgl.  S.  94)-  Das  Resultat  kann  ich  folgendermassen  aussprechen  : 

Es  sei  ein  Punkt  0  im  Innen-  oder  Aussenraume  von  a  beliebig  gegeben,  doch  nehmen 
wir  ihn  [wenigstens  einstweilen)  von  c  durch  endliehe  Entfernungen  getrennt  an.  Sodann 
denken  wir  uns  in  allen  Punkten  s  von  n  die  folgenden   Werte  vorgeschrieben  : 

*£ 


und  von  ihnen  ausgehend  weitere  Oberßachenfnnktionen  yJ0),y|óP  ^v  etc.  nach  folgendem 


I5)  Vgl.  an  der  zuerst  genannten  Stelle  die  Schlussfonncln  von  Art.  1 7  unti  Art-  18,  wo  h  beide 
Male  in    verschiedener   Bedeutung  steht 
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Schema  gebildet  : 

(n*)  ïU— izf WC**!'  i*+~jif iml*9l*  yl  =  ^J/'^idr<l- 

wo  das  Symbol  [d<ì]n  in  folgender  Bedeutung  steht: 


(I,') 


£i7  ==  Hn  tieni  ung  i  J  s 
inmere 


i 


Vermittelst  dieser  nur  von  den  geometrischen   Verhältnissen   der    Fläche   ?   und  tv* 
der  Lage  des  Punktes  oy  des  «  Tùli*  »,  abhängigen  Funktionen  yj"'  [den    «  polarem 
chenjunhionen  der  Komischen  Methode»   (Vgl.  Studien,  S.  85)]  lassen  sich  alsdann  die 
Werte  der  Potentiale  ffrW  ufi  Punkte  0  jolgcndcrmassen  darstellen: 


(12) 


^(-. 


-si*** 


(II  =  O,    I,   2,   J,  ..,> 


Es  ist  dies  eine  Formel,  welche  gegenüber  (1  fi)  tatsächlich  eine  Umkehrung 
der  Integrations  folge  darstellt.  Es  vertritt  hier  nämlich  y£}p  nacn  se^er  Definition 
(nx)  ein  n-faches  Integral;  also  auch  in  dieser  Fornici  (12)  ist  /r(*',  ebenso  wie 
früher  fa  (  1  |i),  dargestellt  als  ein  (w  +  i)-faches  Integral  Doch  tritt  die,  die  spe- 
cialen Werte  js  benutzende  Integration»  mit  welcher  früher  begonnen  wurde,  hier 
als  letzte  auf;  es  sind  die  n  in  yjj!,  enthaltenen  Integrationen  noch  gänzlich  unabli 
von  den  willkürlichen  Randwerten,  lassen  sich  also  ein  für  alle  Male  ausführen,  und 
ist  dies  dann  einmal  geschehen  (d.  h.  eben  die  Oberflächenfunktion  y£j  ermittelt),  so 
sind  die  Werte  von  W  wie  sie  den  verschiedensten  Randwerten/,  entspa 
stets  leicht  vermittelst  einer  einzigen,  letzten  Integration  zu  bestimmen. 

Von  dieser  Formel  (12)  ausgehend  ist  es  jetzt  leicht,  zu  einer  entsprechenden  Dar- 
stellung für  die  Dichtigkeit  H  der  Restbelegung  zu  gelangen  [Vgl.  (9)].  Zu  diesem 
Zwecke  wollen  wir  den  Punkt  0  auf  die  innere  Normale  v^  der  Fläche  ?  im  Punkte* 

verlegen  und  den  Abstand  so  (gleichsam  als  eine  der  Koordinaten  des  Punktes  0  in 
Bezug  auf  s  als  Anfangspunkt)  mit  £tl  bezeichnen.  Dann  ist  nach  der  Definition  der 
normalen  Ableitung: 

oder  eben  nach  (12)  auch: 

Wir  bedürfen  nun  zur    Bildung  der    Funktion    II   (Dichtigkeit    der   Restbelegung) 


l0)  Auf  den  Unterschied  zwischen  \dv}t  und  (dv)l  [Vgl.    oben   (  i'h    J    t]    sei    noch    ausdri 
hingewiesen  ;  wahrend  in  (du)1  als  Faktor  neben  di  die  Ableitung  der  reeiproken  Entfernung  •=—  nach 
der  Normalen    im    F  lach  e  nel  cm  ente  de  steht,  ist  es  hier  in  \d  e  J,  die  Ableitung  nach  der 
Normalen    im    Flächen  punkte    *  (Vgl  Studien,  5.  j  1). 


DIE   RANDWERTAUFGABEN   FÜR   DEM   rNNEN     UND   AÜSSENRAUM    DERSELBEN,   ETC. 
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nach  Formel  (9)  speciell  der  normalen  Ableitungen  der  Potenttale  W*%  ÎVtv\  IV Wi ,  etc., 
wir  wollen  somit  diese  letzte  Formel  (13)  anwenden  auf  die  Fälle  n  =  2,  4,  6,  ... 
Der  Fall  n  =  2  bedarf  nun  einer  besonderen  Besprechung: 

Formel  (13)  im  F  ali  e  n  —  2.  —  Von  den  Differentialquotienten,  speciell  der 
Werte  rfoXe  nach  den  Koordinaten  des  Poles  0  also  z.  B.  auch  nach  Zo  habe  ich  be- 
wiesen [Vgl,  Studien,  S.  162-163],  ^ass  s*c  mn  abnehmender  Entfernung  zwischen  dem 
Pole  und  dem  Flachenpunktc  ê  zwar  unendlich  werden,  aber  nur  unendlich  wie  der 
tteiproke  Wert  dieser  Entfernung,  und  dieses  Resultat  können  wir  etwas  präciscr  auch 
io  formulieren  :  Ist  ein  Punkt  ê  auf  der  Fläche  et  gegeben,  so  bleibt  das  Produkt 


(0 


dL 


=  ».(£.»  *<■»  O» 


betrachtet  als  Funktion  der  Lage  des  Poles  0  (|af  %j  Ç ,),  stetig  auch  noch,  wenn  dieser 
Pûl  in  irgend  einen  Punkte  s  der  Fläche  v  hineinrückt  —  und  Qvar  gUicbmassig 
stetig  auch  für  alle  Punkte  $  der  Fläche  *. 

Unter  Berücksichtigung  dieses  Resultates  ist  jetzt  der  Nachweis  leicht   zu   führen, 
dass  man  den  in  (13)  geforderten  Grenzübergang  im  Falle  n  =  2  auch  bereits  unter 


dem  Integrale,  also  in 


ÔY" 


dC„ 


ausführen  kann,  und  somit  schreiben  darf: 


Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  die  Differenz: 

deren  Grenzwert  (bei  Annäherung  des  Punktes  0  an  j)  nach  (13) 

ist,  —  Diese  Differenz  ([s)  brauchen  wir  jetzt    nur    unter   Berücksichtigung   von  (*)  in 
die  Form  zu  versetzen  : 


oder 


»-à//.*6^0'-^'.8*^ 


um  uns  auf  den  ersten  Blick  davon  zu  überzeugen,  dass  jener  Grenzwert  von  D  gleich 


o  sein  muss: 


lim  D  —  o. 


Aus  diesen  beiden    Formeln   (y)   und   (8)   erhellt  aber   sofort   die   I 
beweisenden  Formel  (14, ),  —  Weit  einfacher  gestaltet  sich  die 

ütrwi.   C»rc.  J&sJtfft.  Paltrmv,  t.   XXtV  (aü  iem.   1907).  —  Stampata  Ü  i°  ottobre    1907. 


( 


For  m  el  (13)  in    den  Fallen    «  =  4,  6,  8, —  Eo 

nämlich  die  Differentialquotienten  von  y£|  nach  den  Koordinaten  des  Po 
stetig,  auch  noch  wenn  der  Pol  in  irgend  einen  Punkt  s    der    I 
[Vgl.  Studien,  S.  162-163],  wir  können   somit  in  diesem  Falle  erst  n 
geforderten   Grenzügergang    schon    vor   der   Integration    ausfül 
erhalten  : 

Nach    Ableitung    dieser    Formeln    (14,)   und  (14,)   können 
gewünschte  Darstellung  für  die  Dichtigkeit  II  der  fa  Satz  I  eingeführten 
angeben  [Vgl.  §  1],  Wir  berücksichtigen  noch  die  Formel  (10), 

c=jy,?j* 

ist;  dann  lässt  sich  die  dortige  Definitionsgleichung  (9)  für  H  in 
setzen 

und  bezüglich  PU)a  ist  die  Formel  zu  notieren: 


p     — 


r 


•  lim 


*f*~    ,   «7«.    ,   «TS. 


PtZ 


+■ 


+ 


Dieses  so  erhaltene  Resultat  fassen  wir  folgenden 
Sab  IL  —  In  dem  Hanptresultate  des  ersten  Paragraphen  (Vgl.  das 
nutzten  wir  hei  den  Darstellungen    der   %u    den    Randwerten   ft    gehörig 
Funktionen  Wt  und  \h  eine  gewisse  einfache  I  kgttt%  {Restbelegu 

Die  Dichtigkeit  II  aieser  Belegung  in  einem  Punkte  s  sst  sieb 

folgender  Art  darstellen  : 

or-)  *,=£/.>?„.>*** 

und  %u  den  hier  auftretenden   Werten   P(J)|  gelangt   man  folgende\ 
den  Pol  0  der  Funktionen  yj*|  die  nach  den  oben  in  (not)  angegebenen 
bilden  sind,  auf  die  innere  Flachennormale  vj  im  Punkte  s,  bezeichne 
£o  und  bilde  die  Differentialquotienten 

9t«     »t«     *t« 


tbelegu 
sieb  û 

man» 


aÇ. 


dC„ 


etc. 


Dann  ist  P{t)4  im  Wesentlichen  dargestellt  durch   den    Grenzwert   (1 


diesen  Differenüalqmtienten  gebildeten  Reihe,  es  ist  nämlich 


(16) 


P     =hh  — 


»   *mi© 


di, 


'*)  Dass  man  tatsächlich  den  Limes  der  Summe  anstatt  der  Summe  der 
Üsst  sich  leicht  begründen,  da  jene  Reihe    (vom  ersten    Gücde    einmal 
für  aile  möglichen  Lagen  des  Poles  0  konvergiert. 
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pg  also  die  im  Punkte  s  vorhandene.  Dichtigkeit  der   natürlichen   Belegung  von   g} 
und  V  den  dieser  Belegung  lugehörigen  konstanten  inneren  Potentialwert  bedeutet. 

Die  so  definierte  Oberflächenfunktion  P[ti  ist  völlig  bestimmt  durch  Angabe  des 
Punktes  s  auf  <7.  Sobald  nur  dieser  Punkt,  ihr  «  Pol  »,  wie  wir  ihn  nennen  werden, 
gegeben  ist,  sind  wir  in  der  Lage,  die  Werte  P{l)$  jener  Funktion  in  allen  Punkten  S 
von  g  zu  bestimmen. 

Dieser  Punkt  s  spielt  auch  insofern  bei  ihr  eine  ausgezeichnete  Rolle,   als   er  der 
einzige  Unstetigkeitspunkt  der  Funktion  ist,  und  rwar  werden  die  Werte  PU)È  bei 

Annäherung  des  Punktes  £  an  s  unstetig  wie  die  reeiproke  Entfernung  -=-  ,  denn  das  Glied 


<*)• 


lim  i     -  -  J  in  (16)  zeigt  ja  dieses  Verhalten  [Vgl,  oben  («)],  während  ja  alte   übri- 


gen Glieder,  wie  schon  bemerkt  wurde,  sich  durchaus  stetig  verhalten. 

Diese  Oberflächenfunktion  P(j)  will  ich  nun  hinfort  bezeichnen  als  die   Dichtigkeit 
der  <jim  Punkte  s  gehörigen  Grundresthelegung  der  Fläche  o.  Sie  ist  von   funda- 
mentaler Bedeutung,  da  auf  ihre  Bestimmung  nämlich  in  gleicher  Weise  die  Lösung 
der  Randwertaufgabe  f  är  den  innen-  wie  auch  für  den  Aussenraum  von  <r  %w- 
fkkführbar  ist.  Denn  tatsächlich:  ist  die    Funktion  PUi  für  alle   möglichen   Lagen  von 
I  auf  g  ermittelt,  so  liefert  uns  die  Formel  (15)  bei  ganz  beliebig  (nur  stetig)    vorge- 
schriebenen Randwerten  die  Dichtigkeit  II  der  diesen  zugehörigen   Restbelegung,   und 
ist  diese  bekannt,  so  sind  damit  nach  (8)  auch  die  diesen  Randwerten  entsprechenden 
harmonischen  Funktionen  des  Innen-  und  zugleich  des  Aussenraunis bestimmt.  Insofern 
ist  diese  Reduktion  s  méthode  vermittelst  der  Grundrestbelegungder 
^bekannteren    vermittelst    der    Gree n' sehen    Funkeionen    überlegen, 
Jenn  die  GnEEN'schen  Funktionen  muss  man  stets   einzeln  für  den  Innen-  und   für 
den    Aussenraum    bestimmen,    während    eben    die  eine   Grundrestbelegung   von   g    die 
Lösung  des  Problems /«r  beide  Gebiete  gleichzeitig  vermittelt. 

Der  nähere  Zusammenhang  zwischen  den  Gre  Loschen  Funktionen  des  Innen-  und 
Aussenraums  von  0  und  der  Grundrestbelegung  soll  nun  im  nächsten  Paragraphen 
untersucht  werden. 


§3. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Resultate  auf  die  Green'sche  Funktion 

und  die  Green'sche  Belegung. 

Der  Name  «  Green'scIic  Funktion  »  findet  sich  in  der  Literatur  in  zwei  verschie- 
denen Bedeutungen  :  die  einen  Autoren  verstehen  unter  der  einem  Pole  0  entspre- 
chenden GnEEN'schen  Funktion  (®{0I)  eines  Gebietes  ein  im  Punkte  0  wie  die  reeiproke 

Entfernung  ^-  unstetiges  Integral  der  Laplace 'sehen  Differentialgleichung,  welches 

auf  dem  Rande  des  betreffenden  Gebietes  überall  den  Wert  o  besitzt,  andere  Autoren 
(nach  dem  Vorgange  von  C*  Neumann)  denken  sich  die  wie  oben  definirte  Funktion 
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®)oï  zunächst  in  die  folgende  Form  versetzt: 
07)  *#«£    -G 


o? 


{o)j>* 


und  bezeichnen  dann  erst  diese  Restfunktion  G{ç>)  als  die  zum  Pole  o  gehörige  Green'- 
Funktion.  Sie  ist  nach  dieser  zweiten  Definition  ein  durchaus  stetiges  Integral  act 
LAPLACE'schen  Gleichung,  dessen  Randwerte  gleich  sind  der  reciproken  Entfernung  da 
betreffenden  Randpunkte  vom  Pole  o. 

Von  diesen  beiden  Definitionen  dürfte  im  Allgemeinen  die  erstere  (übrigen 
ursprüngliche,  von  Green  angegebene)  den  Vorzug  verdienen,  vor  Allem  weil  sie  sieb 
fast  wörtlich  auf  Untersuchungen  über  andere  Differentialgleichungen  übertragen  lässt, 
also  nicht  nur  auf  das  Gebiet  der  Laplace  sehen  Gleichung  des  Potentials  beschrinlt 
ist.  Für  die  speciellen  Zwecke  der  vorliegenden  Untersuchungen  wird  es  sich  freüidi 
empfehlen,  die  auf  die  zweite  Art  definierte  Funktion  G^  zum  Ausgangspunkte  der 
Betrachtung  zu  wählen.  Ich  möchte  daher  hier  vorübergehend,  um  jedem  Missver- 
stand ois  vorzubeugen,  für  diese  Funktion  G(o)  einen  eigenen  Namen  einführen,  nämlich 
die  Bezeichnung  «  GREO-NEUMAXN'jdtf  Funktion  »  l8),  und  dann  die  Bezeichnung 
«  GREEx'sche  Funktion  »  schlechtweg,  allein  für  die  obige  Funktion  <Sfo(  gebraueben. 

Die  GREEN-NEUMA\Vsche  Funktion,  deren  Betrachtung  wir  uns  jetzt  also  zuwti 
ist  nach  Obigem  definiert  als  ein  (nebst  seinen  ersten  Differentialquotienten)  im  Innern 
des  ganzen  betrachteten  Gebietes  stetiges  Integral  der  LAPLACE'schen  Differentialgleichung, 
das  auf  dem  Rande  übereinstimmt  mit  den  Werten  der  reciproken  Entfernung  vom  Pole 
o}  und  da  überdies  die  Green-Neumann'scrc  Funktion  des  Aussenraumes  8  nach 
den  üblichen  Festsetzungen  im  Unendlichen  dasselbe  Verhalten  zeigt,  wie  eine  harmo- 
nische Funktion  (Vgl  deren  Einführung  in  §  i),  so  können  wir  kurz  definieren 

Die  Green-Neumann'scAa  Funktion  Gl}>  des  Innengebietes  3   won  <r  für  einen 
bigen  Punkt  j  desselben   als   Pol   ist   die   harmonische   Funktion    dieses   Gei 

Randwerten  -~ und  weiter  : 

Die  Green-Neumann'sc/jö  Funktion  G(J(  des  Aussengebietes  Sl  von  c  für  einen 
Ingen  Punkt  a  desselben  als   Pol  tst  die   harmonische   Funktion   dieses    Gebietes  mit 

Randwerten  -pr-. 

Um  die  Werte  G  bezw.  Gu)o  dieser  Funktionen  in  beliebigen  Punkten  i  bere. 
a  von  3  oder  tl  zu  erhallen,  können  wir  uns  also  des  oben  in  §  i  zur  Herstellung 
harmonischer  Funktionen  aus  ihren  Randwerten  angegebenen  Verfahrens  bediene: 

brauchen  nur  die  dortigen  Randwerte  ft  durch  diese  speciellen   Werte  -^  bezw,  -f 
zu  ersetzen. 

Um  diesen  Specialfall  auch  durch  die  Schreibweise  sogleich   deutlich  hervonrew 


lf)  Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  A.  Korn  in  seinem  Lehrbuch  der  PüUntwd 
1899  bei  F,  Du  m  ml  er)  eine    andere    Funktion  mit  diesem  Kamen  belegt  (VgL  daselbst 
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lassen,  will  ich  im  Folgenden  allgemein  die  aus  den  speciellen  Randwerten 


i 


(l8)  <p(  .    =  w-  (p  beliebiger  Punkt  des  Raumes) 

hergeleiteten  an  die  Stelle  der  früheren  Funktionen  /*,  /",  f'\  etc,  [Vgl.  (i  a)]  tretenden 
Punktionen  mit  yL,  j£.f  rfT,  etc.  bezeichnen  (um  damit   zugleich   ihre    Abhängigkeit 
von  dem  Pole  0  anzudeuten).  —  Diese  «  polaren  Flächenfunktionen  »  der  NEUMANN'schen 
lethode  [Vgl.  Stadien,  S.  85]  sind  danach  also  folgendermassen  definiert: 

ind  die  zugehörigen  C.  NEUMAKN'schen   Doppclbclegungspotentiale  [die   also  im  Spe- 

ialfallc  (18)  an  die  Stelle  von    IV,  IV,  Hr,\  etc.  treten]  wollen  wir  mit  W(0)J  W[o), 

fJl,  etc,  bezeichnen;  zu  ihrer  Definition  dient  also  allgemein  die  folgende  Formel: 

IW  *&  =  ^f<Uä*\     *-*  '• 2-  •••>  w  «> 

Unter  Benutzung  dieser  Bezeichnungen  können  wir  dann  also  die  den  Punkten 
i  bow.  a  als  Polen  entsprechenden  GREEN-Np.UMAira'schen  Funktionen  der  Gebiete  3 
bezw.  91  auf  Grund  unseres  früheren  Resultates  (8)  folgendennassen  darstellen  : 

Ì9 

cul,  =  -  (wW4  +  w;o)j  +  /ii^.fr, 

wenn   llMl  .W  H,n  & Dichtigkeiten  der  ^u  den  speciellen  Randwerten  <p(j)f=-^- 

bc^w.  y{i)f  s=  -=r-  gehörigen   Restbelegungen  sind  (Vgl.  oben  §  i ). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Pol  o  in  angebbarer  Entfernung  von  der  Fläche 
er  bleibt,  so  sind  nach  einem  in  meinen  Studien,  S.  119  bewiesenen  Resultate  hier  auch 
die  Bedingungen  (B)  [in  der  «  Bemerkung  »  zu  §  1]  erfüllt ?  welche  erforderlich  sind, 
um  auch  noch  diese  Glieder  W(i)i  —  WJ,,.  bezw,  W(aM  -|-  WJdW  als  Potentiale  einfacher 
Flächenbelegungen  darstellen  zu  können  ;  es  sind  eben  in  dem  Specialfalle,  dass  an  die 
Stelle  der  willkürlichen  Werte/,  die  speciellen  Werte  <p{0)/  treten  [Vgl.  (i8)], 
unsere  frühere  Formeln  (5)  auch  bereits  für  n  =5  0  gültig,  oder  aber  wir  sind  be- 
rechtigt, anstatt  auf  die  allgemeingültigen  Formeln  (8)  zurückzugreifen,  direkt  an  die 
spezielleren  Formeln  (8')  anzuknüpfen,  und  demnach  zu  schreiben  : 

(2o)  "     •  awM  ...    ld. 


^  «CW»  <-*•>  + jfv 


r     -  /T_-Ll_lüi_LH    li! 


und  damit  ist  das  Resultat   bewiesen:   Die  GREEN-NEUMANN'jcfe   Funktion  des  Innen- 
und  Anssenramns  von  g  lassen  sieb  darstellen  als  Potentiale  einfacher  auf  g  ausgebreiteter 
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Belegungen  von  stetiger  Dichtigkeit,  so  lange  wenigstens  die  Pole  i  be%UK  a  in  angcbbaw 
Entfernung  von  der  Fläche  n  bleiben.  Ich  nenne  diese  Belegungen  kurz  die  zu  den  Po 
î  bezw.  a  gehörigen  «Green'jcAéw   Belegungen  »    von  a. 

Aus  diesem  Resultate   erhellt   sofort,  dass   (solange   wenigstens   wieder  der  Pol 
bezw.  o  nicht  in  die  Fläche  n  hineinfällt)   die  Green-Neumann',^   Funktion  G  [un 
daher  nach  (17)  auch  die  Green  'sehe  Funktion  ©]  bestimmte  und  i^var  auf  g  gl 
form  ig  e  (also  auch  stetige)  normale  Ableitungen  besitzt  [Vgl.  Studien,  S.  29]  **), 
eine  Tatsache,  die  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der  Potentialtheorie  meist  als  selbst- 
verständlich vorausgesetzt  wird,  wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Nachweis  zu  führen, 
dass  man  nur  die  GïŒEN'schen  Funktionen  @ai  bezw.  ©(d)  zu  kennen  braucht, 
den  Integralen 


die  harmonischen  Funktionen  der  Gebiete  3  UQJ  ?f  auch   für  die    beliebig  (nur 
stetig)   vorgeschriebenen    Randwerte  /,  zu  besitzen  3I). 

Wir  wollen  uns  nunmehr  noch  näher  mit  den  Dichtigkeiten  der  GREEN'schen 
Belegungen  beschäftigen,  wie  sie  uns  die  Formeln  (20)  liefern,  —  Die  bekannteren  Dar 
Stellungen  fib  diese  Dichtigkeiten  sind 

Ausdrücke  mit  denen  wir  nach  unseren  letzten  Feststellungen  tatsächlich  einen  best 


'ö)  Ein  anderer  Beweis  bei  Liapounoff,  Sur  certaines    questions,  etc.,  Art-  23-24,  S.  505- jo 
ao)  Die  Doppeïindices  iff  und  a  a  in    diesen  Formeln  sollen  andeuten,   dass    der  betreuende  1 
fercntialquotient  gebildet  tu    denken  ist  in    einem    inneren    bezw.    äusseren    dem    FUchcnelemente  Iff 

unendlich  benachbarten  Punkte. —  Wo  ich  mich  der  kürzeren  Schreibweise  ohne  Doppeïindices  bedieoe, 

ÒF 
also  z.  B.  =r—  schreibe,  soll  dadurch  wie  in  meinen  Studien  fVgL  daselbst  S.  7J  der  in  einem  ion  cren 


Punkte  nach    der    Richtung    der   inneren    Flachen  normalen  genommene  Dîfferentialquotient  ang< 
werden,  sodass  also  ^—  =  (  ^—  )      ist. 


edcuirt 


3l)  Ja  bei  diesem  Beweise  wird  in  Wahrheit  immer  auch  noch  stillschweigend  vorausgescüt, 
dass  auch  die  den  Randwerten  j\  zugehörigen  Integrale  die  LAPLACE^schen  Diflerendalgleichmig  im 
ganzen  Gebiete  3  bezw.  %  bis  an  den  Rand  hin  eindeutige  und  stetige  erste  Difterentialquotienten  od« 
doch  wenigstens  gleichförmige  normale  Ableitungen  besitzen.  Dass  diese  Voraussetzung  nicht  not* 
wendig  ist,  vielmehr  die  Integrale  (21)  stets  die  gesuchten  Funktionen  darstellen  ergibt  sich  leicht 
vermittelst  der  weiter  unten  in  (2 5)  fur 


anzugebenden  Ausdrücke  unter  Berücksichtigung  unserer  früheren  Formel   (12).  —  Ein  anderer   Beweis 
rindet  sich  bei  Liapoünoff,  L  c,  Art.  25,  S.  306-311.. 
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Sinn  verbinden   können 
somit: 


47:  \ 
4%  \ 


).  —  Durch  Vergleichung  beider  Darstellungen  erhalten  wir 


fit  2  TT 

■')  =-- 

fa*  2  77 


+  ««, 


dv. 


+  » 


UM  » 


hier  bedeuten  also  Hm  und  H(J)  die  Dichtigkeiten    der    den  speäellen    Randwerten 

bezw.  -gr  entsprechenden  Restbelegungen  von 

Nach  unserem  allgemeinen  Resultate  (15)  lassen  nun  weiter  die  in  einem  Punkte 
s  von  a  vorhandenen  Werte  dieser  Dichtigkeiten  folgende  Darstellungen  zu  : 

(23)  »©,==  fjrPwd*        bezw.        8^=  fy-P^dc, 

man  kann  sie  also  ansehen  als  i/tV  //'tr/c  Au  Potentiates    der   yim    Punkte  s  gehörigen 
Grundrestbelegung  in  den  Polin  j  be^tv.  a  rffcf  GreenV^w  Funktion, 

Denigeniäss  ergeben  die  Formeln  (22)  für  die  Dichtigkeiten  der  GftEEN'scheu  Be- 
legungen folgende  Formeln  : 

d* 


(24) 


W£?u    ,     1  aw«.     /■ 


rfc 


und  diese  Formeln  wollen  wir  nun  interpretieren  :  Wir  denken  uns  den  Punkt  5  für 
den  Augenblick  festgehalten,  sehen  also  die  in  s  vorhandenen  Dichtigkeiten  der 
GREEN'schen  Belegungen  nur  noch  an  als  Funktionen  der  Lage  der  Pole  j  bezw.  a. 
Da  lehren  dann  diese  Formeln,  dass  wir  diese  beiden  Funktionen  zwar  nicht  selber 
in  ihrem  ganzen  Umfange,  wohl  aber  nach  Absonderung  gewisser  kiek  angeblhirer 
Glieder  darstellen  können  als  Potentiale  ein  und  derselben  auf  <s  ausgebreiteten 
FUichenbeiegnng,  deren  Dichtigkeit  natürlich  noch  abhängt  von  der  Lage  des  Punktes  j, 
und  zwar  identisch  ist  mit  der  früher  von  uns  eingeführten  zum  Punkte  S  gehörigen 
Grundrestbelegung, 

Damit  sind  die  in  der  Einleitung  angedeuteten  C.  NEUMANN'schen  Überlegungen 
präcisiert  ;  nicht  die  in  einem  festgegebenen  Punkte  s  vorhandenen  Dichtigkeiten  der 
GREEN'schen  Belegungen  selber,  sondern  erst  das,  was  nach  Absonderung  ge- 
wisser Glieder  übrig  bleibt,  lässt  sich  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Lage 
der  Pole  als  Potential  einer  auf  *  ausgebreiteten  Belegung  darstellen,  und  zwar  der- 
selben Belegung,  gleichgültig,  ob  der  Pol  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Fläche  g  liegt. 


a3)  Dass  tatsachlich  die  Green -Neumann 'sehe  Funktionen  Gm  und  Gia]  als  Potentiale  von  Bele- 
gungen von  diesen    Dichtigkeiten    darstellbar    sind,    erkennt  man    unschwer    durch    Specialisierung  de* 

Formeln  (21)  auf  den  Fall  der  Randwerte  -=r-  bezw.  -gr-  und  durch  Anwendung  der  bekannt» 

bis  &*t 

proci  tatsgesetze. 


■ 
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Die  erwähnten  abzusondernden  Glieder  sind  nach  (24)  gleich  — 


dW 


M 


.  Nun  hängen  aber  nach  einem   in    meinen    Studien   enthaltenen   Re 


21c     dvj 

tate  [Vgl.  daselbst  §  2  von  Abscbn.  V,  S.  119-121]  allgemein  die  normalen  Ableitungen 
der  Potentiale  Wjf  und  WJ"}  mit  den  oben  in  §  2  eingeführten  Flächenfun  ktiûtx 
bezw«  y\H  durch  die  folgenden  Relationen  zusammen: 


aw„r 


"  —  Tou  Tun 


und 


ÔW! 


<*i 


Jäv  Mi)i  JU)i  mmKm  ^v 

auf  deren  Beweis  ich  hier  nicht  naher  eingehen  mochte; 

Machen  wir  noch  hiervon  Gebrauch,  so  können  wir  die  erhaltenen  Resultate 
schliesslich  folgendermassen   zusammenfassen  : 

Satz  III,  —  Die  Dichtigkeit  der  einem  inntrn  oder  äusseren  Punkte  i  be^zv.  0  eutipfe- 
chenden  Green'ìcA*»  Belegung  der  Fläche  a  baity  in  einem  Punkte  s  den  Wert: 


Oi) 


(      J/ÎM  m      _L(Y    _Y-,,    fp    . 

(  ~~  ji  \"dT j„  =  ~  *****  +  ****  +  J,  P""'  ^"  ' 


Betrachten  wir  also  diese  beiden  Dichtigkeiten  in  dem  Punkte  s  in  ihrer  Abhän 
von  der  Lage  der  Pole  j  be^ur.  a  so  können  wir  sie 

nach  Absonderung  der  Glieder  -L (Vl „—  ^  )  b e («r  —    -  (y,:    -f-  v:,.)(!!) 

—  7*  X  TS 


iriJ*  ansehen  als  Potentiale  ein  und  derselben  auf  <r  ausgebreiteten  Flächenbelegung,  «*J 
%war  der  früher  definierten  %um  Punkte  s  gehörigen  Grundrestbelegung. 

Da  man  nun  die  in  den  abzusondernden    Gliedern    auftretenden    Grossen 
y{0)  leicht  nach  den  oben  in  (11%)   angegebenen    Vorschriften   bilden    kann,    so    reducicri 
sich  also  die  gan^e  Bestimmung  der  beiden  GtSBUfrfikfl  Belegungen  auf  die  Ermittelung 
der  Dichtigkeit  P(||  dieser  einen  Belegung  [Vgl  (16)]. 

So  sehen  wir  denn,  dass  die  in  der  Einleitung  angeführten  Betrachtungen 
C-  Neumann  nur  einer  verhältnismässig  geringfügigen  Modification  bedurften,  tun  1 
Anspruch  auf  völlige  Strenge  erheben  zu  können.  Jedenfalls  sehen  wir,  dass 
tatsächlich  die  Lösung  der  Randwertaufgaben  für  die  beiden  Gebiete  innerhalb 
und  ausserhalb  der  geschlossenen  Fläche  n  zurückführen  lassen  auf  die  Bestimmiig 
ein  und  derselben  Funktion  auf  der  Fläche,  eben  der  Funktion  Pfs}  —  denn  diese 
vermittelt  die  Kenntnis  der  beiden  GREEN'schen  Belegungen,  und  damit  auch  [nach (21)] 
die  Lösung  der  Randwertaufgaben  gleichzeitig  für  den  Innen-  und  Aussenraum  von  c 
—  was  mir  aber  sehr  wesentlich  zu  sein  scheint  :  wir  brauchen  den  Umweg 
über  die  GnEEN*schen  Belegungen  gar  nicht  zu  machen,  denn 
dem  Schlussresultate  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  die  Lösungen  der  Raudv 


% 
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labe  für  den  Innen-  und  Äussern aum  von  v  auch  direkt  angeben^  sobald  wir  nur 
Grundrestbelegung  kennen. 

S  4- 
Die  Integralgleichung  der  Grundrestbelegung, 

Aus  den  Betrachtungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  geht  wohl  zur  Genüge 
die  grosse  Wichtigkeit  hervor,  welche  der  Dichtigkeit  Pit)  der  Grund resthelegung  einer 
Flache  n  zukommt — macht  doch  die  Kenntnis  dieser  einen  Funktion,  die  der  beiden 
Green 'sehen  Funktionen  für  den  Innen-  und  Aussenraum  von  s  überflüssig. 

Dodi  besitzt  nun  die  Funktion  P0)  gegenüber  den  GREEN'schen  Funktionell  den 
Nachteil,  dass  man  eine  ähnlich  einfache  Definition  wie  wir  sie  für  diese  zu  Anfang 
von  §  3  angaben,  für  die  Dichtigkeit  P{ii  nicht  aufstellen  kann.  Zwar  haben  wir  im 
Satz  II  (Vgl.  §  2)  ein  Verfahren  kennen  gelernt,  diese  Funktion  Ph]  wirklich  zu  be- 
rechnen,  und  es  wird  uns  sogar  in  den  beiden  Schlussparagraphen  der  Arbeit  gelingen, 
nach  jenem  Verfahren  für  die  Dichtigkeit  der  Grundrestbelegung  der  Kugelfläche  einen 
geschlossenen  Ausdruck  zu  ermitteln  —  doch  dürfte  etwas  Ähnliches  nur  in  den  sel- 
tensten Fällen,  nur  bei  geometrisch  besonders  einfachen  Flächen  möglich  sein,  und  der 
Wert  jener  in  (i6)  enthaltenen  Rechenvorschriften  dürfte  daher  wesentlich  darin 
bestehen,  dass  sie  die  Existenz  der  Grundrestbelegung  ausser  allen  Zweifel  stellen, 
während  wir,  um  die  Belegung  wirklich  in  konkreten  Fällen  zu  erhalten,  ini  Allge- 
meinen darauf  angewiesen  sind,  uns  nach  anderen  Wegen  umzusehen. 

Kennen  wir  nun  die  GREEN'sche  Funktion  ©,  wenn  auch  nur  für  das  eine  der 
beiden  von  n  begrenztem  Gebiete,  z.  B,  für  das  Innengebiet  %  so  können  wir  von 
dieser  Kenntnis  bei  der  Berechnung  der  Funktion  P(f)  Gebrauch  machen.  Wir  brauchen 
uns  nur  der  ersten  der  Formeln  (2j)  zu  erinnern,  die  wfir  jetzt  so  schreiben: 

um  in  dieser  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  P{f)  zu  besitzen  —  in  der  HiLBERT'schen 
Bezeichnungsweise  eine  Integralgleichung  erster  Art,  denn  ©fu  und  daher  auch 

(  >  |  sehen  war  ja  jetzt  als  bekannt  an,  und  ebenso  können  war  die  beiden  Funk- 
tionen y,0  und  Yit)  nacn  (ix  a)  'eicht  ermitteln  und  demnach  ebenfalls  als  bekannt  ansehen» 
Nehmen  wir  also  den  Fall  als  vorliegend  an,  von  dem  wrir  in  der  Einleitung 
sprachen,  dass  nämlich  die  GREEN'sche  Funktion  für  den  Innenrauni  einer  geschlossenen 
Fläche  bekannt  ist,  so  muss  mim  aus  dieser  Integralgleichung  {26)  die  Funktion  P(j} 
zu  ermitteln  suchen.  Ist  dies  geschehen,  so  liefert  uns  die  zweite  Formel  (2j): 

_J_/Ü!\     -___Lfv     -LY'i+fp     El 

die  GREEN'sche  Belegung  und  damit  die  Lösung  der  Randwertaufgabe  auch  für  den 
Aussenraum    81  von  c. 

Rend.   Cire.   M*t*m.   I&Urmc,  t.    XXIV  (i0  icm,    1907).  —  Stampate  il   1  ottobre   1907. 
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Die  Lösung  dieser  Integralgleichung  (26)  ist  nun  in  einer  Reihe  von  Fällen 
telst  Reihen  nach  Normalfunktionen  ausführbar,  z.  B.  bei  der  Kugelfliiche  durch  Reibe 
nach  Kugelfunktionen,  Man  kann  eben  Alles,  was  auf  der  linken  Seite  ste! it, 
Reihen  nach  Kugelfunktionen  mit  völlig  bestimmten  KoëiEcientcn  darstellen  —  inde 
man  dann  für  P(J}  eine  Reihe  nach  Kugelfunk tioncn  mit  zunächst  unbekannten  Koef- 
cienten  ansetzt,  kann  man  diese  dann  aus  der  Gleichung  heraus  unschwer  bestimmen, 
und  damit  dann  auch  die  Dichtigkeit  der  Grundrestbelegung  selber*  —  Doch  dürfte  C5 
wohl  auch  ein  gewisses  Interesse  besitzen  die  Grundrestbelegung  der  Kugelflicheobnt 
Zuhilfenahme  der  Theorie  der  Kugelfunktionen  zu  ermitteln,  und  die« 
Aufgabe  will  ich  noch  in  den  beiden  nächsten  Paragraphen  lösen. 


§5- 
Die  Polarfunktiooen  der  Kugel. 

Ich  will  jetzt  die  in  den  drei  ersten  Paragraphen  entwickelten  allgemeinen  Rc 
tate  anwenden  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die  Fläche  n  eine  Kugelfläche  ist  (Radius  R)> 

Wenn  es  demnach  also  unsere  letzte  Aufgabe  ist,  die  Grundrestbelegung  der 
Kugelfläche  zu  ermitteln  (und  zwar  nach  den  oben  in  §  2  angegebenen  Vorschriften), 
so  will  ich  mich  doch   in   diesem    Paragraphen    darauf  beschränken   als  Vorbei 
dazu  alle  jene  von  uns  eingeführten  Funktionen  zu  berechnen,  die  als  gemeinsame  I 
schaft  die  besitzen,  gleichsam   als   von   Parametern    noch   von    den   Koordinaten 
Punktes  ihres  «  Poles  »,  abzuhängen,  und  die  ich  daher  in  meinen   Studien   als  <»  Po- 
larfunktionen »  bezeichnet  habe.  Es  sind  dies  zunächst  die  dem  Ideenkreise  der  C.  Nei 
MANN*schen   Methode   entnommenen   Oberflächenfunktionen    pw  ,  ç[o) ,  <p|^ ,  etc. 
(18  a)]   und  die  zugehörigen   Doppelbelegungspotentiaie   Wjo),    W[oJ,    W[^ ,  etc.  [V; 
ebenda  (18 ß)],  und  sodann  die  zur  RoBiN'schen    .Methode   zur  Lösung  der  zweite 
Randwertaufgabe  der  Potentialtheorie  in  naher  Beziehung  stehenden  Flächenfunkuonen 
TW  Y(o)>  T(o»»  etc-  \Ye^  (IIoO]>   Jenen   wir   ebenfalls   noch   gewisse   Potentiale  Vfc 
VJon  V£},  etc.  zuordnen  werden. 

Alle  diese  Funktionen  sind  für  die  Kugel  leicht  zu  berechnen,  wenn  man  Re 
nach  Kugelfunktionen  zu  Hilfe  nimmt,  doch  gewinnt  man  auf  diese  Weise  schwerlich 
einen  tieferen  Einblick  in  die  Natur  dieser  Funktionen,  und  ich  lege  daher  im  Folgenden 
Gewicht  auf  den  Umstand,  dass  ich  für  alle  diese  Funktionen  geschlossene  Aus- 
drücke  entwickele,  an  welchen  man  die  in  meinen  Studiert  eingehend  behandelter^ 
aber  auch  oben  mehrfach  benutzten  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Funktionen  (zumai 
hinsichtlich  ihres  Verhaltens  bei  Annäherung  des  Poles  an  die  Fläche)  nachprüfen  kann. 

Wir  wollen  durch  den  «  Pol  »  (mag  er  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Kugelflächt 
liegen)  die  Axe  des  aUcn  nachfolgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegten  Polarkoor 
dinatensystems  (r,  a,  tp)  legen,  und  werden  dann  zur  Abkürzung  immer  noch  cos  -  :=  f 
setzen. 

Dann  möchte  ich  zunächst  an  die  bekannten  Ausdrücke  für  die  Green-Neumakn'scIjc 
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Funktion  der  Kugel  erinnern:  Diese  Funktion  ist  nämlich,  von  einem  konstanten 
Faktor  abgesehen,  dargestellt  durch  die  reciproke  Entfernung  von  dem  zum  Pole  o 
nach  dem  Gesetze  der  reciprokcn  Radien  konjugierten  Punkte  o'  33),  und  zwar  ist  die 
einem  inneren  Punkte  j(r(,  s  ass  o)  entsprechende  GREEN-NEUMANNJsche  Funktion  in 
einem  anderen  inneren  Punkte  i(r,  si9  yt;  p..),  bezw.  die  einem  äusseren  Punkte 
ß(rd,  3d  = o) entsprechende  Funktion  in  einem  anderen  äusseren  Punkte  a(rtì,  *,,  <pfl;  p.d): 


Guu  = 


(0 


5*       S    t/(ÜV  +  r;-a  — rih'     ^4  +  <f.'-2*V^ 


r         R      1         R 


Daraus  ergeben  sich  dann  leicht  nach  den  Formeln  (17),  §  3  die  eigentlichen  Green'- 
schen  Funktionen: 


h)i  =  g-  —  &w 


und 


•«*~  5 —  G(«)*> 


und  hieraus  dann  weiter  durch  eine  einfache  Rechnung  die  Dichtigkeiten  der  Green'- 
schen  Belegungen: 

w    4*\  3»  /u        4**     £u  4*\ôvA„         4itÄ      JE»,' 

wie  ja  auch  in  bester  Übereinstimmung  mit  (21),  §  3 

die  bekannten  PoissoN'schen  Integrale  sind,  welche  die  zu  den  Randwerten /(  gehörigen 
harmonischen  Funktionen  für  den  Innen-  bezw.  Aussenraum  der  Kugelfläche  darstellen. 
Da  nun  die  GREEN-NEUMANNVhen  Funktionen  die  Potentiale  der  GREEN'schen 
Belegungen  (2)  sind,  so  erhalten  wir  ;ç  B.  für  G^  die  nachfolgende  Integraldarsteltung, 
und  durch  Vergleichung  derselben  mit  dem  oben  in  (1)  ermittelten  Werte  diese  Formel: 
JP~  r;     r  f  j_    da  __  _ R 

{Ä)  4**  J  X  E*EU  "  ^  +  t;r;-2^Vif.  * 

Es  ist  dies  eine  Hilfsformel,  von  der  wir  sogleich  äusserst  wichtige  Anwendungen 
machen  werden. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  dazu  übergehen,  das  erste  der  in   (i8ß),  §  3   defi- 
nierten Potentiale  W[*J  zu   berechnen,    wobei  ich   mich   zunächst  allerdings  auf 


a3)  Ein  Accent  soil  im  Folgenden  stets  den  Spiegelpunkt  (nach  dem  Gesetz  der  reciprokcn  Radien) 
andeuten. 

a*)  Ich  werde  von  jetzt  an  fur    alle    über   die    Fläche    <r(  d.  h.   die   Kugeloberfläche» 
streckenden  Integrale  wirkliche  Doppelintegrale  schreiben,  um   sie  von  den  bald  auftretenden 
linearen  Integralen  zu  unterscheiden. 


hinzu  er- 
tretenden 


H* 
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den  Fall  beschränken  will,  dass  der  Pol  innerhalb  der  Kugel  ]k% 
der  Wert  jener  Funktion  in  einem  inneren  Punkte  i  nach  Definition  : 


W„ 


=hfb~^  = 


[Vgl.  0 


oder  auch,  da  nach  dem  in  meinen   Studien   bewiesenen  Reciprocità! 
W|2J  =  Wg  ist  [Vgl.  daselbst  S.  123J: 

1 


WftW  =  W„  =s 


ÛJ4 


■-fi 


I       K 


de. 


5,  ôv, 

und  hier  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ja  die  Entfernung 

(3)  £„  =  ftf  +  r'-ar.rp 

ist,  wenn  der  eine  Endpunkt  £  die  Polarkoordinaten  r,  a,  ^;  ft  besitzt: 
^  1 


dv„ 


1    K+<*' 

tW'  E>, 

So  können  wir  denn  W,.,..  in  die  Forra  versetzen: 


"0 


= »*  U„ 


QH 


W 


1 


da 


E     E1  r 


oder  mit  Rücksicht  auf  (v4)  auch  schreiben 

C4)     ^=^*fiié: 


+  ; 


Um  weiterzugehen,  bedarf  es  nun  vor  allem  der  Auswertung  des  tue 


Integrales 
(5) 


=11 


de 


*7»  7l 


es  wird  uns  gelingen,  für  dasselbe  eine  für  unsere  weiteren  Zwecke   wei 
Darstellung  zu   ermitteln.  —  Zu    diesem    Zwecke   sehen    wir   es  speciell 
Abhängigkeit  von  dem  Radiusvektor  r^  des  Poles  j  und  di.Ferenziren  nach 
sieht  auf  die  aus  (3)  ersichtliche  Bedeutung  von  E^  folgt  zumici 


a^ 


\-Jt\  1  ^  +  (t;-i?')_  ,  /*--< 


9\ 

und  daher  weiter  : 


2r 


(0 


oder  aber  nach  (^)  und  (5): 


dT  _R 
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i  ist  eine  Differentialgleichung  für  T,  und  sie  können   wir  nun  leicht  integrieren; 
ist  von  der  Form 

j£  =  »(*)  + *(*)■* 

u  und  v  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  und  diese  besitzt  bekanntlich  das 
Jitegral  : 

y  —  e  const.  +   f     u  (;) .  e  >d$}     (<*  und  fi  willkürlich). 

Diese  Formel,  angewandt  auf  die  obige  Differentialgleichung  (6)  ergibt  für  T  die 
Stellung  : 

o  wir  über  c  jetzt  nur  sagen  können,  dass  es  eine  von  tt  unabhängige  Grösse  be- 
hütet. Doch  ist  ihr  Wert  leicht  zu  bestimmen  :  Aus  der  Forderung>  dass  T  auch  noch 
ir  rt  =-  o  einen  endlichen  Wert  behalten  muss  [Vgl  (5)],  folgt  nämlich  mit.  Notwen- 
igkeit, dass  c  =  o  sein  muss,  und  damit  erhalten  wir  bezüglich  T  das  Resultat  : 

rt        T^  ff  *?—  =^£-  P  àl 

»  J  Ja  Ea. .  £,.  *      y t|     J0  ft  ff  +  r;  f  _  2  Ä»r.  I  fi.  " 

Dies  in  (4)  eingesetzt,  liefert  uns  die  gesuchte  Darstellung  für  Wü)j: 

i)     w    =  -*-  f— —     dl  .      1    ,  * 

Anknüpfend  an  dieses  Resultat  dürfte  es  sich  jetzt  empfehlen,  bevor  wir  zur  Be- 
tonung der  übrigen  Potentiale  W|i)5  WJ^,  WJ**,  etc,  übergehen,  die  in  (18a),  §  3 
sfinierten  Flächenfunktfamn  der  Neumann'scA^/j  Methode  9^ ,  çj|, ,  cj[> ,  etc,  zu  ermitteln, 
u  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  allgemein  die  inneren  Rand  werte  eines  jeden 
ar  successiven  Doppelbelegungspotentiale 


*?-{ifSmttl**\      WCtfXS*] 


lit  den  zugehörigen  Flächenfunktionen  /ft)  [Vgl,  (ia),  §1]  aufs  Engste  zusammenhän- 
:n  :  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Doppelbelegungspotentiale  sind  diese  inneren 
andwerte  (wie  ich  sie  durch  den  Doppelitndex  is  andeuten  will): 

ru  —fwl  ±jp         [vgi.  Studien,  3.  58]. 

Diese  allgemeine  Formel  non  für  n  =  o  angewandt  auf  den  oben  vorliegenden 
pecialfall,  dass  die  ursprünglich  vorgeschriebenen  Werte  die  reeiproken  Abstände  vom 
unkte  J  bedeuten,  liefert  uns 

( w  J,  «  t»  +  «tai     *  *■  =  »».  +  i  » 

nd  hieraus  können  wir  f^h  berechnen,  denn  die  linkerhand  angedeuteten  inneren 
Landwerte  von  Witt  erhalten  wir  aus  der  Formel  (8),  wenn  wir  darin  r.  =  R  setzen 


î$8 
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(und  zugleich  (i,  anstatt  |t<  schreiben).  So  folgt  denn: 

«•    -4--L--J-  P  dl  -J- 


oder  aber,   da  das  letzte  Glied  rechts  augenscheinlich  nichts  anders 

,  .  i    n  ft 

Um  nun  auch  die  weiteren  Funktionen  ç[|)t  ç£J,  j>î,  etc. 
können,  tun  wir  gut  daran,  uns   noch   einmal   der  ursprünglichen 
zu  erinnern;  nach  (i8ä),  §  5  ist  nämlich 

und  die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem   soeben   in  (9J   erb: 
liefert  uns  die  für  unsere  weiteren  Schlüsse  sehr  wichtige   Hilfsfor 


m     *  C  C        (iq)'        =  '    r  -    -   dl  - 

»V  Ja  Vir  +  <  -  2ÄriftB      8|^J#  ^  v'f  +  V  - 


bei  der  wir  nur  aus  später  leicht  ersichtlichen   Gründen  die  Integrano 
anstatt  mit  £  bezeichnet  haben. 
Nunmehr  wollen  wir  daran: 

zu  berechnen;  es  ist  dies  nach  unserem  obigen  Resultate  (9,) 


?(u.  — 


**'*$%!  J L(  vi /j?'-f.c'_2Ä^J( 

L  /  im/"/        fr*«)«       vs 

^    /     L2  *  «/  X  ^  +  Ç'  -  %  RI?,  J  V; 


21 


Das  hier  in  Klammern  gesetzte  (innere)  Integral  können  wir  nun  aber 
(B)  ausweiten;  wir  brauchen  ja  nur  das  dortige  z]  durch  £  zu  er: 
dieser  Weise  zu  erhalten: 


rui, 


a*)  Es  ist  dies  sicher  erlaubt,  da  ja  ;  die  einzige  Bedingung,  der  r,   unteriie 
kleiner  als  R  sein  niuss,  ebenfalls  erfüllt. 


4^  I    LA  n^  +  c-aiecjT 
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m 


œs  Integral  nach  ;  können  wir  nun  leicht  vermittelst  partieller  Integration  ausführen  ; 
olgt  so 

e^jUTw /* ?    l-  r <** ,  1 


r  auch,  da  der  erste  Terra  für  den  Wert  £  =  0  augenscheinlich  verschwindet  : 


Ti».  — 
4 


i=Lr  r     -x -  r g°g^    ? 

i  dafür  können  wir,  indem  wir  jetzt  nachträglich  auch  im  ersten  Integrale  die  Inte- 
donsvariable  wieder  mit  \  bezeichnen,  auch  kürzer  schreiben: 

Nunmehr  ist  es  ein  leichtes,  ganz  entsprechend  auch  y™t  zu  berechnen;   denn  es 

1  dieses  innere  Dop  pel  integral  liefert  uns  dann  wieder  unsere  Formel  (B)f  und 
em  wir  dann  wieder  ganz  analog  wie  oben  die  partielle  Integration  anwenden,  können 
■  das  Resultat  ableiten: 

■   KT« 


^  r  - 


/R'~\-V~2R11li 
1  die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  liefert  uns  dann  allgemein 


®     a'(»-i)i^   / 


^Ä'-M'-aÄCf*, 


kJ.[ 


ur^k^t)'"âi 


Damit  sind  also  die  sämtlichen  polaren  Fiächenf Miktionen  $JJj  rffr  Neumann'*^« 
thode  für  den  Fall  eines  inneren  Poles  j  bestimmt,  nämlich  dargestellt  durch 
fache  Integrale. 


)6q 


[CHARD     NEUMANN. 


Nonni  ehr   können  wir  mit  Leichtigkeit  auch  jedes  beliebige  aus  der  Reihe  da  Po. 
tendale  WJ(J,  W[|p  WJJJ,  etc,  der  Polârpotentiale  der  Neumann'jc/w/i  Methode  bere 
wenigstens  ihre  Werte  in  inneren   Punkten   i. 

Wir  haben  nämlich  oben  in  (8)  bereits  Wtl>,  berechnet,  und  da  seiner 
nach 

ist,   so    können    wir   das   in    jener   Formel    enthaltene    Resultat   auch   folgende 
darstellen  (indem  wir  wieder  Ç  anstatt  ;  für  die  Integrationsvariable  schreiben); 

i    r  r  (d*i  =_^   r     ^==  j: 


CO 


+ 


Wollen  wir  also  jetzt  WJ*'  im  Punkte  i  bilden,  so  werden    wir  unter   Benutzung 
Funnel  (io)  dafür  schreiben  können: 


W 


und  liier  liefert   uns   Formel  (C)   den   Wert   des  in   geschweifte  Klammern  gesetara 
Integrales,    wenn   wir   in   ihr  r.    durch  £   ersetzen.  —  Nehmen    wir    dann   noch  g 
entsprechende  Umformungen  vor,  wie  wir  sie  oben  in  einem  Falle  eingehend  besprochttf 
haben,  so  folgt  schliesslich  das  Resultat: 


Hier  dürfte  es  sich  nur  noch  empfehlen,  anstatt  ç  eine  neue  Grösse  *  =  - 
Integrati  onsvarable  einzuführen.  Dadurch  geht,  wenn  wir  auch  noch  als  Abkür 
—  =  rj  setzen,  das  letzte  Resultat  über  in  : 


OO  w!"! 


^ 


'i 


ft  frî  +  u*— - ar.nft 


und  diese  Formel  lehrt,  dass  wir  allgemein  W[*'  iiw  ganzen  Inntnraumt  der  Kv$ä 
identificieren  dürfen  mit  dem  Potentiale  einer  mit  Masse  belegten  Linie,  weiche  vem  im 
äusseren  Spiegelpunkte  j'  des  Poles  aus  radial  ins  Unendliche  lauft ,  und  auch  das  Gesetz, 
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nach  welchem  sich  die  lineare  Dichtigkeit  dieser  Belegung  mit  dem  Centralabstande  rt 
des  betrachteten  Linienelementes  dy  ändert,  ist  aus  jener  Formel  leicht  ersichtlich. 

Wenn  wir  nun  die  Potentiale  Wjj]'  für  den  Aussenrzum  berechnen  wollen, 
so  beachten  wir,  dass  die  äusseren  Randwerte  der  C  NEUMANN'schen  Doppelbele- 
gungspotentiale fFM  allgemein  mit  den  zugehörigen  Flächenfunktionen  fH]  durch  die 
Relation  verknüpft  sind,  dass 

p-M  =y1~..  _y1.»  [Vgl<    Studie„t   S,    58] 

ist,  sodass  also  in  unserem  Specialfalle,  wo  f$  gleich  j^  =  -=r-  gesetzt  ist,  für  die  äus- 
seren Randwerte  der  gesuchten  Potentiale  WJJ  sich  die  Werte 

(")  (wj-»x, .  =  tsr- »  -  ?äi 

PgebeiL  Nun  sind  aber  den  Formeln  (io)  zufolge  die  Funktionen  9^  und  daher  auch 
t\ÎT°  — ?m  ihrerseits  anzusehen  als  die  Überßächenwcrtc  des  Potentiates  gewisser  linearer 
Massen,  die  (nach  einem  relativ  einfachen  Gesetze)  auf  dem  Radiusvektor  des  Poles  j 
ausgebreitet  sind.  Aus  der  somit  an  der  Oberflache  stattfindenden  Übereinstimmung 
der  Funktion  W^'  mit  den  Potentiale  dieser  Massen  Verteilung  folgt  aber  in  bekannter 
Weise,  dass  Wjj?  im  ganzen  Aussenraume  mit  diesem  Potentiale  identisch  sein  muss. 
So  gelangen  wir  denn  ohne  jede  Rechnung  zu  dem  Resultate: 


v 


Damit  haben  wir  also  sowohl  die  sämtlichen  Flächenfunktionen  ^  sowie  auch  die 
sämtlichen  Potentiale  WJJ  für  innere  und  äussere  Punkte  berechnet,  also  alle  Funk- 
tionen, die  ich  in  meinen  Studiati  als  die  «  Polar  funktionell  der  NEUMANN'schen  Methode», 
bezeichnet  habe  —  allerdings  immer  erst  in  dem  Falle,  dass  der  Pol  ein  innerer 
Punkt  ist,  —  Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  folgendermassen  zusammen  : 

Die  Polar  funk  Honen  der  Neumann'äg/^  Methode  hei  innerer  Läge  des  Poles.  —  Denken 
wir  uns  auf  der  Kugelßache  (Radius  R)  die  Werte  der  reeiproken  Entfernungen 
einem  in  nifi  n  Punkte %  dem  «  Pole  •  j(r,  S.  =  o)  vorgeschrieben,  und  aus  diesen  Werten 
n  nach  den  allgemeinen  Vorschriften  der  C.  Neumann***;/««  Methode  die  aufeinander- 
folgenden Flachenfunktionen  gehiidä  (die  wir  jetitf  mit  <pJÉ),  çîjt,  r"'.'*  eic-  bezeichnen);  so 
sind  deren  Werte  in  einem  Punkte  s{R}  zti  f4}  p-J  der  Kugelßache  allgemein  so  darstellbar: 

(IO)      ,«.  *  r (^irhVï)" m  ,..., , 

und  ferner  lassen  sich  die  zugehörigen  C.  Neumann*^/;*;*/  Doppelbelegungspotentiale  (die  wir 


3Ö)  Im  Falle  n  =s  o  liefert  uns  ein  ähnliches  Verfahren  das  weiter  unten  angegek 

Rtnd.  C*rc  M*ltm.  Fahrmo,  i.    XXJV  (i°  »m.   I£Ü7>-  —  Stampalo  il  i  ottobre  1907. 
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jetitf  W(l),  W[ip  W[[p  etc.  nennen)  im  ganzen  Innenraum  e  als  herrührend  betrachten 
von  der  mit  Masse  belegten  Linie  die  vom  Spiegelpunkte  \f  des  PoUj  j  aus  radial  ins 
Unendliche  läuft,  hingegen  im  ganzen  Aussenraume  von  der  mit  Masse  belegten 
welche  den  Pol  j  mit  dem  Centrum  verbindet.  Die  linearen  Dichtigkeiten  dieser  Mm 
Verteilungen  in  den  Centralabständen  yj  be^w.  I  sind: 


heiw. 


<n<* 


(o<S<y 


Fon  dieser  Regel  macht  das  erste  Potential  W(ji  eine  Ausnahme,  insofern  ah  bn 
ihm  %u  den  Massenverteilungen  auf  jenen  Linien  noch  eine  im  Endpunkte  (i*  bezw,  j) 
koncentrierte  punktförmige  Masse  hinzugefügt  werden  muss.  Es  ist  nämlich: 


*-&f 


dr, 


+ 


|/„  ^  +  v+artïi|t4       r.  1^7^  —  ar-tjjt/ 


wm.  = 


dl 


VT  Vrî  +  V-2  7JÏ.       Vr\  +  r,'  -  2  r.  v 


Nunmehr  wollen  wir  noch  die  Polarfunktionen  der  NEUMANx'schen  Methode  in 
dem  Falle  zu  brechen  suchen,  dass  der  Pol  ein  Punkt  a  (ra,  s4  =  o)  ausserhalb 
der  Kugel  fläche  ist.  —  In  diesem,  Falle  wollen  wir  noch  den  ihm  nach  dem  Gescuc 
der  reeiproken  Radien  entsprechenden  inneren  Punkt  a'  fixiert  denken.  Dann  strio 
bekanntlich  die  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes  s  der  Kugelfläche  von  den  brida 
Punkten  a  und  ar  in  der  Beziehung,  dass; 


E   =-±*E> 


,         i         J?     i 

oder  rrrE 


?U>j   r      "?(*')* 


[Vgl.  (i8),  §  j]. 


Da  nun  aber  a'  ein  innerer  Punkt  ist,  so  kann  man  leicht  nach  dem  obigen  Kt- 
sultate  die  den  Ausgangswerten  <p(/)i  entsprechenden  Flächenfunktionen  und  Pou 
der  NEUMANN*schen  Methode  berechnen,  und  die  letzte  Relation  lehrt,  dass  wir  alle  so 

D 

erhaltenen  Werte   nur  mit  —  zu  multiplicieren  brauchen,   um  so   die   entsprechenden 

zu  den  Ausgangswerten  <pu)i  gehörigen  Funktionen,  d,  h.  die  gesuchten  Polarfunkoooen 
bei  äusserer  Lage  des  Poles  zu  erhalten. 

Wir  identifizieren  also  unseren  früheren  Pol  j  mit  dem   Spiegelpunkte  o'  unseres 
jetzigen  Poles  a,  d.h.  wir  setzen  in  unseren  obigen  Formeln  (io)  und  (n) 


,        Ä1  j       ,        R2 

*,  =  r,  =  —     und     «J  s  —  «  % 


*«» 


und  multiplicieren  hinterher  mit  — .  So  ergiebt  sich  leicht,  fasst  ohne  jede  Rechnung 
das  folgende  Resultat: 


Die  Potarfunktbnen  der  Neum waschen  Methode  tei  äusseret  Läge  des  Pôles,  —  Bilden 

ir  die  Flachen] Funktionen  und  Potentiale  der   C   Neumann1 sehen   Methode,   indem  wir 

\sgehen  von  den  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  Werten  der  reeiproken  Entfernungen 

einem   äusseren   Punkte,    dem    «  Pole  »    o(rû?  *ê  =  o),   so   modificieren    sich  die 

gm  Resultate  folgender  masse  n.  Es  werden  die  Flächenfunktionen 


i«o 


0I">  — 

Tfa),    


*/ 


Yïïir  +  ï  —  iHr, 


/»  =  if  2,  3,  ,.A 

l        ol  =  i         / 


%d  ferner  lassen  sich  die  zugehörigen  Potentiale  Wl*j  im  ganzen  Inn  en  räume  darstellen 
herrührend  von  der  mit  Masse  belegten  Linie,  die  vom  Pole  aus  radial  ins  Unen- 
dliche läuft,  und  im  ganzen  Au  s  s  en  räume  von  der  Linie,  die  den  Spiegelpunkt  a'  des 
?oles  mit  dem  Centrum  verbindet  Die  linearen  Dichtigkeiten  dieser  beiden  Massenvertei- 
mgen  sind  in  den  Centralabständen  ^  be%w.  Ç: 


ïk£M*fà'+ir^(»VW]  <■• 


<*)<») 


fViedcr  macht  von  dieser  Regel  nur  das  erste  Potential  WUJ  insofern  eine  Ausnahme 
t  man  %u  seiner  Darstellung  auch  noch  punktförmiger  Massen  bedarf. 

Wir  wollen  nunmehr  auch  noch  die  von  mir  ab  Potarfunktionen  der  RoErti'schen 
Methode  bezeichnetet!  Grössen  berechnen,  nämlich  die  oben  mit  yJo) ,  f<ó>  *  Ytoj  f  etc  be- 
zeichneten  Flächenfunktionen  unti  die  zugehörigen  RoBiN'schcn  Potentiale  V(0| ,  V[Q% ,  V"0] 

d.  s.  die  Potentiale  einfacher  Hächenbelegungen  von  g  von   den   Dichtigkeiten  —  y{o) , 


2% 


03) 


27t 


Y^p  etc,  sodass  also  allgemein: 


\r<«) 


~2rj  i1^ 


de 


°p 


[Vgl.  Studien,  S.  %$\ 


Was  nun  zunächst  die  Berechnung  dieser  Potentiale  V£[  anlangt,  so  können 
wir  sie  leicht  zurückführen  auf  die  soeben  ausgeführte  Berechnung  der  Polarpotentiale 
W|*j  der  NEUMANN'schen  Methode,  denn  in  meinen  Studien  habe  ich  den  Zusammenhang 
zwischen  diesen  beiden  Gattungen  von  Potentialen  entwickelt  (Vgl.  daselbst  S.  119-121). 
Die  dort  ausführlich  behandelten  Resultate  lassen  sich  in  folgende  Formeln  kleiden: 


Mi)i  11  i 


bezw. 


Es  bedarf  demnach  bei  innerer  Lage  des  Poles  nur   noch   der   Berechnung   der 
äusseren  Potential  werte,  bei  äusserer  Lage   des   Poles  hingegen   der   Berechi» 
der  inneren  Potentialwerte.  Da  nun  aber  die  Randwerte  der  Potentiale  ( 
fâcher  Flächenbelegungspotentiale  im  Aussen-  und  Innenraume  dieselben 

ro„  =  (vir/), = (w;a    d.  1  =  c" + »s> 
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bezw. 


d.i.   =o\"+»  — 


(Vìa  =  (v;;ìx,  =  (w;::L 

und  wenn  wir  die  Darstellungen  (io()  und  (iofl)  der  Funkrioncr 
rücksichtigen,  können  wir  durch  genau  dieselben  Schlussweise,  die  uns  früher  aus  da 
Rand wertformel  (12)  die  allgemeinere  Formel  (11  a)  abzuleiten  gestartet, 
diesen  Formein,  welche  die  Randwerte  der  gesuchten  Funktionen  angeben,  diese 
selber  im  ganzen  Aussen-  bezw.  Innenraume  bestimmen.  So  gelangen  wir  bezüglich 
der  Polarpotentiale  V|*j  der  RoBiN'schen  Methode  mühelos  zu  den  Resultaten,  die  ich 
wreiter  unten  im  Zusammenhange  angeben  werde. 

Mit  diesen  Potentialen  hängen  nun  aber  die  Ilachenfunktionen  y[^  (d*  s.  ja  im  Wc*    I 
sentlichen  die   Dichtigkeiten   der   Belegungen,   von    denen   diese   Potentiale  herrühren) 
durch  folgende  Relationen  zusammen: 


d.i. 


Auf  Grund  dieser  Formeln  können  wir  jetzt  die  Funktionen  y\*  bei  innerer  und 

äusserer  Lage  des  Poles  0  berechnen. 

Das  Gesamtresultat,  zu  dem  wir  so  gelangen,  ist  das  folgende: 

D/e  Polarfunktionen  der  Robin' 'sehen  Methode  bei  innerer  Lage  des  Poles. — ftfjft, 

2ft  =  o)  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  der  Kugelfläche  (Radius  R)  und  schreibt  man  auf 

letzterer  du  Werte 


Ttttt  ~~ 


u 


vor,  und  bildet  von  ihnen  ausgehend  nach  den  allgemeinen  Forschriften  der  RoBitfscbcn 


1(C)» 


etc. 


Methode  die  aufeinanderfolgenden  Flächenf Miktionen,  die  wk  jet^t  mit  y'iQ)J  y'L 
bezeichnen  [Vgl.  (11*),  §  jj  so  sind   die    Werte  derselben    in   einem   Punkte  s{R<  <?, 
?i>  rO  dtr  Kugelfläche  allgemein  foigendermassen  darstellbar: 


('4.) 


\M^h^i/\)'y--™ 


be%w.}  falls  n  ^  2  ist,  auch  foigendermassen  : 


(H»  it = 


4*^     / 


VïVir  +  v-iRifL, 

und  /enter  stimmen  die  zugehörigen  Römischen  einfachen  Flàcbenbeltgungspotcntiû: 
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/gl.  (15)]  WH  ganzen   Innenraumt  über  ein  mit  den  oben  behandelten  Potentialen  W^, 
rend  sie  sieb  im  ganzen    Au  s  s  e  tir  a  unie  ansehen  lassen  als  herrülrrend  von   einer 
\ssenbelegung  des  Radiusvektors  des  Poles  j,  deren  lineare  Dichtigkeit  ivi  Centralabstande 


Wert  hat; 


MM*fë)'+^(*iW]  » 


<  I  <  i|). 


/ Tieder  macht  nur  V(|)  das  erste  der  Potentiale  VJJ  eine  Ausnahme  von  dieser  Regel; 
Jm  dieses  gilt  eine  gan^  ähnliche  Darstellung  wie  wir  sie  oben  für  W*.  kennen  lernten. 
Die  Polar funktian  der  Röbiu  sehen  Methode  bei  äusserer  Laie  des  Poles.  ~ Ersetzen 

tiL>ir  den  Pol  j  in  vorstehendem  Resultate  durch  einen    äusseren   Punkt  a(ra,  Ja  ss  o), 
g&lien  also  gani  entsprechend  wie  oben  von  den  Werten  yü)l ,  so  jet%t  von  den  Werten 


luu 


âv 


,  so   modißeieren   sich  die   Ergebnisse   in  folgender  Weise.  An  die  Stelle  der  Formeln 
Kjiù  bequr.  (i4[)  treten  die  neuen  Formeln 


vo  y(:;,=- 


beçut.,  falls  n  X  2  : 


K/ 


C«4D  ift  = 


4Ät^ 


/ 


^(*i/f-^(*i/f> 


f'cYjp  +  C"  — aÄEfi, 


"und  ferner  stimmen  die  zugehörigen  Potentiale  V|"J  /**#  ira  ganzen  Aussenraume  mit 
den  früher  behandelten  Potentialen  W["J  ftberein,  während  sie  sich  im  ganzen  Innenraume 
sämtlich  (mit  Ausnahme  von  VU)J.  d^j  ersten)  darstellen  lassen  als  Potentiale  gewisser 
Massenbelegungen  der  vom  Pole  a  aus  radial  ins  Un  endliche  laufende  a  Link>  wenn  wir 
kr  Dichtigkeit  der  Verteilung  im  Centralabstande  73  den  folgenden  Wert  geben  : 


kttWiï-^Wïn 


ztfw 


(ra<nO). 


Damit  sind  jetzt  sämtliche  Polarfunktionen  der  NEUMANN'schen 
und  der  RoBiN'schen  Methode  für  die  Kugel  berechnet  und  zwar 
sowohl  für  innere   wie  für    äussere   Lagen   der   Pole. 

Anknüpfend  an  diese  Formeln  können  wir  nuo  die  früher  öfters  benetzten 
schaften  dieser  Funktionen,  die  ich  in   meinen  Studien   allgemein   be  wie 
ohne  Beweis  angegeben)  habe,  doch    wenigstens  in  einem   Specialfalle  (e 
KngelUäche)  nachprüfen,  und  darum  allein  dürfte  schon  diesen  Resultaten 
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Interesse  nicht  abzusprechen  sein.  Es  fällt  z.  B.  nicht  schwer,  an  der  Hand  der  Fo 
(io()  und  (ioj  den  Satz  zu  bestätigen,  dass  bei  Annäherung  des  Poles  an  den  Pu 
s  der  Fläche  der  don  vorhandene  Wert  der  Funktion  o[ol  nur  noch  unendlich  wird, 
der  Logarithmus  der  Entfernung  H.it ,  und  dass  die  weiteren  Funktionen 
bei  einem  solchen  Annäherungsprocesse  überhaupt  stetig  bleiben  (Vgl.  SUiduti,S>  143).- 
Aber  auch  sonst  lassen  die  Resultate  dieses  Paragraphen  manche  interessante  Anwcndu 
zu;  veröffentlicht  habe  ich  eine  solche  auf  Jas  Problem  der  magnetischen  Induktion i 
einer  Kugel  a7). 

Im  folgenden  Paragraphen  sollen  nun  die  hier  abgeleiteten  Resultate  dazu  benu 
werden,  die  «  Grundresthelcgung  »  der  Kugelfläche  zu  berechnen. 

Die  GrufidrestbelegüBg  der  Kugelfläche 

Für  die  Dichtigkeit  P(0  der  zu   einem  Punkte  s  einer  Fläche  *  gehörigen  Grund. 

wir   oben   in   (i6)f  §   2   die   folgende   Darstellung 


restbelegung   dieser   Fläche   haben 
gefunden 

_&£• L 

r 


Os) 


(r)* 


+ 


+ 


3  Co     '         * 
und  auf  Grund  dieser  Formel  wollen  wir  sie  jetzt  im  Specialfalle  der  Kugelnacht  P 

wirklich  zu  berechnen  suchen.  In  dieser  Formel  bedeutet  p  die  Dichtigkeit  der  «natur- 
lichen Belegung  »  von  n  und  diese  ist  bei  der  Kugelfläche  konstant,  nämlich 

(16) 


ft  =  const.  == 


4  xi?' 


wenn  R  der  Radius  der  Kugel  ist.  Ferner    hat   der   der   natürlichen    Belegung  von  * 
entsprechende  konstante  innere  Potentialwert  (das  r  in  obiger  Formel)  den  Wen 

(.7)  r  =  -L. 

Endlich  kennen  wir  nach  den  Formeln  (14^  und  (14J  des  vorigen  Paragraphen 
die  Funktionen  yjjj .  —  Wir  legen  die  Axe  unseres  Polarkoordinatensystems  durch  den 
auf  der  Kugelfläche  fixiert  gedachten  Punkt  s;  dann  haben  wir  auch  den  Pol  0,  da 
dieser  in  (15)  auf  der  inneren  Normalen  des  Punktes  s  gelegen  zu  denken  ist,  ebenfalls 
auf  dieser  Axe  anzunehmen,  wie  wir  dass  auch  im  vorigen  Paragraphen  stets  geün 
haben.  Es  gibt  also  ohne  Weiteres  die  auf  die  innere  Lage  des  Poles  bezugliche  Formel 
(14^)  Auskunft  über  die  in  (15)  auftretenden  Funktionen  y£j,  und  es  ist  demnach 


Tton  — 


■  f 

4  **.  ! 


lur^y^M'+u^^Vfyy. 


ViVF  +  V-2Rtpt 


3  7)  Vgl.  die  Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  gesammten  Naturwissenscliifiai 
zur  Marburg,  1907,  S.  37-47. 
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Hier  dürfte  es  sich  nun  empfehlen,  gleichsam  nur  als  Abkürzung  die  früher  von 
betrachteten  Funktionen 


*-kf 


YïVr  +  V-iRfa 


anzuführen,  und  dann  zu  schreiben  : 


Da   nun   noch  in  (15)  £0  den  Abstand  50   des  Poles  0  vom  Normalengrundpunkte  s 
bedeutet,  also 

M  C0  =  R  -  «. 

ist,  so  haben  wir 

aTg.=     di&=     1  /afe"  ,  »tSA 

dÇo.  dr0  2i?V  d*c    "^  dt./ 

KU  setzen. 

Um  nun  den  in  (15)  auftretenden  Reihenwert  zu  berechnen,  wollen  wir,  da 
Herbei  grosse  Vorsicht  geboten  ist,  zunächst  eine  endliche  Summe  aus  solchen  Dif- 
ferentialquotienten bilden;  es  folgt  z.B. 

w  ■ät+it  +  -+ir— a^+-ar+-+-5^; 


und  aus  der  Formel  (18)  ergibt  sich  nun: 


2*SfS 


?W  =  _L_      /  2t„ 1^       / 

»r0        2»T0    /       VÏYir  +  V-iRlK      4^o5     / 


^  o 

und  weiter  allgemein 


ftVir  +  v-iRtfr 


k'I 


I 
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I      Es  ist  also  die  Dichtigkeit  der  einem  Punkte  s  entsprechenden  Grund- 
resthelegung   der  Kng  elf  lache   von  einem  konstanten  Faktor   abgesehen,  identisch 
mit  dem  reeiprohen  Abstände  von  diesem  Punkte, 
k         Es  bestätigt  sich  hier  also  unsere  frühere  Behauptung,  dass  die   Dichtigkeit  dieser 
Belegung  an  deren  Pol  s  unstetig  wird,  wie  diese  reeiproke  Entfernung  (Vgl.  §  2). — 
Leicht  lässt  sich  auch  hei  unserer  jetzigen  Kenntnis  der    Verhältnisse   und  speciell  der 
L ntegralfornieln  des   vorigen    Paragraphen    nachträglich    zeigen,    dass    dieser    Ausdruck 
Cor   P  :hlkh  der  Integralgleichung  (26)  von  §  4  genügt,  aus  der  wir  ihn    übri- 

gens, wie  schon  bemerkt  wurde,  (allerdings  unter  Benutzung  von  Reihen  nach  Kugel- 
funktionen) unschwer  hätten  direkt  ableiten  können. 

Wir  wollen  nun  schliesslich  noch,  gestützt  auf  die  Kenntnis  der  Funktion  PiM)t 
unser  Hauptresultat,  wie  wir  es  am  Schlüsse  von  §  2  erhielten,  speciell  auf  den  Fall 
einer  Kugelfläche  anwenden.  So  gelangen  wir  zu  folgendem  Satze: 

Um  die  %tt  den  Randwerten  /    gehörigen  harmonischen  Funktionen  ungleich  für  den 
n-  und  Aussen- Raum  der  KugeljUkhe  ?  (Radius  R)  iyt  erhalten^  kann  man  folgen- 
der m  a  s  sen  verfuhren  :  Man  bildet  {u nächst  das  Integral 


(23)  n'-üh?IihAE-j 


nach  unserer  Bereichnungsiveise  die  *  Dichtigkeit  der  gb  dai  Randwerten  fk  gehörigen 
Resthelegung  der  Kugelßäche  v  n,  —  Mit  Hilfe  dieser  für  alle  möglichen  Lagen 
des  Punktes  s  auf  <7  dinierten  Funktion  lassen  sich  alsdann  die  beiden  gesuchten  har- 
monischen Funktionen  folgender masseti  darstellen 

(24)  {  " 

)  x„  =  -(w. +  »-;)  +  f  fu.P-, 

wo  W  und  W  in  folgenden  Bedeutungen  stehen  : 

w> = à/X«H.  *; = ì;fff.vi  *>  [f.  =  hffj**} 

Diese  Darstellungen  (24)  getti  u  für   bel  i  e  h  ige   stetige   Randwert  e, 
Ist  das  auch  nur  eine   neue   Form   für  die  Lösung  eines  bekannten  Problèmes, 
so  dürfte  sie  doch  unsere  allgemeinen  Ausführungen  von  §  1  und  §  2    passend  illus- 
trieren. 

Marburg,  den  4  Juli  1907. 

Ernst  Richard  Neümank. 


a8)  Wir  können  uns  diese  Potentiale  aber  auch    nodi    in    u 
durch  die  Formeln  (12),  $  2,  wo  dann  ^<0}  und  y(0)   in   dun 
Bedeutungen  stehen. 

Kind.  Ciri.  Maitm,  Pattrmo,  t.   XXIV  (i°   ten,    1907).  —  Stimalo  il  2  01 
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Es  ist  also  dû  Dichtigkeit  der  einem  Punkte  s  entsprechenden  Grund- 
tstbelegung  der   Kugelfläche   von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen,  identisch 

dem  reeiproken  Abstände  von  diesem  Punkte, 

Es  bestätigt  sich  hier  also  unsere  frühere  Behauptung,  dass  die  Dichtigkeit  dieser 
Belegung  an  deren  Pol  s  unstetig  wird,  wie  diese  reeiproke  Entfernung  (Vgl.  §  2). — 
Leicht  lasst  sich  auch  bei  unserer  jetzigen  Kenntnis  der  Verhältnisse  und  specicll  der 
Intcgralformeln  des  vorigen  Paragraphen  nachträglich  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck 
für  P     tatsächlich  der  Integralgleichung  (26)  von  §    f  genügt,  BUS  dtf  wir  ihn    Qbri- 

,  wie  schon  bemerkt  wurde,  (allerdings  unter  Benutzung  von  Ruhen  nach  KugeU 
funktionen)  unschwer  hätten  direkt  ableiten   können, 

Wir  wollen  nun  schliesslich  .stutzt  auf  die   Kenntnis   der   Funktion 

unser  Hauptresultat,  wie  wir  es  am  Schlüsse  von  §  2  erhielten,  specicll  auf  den    Fall 
einer  Kugelfläche  anwenden.  So  gelangen  wir  zu  folgendem  S.uze  : 

Um  die  Çtt  den  Randwerten  'igen  harmonischen  Funktionen  zugleich  Jur  den 

n-  und  Aussen- Raum  der  Kugelflache  es  (Radius  R)  tu  erhalten,  kann  man  folgen- 
dermassen  verfahren  :  Man  bildet  zunächst  das  Integral 

nach   unserer   ßc;eichnungra'ei$e   die    «  Dichtigkeit    der  yt    den    Randwerten  ft  gehiv 
Re  st  be  leg  nu  g    der    Kugeljlache  9  *.  —  Mit    Hi.  lichen    I 

des  Punktes  s  auf  n  definierten  Funktion  lassen  sich  alsdann  die    beiden  gestielten   har- 
schen Funktionen  folgender massen  darstellen 

|  Xt  =  -(W.+Wl  +  ff*t 

wo  H  W  in  folgenden  Bedeutungen  stehen: 

kffj#%  •'"  =  kff.M">.  ">  [f.  =  hffM'*} 

Diese  Darstellungen  (24)  gelten  fu  r   beliebige   s  t  et  ig  e   Ra  n  d  wert  e. 

Jas  auch   nur  eine    neue    F  or  tu    fur  die   Lfi  i  unten   Problèmes, 

e  allgemeinen  Ausführungen  von  $  l   und  §  2    passend  illus- 
trici 


-7i 


Mar  bürg,  den  4  Juli  I907, 


ürnst   Richard  Neu  mann. 


*8)  Wir  können  uns  diese  Potei  r  Auch  not 

durch  die  Formeln  (12),  $  2,  wo  dann  vu(  Ulu!  iU^  Jcn    ' 

Hingen  stehen. 

Mmi.  Ort.  M*i«m<  PéUrmo,  l.  XXIV  (*"  i«.   1,07).  -  SumP«tc  0  S  ottobre  190-, 
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Ot.  Démontrer  que    Uif    U^  ...    ont  une  fonction  limite    V; 

0%.  Démontrer  que  1(F)  est  ta  limite   de  /(t/J,    I(U7\  .  .  .  et  que  V  sati: 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  calcul  des  variations. 

Or  il  n'est  pas  vrai  en  général  qu'une  suite  de  fonctions   bornées  ait  une  h 
d*oû  la  nécessité,  pour  effectuer  (\,  Je  tenir  compte  des  propriétés  de  £/,  U^...,* 
qui  parait  devoir  cere  fort  difficile.  D'autre  part,  l'opération  01  est  toux  à  fait  différente 
de  l'opération  correspondante  pour  9(a),  car,  Fcxistencc    tutele  des   défi'  rielks 

de  V  étant  en  question,  on  ne  sait  quel  sens  doit  être  attribué  à  1{V\ 

Ces  difficultés,  mises  en  lumière  par  Wejkrstrass,  étaient  bien  de  nature  i  arrcrer 
les  chercheurs;  c'est  cependant  la  méthode  indiquée  qui  a  fourni  à  M.  Hilbert  üdc 
démonstration  simple  et  rigoureuse  de  l'existence  d'une  fonction  harmonique  sarisfakmi 
aux  conditions  aux  limites  données. 

2.  Les  deux  travaux  que  M.  Hilbert  a  publics  à  ce  sujet  l)  sont  assez  différents 
sans  doute,  parce  que,  tandis  que  le  premier  semble  destiné  à  mettre  rapidement  co 
lumiere  toute  la  portée  du  procédé,  ce  qui  ne  pouvait  guère  être  fait  qu*aux  dépens  Je 
la  précision,  le  second  semble  destiné  i  préciser  la  méthode  à  l'occasion  du  théorème 
d'existence  des  fonctions  de  première  espéce.  Dans  le  second  mémoire  c'est  surtout  le 
moyen  d'effectuer  l'opération  Qk  qui  est  mis  eu  lumière,  tandis  que  dans  le  premier  il 
n'était  guère  question  de  cette  opération,  Dans  cette  première  Note,  M,  Hilbert  eipxv 
sait  sa  méthode  sur  deux  exemples  :  l'existence  de  la  ligne  géodésique  joignant  deux 
points  donnés  d'une  surface  donnée  et  le  problème  de  Dirichlet  pour  un  co 
convexe  i  courbure  continue.  En  ce  qui  concerne  l'opération  Oj7  M.  Hilbert  sc  conten- 
tait de  remarquer  que  la  ligne  trouvée  était  de  longueur  minimum  ;  il  ne  recherchait  pas 
si  sa  longueur  était  exprimée  par  l'intégrale  qui  donne  naissance  au  problème  du  calcul 
des  variations  ou  si  la  courbe  fournissait  une  solution  de  l'équation  différentielle  i  h 
conduit  ce  calcul;  pour  le  problème  de  Dirichlkt,  M.  Hilbert  se  contentait  d'affirmer 
qu'on  peut  effectuer  l'opération  Oa.  En  opérant  ainsi,  M.  Hilbert  était  d'accord  ara 
lui  -même,  car  il  avait  posé  ce  principe: 

u  Tout  problème  du  calcul  des  variations  possède  une  solution,  pourvu  que  certaines 
hypothèses  restrictives  convenablement  choisies  relatives  â  la  nature  des  conditions  aia 
limites  données  soient  remplies,  et,  nécessairement  aussi,  pourvu  que  ce  que  l'on  e 
par  le  mot  solution   éprouve   une   généralisation   conforme   au  sens,   à  la   nature  des 
choses  ». 

ßö  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  pourra  presque  toujours,  toutes  les  fois  quon 
aura  pu  effectuer  0i ,  dire  que,  par  définition,  elle  fournit  une  solution,  et  il  importe 
relativement  peu  qu'on  puisse  effectuer  03 .  Si  Fon  peut  effectuer  Oa  on  connaîtra  une 


*)   i°)  Ùber  dos  Dirichlet'jé/^  Princip  [Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Verei: 
t.  VIII  fi  900),  pp.   184-188],  traduit  par  M.  L.  Laugel  [Nouvelles  Annales  de  Mathématiques»  3 
t  XIX  (1900),  pp.  Jï7"344  \  2°)  Üb*r  àas  Diricklkt 'seht  Prinzip  [Festschrift  zur  Feier  des  150  jährigen  Be- 
Stehens  der  Kgi  Gesellschaft  dlll  Wissenschaften  zu  Gòttingen  1901;  Mathematische  Annaicn,  t  U\ 
O904)«  PP-  i6w86j. 


■ 


ricté  très  intéressante  de  la  solution,  mais  ce  résultat  ne  pourrait  à  lui  seul  être 
Bsidcrtl  comme  une  étude  complète  de  cette  solution. 

Si  nous  adoptons  le  principe  posé  par  M.  Hilbert,  nous  devons  aussi  admettre 
le»  quelque  élégant  que  soit  le  procédé  qu'il  indique  pour  effectuer  03,  c'est  dans  la 
antère  d'effectuer  01  que  réside  le  point  essentiel  de  sa  méthode.  On  aurait  pu  craindre 

pour  effectuer  01 ,  il  faille  tenir  compte  de  toutes  les  particularités  de  Ut ,  U3 ,  ... 
a'il  faille  en  particulier  tenir  compte  du  fait  que  /(£/,),  ^(^a)>  •••  convergent  vers 
i  limite  inférieure  de  I{U);  or  cela  est  inutile,  c'est  ce  qui  ressort  nettement  du  pre- 
mier travail  de  M.  Hilbert,  dans  lequel  on  ne  tient  compte  que  de  particularités  très 

impies  de  Ut7  U2l Ces  particularités  permettent  d'effectuer  Ot  grâce  i  ce  théorème: 

Si  une  suite  de  fonctions  converge  pour  un  ensemble  de  points  partout  dense  et  si 
:es  fonctions  ont  leurs  nombres  dérivés  tous  inférieurs  à  un  même  nombre  fixe,  alors 
elle  converge  partout  et  la  convergence  est  uniforme  a). 

Dans  les  deux  exemples  de  son   premier   travail   M.   Hilbert  utilise  le   théorème 

ci-dessus,  mais  grâce  à  des   artifices  très  différents   dans  les  deux  cas.  L'application  du 

ifkorème,  dans  son  second  travail,  est  encore  différente,  et  là  le  fait  que  /(Î/J,  ^(t/,)?  — 

convergent  vers  la  limite  inférieure  de  /(£/)  intervient.  Aussi,  à  cet  égard,  la  seconde 

communication  de  M.  Hilbert  est-elle  moins  intéressante  que  la  première;  cependant, 

en  rapprochant  le  premier  exemple  du  premier   travail  de  M.  Hilbert  de  son   second 

travail,  on  sera  assez  naturellement  conduit  à  essayer  d'effectuer  Qi  en  faisant  intervenir 

seulement  le  fait  que  pour  les  fonctions  Ui ,  t/i5  ...  les  valeurs   de   l'intégrale   I(U) 

dont  on  cherche  le  minimum   sont  bornées  dans  leur  ensemble.   C'est  comme  on   va 

le  voir  la  méthode  qui  sera  employée  ici. 

3.  Le  théorème  utilisé  par  M.  Hilbert  est,  on  s'en  rend  compte  immédiatement, 
équivalent  au  suivant  dont  l'application  au  problème  des  lignes  géodésiques  est  immé- 
diate ^r  Si  Ton  a  dans  un  espace  borné  une  infinité  de  courbes  dont  les  longueurs 
sont  bornées  dans  leur  ensemble,  ces  courbes  ont  au  moins  une  courbe  limite.  J'avais 
utilisé  ce  théorème  —  et  un  autre  analogue  qu'on  peut  formuler  ainsi  ;  Si  Ton  a  dans  un 
espace  borné  une  infinité  de  surfaces  simplement  connexes  dont  les  aires  sont  bornées 
dans  leur  ensemble,  dont  les  contours  ont  au  moins  un  contour  limite  et  telles  que 
tout  morceau  simplement  connexe  dont  la  frontière  peut  être  enfermée  dans  une  sphère 
de  rayon  r  soit  intérieure  à  une  sphère  de  rayon  Jî(r),  R(r)  tendant  vers   zéro  avec 


a)  A  cette  occasion  M.  Hilbert  cite  Bendixson  et  Townsend.  La  propriété  était  connue  anté- 
rieurement; elle  résulte  Ju  théorème  fondamental  sur  les  fonctions  également  continues  j  Ascoli,  U 
curve  limiti  di  una  varktà  data  di  curve  [Memorie  della  classe  di  Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali 
della  R.  Accademia  dei  Lincei,  voi.  XVIII  (1885),  pp,  52 1-586] j  Gt  tfun  caractère  d'égale  convergence 
JArzelà,  Sulk  funzioni  dì  linee  [Memorie  della  R.  Accademia  dell'I stituto  di  Bologna,  sezione  delle 
Scienze  Fisiche  e  Matematiche,  s.  V,  t,  V  (1895),  pp.  22J-244JJ. 

3)  Ce«  d'ailleurs  le  raisonnement  utilisé  par  M.  Hilbert  pour  le  problème  des  géodésie»' 
montre  l'équivalence  des  énoncés. 
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Ty  ces  surfaces  ont  au  moins  une  surface  limite  —  dans  des  recherches  sur  la  notion  d'aìre  *) 
publiées  alors  que  j'ignorais  le  premier  travail  de  M.  Hilbert.  Après  avoir  pris  con- 
naissance de  ce  travail  j'ai  appliqué  5)  ces  deux  théorèmes  à  la  recherche  de  certains 
minima,  mais,  ignorant  alors  le  procédé  qui  permet  à  M,  Hilbekt  d'effectuer 
non  0$  dans  le  cas  du  problème  de  Dirichlet,  je  n'ai  appliqué  mes  raisomi« 
qu'à  des  formes  d'intégrales  ne  contenant  pas  Fintègrale  /(£/)  précédemment  définit 

Ces  raisonnements  fournissent  cependant  une  solution  du  problème  de  Dm 
mais  cette  solution  est  inutilement  compliquée,  et  l'on  peut  effectuer  l'opération  0t 
ù  cette  proposition:  Une  suite  Je  fonctions  monotones  UiS  f/3,  ...  remplissant  Us 
ditions  de  continuité  indiquées  dans  D  et  sur  sa  frontiere,  telles  que  les  intégrales 
/(t/3),  . . .  soient  bornées  dans  leur  ensemble,  admet  au  moins  une  fonction  limite 

Ainsi,  pour  effectuer  Ot  on  utilise  un  théorème  où  n'intervient  que  l'intégrale  /(D) 
elle-même.  Cela  n'est  d'ailleurs  pas  particulier  à  l'intégrale  spéciale  considérée  ici,  nuis 
s'étend  à  une  vaste  catégorie  d'intégrales,  car  le  raisonnement  est  basé  sur  des  relations 
d'inégalité.  Je  ne  m'occuperais  pas  de  ces  généralisations,  et  l'équation  de  Laplace  sera 
la  seule  que  j'étudierai;  mais  j'ai  essayé  d'obtenir,  pour  cette  équation,  un  théorème i 
énoncé  aussi  large  que  possible.  On  sait  que  les  méthodes  de  résolution  du  probi 
de  Dirichlet  supposent  toutes  que  le  domaine  soit  particulier  et,  comme  les 
imposées  par  ces  diverses  méthodes  ne  sont  pas  les  mêmes,  il  est  certain  que  les  res- 
trictions ne  sont  pas  nécessaires  à  l'exactitude  de  l'énoncé.  En  recherchant  une  méthode 
applicable  de  suite  au  domaine  le  plus  général,  on  peut  espérer  obtenir  un  raisonnement 
ne  faisant  intervenir  que  ce  qui  est  essentiel  dans  la  solution  de  la  question.  Je  dé- 
montrerai ici  l'existence  d'une  solution  du  problème  de  Dirichlet  sans  faire  aucune 
restriction  sur  la  nature  du  domaine,  quand  celui-ci  est  A  connexion  finie  °),  ni  sur  la 
nature  de  la  fonction  continue  donnée  sur  la  frontière  du  domaine.  Je  m'occupe 
de  ['operation  0,;  peut  être  aurais-je  plus  tard  la  possibilité  d'indiquer  une 
moins  spéciale  pour  effectuer  02 . 

Pour  effectuer  03  j'utilise  ici  la  solution  connue  du  problème  de  Dirichlet  pour 
le  cas  du  cercle.  Déjà,  dans  son  premier  travail,  M.  Hilbert  faisait  allusion  à  une 
méthode  de  ce  genre.  Cette  méthode  est  aussi  employée  par  M.  Hadamard  au 
graphe   io  d'un  travail  rèceoi  ')  qui  paraissait  comme  j'achevais  la  rédaction  de  cd 


ni  sur  la 

>e  surtout 

méthode 


4)  Sur  la  définition  Je  l'aire  d'une  surface  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  IM 
demie  des  Sciences  (Paris),  t.  CXXJX  (2e  semestre  1899),  pp.  870*875  (séance  du  27  novembre  1899)] 

5)  Sur  Ja  définition  de  certaines  intégrales  de  surfaces  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  sèanca 
de  l'Académie  des  Sciences  (Paris),  t.  CXXXI  (2e  semestre  1900),  pp.  867*870  (séance  du  26  novem- 
bre 1900)];  Sur  k  minimum  de  certaines  intégrales  flbid .,  id.t  pp.  935-957  (seance  du  j  décembre  1900)]. 
Voir  aussi  ma  Thèse  :  Intégrale,  Longueur,  Aire  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  3e  sèrie,  L  VU 
(1902),  pp.  231-359J. 

e)  Au  contraire  une  restriction  subsiste  pour  les  domaines  à  connexion  infinie. 
7)  Sur  quelques  questions  de  cakul  àts  variations  [Annales  scientifiques  de  l'École  Normal: 
rieure,  3e  série,  t.  XXI V  (1907),  pp.  203*231]. 
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méthode  de  M.  Hadamard  ne  diffère  Je  celle  que  j'emploie  que   par   le   remplace- 
nt de  la  propriété  démontrée  plus  Join  au  §  13    par   un   théorème   équivalent    ;uli- 
ue  à  celui  de  M.  Osgood  sut  la  différence  des  valeurs  d'une  intégrale  pour  la  fonc- 
qui  la  rend  minimum  et  une  autre  fonction,  M.  Hadamard  obtient   ce   théorème 
§  9  de  son  Mémoire  par  des  calculs  identiques  à  ceux  qu'on  trouvera  plus  loin  au 
chapitre  III.  Mais,  tandis  que  ces  calculs  servent  seulement  i  M*  Hadamard  A  effectuer 
►Jf  j'en  déduis  un  caractère  d'égale  convergence  et  m'en  sert  pour  effectuer  0 

De  ce  calcul  résulte  aussi  que  la  solution  du  principe  de  Dirïchlet  varie  d'une 
Taçùn  continue  avec  la  forme  du  domaine  et  les  valeurs  donnas  aux  limites  et  encore 
[Uc  la  méthode  alternée  et  la  méthode  du  balayage  s'appliquent  dans  tùUl  les  cas. 

Je  dois  m  excuser  de  la  longueur  de  ce   mémoire.    Il   est   surtout   allongé    par   le 

chapitre  suivant  dans  lequel  je  définis  les  domaines  et  démontre  quelques  théorèmes  les 

concernant.  Ces  propositions  sont  à  peu  près  évidentes,  leurs   démonstrations   quoique 

ligues  sont  faciles  et  naturelles,  leurs  énoncés  sous  forme  générale  ne  sont    pas   uti- 

isfcs  ici  et  même  ils  résultent  sans  démonstrations  nouvelles  de  la  solutiou  du  problème 

de  Dikichlet;  c'est  dire  que  j'aurais  pu  me  dispenser  de  les  démontrer.  Cependant  il 

î*a  paru  indispensable,  avant  de  raisonner  sur   des   domaines  très   généraux,   de  bien 

réciser,  et  par  des  définitions  et  par  des  exercices,  ce  que  sont  ces  domaines. 

4*  Dans  une  Note  récente  8)  M.  Hadamard  a  adressé  a  la  méthode  de  M.  Hilbert 
deux  critiques  qu'on  peut  opposer  A  tout  essai  de  résolution  du  problème  de  Dïrïciili  t 
A  l'aide  du  calcul  des  variations  et  qu'on  peut  formuler  ainsi:  Dans  ces  méthodes  de 
résolution  on  admet: 

i°  qu'étant  donnée  une  fonction  continue  sur  la  frontière  d'un  domaine,  il  existe 

I  fonctions  continues  dans  le  domaine,  y  admettant  des  dérivées  partielles,  et  prenant 
valeurs  données  sur  le  contours. 
2°  on  admet  que,  pour  certaines  de  ces  fonctions,  l'intégrale  /(£/)  est  finie. 
J*ai  l'occasion,  dans  le  chapitre  suivant,  de  construire  des  fonctions  remplissant  les 
iitions  de  continuité  et  de  dérivation  indiquées,  mais  cela  est  inutile.  Soient  F  une 
rtion  continue  dans  le  plan  et  prenant  les  valeurs  données/  sur  le  contour  du  domaine, 
h  un  polynôme  représentant  F  à  moins  de  c  dans  le  domaine  et  sur  la  frontière  du  do- 
Soit  9,  la  valeur  de  4»(  sur  cette  frontière.  Si  Ton  cherche  à  résoudre  le  problême 
de  Dirïchlet  pour  la  valeur  ç,  donnée  aux  limites,  les  objections  de  M.  Hadamard  ne 
portent  pas,  puisque  /(*!>,)  existe  et  est  finie.  Or  on  sait  que  la  limite  pour  t  =  o  Je 
solution  du  problème  de  Dirïchlet  donnera  la  solution  pour  les  valeurs  données. 
Ainsi,  bien   que   la   seconde  critique   de   M.    Hadamard   ait   une   grande  portée, 
îuisqu'il  a  prouvé  qu'il  est  des  cas  très  simples  où  /((/)  est  toujours  infinie,  de  sorte 
que  le  problème  de  Dîrichlet  et  le  problème  du  calcul  des  variations  qu'on  y  substitue 
sont  pas  équivalents,  nous  pouvons  passer  outre  aux  objections  de  M.  Hadama 


rd. 


*)  Sur  h  principt  àt  Dirïchlet  [Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  Prince,  t,  XXX [V  1 1906), 
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L'artifice  indique  est  celui  que  M.  Paraf  °)  a  utilisé  dans  un  but  analogue; 
employé  récemment  par  M.   Fürini  IO)  de  la  manière  qui  vient  d'etre  indiqua. 


IL 


5.  Domaines.  —  On  donne  couramment  au  mot  domaine  deux  sens   différera 
vant  qu'on  définit  les  domaines  par  les  propriétés  de  leurs  points  ou  par  les  pro 
des  pointa  frontières  du    domaine.    C'est   ordinairement    le   second    sens   qu'on 
dans  l'étude  du  problème  de  Dirichlet  et  des  problèmes  aux  limites  analogues, 
quelle  est  alors  la  définition. 

Considérons  deux  fonctions  continues  /(/),  ^(0*  définies  dans  un  interval 
(tf,  b)  et  telles  que  les  relations  simultanées: 

/(',)  =/(U      ?(',)  =  KO>      ',#'..      '.  <  ».1 

admettent  la  seule  solution: 

/,  =  *        t.  =  b. 

La  courbe  lieu  des  points  x  =a/(|)j  y  =  ç(/)  est  alors   dite    une  courbe 
sans  point  multiple. 

M.  Jordan  a  démontré  ")  qu'étant  donnée  une  telle  courbe  C  il  cii* 
points,  que  Ton  appelle  les  points  intérieurs  a  C,  qu'on  ne  peut  pas  joindre  aux 
a  l'infini  du  plan  par  un  trait  continu  (une  ligne  brisée  si  Ton  veut  préciser) 
tenant  aucun  point  de  C.  Les  points  intérieurs  à  C  forment  le  domaine  ouvert 
par  C.  L'ensemble  des  points  C  et  des  points  intérieurs  a  C  s'appelle  le  domaine 
limité  par  C,  Les  points  du  plan  ne  faisant  pas  partie  de  ce  domaine  fermé  su 
points  extérieurs  à  C 

M.  Jordan  a  démontré  que  deux  points  intérieurs  (ou  deux  points  extè 
pouvaient  être  joints  par  une  ligne  brisée  ne  contenant  que  des  points  intèrieu 
extérieurs). 

Les  domaines  qui  viennent  d'être  définis  sont  dits  simplement  connexes  po 
distinguer  de  ceux  dont  je  vais  parler. 


9)  Sur  le  problème  de  Dirichlet  et  son   extension    au  cas  ât    V/quation    linéaire  gintrdi  1 
ordn  [Annales  dé  la  Faculté  6  es  de  Toulouse,  r*rt  série,  l  VI  (1892),  pp.  H  1  -  H.75 

*°)  1°)  //  princìpio  di  minimo  e  i  teoremi  di  esistenza  per  1  problemi  al  contorno  relu*' 
alle  derivate  parziali  di  ordine  pari  [Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo*  L  XXIU 
mestre  1907),  pp.  58-84];  2°)  (supplément;  //  principio  di  minimo  [Ibid.,  id.,  pp.  joo-jotj-  Ce  tri 
que  diverses  Kotes  du  même  auteur  [30)  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  L  XX 
mestre  1906),  pp.  585-586;  4")  Rendiconti  delia  R,  Accademia  dei  Lincei,  voi,  XVI,  i*r  semes 
pp,  162-167,  215-220,  608-614],  a  été  publié  1  II  suite  d  un  intéressant  Mémoire  de  M-  Bfcp! 
5«?  principio  di  Dirichlet  [Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  t.  XXII  (ie 
pp.  193-360]. 

J'ai  utilisé  plusieurs  des  raisonnenicnts  de  ces  Auteurs, 

1  ')  Cours  d' 'Analyse,  2e  édition,  tome  I,  n°*  97-104. 
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Soit  une  courbe  fermée  sans  point  multiple  C  et  des  courbes  analogues  C( ,  Ca,  ... ,  Cn 

toutes  intérieures  a  C  et  telles  que  les  domaines  correspondants    simplement   connexes 

J)l7  JDlf  .. . ,  DHÌ  qui  sont  tous  intérieurs  au  domaine  D  limité  par  C,  soient  extérieurs 

uns  aux  autres.  Alors  le  domaine  ouvert  limité  par  C,  Ci}  C2,  ...  ,  Cn   est,    par 

lèfinirion,  formé  par  l'ensemble  des  points  du  domaine  ouvert  D  qui    n'appartiennent 

aux  domaines  fermés  Di ,  D2,  ...,  Du.  Les   points   de  ce   domaine   et   ceux   de 

*,   Cl?  C2i  ...,  Ctt  forment  le  domaine  fermé  correspondant.  Ces  domaines  sont  dits 

-|-  i  fois  connexes. 

Enfin,  si  Ton  applique  la  définition  précédente  au  cas  où  les  contours  Ct ,  Cjy  ... 
forment  une  infinité  dénombrable,  on  est  conduit  \  la  notion  de  domaines  à  connexion 
■»finie.  Cependant  on  introduit  en  général,  et  nous  introduirons,  une  restriction  qu'on 
peut  formuler  ainsi:  pour  qu'il  s'agisse  d'un  domaine  il  faut  qu'il  existe  des  points  inté- 
rieurs à  C  et  extérieurs  à  Ct ,  C2,  C,,  ...  qui  ne  soient  pas  points  limites  des  points 
de  C,  Ck ,  Q,  ....  Alors,  si  l'on  peut  joindre  deux  tels  points  quelconques  de  l'ensemble 
par  une  ligne  brisée  ne  contenant  que  des  points  jouissant  de  la  même  propriété,  cet 
ensemble  est  appelé  le  domaine  ouvert  limité  par  les  courbes  données.  L'ensemble  dérivé 
Fun  domaine  ouvert  est  le  domaine  fermé  correspondant. 

Je  passe  au  second  mode  de  définition  des  domaines.  Un  ensemble  est  dit  fermé, 
s'il  contient  son  dérivé,  ouvert  s'il  est  le  complémentaire  d'un  ensemble  fermé.  Un  point 
i'un  ensemble  est  intérieur  à  cet  ensemble,  s'il  n'est  pas  point  limite  de  l'ensemble 
complémentaire  de  E.  Tout  point  d'un  ensemble  ouvert  est  intérieur  à  cet  ensemble; 
un  ensemble  peut  être  fermé  et  ne  contenir  aucun  point  intérieur, 

M.  Jordan  la)  appelle  domaine  tout  ensemble  qui  contient  des  points  intérieurs; 
cette  définition  est  en  général  trop  large,   j'adopterai    la   suivante: 

Un   ensemble  fermé  est  dît  un  domaine  fermé: 

i°  S'il  est  V  ensemble  dérivé  de  l'ensemble  de  ses  points  intérieurs,  qui  est  appelé  le 
domaine  ouvert  correspondant. 

2°  Si  cet  ensemble  ouvert  est  formé  de  points  tous  intérieurs  à  une  circonférence 
convenablement  choisie. 

3°  Si  cet  ensemble  ouvert  est  d'un  seul  tenant. 

Les  points  ne  faisant  pas  partie  d'un  domaine  fermé  sont  dits   extérieurs    au   do- , 
(Daine;  les  points  appartenant  à  un  domaine  fermé  sans  faire  panie  du  domaine  ouvert 
correspondant  constituent  la  frontière  de  ces  domaines.  Ces  points  frontières  sont  points 
limites  à  la  fois  pour  l'ensemble  des  points   intérieurs  ct   pour    l'ensemble   des    points 
extérieurs. 

On  voit  le  rôle  des  différentes  restrictions  imposées  dans  la  définition  précédente; 


Ia)  Cours  d'Analyse,  2e  edition,  tome  ï,  n°  24.  Dans  ce  qui  précède  je  me  suis  écarté  du  langage 
adopté  par  M.  Jordan  en  ai  qui  ameerne  les  ensembles  que  fai  appelé  fermés  et  que  M.  Jordan 
appelle  ttuanbles  parfaite  Dans  tout  ce  qui  suit,  conformément  à  l'usage  universellement  adopté 
maintenant,  un  ensemble  sera  dit  parfait  quand  il  sera  identique  à  son  dérivé.  Un  domaine  parfait 
est  un  ensemble  fermé, 

Rgmd.  Curt.  Miiitm.  tn.hr mo,  t.  XXÏV  (i°  scm.    1907).  —  S  um  pa  to  il  2  ottobre   I907. 
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ea    particulier  des  conditions  2  et  3.  La  condition  3  n'est  d'ailleurs  pas  essentielle; 
le  voit  facilement  en  remarquant  que,  les  conditions  1  et  2  étant  remplies,  si  la 
non  3  ne  Tétait  pas,  l'ensemble  ouvert  considéré  serait  la  somme  d'une  infinité  denaro- 
brable  de  domaines  ouverts.  De  sorte  que,  pour   tout   ce  qui   va    suivre,   on   pc 
sans  presque  rien  avoir  à  modifier,  supprimer  cette  troisième  condition. 

J'insisterai  un  peu  plus  sur  les  restrictions  provenant  du  fait  que  je  ne  coq 
que  des  ensembles  ouverts  ou  fermés  et  associés  les  uns  aux  autres.  Avec  la  Jet 
de  M.  Jordan  tout  ensemble  contenant  un  carré  est  un  domaine  quelle  que  soit  la 
disposition  de  l'ensemble  des  points  autres  que  ceux  du  carré,  un  cercle  moins  500 
centre  est  un  domaine,  un  cercle  plus  un  point  extérieur  est  un  domaine.  De  sorte 
que,  avec  la  définition  de  M.  Jordan,  il  existe  parfois  des  points  qui  ne  sont  limites 
que  de  points  intérieurs  et  qui  ne  font  pas  partie  du  domaine  et  des  points  qui  ne 
sont  limites  que  de  points  extérieurs  et  qui  en  font  partie.  Les  restrictions  imposas 
ont  pour  but  de  supprimer  ces  singularités,  artificielles  à  un  certain  point  de  vue. 

Les  domaines  qui  viennent   d'être   définis   sont   dits   simplement   connexes,  n  foi 
connexes,  à  connexion  infinie,  suivant  que  l'ensemble  des  points  extérieurs  au  do 
est  d'un  seul  tenant,  ou  decomposable  en  n  ensembles  d'un  seul  tenant,  ou  non  décora- 
posable  en  un  nombre  fini  d'ensembles  d'un  seul  tenant. 

On  voit  de  suite,  grace  au  théorème  de  M.  Jordan,  que  ces  nouvelles  définitions 
comprennent  les  premières  comme  cas  particuliers,  mais  il  ne  faudrait  pas  croire  qu'elles 
sont  identiques.  Par  exemple,  l'ensemble  des  points  des  courbes: 

>^o,        *•  +  / 


—  i^x^+h 


1; 


jr  =  «nT, 


partage  le  plan  en  deux  régions,  dont  l'une  est  un  domaine  simplement  connexe  d'après 
les  secondes  définitions;  mais  ce  n'est  pas  un  domaine  au  sens  primitif,  car  l'ensemble 
des  deux  courbes  précitées  ne  forme  pas  une  courbe  fermée  sans  point  multiple,  deb 
nature  de  celles  considérées  au  début,  et  de  plus  les  points 

*  =  o,        o^>^iï 
sont  des  points  frontières  ne  faisant  pas  partie  de  ces  courbes  t3). 

Relativement  aux  domaines  à  connexion  infinie,  je  serai  obligé  d'introduire  ime 
restriction  nouvelle.  Soit  P  un  point  intérieur  à  un  domaine  Z),  toute  courbe  fennec 
entourant  P  et  assez  petite  est  toute  entière  formée  de  points  intérieurs  a  D.  Mis  ï 
faut  remarquer  qu'il  peut  arriver  que,  F  étant  un  point  frontière  de  D,  on  puisse 
tracer  des  courbes  fermées  entourant  F  et  aussi  petites  qu'on  le  veut,  qui  soiem 
niées  toutes  entières  de  points  intérieurs  à  D.  Cela  est  manifestement  impossible  pour 
les  domaines  à  connexion  finie,  mais  cela  se  présente  avec  des  domaines  a   connexion 


l3)  Dans  un  article  de  M,  Schoenflies,  Ueber  einen  grundlegenden  Sati  der  Analysis  Situs 
richten  von  der  KgL  Gesellschaft  der  Wissenschaften    zu   Göttifigen,   Math.-j  ûtt   KfakM 

pp.  185-192],  on  verra  comment  on  peut  distinguer  les  deux  espèces  de  domaines  simplement  connina 
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infinie*  Par  exemple,  de  F  comme  centre  je  trace  une  circonférence  C  et  sur  le  rayon 
FA  de  C  je  marque  des  segments  AftM',  MiM'i7  . ..  ,  tous  extérieurs  les  uns  aux 
autres,  ne  contenant  pas  h\  et  dont  les  extrémités  Ms ,  M j ,  M2 ,  A^ ,  ...  tendent 
vers  F.  Sur  ces  segments  comme  diamètres  je  trace  des  circonférences  C|5  Ca,  ..,; 
pour  le  domaine  limité  par  C,  Ctl  Ca ,  .  . .  ,  F  est  un  point  frontière  jouissant  de  la 
singularité  indiquée. 

Les  raisonnements  que  j'emploierai  me  conduisent  i  faire  cette  nouvelle  restriction: 

4°  Si  tout  point  qu'on  pent  enfermer  dans  des  courbes  fermées  sans  point  multiple, 
aussi  petites  que  Von  veut  et  formées  de  points  intérieurs  au  domaine,  est  aussi  point 
térieur  du  domaine. 

Cette  restriction  n'intervient  pas  dans  ce  chapitre,  elle  sera  indispensable  pins  loin. 
Cependant  les  résultats  obtenus  s'étendent  ù  certains  cas  où  cette  condition  restrictive 
'est  plus  vérifiée. 

6,  Fonctions  continues  dam  un  domaine.  —  On  dit  qu'une  fonction  /(P),  définie  pour 
les  points  d'un  ensemble  Ey  est  continue  sur  E  lorsque  toute  suite  Pit  PxJ  ,  . .  ,  for- 
mée de  points  de  £  tendant  vers  un  point  P  de  Et  donne  naissance  à  une  suite 
/(P,)>  /(O  •  •  ■  i  qui  converge  vers  /(P). 

Un  domaine  fermé,  ou  la  frontière  d'un  pareil  domaine,  sont  des  ensembles  à  dis- 
tance finie,  fermés  et  même  parfaits.  Un  domaine  est  de  plus  d'un  seul  tenant  en  ce 
sens  que,  A  et  B  étant  deux  points  d'un  tel  ensemble,  on  peut  trouver  une  suite  formée 
de  points  Â1  MtJ  M2f  . . .  ,  Af  ,  B  de  l'ensemble,  telle  que  la  distance  de  deux  points 
consécutifs  soit  inférieure  à  un  nombre  positif  arbitrairement  donné  I4).  Sur  des  en- 
sembles possédant  c^s  propriétés  la  continuité  est  uniforme,  de  plus  les  fonctions  con- 
tinues atteignent  leurs  limites  supérieure  et  inférieure  et,  pour  les  ensembles  d'un  seul 
tenant,  elles  ne  peuvent  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes  les 
valeurs  intermédiaires  l5). 

Considérons  le  domaine  simplement  connexe  défini  au  début  du  paragraphe  pré- 
cédent; on  voit  de  suite  que,  pour  qu'une  fonction  définie  sur  sa  frontière  soit  continue 
il  faut  et  il  suffit  que  ce  soit  une  fonction  continue  du  paramètre  t.  Ce  résultat  s'étend 
aux  domaines  à  connexion  multiple  limités  par  un  nombre  fini  de  courbes,  mais  il  est 
évident  que,  pour  un  domaine  limité  par  une  infinité  dénombrable  de  courbes,  s'il  est 
toujours  vrai  qu'une  fonction  continue  sur  la  frontière  du  domaine  est,  sur  chacune 
des  courbes  frontières,  une  fonction  continue  du  paramètre  qui  servit  à  définir  cette 
courbe,  la  réciproque  n'est  plus  vraie. 

La  propriété  suivante  est  fondamentale:  Étant  donnée  une  fonction  continue  f  sur 
la  frontière  E  d'un  domaine  fermé  D,  il  existe  une  fonction  F  continue  dans  D  qui  est 
égale  à  f  sur  E.  Dans  la  démonstration  qui  suit   on  utilisera  seulement  les  propriétés 


*♦)  Cest  la  définition  générale  des  ensembles  d'un  seul  tenant;  elle  est  tirée  du  n°  $r  au  Cours 
d* Analyse  de  M.  Jordah. 

*5)  Pour  les  démonstrations  voir  Jordan,  loc.  cit.,  DDi  62  à  64. 
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suivantes  de  E:  E  est  tout  entier  a  distance  et  est  fermé.  F  sera  d 
plan,  d'où  une  extension  possible  de  t'énonce  precedent  qui  montrerait  < 
tité  entre  les  fonctions  continues  sur  les  ensembles  bornés  et  fermés   et 
définies  sur  de  tels  ensembles  par  les  fonctions  continues  dans  le  plan. 

Je  considère  une  division  du  plan  ci  a  Faide  de  parallèles  aux 

entre  elles  de  Punite  de  longueur  par  exemple;  c'est  ion   D% .    La 

est  obtenue  en  subdivisant,  par  des  parallèles  aux  axes,  chaque  carré  de 
carrés;  D,  est  obtenue  de  même  en  subdivisant  les  carrés  de  D2Ì  et  ain 

En  un  sommet  P  de  l'un  de  ces  carrés  on  preudra  F  égale  à  la  li 
des  valeurs  que  prend  /  aux  points  de  £,  qui  sont  à  la  plus  petite  disi 
de  P.  Cependant  nous  ne  nous  occuperons  que  des  sommets  de  ceux  de 
division,  la  division  D  par  exemple,  qui  sont  intérieurs  i  un  carré  de  la  < 
dente,  la  division  Diami  contenant  à  son  intérieur  et  sur  son  périmètre  « 
de  £.  Ce  sont  ces  carrés  de  Di_l  qui  seront  appelés  les  carrés  utilisés. 

Sur  les  côtés  des  carrés  utilisés,  F  est  connu  maintenant  en  certain 
ces  côtés  nous  prendrons  F  linéaire  entre  les  points  où  elle  est  connue. 
périmètre  d'un  carre  utilisé,  F  varie   linéairement,    sauf  en    certains    poi 
points  nous  mènerons  des  parallèles  aux  axes  qui  divisent  le  SQ    r< 

dels,  Sur  les  cotés  paralleles  à  Ox  "<^  confondus  avec  les  cotés  du  carr 
F  linéaire  en  x;  enfin  dans  chaque  rectangle  on  prendra  F  linéaire  en  j 

F  est  maintenant  partout  définie,  il  est  évident  qu'elle  est    partout 
définition  de  F  est  bien  évidemment  inutilement  précise,   mais   cela    rend 
plus  claires  les  transformations  ultérieure 

7.  Fonctions  monotones,  —  On  désigne  ainsi,  quand  il  s'agit  de  fon 
seule  variable,  les  fonctions  qui  ne  sont  jamais  décroissantes  ou  jamais  cj\ 
fonctions  sont  donc  celles  qui,  considérées  dans  un  intervalle  quelconqu 
leurs  limites  supérieure  et  inférieure  dans  l'intervalle  aux  exti  Je   c 

Par  analogie,  je  dirai  quune  fonction  de  deux  variables  îA  ne  si  la 

les  mimes  limites  inférieures  et  supérieures  dans  un  domaine  fermé  et  sur 
et  ala  quel  que  soit  le  domaine  considéré.  I 

Les  fonctions  continues  monotones,  les  seules  que  je  considérerai,  atte 
maximum  et  minimum  dans  un  domaine  en  des  points  de  la  frontière  du 

Les  fonctions  monotones  sont  quelquefois  appelées  fonctions  sans  max 
nîmum  parce  que  la  valeur  d'une  fonction  monotone  en  un  point  P   est 
teinte  en  d'autres  points  que  P  dans  tout  cercle  entourant  P.  Il  se  peut 
la  valeur  en  P  égale  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  des  valeurs  que  pren 
dans  le  cercle,  c'est-à-dire  qu'une  fonction  monotone  peut  avoir  des 
nîmum  au  sens  ordinaire  du  mot.  Mais  ce  sont  des  maximum  et  minimum 
dans  beaucoup  de  questions  on  trouve  avantage  à  réserver  le    nom    de 
minimum  à  des  points  plus  particuliers. 

La  définition  des  fonctions  monotones  peut  être  donnée  pour  les 
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sis  tout  le  plan,  ou  pour  les  fonctions  définies  dans  un  certain  domaine  dont  on 
nterdit  de  sortir,  ou  pour  les  fonctions  définies  dans  des  ensembles  plus  généraux 
icore. 

Les  fonctions  continues  monotones  dans  un  domaine  simplement  connexe  jouis- 
sm  de  la  propriété  caractéristique  suivante  :  quel  que  soit  le  point  P  du  domaine,  Ten- 
ïmble  des  points  en  lesquels  la  fonction  prend  la  même  valeur  qu'en  P  est  formé  de 
arties  d'un  seul  tenant  avec  la  frontière.  Les  fonctions  continues  monotones  dans  un 
lomaine  multiplement  connexe  ne  jouissent  pas  nécessairement  de  cette  propriété,  mais 
.»lies  possèdent  la  propriété  caractéristique  suivante: 

Quel  que  soit  le  nombre  nf  l'ensemble  des  points  en  lesquels  la  fonction  n'est  pas 
inférieure  à  n  (ou  supérieure  à  «)  se  décompose  en  ensembles  d'un  seul  tenantf  tels  qtu 
chacun  d'eux  contient  un  point  au  moins  de  la  frontière  du  domaine  considéré  D. 

Cette  condition  est  suffisante,  car  si  elle  est  remplie  pour  /  continue  dans  D,  quel 
que  soit  le  point  P  dans  l)y  P  fait  partie  d'un  ensemble  d'un  seul  tenant  avec  la  fron- 
tière de  D  et  sur  lequel  F  n'est  pas  inférieure  (ou  supérieure)   à  f(P)  ;  donc,  sur   la 
/rontière  de  D  et  sur  la  frontière  de  tout  domaine  contenu  dans   D   et   contenant   P, 
Ü  y  a  des  points  où  /  n*est  pas  inférieure  à  /(P)  et  aussi  des  points  pour  lesquels  / 
n'est  pas  supérieure  i /(P);  cela  à  cause  de  la  continuité  de/. 

La  condition  est  nécessaire;  dire  qu'elle  n'est  pas  remplie  pour  la  fonction  ff  c'est 
dire  qu'il  existe  un  ensemble  E  d'un  seul  tenant  en  tout  point  duquel  /  n'est  pas  in- 
férieure (ou  supérieure)  à  un  nombre  n  et  tel  que  tous  les  points  dont  la  distance  à 
E  ne  surpasse  pas  un  certain  nombre  e,  ou  bien  font  partie  de  E  ou  bien  donne  à  / 
une  valeur  inférieure  (ou  supérieure)  à  tu  Or,  ces  points  forment  un  domaine  1  à 
l'intérieur  duquel  /  prendrait  une  valeur  inférieure  (ou  supérieure)  à  l'une  quelconque 
de  celles  que  /  atteint  sur  la  frontière  de  à  l0). 

On  pourrait  préciser  davantage  et  montrer  que,  P  étant  un  point  quelconque  du 
domaine  /),  /,  continue  dans  D}  y  sera  monotone  si,  et  seulement  si,  Von  peut  trouver 
une  courbe  de  la  nature  de  celles  dont  il  a  été  parlé  au  paragraphe  $,  dont  les  deux 
extrémités  sont  aussi  voisines  qu'on  le  veut  de  la  frontière  de  D,  passant  aussi  près  de  P 
qu'an  le  veut,  et  le  long  de  laquelle  f  est  monotone.  Je  ne  démontrerai  pas  cette  propo- 
sition j  qui  paraît  à  peu  près  évidente  I7)s  mais  dont  la  démonstration  exigerait  quelques 
développements;  cette  proposition  ne  sera  d'ailleurs  pas  utilisée. 

Voici  une  autre  propriété  caractéristique,  à  peu  près  évidente,  des  fonctions  con- 
tinues monotones:  pour  qu'une  fonction  continue  dans  un  domaine  y  soit  monotone^  il 
faut  et  il  sußit  quii  n'existe  aucun  domaine  sur  la  frontière  duquel  la  font  lion  est  cons- 
tante et  à  Vintérkur  duquel  la  fonction  n'est  pas  constante. 


l6)  Ou  voit  que  la  continuité  de/  n'intervient  pas  dans  cette  seconde  partie  du  raisonnement; 
elle  était  indispensable  pour  démontrer  que  la  condition  est  suffisante.  Je  répète  que  les  fonctions  con- 
tinues sont  les  seules  étudiées  ici 

*7)  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  Élire  remarquer  qu'elle  ne  serait  plus  vraie,  si  Ton  assujettissait 
la  courbe  à  passer  par  P. 
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La  condition  est  évidemment  nécessaire,  je  montre  qu* 
pas  monotone  dans  £),  c'est  qu'on  peut  trouver  un  domaine 
a  un  maximum  supérieur  à  celui  qu'elle  atteint  sur  la  fronti' 
inférieur  à  celui  qu'elle  a  sur  sa  frontière.  Si  Ton  est  dans  I 
de  A  il  y  a  un  point  P  tel  que  f(P)  soit  supérieur  à  la  limi 
la  frontière  de  A.  Soit  x  compris  entre  L  et  /(P)  et  soit  A 
l'on  a  /  ^  a.  Cet  ensemble  est  fermé  ;  P  est  intérieur  à    A. 
points  Interieurs  à  Ay  soit  C  la  partie  de  B  qui  est  d'un  seu 
P.  C  est  évidemment  un  domaine  ouvert  sur  b  frontière  duq 
point;  a  l'intérieur  de  (J,/  n'est  pas  constante,  le  théorème  est 
rieur  à  D. 

On  aperçoit  maintenant  comment,  étant  donnée  une  fon 
domaine  D,  on  pourra  en  déduire  une  fonction  continue  et 
a  P  sur  ta  frontière  de  D.  Rangeons  les  valeurs  rationnel  \ 
U%%  u2j  . . .  ;  Fi  désignera  la  fonction  continue  égale  à  wt  à 
s'il  en  existe  qui  soient  intérieurs  a  L),  dans  lesquels  F  n'éta 
étant  constante  et  égale  A  ut  sur  leur  frontière;  Ft  sera  égale 
F2  se  déduit  de  Fl  comme  Ft  de  F,  u,  remplaçant  ut  et  ainsi 

Je  dis  que  les  fonctions  F9  Ft ,  F%i  . . .  ont  une  limite 
conque,  et  soit  F1  la  première  des  F,  pour  laquelle  on   n'ai 
Alors  P  égale  m1  dans  un  certain  domaine  Dl  contenant  P. 
suit  P,  comparons  F\P)  et  F(P>  Soit  d'abord   P(F)  =  . 
dans    tout    D\  F  =  F  =  F1  (P),    S'il    en    était    autrement 
F' (9)  ^  F"'(ç),  <p  étant  point  de  D\  c'est  que  ç  serait  imène 
teneur   duquel   F1  ne  serait  pas  constante  tout  en  étant  consta 
par  suite  g  contiendrait  D1  et  Ton   aurait   F'  (P)  ss  Fr  (9)  7! 
prouvons  en  même  temps  que  F1  (P)  7^  F'  (P)  entraine  F'  (9 
F'  est  la  première  fonction  après  F\  pour  laquelle  on  n'ait  pa 
F'  =  u1  dans  tout  un  domaine  D1  contenant  D\  On  définie 
et  ainsi  de  suite. 

S'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  fonctions  F\  l'existence 
posons  qu'il  y  en  ait  une  infinité  et  désignons  par  P  A  un  st 
l'extrémité  est  sur  la  frontière  de  D  et  dont  tous  les  points, 
I).  A'  désignera  celui  des  points  de  rencontre  de  P  A  avec  la 
le  plus  voisin  de  A.  On  a  F({P)  =  F1  (-4*)  as  F  (A');  la  pre 
tes  est  évidente,  la  seconde  résulte  de  ce  que  tout  point  en  le 
est  intérieur  à  un  domaine  dans  lequel  FJ  ditìère  de  F.  Les  à 
limite  a;  donc  Fl{P)  —  F  (A')  tend  vers  la  valeur  limite  <fe 

La  convergence  des  F.  vers  4*  est  d'ailleurs  uniforme,  p 
FiVJk    n'augmentant  l'oscillation   dans  aucun   intervalle,   les 
nues;  donc  4j  est  continue  et  la  convergence  est  uniforme 
le  maximum  de  \Fi+k  —  Fà\  tend  vers  zéro  quand  i  croit  un 
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Or,  supposons  qu'on  puisse  trouver  un  domaine  i,  à  l'intérieur  duquel  le  maximum 

F.  surpasse  le  maximum  de  Ft  sur  la  frontière,  ou   encore  à  l'intérieur  duquel   le 

irnum  de  F-  sur  la  frontière  surpasse  le  minimum  de  F.  à  l'intérieur  de  A;  il  ré- 

e  d'un  raisonnement  précédent,  qu'on  peut  trouver  un  nombre  %  rationnel  et  fai- 

partie  de  la  suite  u  M ,  w.+a,  ...  ,  tel  qu'il    existe    un    domaine    C    à    l'intérieur 

jel  F(  n'est  pas  constante  tout  en  étant  constante  sur  la  frontière  de  C.  Si  l'on  a 

%  Fm  diffère  de  F-,  en  certains   points,    et    si    Ton    choisit    convenableme    um^ 

—  FJ  sera  aussi  voisine  que  l'on  veut  de  h  valeur  absolue  de  la  différence,    sup- 

tante,  entre  les  maximum,  ou  minimum,  de  F    a  l'intérieur  de  1  et   sur   sa 

itière.  Par  suite  cette  différence  tend  vers  zéro  quand  i  croit  indéfiniment. 

Il  en  résulte  que  *P  est  monotone  dans  D;  soit  en  effet  1  un  domaine  quelconque, 
différence  entre  les  maximum  (ou  minimum)  de  <i>  sur  la  frontière  de  A  et  dans 
est  la  limite  des  différences  analogues  pour  F-,  laquelle  tend  vers  zéro.  D'après  la 
con  Je  propriété  caractéristique  des  fonctions  continues  monotones  on  en  déduit  que  «J» 
t  monotone;  donc  étant  donnée  une  fonction  continue  f  sur  la  frontiere  E  d'un  do- 
aine  fermé  D,  il  existe  une  fonction  *b  continue  et  monotone  dans  D  qui  est  égale  à  f 
ir  E. 

On  pourrait  facilement  étudier  des  ensembles  E  plus  généraux  ;  je  me  contenterai 
c  faire  observer  que,  E  étant  la  frontière  d'un  domaine,  si  l'on  voulait  s'occuper  des 
oints  extérieurs  au  domaine,  il  suffirait  de  remarquer  qu'une  inversion  convenable  fait 
orrespondre  à  ces  points  les  points  intérieurs  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité  dè- 
lumbrable  de  domaines. 

8*  Fondions    indéfiniment   dèrimbles   dans    un   domaine,  —  On    appelle    ainsi    toute 
onction  continue  ayant,  en  tout  point  intérieur  au  domaine,  des  dérivées  partielles  de 
fous  les  ordres.  L'existence  de  ces  dérivées,  implique  leur    continuité    et    la    possibilité 
d'intervertir  Tordre  des  dérivations. 

Je  vais  modifier  la  fonction  4»  du  paragraphe  précédent  de  manière  à  obtenir  une 

fonction  continue,  monotone  et  indéfiniment  derivable  dans  le  domaine,  prenant  les  valeurs 

continues  données  à  la  frontière  du  domaine.  Je  suppose  d'abord  que  *1>  a  été  construite 

à  partir  de  la  fonction  F  du  paragraphe  6.  F  est  linéaire  en  x  et  y  dans  chacun  des 

Tectangles  qui  ont  servi  a  sa  construction.  Si,  en  un  point  P,  «I*  diffère  de  F  c'est  que 

<D  est  constante  dans  un  domaine  contenant  P.  Ce  domaine  sera  limité  par  une  courbe 

le  long  de  laquelle  F  est  constante  ;  cette  courbe  est  donc  formée  d'un  nombre  fini  ou 

d'une  infinité  dénombrable  de  segments  parallèles  aux  axes  et  d'arcs  d'hyperboles  équila- 

tères  asymptotes  a  des  parallèles  aux  axes. 

En  d'autres  termes,  si  R  est  un  rectangle  utilisé  (voyez  §  6)?  R  sera  divisé  en  3 
domaines,  dans  l'un  F  =  «J>,  dans  les  deux  autres  <I>  est  constante.  Ces  domaines 
n'existent  pas  nécessairement  tous  trois.  Les  frontières  de  ces  3  domaines  sont  le 
périmètre  du  rectangle  et  o,  1  ou  2  arcs  d'hyperboles.  Dans  chaque  domaine  *!*  est 
linéaire  en  x  et  en  \. 

U  est  dès  lors  bien  évident  qu'on  pourra  raccorder  à  l'aide  de  fonctions  indéfini- 


1 


ment  dérivables  les  différentes  fonctions  bilinéaires  qui 

/  et  ç  les  deux  fonctions  bilinéaires  qui  constituent  4» 

la  demi  hyperbole 

x  >  o,         xy  — »  î  =3*3 

On  raccordera  ces  deux  fonctions  en  prenant,  pou 

x  >  o,         î  —  i  <  xy  <  J 

<t>   égale  à 
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Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  tous  les 
telles  fonctions  permettra  d'arriver  au  résultat.  D  ailleurs 
monotone  et  de  plus,  si  Ton  choisit  les  nombres  analog 
signe  une  intégrale  double  étendue  au  domaine  et  porta 
xs  de  yy  de  «I>  et  de  certaines  de  ces  dérivées  partielles, 
l'intégrale  /  subisse  une  variation  aussi  petite  que  nous 
la  fonction  A,  non  partout  derivable,  a  la  fonction  partoi 
tuons. 

9,  Représentation  géométrique  des  fonctions.  —  Nou 
/(x,  y)  a  la  manière  ordinaire  par  la  surface  5.  *i=j 
D  correspondent  des  points   faisant   partie    de  la   portio 
parallèles  a  o  ç  issues  des  points  de  D,  La  frontière  de  ce 
des  parallèles  issues  de  la  frontière  F  de  D;  nous  Tapp 
ou  encore  le  cylindre  projetant  le  contour  C  de  5,  en 
tière  de  S}  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points  de  S  corres 

Se  donner  un  domaine  D  et  une  fonction   continu 
donner  un  contour  C.  Chercher  une  fonction  continue 
valeurs  données  sur  F  c'est  chercher   une  surface  5   pa 
qu'il  s'agit  d'une  surface  1  — /(*,  y),  f  étant  définie  da 
blier  que  ce  sont  seulement  de  ces  surfaces  qu'il  s'agit. 

Si/,  tend  vers  y  ,8),  les  surfaces  5  correspondantes  tei 
la  réciproque  est  vraie  si  l'on  ne  s'occupe  que  de  surfa 
quoi  elle  ne  serait  pas  vraie.  Par  exemple,  les  surfaces  SH 
par  le   contour    C  (%  =  1,  x1  -{- y*  =  1)  et   elles   ont 
l  s  o,  x1  +  f  £  1  et   de  o  g%  ^  s,  **  +  y3  =  î, 
n'ont  pas  une  fonction  limite  continue  dans  D  et  sur  F 


l8)  l'entends  par  là  que  /,  tend  uniformément  vers  f%  quel 
de  F,  Cest  toujours  dans  ce  sens  qu'il  faudra  entendre  cette  locu 
domaine  D   Au  contraire»  lorsqu  il  sera  question  de  convergence 
semble  quelconque,  U  convergence  uniforme  ne  sera  plus  requise 


Nous  dirons  qu'un  domaine  D  est  la  limite  des   domaines  Dn  si  tout 
or  (ou  extérieur)  à  D  est,  dès  que  i  est  assez  grand,  intérieur  (ou  extérieur)  i  ZX. 
i  vérifiera  facilement  que  si  P  est  un  point  frontière  de  D  et  si  toutes  les  circon  fê- 
lées tracées  de  P  comme  centre  et  comprises  entre  deux  circonférences  V  et  y  ren- 
ntrent  la  frontière  F  de  D,  pour  i  assez  grand  elles  rencontreront  aussi  chacune  des 
>atières  F   des  Dt. 

Nous  dirons  qu'un  contour  C  est  la  limite  de  contours  C  si  les  domaines  corres 
Midant  Z>  ont  pour  limite  D  et  si,  quels  que  soient  les  points  Pi  f  P3 ,  ...  choisis 
;spectivement  sur  F,  F3 ,  ...  et  ayant  un  point  limite  et  un  seul  P,  lequel  appartient 
ècessaîrement  a  F,  les  points  correspondants  de  Ci ,  C2 ,  ...  ont  un  seul  point  limite 
ui  est  le  point  de  C  correspondant  A  P, 

II  çst  évident  que  si,  à  l'aide  de  parallèles  à  0£,  on  projette  Cfî  Ca,  ...  et  C 
ur  une  surface  ^=/(x,  31)  définie  quels  que  soient  x  et  j,  on  obtient  des  contours 
, ,  ct ,  - . .  et  C)  c  étant  la  limite  des  c . . 

Sott  DJ  un  domaine  quelconque  entièrement  intérieur  i  D,  c'est-à-dire  un  domaine 
i  dont  tous  les  points  sont  points  intérieurs  de  D,  Quel  que  soit  D  on  pourra  évi- 
demment choisir  D\  à  connexion  finie  ct  telle  que  la  limite  des  D\  soit  D.  On  pourrait 
s'assujettir  à  prendre  D]  constitué  par  un  nombre  fini  (indéfiniment  croissant  avec  i) 
de  cercles,  ou  limité  par  des  polygones.  Ces  remarques  peuvent  servir  dans  l'emploi 
de  la  méthode  alternée  ou  de  la  méthode  du  balayage.  J'ajoute  quelques  définitions 
qui  seront  utiles. 

Soît  une  fonction/  continue  dans  D\  soit  un  domaine  D'  entièrement  intérieur 
i  D.  Soit  L  ct  l  les  limites  supérieure  et  inférieure  de/  dans  D';  ij  et  lt  les  limites 
analogues  sur  la  frontière  de  D',  La  limite  supérieure  des  différences  L  —  Lt  et  /(  —  I 
quand  on  fait  varier  D'  de  toutes  les  manières  possibles  sera  appelé  le  défaut  de  mo- 
notonie de  /  dans  D. 

Si  dans  tout  domaine  entièrement  intérieur  X  D  les  fonctions  /.  ont  une  limite, 
cene  limite  y  sera  monotone  si,  et  seulement  si,  le  défaut  de  monotonie  de/,  dans  tout 

domaine  entièrement  intérieur  a  D  tend  vers  zéro  avec  -t-« 

t 

On  pourra  affirmer  qu'il  en  est  ainsi  si  la  limite  des  /.  existe  et  est  harmonique 
dans  tout  domaine  entièrement  intérieur  i  Z).  Les  surfaces  correspondant  aux  fonctions 
harmoniques  sont  dîtes  surfaces  potentielles. 

J'ajoute  en  terminant  ces  généralités  que  les  définitions  et  démonstrations  pour- 
raient être  données  pour  les  surfaces  de  Rikmaxn  tout  aussi  bien  que  pour  le  plan. 
De  sorte,  par  exemple,  que  s'il  s'agit  d'une  fonction  définie  dans  le  domaine  des  points 
d*oû  Ton  peut  mener  deux  tangentes  réelles  et  deux  seulement  à  un  limaçon  de  Pascal 
à  point  double  non  isolé,  on  pourra,  si  on  le  veut,  supposer  que  la  fonction  prend 
une  valeur  ou  deux  valeurs  distinctes  en  ce  point  double. 

On  peut  remarquer  encore  que  pour  un  tel  domaine  la  définition  de  l'ordre  de 
connexion  employée  plus  haut  n'est  pas  universellement  adoptée.  La  définition  adoptée 
conduit  à  dire  que  le  domaine  est  doublement  connexe  si  on  le  considère  comme  tracé 
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sur  le  plan  simple  et  simplement  connexe  si  on  le  suppose 
Riemann  telle  qu'une  ligne  de  croisement  des  feuillets  soit 
Peu  importe  d'ailleurs,  la  notion  de  connexion  finie  est 
pour  la  suite. 


in. 


io.  Théorème  sur  la  convergence.  —  On  suppose  données 
continues  et  monotones  dans  un  domaine  Dt  toutes  égaUs  enïr 
Dj  ayant  en  tout  point  ultérieur  au  domaine  des  dérivées  part 
nies  et  continues,  telles  enfin  que,  quel  que  soit  î,  Vintégralt 


™=mm+m 


ait  un  sens  et  soit  inférieure  à  un  nombre  fixe  H  indépendan 
UtJ  ...  on  peut  choisir  une  suite  u ,  naJ  ♦..  convergeant  un 
continue  u. 

Quelques  explications  ne  seront  pas  inutiles.  Lorsque  le 
rable,  l'intégrale  /(I/,-)  a  deux  sens  différents  suivant  qu'on 
ou  au  domaine  fermé.  Pour  qu'on  puisse  l'étendre  au    doma 
Ui  ait  des  dérivées  partielles  sur  la  frontière  de  D;  lorsqu'i 
est  évidemment  vrai  pour  l'intégrale  /(£/,)  étendue  au  doma 
l'intégrale  étendue  au  domaine  ouvert.  II  suffira  donc  de  s\x 

Dans  toute  la  suite  d'ailleurs  les  intégrales  doubles  cons 
domaine  ouvert  ;  on  verra  facilement  que  les  mêmes  raisonnem 
aux  intégrales  étendues  au  domaine  fermé  lorsque  ces  intégr 

Les  intégrales  considérées  sont  toujours  des  intégrales  o 
tinues.  C'est  pour  bien  spécifier  que  je  n'emploie  id  aucune 
d'intégrale,  que  j'ai  assujetti  les  dérivées  premières  des  Ut  \ 
trop  restrictives.  On  pourrait  étendre  le  théorème  en  employa 
venables  de  la  notion  d'intégrale,  mais  ce  serait  parfaitement 
II  suffira  ici  d'une  petite  généralisation  qui  sera  donnée  plus 

Employons  d'abord  un  artifice  utilisé  par  M.  Hilbert 
un  ensemble  dénombrable  partout  dense,  formé  des  points  Pi 
la  suite  des  U,  une  suite  S,^,  ü[}  LT,  . . .)  convergeant 
dans  la  suite  S,,  une  suite  5a(<*,i  *ji  DT»    tfj,  . , .)  conve 
Je  dis  que  ta  suite  %%%  wa,  u^  . ..  ,  qui  converge  évidemme 
verge  uniformément  dans  D. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  en  effet,  on  pourrait  trouver  u 
que  grand  que  soit  nf  on  puisse   trouver  un   point  Am   et 
pour  lesquels  on  ait: 

;.><„>»,      K„«)-«..WI 
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A  chaque  valeur  de  n  attachons  ainsi  un  point  A%%  ces  points  distincts  ou  non 
it  au  moins  un  point  limite  M  lg).  Alors>  si  petit  que  soit  r,  si  grand  que  soit  nt  on 
sut  trouver  les  nombres  i  et  h  et  le  point  P  tels  que  l'on  ait: 

f  distance  PM  <  r,        *  +  *>*>«,         I«  (P)  -  *M@Ì  >  * 

Mais,  si  i  est  assez  grand,  on  peut  toujours  trouver  un  point  P1  parmi  les  Pk  tel 
iün  ait: 

distance  FM  <  r,         !«,(/*)  -  |^(J*)|  <  ~, 

pour  toute  valeur  positive  de  ft. 
Donc  on  a: 

et  Tune  au  moins  des  deux  différences  »,(P)  —  uX^)r  %»t(f)  —  ■WiC^)  est  S0P^- 

rieure  à      -  en  valeur  absolue. 

En  d'autres  termes,  l'une  ou  l'autre  des  deux  fonctions  u{  ou  u^hi  soit  u\  a  une 

oscillation  supérieure  à  —  dans  la  partie  D(r)  du  domaine  i),  qui  est  intérieure  à  la 

4 
circonférence  C(r)  de  rayon  r  et  de  centre  M. 

Si  D(r)  contient  tous  les  points  intérieure  à  C(r),  «'  étant  monotone  a  une  oscil- 

ition  au  moins  égale  à  —  sur  C(r). 

4 
Si  D(r)  contient  des  points  de  la  frontière  de  D  et  si,  sur  cette  frontière,  les  Un 


Jat 

et  par  suite  tt\  ont  dans  D{r)  une  oscillation  inférieure  à  — ^   u*   étant  monotone  a 


une  oscillation  au  moins  égale  i  —  ■ =  -7-  sur  C(r).  Soient  Af  B  deux  points 

de  C{r)  tels  que  Ton  ait 

^  appartient  à  un  arc  de  C(r)  dont  tous  les  points  font  partie  du  domaine  fermé 
D;  soit  a  Tone  des  extrémités  de  cet  arc.  Soit  de  même  h  une  extrémité  de  l'arc  cor- 
respondant i  B;  a  et  b  peuvent  être  confondus.  On  a,  par  hypothèse, 

donc 


*&)  Af,  appartenant  au  domaine  fermé  Dt  est  dit  point  limite  des  An  si,  aussi  près  que  l'on  veut 
de  M,  il  y  a  une  infinité  de  points  Ân  distincts  ou  confondus,  Cette  définition  du  point  limite  est  sou- 
vent avantageuse  dans  la  théorie  des  fonctions,  elle  permet  de  n'examiner  qu'une  fois  pour  toutes  les 
deux  cas  possibles:  les  positions  distinctes  des  An  sont  en  nombre  fini  ou  non. 
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L'oscillation  eie  u'  surpasse  donc  —  sur  Tun  des  arcs  de  C{r^)  qui  est  intérieure  à  j 

Je  pose  a  =  — . 

Soient  r  , ,  r2,  .  ..  des  nombres  décroissant  constamment  et  jusqu'à  zéro;  r 
choisi  assez  petit  pour  que  tous  les  points  intérieurs  à  C(rJ  soient  inférieurs  à  D,  si 
est   intérieur  à   D;  assez  petit  pour  que,  si   M  est   sur   la   frontière   de  /),  toutes 
circonférences  C(r^)  intérieures  à  C^r^  rencontrent  la  frontière  de  Z>,  et  tel  que,  suri 
partie  de  la  frontiere  de  D  intérieure  à  C(rs)  l'oscillation  des  Ui  soit  inférieure  i 

Soient  vx  ,  vt,  •  • ■  des  fonctions  choisies  parmi  les  fonctions  ui  et  telles  que 
ait  une  oscillation  supérieure  ic^  12  x  dans  D(r).  Alors,  pour  f.^t^JT^  il 
sur  C(r)  un  arc  sur  lequel  l'oscillation  de  ir  surpasse  a.  Cette  remarque  va 
une  expression  approchée  par  défaut  de  /(v,-).  Ma*s  cettc  valeur  approchée  croitn 
définiment  avec  S,  donc  IÇvJ  ne  pourra  rester  inférieure  a  H;  c'est  la  contrai 
qui  prouvera  la  convergence  uniforme  des  Ur 

Pour  avoir  cette  valeur  approchée,  négligeons  d'abord  tous  les  points  ex  té 
la  couronne  limitée  par  C(r.)  et  CÇr^  puis,  dans  L'élément  d'intégration  en  coor 

d  Vj 


terme  -~  .  Enfin,  : 
5p 


nées  polaires     I  -?±  I   +1  —  -^  I    Idf.pdH  négligeons  le 

quant  que,  pour  r ,  ^L  r  £  r% ,  sur  chaque  CÇr)  on  peut   trouver  deux  points, 
pondant  aux  valeurs  f>((r)>  ti;(r)  de  6,  appartenant  i    un    arc   de    C(f)   faisant 
du  domaine  fermé  D  et  tels  que  l'on  ait: 


nous  écrirons 


Le  minimum  de  l'integrale  simple    /  I  ■«■  j  </Ö,  analogue  à  l'intégrale  double  ici 

étudiée,  s'obtient  soit  par  un  calcul  élémentaire  soit  par  l'emploi  du  calcul  des  variations. 
Il  correspond  à  une  fonction  linéaire  en  fl  et  sa  valeur  est 


> 


Donc  on  a: 


*M-*M     '* 


't'AsI: 


et  le  théorème  est  démontré. 

J'ajouterai  différentes  remarques: 

i°  L'emploi  des  coordonnées  polaires  n'est  nullement  indispensable;  on  aurait  pu 
remplacer,  par  exemple,  les  intégrations  le  long  des  cercles  C(r)  par  des  intégrations 
le  long  de  carrés  concentriques  à  l'origine  et  de  côtés  parallèles  aux  axes.  En  employant 
cette  méthode  on  se  rendra  bien  compte  que  le  résultat  subsisterait  si  l'on  modifiait 
Tintégrale  /(£/)  tout  en  lui  conservant  les  propriétés  suivantes: 


SUR   LE   PROBLÈME   DE   DtRICHLET,  389 


L'intégrale  I(U}  étant   mise   sous  la   forme    /  /  a{U)dxdy^  les  deux  intégrales 
pies    /  a(U)dx  et    /  a{lf)dy^  quand  on  les  étend  à  un   intervalle  de  longueur  / 
lequel  l'oscillation  de  17  est  au  moins  a,  doivent  avoir  un  minimum   9  (a,  /)  tel 
quel  que  soit  a  >  o,  l'intégrale    /   ®(at  ï)âl  soit  infinie. 

Le  même  théorème  s'appliquerait  encore  à  des  cas  plus  généraux;  je  ne  m'occu- 
rai  pas  de  ces  extensions  ni  de  celles  qu'on  peut  faire  aux  intégrales  triples,  qua- 
uples,  etc.  Je  ferai  seulement  observer  que  la  méthode  s'appliquerait  identiquement  à 
tude  de  l'intégrale  correspondant  à  l'équation  de  Laplace  à  n  termes. 

2°  Nous  allons  renoncer  à  l'existence  ou  à  la  continuité  des  dérivées  aux  points 
un  certain  ensemble  E;  quel  peut  être  cet  ensemble  pour  que  nos  raisonnements  ne 
rient  pas  modifiés? 

Tout  d'abord  E  peut  contenir  une  infinité  dénombrable  de  circonférences  que  l'on 
negligerà;  puis,  sur  chacune  des  circonférences  utilisées,  E  peut  avoir  un  nombre  fini 
le  points  ou  même  une  infinité  réductible,  car  il  est  évident  qu'on  peut  supposer  cette 

ingukrité  sans  que  le  calcul  du  minimum  de    /  (  ^tt  I  dò  soit  modifié,  mais   on   ne 

£urrait  pas,  par  exemple,  supposer  que  les  valeurs  de  ô  exceptionnelles  forment  seulement 
as  (o,  2tt)  un  ensemble  de  mesure  nulle;  on  formera  facilement  en  effet  une  fonc- 
ée v* 
tion  vi  non  nulle  et  telle  que  -^  soit  nulle  sauf  un  ensemble  de  valeurs  de  9  mesure 

nulle  ao). 

On  peut  donc  supposer  que  £  est  tel  que  sur  toute  circonférence,  sauf  sur  une 
infinité  dénombrable  de  circonférences,  les  points  de  E  forment  un  ensemble  réductible. 

30  Un  autre  genre  de  généralisation  sera  utile.  Supposons  que  les  Ui  soient  bornées 
dans  leur  ensemble  mais  ne  soient  pas  assujetties  à  prendre  des  valeurs  données  à  la 
frontière  de  D,  Alors  l'existence  de  la  limite  pour  la  suite  des  1^  est  prouvée  seule- 
ent  pour  tout  domaine  entièrement  intérieur  à  D, 

Supposons  maintenant  que  les  Vi  prennent  les  valeurs  données  à  la  frontière  de 
D7  soient  bornées  dans  leur  ensemble  mais  ne  soient  plus  monotones  dans  JQ.  Et  sup- 
posons que  D'  étant  un  domaine  quelconque  entièrement  intérieur  à  jQ.  Dès  que  les 
indices  î  sont  assez  grand,  les  Vi  soient  monotones  dans  D\  Je  dis  que  ta  limite  des 
u.  dans  Df  est  une  fonction  continue  dans  D  prenant  les  valeurs  données  sur  D. 

Il  suffit  d'examiner  ce  qui  se  passe  à  la  frontière  de  D.  Supposons  qu'en  se  rap- 
prochant d'un  point  M  de  la  frontière  Tune  des  limites  de  la  limite  u  des  u.  diffère 
de  la  valeur  donnée  en  M  de  plus  de  2  e.  La  circonférence  G(r)  étant  choisie  assez 
petite  pour  que,  dans  eue,  l'oscillation  de  la  fonction  donnée  sur  la  frontière  F  de  D 
soit  inférieure  à  e  et  que  toute  circonférence  concentrique  à  C(r)  et  de  rayon  plus 
petit  rencontre  Ft  on  prend  des  nombres  r  >  r|  J>  ra  >  •  «  ♦  décroissant  constamment 
et  jusqu'à  zéro. 


ao)  Voir  par  exemple  mes  Leçons  sur  Ì*integratìon}  page  129. 
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Il  existe  dans  C(rf)  un  point  en  lequel  «  diffère  de  la  valeur  m  donnée  ce 
de  2t;  u  étant  monotone  dans  chaque  D\  ce  point  appartient  à  un  ensemble d\m 


plus 


seul  tenant  avec  F  en  chaque  point  duquel  on  a  \u  —  m\  >  2  c. 

Soit  N  un  point  de  F  qui  soit  point  frontière  de  cet  ensemble. 

N  ne  peut  être  intérieur  à  C(r),  sans  quoi,  la  valeur  donnée  n  en  N 
de  m  de  moins  c,  sur  tout  cercle  de  centre  N  et  de  rayon  compris  entre  deux 
bres  fixes  p  et  p  ,  dont  le  premier  est  ftxe  et  le  second  aussi  petit  que  Ton  veut,  b 
uf  d'indice  assez  grand  auraient  une  oscillation  au  moins  égale  à  s,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

N  est  donc  extérieur  à  C(r).  Mais  alors  pour  i  assez  grand,  sur  toutes  les  cir- 
conférences de  centre  M,  comprises  entre  C(r)  et  C(r\  ut  a  une  osculation  supé- 
rieure à  e,  ce  qui  est  impossible. 

Remarquons  encore  qu'au  lieu  d'assujettir  les  surfaces  ;(  —  £/  à  passer  par  un  con- 
tour donné  C,  on  pourrait  tout  aussi  bien  les  assujettir  à  passer  par  des  contours  Ç 
qui  ont  C  pour  limite. 

De  même,  au  lieu  d'assujettir  les  U\  a  être  monotones,  pour  i  assez  grand  dans 
chaque  D\  on  pourrait  assujettir  seulement  les  défauts  de  monotonte  *x)  des  Ut  dus 
un  Df  quelconque  a  tendre  vers  zéro  quand  i  croit  indéfiniment. 

4°  Nous  avons  assujetti  à  4  conditions  restrictives  les  ensembles  auxquels  nous 
avons  réservé  le  nom  de  domaine;  examinons  si  les  raisonnements  s'appliqueraient  s 
Ton  abandonnait  la  4e  restriction.  Nos  nouveaux  domaines  pourraient  avoir  des  points 
frontières,  qu'on  appellera  singuliers,  qui  peuvent  être  enfermés  dans  des  courbes  ansa 
petites  que  l'on  veut  et  ne  rencontrant  pas  la  frontière;  ces  courbes  seront  dites  ks 
courbes  singulières  relatives  au  point  singulier  considéré. 

Tout  d  abord  les  raisonnements  montrent  la  convergence  uniforme  de  lasuittfa 
ufc  dans  tout  domaine  intérieur  a  D  et  ne  contenant  pas  de  point  singulier  de  ZX  Si  main- 
tenant M  est  un  point  singulier,  le  raisonnement  s'applique  encore  identiquement,  si, 
pour  r  assez  petit,  aucune  des  circonférences  C{r)  n'est  une  courbe  singulière.  En  gé- 
néral certaines  de  ces  circonférences  seront  singulières.  Soient 

des  valeurs  de  r  pour  lesquelles    les    C(r)    ne    sont   pas  singulières.    Notre 

ment  montre  que  la  limite  trouvée  pour  les  I(Ut)    augmentera    indéfiniment,  su  en 

est  de  même  L^r-^  •••:  par  suite  la  conclusion  subsistera,  si  Ton  peut  choisi  b 
P,    P* 

nombres  -*-f  qui  sont  supérieurs  à  i,  de  manière  que  le  produit  H  -^f  soit  divergent 

P»  ?  ' 

On  pourrait  répéter  les  mêmes  conclusions  pour  le  cas  ou  Ton  remplace  les  cir- 
conférences par  d'autres  courbes,  des  carrés  de  centre  M  et  de  côtés  parallèles  aa 
axes  par  exemple. 

En  opérant  ce  remplacement,  on  gagnera   au   moins  en   simplicité   dans 


raisons 
t.  s'il  en 


')  Voir  Chap.  II,  S  * 


I 
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^  puisqu'il  se  peut  qu'il  y  ait  des  circonférences  C{r)  qui  soient  singulières  et  qu'aucun 

I carrés  considérés  ne  soit  singulier. 
Il  est  faciJe  de  voir  qu'on  pourra  toujours  trouver  des  rectangles  Rt ,  R3 ,  . . ,  de 
re  My  de  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  tels  que  Ri  contienne  i?1+1,  et 
*aucun  des  rectangles  analogues  intérieurs  A  R{  et  contenant  J?^  (  ne   soit  singulier, 
ors,  en  remarquant  que  sur  les  rectangles  compris  entre  RK  et  RK^t    tes    fonctions 
d'indice  assez  grand  ont  une  oscillation  supérieure  i  a,  on  en  déduit  une  valeur  in- 
rieure  de  I{t\)  dans  la  partie  de  D  comprise  entre  Rk  et  Äfc+I,  d'où  une  valeur  infé- 
eure  pour  /(t>J  dans  Ri .  Mais  cette  valeur  n'augmente  pas  toujours  indéfiniment;  cela 
épend  de  la  loi  de  succession  des  /?. .   Désignons   par   AtJ   Atf  «.♦  les   sommets   de 
t  ,  Ä,,  . .     dont  les  deux  coordonnées  sont  positives;  on  verra  facilement  que  la   li- 
nke des  I(v{)  croîtra  indéfiniment  si  les  directions  0At  et  les  directions  AtAt^t  n'ont 
xrnr  droite  limite  ni  ox  ni  ov. 

La  conclusion  pourra  encore  être  obtenue  dans  certains  cas  en  remarquant  que, 
connaissant  Df  on  peut  remplacer  parfois  tia(p) — ^(p)  pöf  une  fonction  de  p  plus 
avantageuse  que  la  valeur  2tz  trop  grossièrement  approchée. 

On  n'atteindra  cependant  pas  ainsi  le  cas  général  et  Ton  peut  même  montrer,  par 

f  exemple,  que  le  théorème  ne  serait  pas  vrai  si  Von  étendait  comme  il  a  été  dît  le  sens 
mot  domaine. 
Le  domaine  D  sera  limité  par  la  circonférence  y  de  centre  0  et  de    rayon    I    et 
des  circonférences  yt,  intérieures  A  y,  de  centre  C-  et  de  rayon  r.  : 


0C;==JL,       rt±* 


2.4  4V 

La  frontière  de  D  est  composée  des  circonférences  y  et  y,  et  du  point  0  qui  est  sin- 
gulier. Les  fonctions  Ut  devront  prendre  la  valeur  o  sur  y  et  la  valeur  i  sur  les  y. 
et  en   0. 

Pour  construire  £/.  je  trace  de  O  comme  centre  deux  circonférences  <x.  et  2.   de 

ravons  j  =  — :,  S.  —  —,  et  de  Ck  pour  centre   (k  ^L  ï)  une  circonférence   Tk   de 
24'  4* 

rayon  Rk  =  .  Les  circonférences  y,  yi  t  F,  y  vh ,  2,  ne  se  coupent  pas,  quels  que 

4 
soient  f,  ;",  fc,  I;  Ui  sera  nulle  dans  le  domaine  limité  par  y,  2.  et  les  Vk(k  ^i);   t/i 
sera  égale  à  i  dans  la  partie  de  D  intérieure  ï  <*..  En  un    point    P    d'une    couronne 
yà,  l\  on  aura,  le  symbole  L  désignant  un  logarithme: 

n  rp\  _  LRk  —  LPCh 
u^r>-    LRk  —  Lrk 

et,  en  un  point  Q  de  la  couronne  9à ,  X.  on  aura  : 

vt  satisfait  ainsi  i  toutes  les  conditions  de  l'énoncé  sauf  peut  être  en  ce  qui  concerne 


I{Ut)  et  sauf  en  ce  qui  concerne  l'existence  et  !.i  continuité  des  dérivées 
conférences  Vk  et  Z*;  mais,  d'une  part,  nous  savons  que  notre  raisonnement  primi 
nous  permettait  pas  de  tenir  compte  de  cette  existence  ou  non  et,  d'autre  parlili 
facile  de  modifier  Ut  au  voisinage  des  circonférences  indiquées,  de  façon  a  raccord« 
ililFérents  morceaux  de  la  surface  i  =s  Ut  et  cela  sans  renoncer  a  la  monotonie  i! 
et  en  modifiant  aussi  peu  qu'on  le  voudrait  la  valeur  de  l'intégrale  I{Ut).  Or 
se  calcule  immédiatement,  c'est: 


2i: 


LA-  ' -•ç."f"  -  Lrk\~  2T\li  +  ^ LAr 


donc  I{Ut)  est  bornée  et  nous  sommes    dans    les  conditions    de  l'énoncé.  Cepen 
les  U{  ne  convergent  pas  uniformément  au  \  e  de  0, 

La  quatrième  condition  Importe  aux   domaines  ne  peut   donc    pas   être 
purement  et  simplement  si  Ton  veut  employer  la  méthode  qui  va  être 


IV. 


il.  Relations  entre  le  problème  de  Dir  Ich  let  et  le  calcul  des    variations, — 1 
pas  inutile,  tout  d'abord,  de  rappeler  les  raisonnements  classiques  afin  de  bien 
ce  qui  en  résulte.  Nous  partons  de  l'intégrale  I(tt): 


«•>= -fjsesi '+(*)>*■ 


étendue  à  toutes  les  fonctions  continues,  à    dérivées    premières    continues, 
des  valeurs  données  sur  la  frontière  de  D,  On  suppose  qu'il  existe  une  fonction 
rende  I(tt)  finie  et  minimum,  alors  v  étant  une  fonction  continue,  à  dérivées 
res  continues,  s'annulam  sur  la  frontière  de  D,  quel  que  soit  a  on  a: 

/(«  +  U")^/(«). 
Or,  on  a  : 

'<"  +  »•»  =  «W  +  "M  +  «fßr.U  +  %%]<«': 

mais  cette  transformation  suppose  que  cette  dernière  intégrale  existe,  ce  qui  r/e 
tout  a  Gut  évident  ;  car,  si  Ton  suppose  l'existence  et  la  continuité  de  u  et  v  «l 
domaine  fermé  D,  on  ne  suppose  l'existence  et  la  continuité  des  dérivées  que 
le  domaine  ouvert.  De  l'inégalité  évidente 


du  dv 
dx  dx 


€*)'+<£)"] 


et  de  l'inégalité  analogue  en  v,  il  résulte  que  l'intégrale  en  question  existe 
les  fois  que  deux  des  trois   intégrales   I(tt),  /(x')>  Ku  +  ***)   existent,   auqu 
troisième  de  ces  intégrales  existe  aussi. 

/(«  -|-  >i1),  en  tant  que  fonction  de  \  a  sa  dérivée  seconde  positive;  la 
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on  pour  le  rainimuin  est  que  sa  dérivée  première 

t  nulle  pour  toutes  les  fonctions  v  satisfaisant  aux  conditioos  indiquées. 
Cela  est  tout  à  fait  général;  supposant   ensuite    u   à  dérivées  secondes  continues, 
prend  v  nulle  sauf  dans  un  rectangle  intérieur  au  domaine  et,  par  des  intégrations 
r  parties,  on  trouve 

De  là  se  déduit  évidemment  que  u  vérifie  l'équation  de  Laplace. 
|       Mais  il  parait  fort  difficile  de  démontrer  la  réciproque:  une  fonction  n}  qui  satisfait 
-    V equation  de  Laplace  ei  qui  rem)  I(n)  finie,  detoni  à  /(«)  sa  valent  minimum.  On 
*^  peut  en  effet  reprendre  les  raisonnements  précédents  en  sens  inverse,  si  l'on  ne  sup- 
pose rien  sur  les  dérivées  de  u  a  la  frontière  de  D;  la  méthode  classique,  qui  emploie 
*S^  formule  de  Green  et  qui  est  d'ailleurs  équivalente  a  ce  retour  en  sens  inverse,  sup- 
pose elle  aussi  l'existence  des  dérivées  partielles  de  «  à  la  frontière. 

12.  Cas  d'un  domaine  circulaire,  —  Lorsque  D  est  un  cercle,  la  réciproque  peut  être 
■èmontrée;   M.  Hadamahd  aa)  a   vérifié   directement   que,   dans   ce  cas,  IÇu  +  v)  est 
(jours  au  moins  égale  à  I(u)7  u  vérifiant  l'équation  de  Laplace. 

Le  calcul  suppose  que  Ton  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  te  cas  du 
cercle  a  Faide  de  l'intégrale  de  Poisson,  Ce  résultat,  étant  celui  d*où  l'on  déduit  le 
théorème  sur  la  nature  harmonique  de  la  somme  d'une  série  convergente  de  fonctions 
harmoniques,  qui  a  déjà  été  utilisé,  est  considéré  comme  obtenu,  soit  par  la  méthode 
classique,  soit  par  celle  équivalente  que  j'ai  développée  dans  mes  Leçons  sur  les  séries 
trigonomitriquts  *3).  Nous  supposons  connu  aussi  ce  théorème  r  si  les  coefficients  delà 
série  de  Fourier  de  /(ft)  sont  An  et  ß  ,  on  a: 


-£- jfW«  ^  §-  +  %<a  +  s:)  *). 

Si  Ton  prend  p  ==  oo,  il  est  évident  que  c'est  le  signe  =a  qui  convient,  au   moins 


a3)  Chapitre  U,  55  30  à  32.  La  même  méthode  s'applique  évidemment  quel  que  soît  le  nombre 
jjes  variables. 

a4)  Voir  Harnack:  Uehtr  die  higononietrischt  Reiht  und  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen 
[Mathematische  Annakn,  t.  XVII  (1880),  pp.  1 2 3 - 1 3 2 ]  ;  Vereinfachung  der  Beweise  in  der  Theorie  der 
FovmtR  sehen  Reihe  \1bid.t  t.  XIX  (1882),  pp,  235-279  et  524-528];  Theorie  de  la  sèrie  de  Fourier 
[Bulletin  des  Sciences  Mathématiques  et  Astronomiques,  2±me  série,  t.  VI  (1882),  i^rc  partie,  pp.  242*260, 
265-280,  282-3 00J.  Certains  des  raisonnements  de  ces  Mémoires  manquent  totalement  de  rigueur,  plu- 
^      sieurs  des  théorèmes  donnés  sont  inexacts. 

Rmd.  Ort.  Mmitm.  Paltrmo,  t.  XXIV  (*o  iem,   1907).  —  Sumpalo  il  y  ottobre  1907.  fO 
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dans  le  cas  où  /  a  des  dérivées  de  tout  ordre,  cas  auquel  la  série  de  Fourier  de /ai 
uniformément  convergente     ). 

Ceci  posé,  voici  le  raisonnement  de  M.  Hadamard.  Posons,  p  et  0  étant  les  coor- 
données polaires,  le  rayon  de  D  étant  pris  pour  unité, 

u  =  — i  +  Y  p"  (am  cos  n  Ü  4"  bn  sin  n  G), 

m 

v  =  ^p  +  ZK(p)cos*0  +  :^(p)sin  *«]; 

formules  valables  pour  p  <  i. 

Les  formules   qui    donnent   les  coefficients   du   développement   de   Foirie*  dui 

fonction    fournissent,    pour  v~        ct         >T — -»   les   coefficients   nâ 

of  d  y 

«  *p  p"^1  +  ß^  ;  «(^p'  +  ßj,  —  »(tf.p"  +  0-  Dans  ces  fornmles  les  accents  i 

des  dérivées  par  rapport  à  p. 

Soit  D    le  cercle  concentrique  à  D  de  rayon  p0<0-  On  a,  Iv  étant  étendue i D(t 

L/inégalitè  de  Harnack  donne 

^  désignant  la  somme  des  termes  ne  dépendant  que  des  am  et  bH ,  ß  désignant  la 
de  ceux  qui  ne  dépendent  que  des  Um  et  $n .  Quand  p  augmente  indéfiniment,  A 
/0(«);  quel  que  soit  p  tous  les  termes  de  B  sont  positifs  ou  nuls  et  tous  ne  sonipai 
nuls;  il  suffit  donc  de  montrer  que  la  troisième  somme  a  une  limite  nulle  *), 

Or,  le  terme  figurant  sous  te  signe  ^L  est  a  PÔ  (A,  «„  (p0)  +  K  P-(Po)]  eL 
soit  h,  o,(p0)  et  ß„(Fo)  tendent  vers  zéro  quand  p0  tend  vers  i,  puisque  v  tend  ite 
uniformément  vers  zéro. 

Les  conclusions  subsisteraient  évidemment  si  l'on   renonçait  à    l'existence 
continuité  des  dérivées  de  la  fonction  v  sur  un  nombre  fini  d'arcs  de  courbes  algêbripa 

13.  Le  problème  du  calcul  des  variations  m  peut  avoir  deux  solutions.  — Cdi  ntt 
suiter  d'une  transformation  de  la  condition  trom 


9S)  On  sait  que   ce   théorème   est    très  général.    Voir  un   Mémoire    de    M.    Hukwjtî  (Ohi 
Fourier'jc/wi  Konstanten  integrier  barer  Funktionen  [Mathematische  Annalen,  t.  LV1I  (1903),  pf. 
et  la  Thèse  de  M,  Fatou  \Situs  trigonomê trique s  et   séries    de   Taylor    [Acta    Mathcmat 

(1906)1  PP-  JÎS-400JI 

a6J  En  somme  on  effectue  la  séparation  de  termes  qui  correspond  à  celle  effectué«  par  h  i 
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Je  transforme  cette  condition  a;).  Soient  ut ,  uj9  . , .  ;  ut  -j-  vt ,  ut  -j-  v% }  . . .  des 
fonctions  remplissant  les  conditions  indiquées  et  telles  que  les  intégrales  /(w-)  et  /(tr-J-v) 
tendent  vers  la  limite  inférieure  d  des  /(«),  On  a 

/(«,  +  \vt)  =  /(«,)  +  VI(v,)  +  2\jj^un  vjdxdy, 

/(w(  -f-  v.)  et  /(«.)  ont  la  même  limite  d;  la  formule  précédente,  quand  on  y  fait  X=  i, 
montre  que 

lim  [/(V,)  +  2  J  £  A  fa ,  *£  d  x  dyj  =  o. 

Je  dis  que  les  deux  termes  de  cette  somme  tendent  séparément  vers  zéro;  si  le 
premier,  en  effet,  qui  n'est  jamais  négatif,  tendait  vers  -J-  k*  pour  certaines   suites  de 

valeurs  de  f,  le  second  tendrait  dans  les  mômes  conditions  vers  — K1  et  /(e^-f — LJ 

K1 
adrait  vers  J  —  - — ,  ce  qui  est  absurde. 

Déduisons  de  la  que,  si  les  vi  tendent  uniformément  vers  une  limite  V  cette  limite 
est  nulle*  Si  elle  ne  Tétait  pas,  en  effet,  v  étant  nulle  à  la  frontière  de  D  ne  serait  pas 
constante  dans  D  et  Ton  pourrait  trouver  un  segment,  soit  parallèle  X  Ox  soit  parallèle 
A  Oyy  sur  lequel  v  ne  serait  pas  constante.  Tenant  compte  de  la  continuité  de  v  on  en 
luit  qu'il  existerait  un  rectangle  ABCDf  de  cotés  parallèles  à  Ox  et  ()y  et  tel,  par 
aple,  que,  sur  toute  droite  joignant  un  point  de  AB  à  un  point  de  CD,  vn  pour  î 
assez  grand,  aurait  une  oscillation  supérieure  à  un  certain  nombre  a  >  o.  D'où,  si 
A B  —  /,  AD  =  V  et  si  par  exemple  A B  est  parallèle  à  Ox, 

CC  qui  montre  que  les  /(:)  if  auraient  aucune  de  leurs  limites  nulles. 

Cela  pourrait  aussi  se  déduire  d'un  calcul  analogue  à  celui  du  paragraphe  précédent. 

Ainsi,  si  des  functions  uk ,  ut  -f-  vt  tendent  uniformément  vers  les  limites  u  et  u-{-v 
it  fournissent  des  intégrales  /(m,),  /[w,  +  i\)  qui  tendent  vers  la  limite  inférieure  d  de 
r integrale  /(«)*  v  esi  nulle. 

Remarquons  que  ces  conclusions  subsistent  si  Ton  renonce  à  la  continuité  ou  à 
l'existence  des  dérivées  sur  des  arcs  de  courbes  algébriques  tels  que  tout  domaine  en* 
tîèrcraent  intérieur  a  D  n'eu  contienne  qu'un  nombre  fini. 

14.  Existence  de  la  solution  du  problème  du  calcul  des  variations,  —  Supposons  donnée 
une  fonction  /  continue  dans  D  et  sur  la  frontière  de  £),  admettant  des  dérivées  du 
premier  ordre  continue  dans  D  et  telle  que  1(f)  soit  finie.  Nous  recherchons  si  Ton 
peut  trouver  une  fonction  u  satisfaisant  aux  conditions  de  continuité  et  de  dérivation 
de  /,  prenant  les  mêmes  valeurs  que  /  sur  la  frontière  de  D  et  pour  laquelle  I(u)  est 
[dus  petite  que  pour  toutes  les  autres  fonctions  w  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 


97 )  M.    Hilbert    emploie   dam   son    second    Memoire   des   transformations   analogues.   M.    Fu 
bini  t0r)  i°)  utilise  un  théorème  d'unicité  analogue  à   celui   du  texte. 
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Soit  d  la  limite  inférieure  de  /(ti>),  elle  est  au  plus  égale  à 
nous  renonçons  à  l'existence  ou  à  la  coi  en    certains 

remplaçons  d  par  d'  ^_  d.  Si  donc  nous   trouvons   une  fonction 
continues  dans  D  et  telle  que  /(^)  =  d\  c'est  que  l'on  a  z  =  **»  J'  = 

Décomposons  maintenant  />  en  une  infinité   dénombrable    de    rectal 
parallèles  à  Oxet  0 y.  Soit  F  la  fonctio:  a  /  en  ceux  des  somme 

tangles  qui  sont  des  sommets  pour  tous  les  rectangles  auxquels  ils  appartiens 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  dans  chacun  de  ces  rectangles,  A  ca 

tinuité  de  —  et  -p-,  si  les  rectangles  sont  convenablement  choisis,  /(F) 

peu  que  Ton  voudra  de  /(/). 

Passons  maintenant  de  F  à  une  fonction  monotone  4»  comme  il  a 
demment  aS),  4>  n'a  pas  ses  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sui 
rectangles  et  sur  certains  arcs  d'hyperbole.  Deux  au  plus  îaque  ree 

Enfin,  remarquons  que  /(<!*)  ne  surpasse  pas /(F);  par  suite,  si  nous 
w  a  être  monotone  et  que  nous  renoncions  à  l'existence  des  dérivées  le 
tangles  et  le  long  des  arcs  d'hyperbole  considérés,  nous  remplaçons  d 

Renonçons  de  plus  à   l'existence  des   dérivées   de  w  aux    points   d\ 
circonférences  intérieures  a  D  telles  que  tout  point  de  D  soit  intérieur  à 
et  que  tout  domaine  entièrement  intérieur  à  D  n'en  contienne  qu'un  ne 
abaisse  peut  être  encore  la  valeur  d\ 

Soient  wt  y  îv7,  .  . .  des  fonctions  w  assujettis  à  toutes  les  conditio! 
telles  que  /(ft',)»  /(«0,  ■  •  -  tendent  vers  d\  Nous  savons,  d'après  le  chaf 
que  certaines  de  ces  w%  tendent  uniformément  vers  une  limite  ;  je  dis  que 
entière  tend  uniformément  vers  cette  limite.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  en 
de  cffj  non  employés  pour  tendre  vers  la  première  limite,  un  pourrait  extrai 
tendant  uniformément  vers  une  seconde  limite;  or  cela  est  impossible  d'après  le 
précédent.  On  ne  doit  d'ailleurs  pas  supposer  que  les  wi  tendent  toutes  ve 
limite  non  uniformément  d'après  les  raisonnements  du  chapitre  précédent 

Ceci  posé,  soit  P  un  point  intérieur  à  D,  C  Tune  des  cii  ices 

entourant  P,  et  modifions,  s'il  est  nécessaire,  wt9   wti  .,.  dans  C  de  (k, 
ces  fonctions  harmoniques  dans  C.  Cela  ne  peut  que  diminuer  /(«',),  /(«'J 
ne  change  pas  la  limite  des  «/.  et  cette  limite  u  est  harmonique  dans  Cr  do 

D'ailleurs,  dans  tout  domaine  complètement  intérieur  à  C,  il  y  a  convet 
forme  des  dérivées  des  wt  harmoniques  vers  les  dérivées  de  la  fonction  h 
limite;  par  suite,  étendue  à  un  tel  domaine,  l'intégrale  /(w)  est  la  limite  des 
/(«>().  H  en  est  donc  de  même  dans  tout  domaine  entièrement  intérieur  & 
suite,  étendue  à  D,  /(w)  existe  et  ne  surpasse  pas  la  limite  intérieure,  donc  /(: 

L'emploi  de  la  solution  du  problème  de  Djrichlet  pour  le  cas  du  de 
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re  n'était  pas  indispensable.  Sachant  que  les  u\ ,  w t ,  ...  ont  une  fonction  limite  on 
rait  pu  démontrer,  par  la  méthode  de  M.  Hilbert,  que  cette  limite  est  har mo- 
que as).  Mais  pour  passer  am  cas  général  du  problème  de  Dirichlet,  nous  utiliserons 
théorème  sur  les  séries  uniformément  convergentes  de  fonctions  harmoniques  qu'on 
:duit  ordinairement  de  l'intégrale  de  Poisson. 

Dans  une  Note  récente  3a)  j'ai  indiqué  une  autre  méthode  pour  obtenir  le  résultat 
décèdent.  Je  résume  cette  méthode  à  laquelle  j'ai  déjà  fait  allusion  et  qui  est  bien 
lutilement  compliquée. 

Les  ti*,  étant  choisis  comme  il  a  été  dit,  du  fait  que  les  /(u>()  sont  bornées  il 
ésulte  à  fortiori  que  les  intégrales 

sont;  c'est-à-dire  que   les   aires    des    surfaces   ^  =  tt', (#,  ^)  sont   bornées.   On    en 
ïduit,  d'après  un   théorème   déjà   rappelé  dI)  que   certaines   de  ces   surfaces   ont  une 
face  limite.  Mais  il  n'est  pas  évident  que  cette  surface  soit  de  la  forme  {  =  «(.*,  y)y 
ir  elle  peut  peut-être  contenir  des  segments  de  droites  parallèles  i  0{. 

Du  fait  que  les  /(u>f)  sont  bornées,  on  déduit  de  suite  que  les  parallèles  à  Ox  sur  les- 
quelles les     /  I  ^~  I  dx  ne  sont  pas  bornées  dans  leur  ensemble  correspondent  i  un 

Qsemble  de  valeurs  de  y  de  mesure  nulle  3a).  Sauf  peut  être  sur  ces  droites  exceptionnelles 
les  ur  auront  une  limite  33). 

Il  s'agit  d'étendre  ce  résultat  aux  droites  issues  d'un  point.  J'employais  pour  cela 

es  raisonnements  équivalents  au  fond  à  ceux  du  chapitre  précédent,  mais  dont  la  forme 
inutilement  compliquée  m'avait  caché  la  portée  plus  générale  et  j'en  concluais  seulement 
que  les  droites  issues  d'un  point  P  le  long  desquelles  les  wi  ne  convergeaient  pas  uni- 
formément sont  exceptionnelles. 

Ceci  admis,  supposons,  par  exemple,  P  intérieur  à  D  et  menons  de  P  des  droites 
non  exceptionnelles  de  façon  à  diviser  le  plan  autour  de  P  en  secteurs  d'angles  infé- 
rieurs à  -ft.  Sur  chacune  de  ces  droites  les  wt  considérés  convergent  uniformément,  par 
suite  ces  droites  divisent  B  en  domaines  partiels  pour  chacun   desquels  il  suffit  de  ré- 


a9)  Voir  le  2e  Mémoire  de  M.  Hilbert.  Une  partie  des  raisonnements  de  M.  Hilbert  sert  à 
prouver  que  la  suite  analogue  à  wk ,  wz  ,  . . ,  ,  qu'il  considère,  a  une  limite.  Lorsque,  comme  ici,  l'exis- 
tence de  cette  limite  est  connue,  cette  partie  des  raisonnements  devient  inutile  et  la  démonstration 
prend  la  forme  que  M.  Fubini  a  indiquée  10)  50). 

3°)  Sur  le  problème  à&  Dirichlet  [Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  (Paris),  t.  CXL1V  (icr  semestre  1907),  pp.   3 16-318  (séance  du  11  février  1907)]. 

31)  Voir  le  Ier  Chapitre,  ou  ma  Thèse,  5  99-  L'énoncé  doit  être  quelque  peu  modifie,  parce  qu'il 
ne  s'agit  plus  de  surfaces  simplement  connexes. 

39)  C*est  une  remarque  analogue  qui  sert  déjà  pour  démontrer  l'existence  de  la  surface  limite. 
33)  C'est  la  remarque  qui  joue  le  rôle  fondamental  dans  le  travail    de  M.    Fu&lNi  lû)  iü).  Sous 
une  autre  forme,  par  l'emploi  d'un  théorème  de  M.  Pringshelm,  M.  Beffo  Levi  avait  utilisé  dans  son 
Mémoire  déjà  cité  10)   des  remarques  analogues  (voir  en  particulier  5  32,  note  3  de  ce  Mémoire). 


we 
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sou  dre  la  même  question  du  calcul  des  variations,  les  valeurs  à  la 


nues* 


Ce  que  nous  y  avons  gagne,  c'est  qu'il  existe  une  droite  S  issi 
le  contour  que  Ton  considère  maintenant  soit  tout  entier  d'un  même  côté 
(et  nous  savons  que  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi) 
le  contour  sont  celles  qu'y  prend  un  polynôme  en  x7  yy  on  pourra  touj 
que  les  surfaces  ^  =  wi  sont  toutes  entières  contenues  entre  deux  plans 
droite  se  projetant  sur  A  et  contenue  dans  le  plan  tangent  à  z=f  au 
projette  en  P.  Par  suite,  dans  le  secteur  considéré  les  tut  convergent  en 
que  sur  toutes  les  droites  issues  de  P  il  n'y  a  pas  de  discontinuité  en  F 

On  voit  par  ce  résumé  que  la  méthode  était  beaucoup  plus  compliqi 
de  plus  l'inconvénient  de  mélanger  beaucoup  plus  les  solutions  du  problt 
des  variations  et  du  problème  de  Dirjchlet.  Mais  les  artifices  qui  y  se 
peuvent  peut-être  être  utiles  dans  d'autres  cas  3*). 

15.  Existence  de  la  solution  du  problème  de  Dirtchlet  —  Cette  existence 
les  considérations  qui  précèdent,  quel  que  soit  le  domaine  u)  et  quellt  que  se 
continue  donnée  sur  la  frontière  du  domaine.  Je  résume  la  marche  de  la 
y  étant  la  fonction  donnée  sur  la  frontière,  on  considère  un  polynôme 
sentant  <&  sur  la  frontière  a  moins  de  e  près  ;  par  la  méthode  du  p 
on  montre  l'existence  d'une  fonction  u  harmonique  dans  le  domaine  et 
sa  frontière;  la  limite  de  1*,  quand  e  tend  vers  zéro,  est  la  fonction  harn 
le  domaiue,  égale  à  ç  sur  sa  frontière. 

On  pourra  remarquer  que,  pour  le  polynôme  /(x,  y),  la  considerano 
tion  F,  construite  a  l'aide  de  fonctions  bilinéaires  est  inutile.  On  pourra  Je 
de  /  une  fonction  monotone  *l\  laquelle  aura  partout  des  dérivées  premier 
être  sur  un  nombre  fini  d'arcs  de  courbes  algébriques. 

16.  Variation  de  fa  solution  du  problème  de  Dirtchlet  avec  les  conditions 
Si,  comme  il  a  été  fait  précédemment,  nous  faisons  correspondre  A  chaq 
une  surface  ç  ss  w( ,  toutes  ces  surfaces  passent  par  le  même  contour 
de  DiRiCHLET  consiste  à  trouver  la  surface   potentielle  passant  par   le 
Il  serait  très  important  de  savoir  comment  varie  cette  surface  avec  le  conte 

Le  théorème  sur  la  convergence  d'une  suite  uniformément  convergem 
tions  harmoniques  fournit,  pour  un  cas  particulier  mais  très  important,  l 
partielle  à  cette  question.  Voici  la  généralisation  de  ce  théorème:    Si  des 


aque 

1 


1 


3+)  Voir  le  parti  qu'en  a  tire  M*  Fu  bini    io)   î*1).   J'avais    cru    un   instant    pouvoir 
raisonnement  indiqué  dans  le  texte  en    démontrant  l'existence    de   droites   non    exceptior 
d'un  point  quelconque  P  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  prouve  l'esìster? 
exceptionnelles  parallèles  aux  axes,  les  coordonnées  polaires  remplaçant   les   coordonnées 
Mais  cet  artifice,  qui  pourrait  être  employé  pour  certaines  intégrales,  ne  réussit  pas  icL 

35)  Voir  au  Chapitre  II  la  définition  adoptée  pour  les  domaines  et  en 
imposée  à  ces  domaines. 


.... 
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Undent  uniformément  vers  un  contour  C,  Us  surfaces  potentielles  déterminées  par 
,,  C3,  ...  tendent  uniformément  vers  la  surface  que  détermine  C 

Soit  2  une  surface  (x  =  polynôme  en  x,  y)  qui  passe  par  le  contour  de  C  à 
oins  de  s  près,  et  soient  cjf  c, ,  ....  t  les  projections  de  Ct ,  C2 ,  . . .  ,  C  sur  X, 
ites  parallèlement  à  Oç.  Les  distances,  comptées  parallèlement  à  0%  des  points  corres- 
ondants  de  c  et  C  sont  supposées  inférieures  à  s.  Les  distances  analogues  relatives 
c.  et  C-  ont,  pour  i  infini,  des  limites  inférieures  a  e.  Il  en  résulte  que  les  distances 
julogues  relatives  aux  surfaces  potentielles  st  et  5\,  déterminées  par  r.  et  Cn  ont  des 
lites  inférieures  â  e  et  que  les  distances  relatives  aux  surfaces  potentielles  s  et  S,  pas- 
ît  par  c  et  C,  sont  aussi  inférieures  à  e.  Puisque  ê  est  quelconque,  il  suffira  donc 
démontrer  que  les  s.  tendent  uniformément  vers  s. 
Or,  cela  résulte  du  théorème  du  chapitre  III  (remarque  3);  puisque  les  intégrales 
relatives  aux  surfaces  5.  sont  bornées  dans  leur  ensemble,  les  st  ont  au  moins  une 
nite,  laquelle  est  évidemment  une  surface  potentielle,  c'est  donc  5.  Cette  surface  limite 
par  suite  unique  et  puisque  (toujours  d'après  le  même  théorème)  nous  savons  que 
si  ne  peuvent  avoir  la  surface  limite  j  sans  tendre  uniformément  vers  elle,  la  pro- 
sitiou  est  démontrée. 

V. 

17.  Méthode  alternée  et  méthode  du  balayage, — Ceci  permet  d'aborder,  au  moins 
léoriquenient,  la  recherche  de  la  solution  du  problème  de  Diïuchlet,  dont  l'existence 
eule  a  été  précédemment  démontrée.  On  peut,  en  effet,  toujours  modifier  aussi  peu  que 
'on  veut  les  valeurs  données  aux  frontières  et  la  forme  de  cette  frontière  pour  que  le 
iomaine  devienne  à  connexion  finie  ct  que  sa  frontière  jouisse  des  propriétés  requises 
?our  qu'on  puisse  appliquer  Fune  des  méthodes  classiques:  la  méthode  alternée  ou  la 
léthode  du  balayage  par  exemple. 

Mais  il  y  a  plus:  on  va  voir  que  ces  méthodes  s'appliquent  directement  au  domaine 
donné  et  aux  conditions  aux  limites  données.  Une  conclusion  analogue  pourrait  peut- 
être  être  obtenue  en  ce  qui  concerne  la  méthode  célèbre  de  Neumann;  je  n'ai  pu  en- 
core y  parvenir. 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  méthode  alternée.  Soit  un  domaine  D;  suppo- 
>ns  tracés  dans  D  des  domaines    Dt ,  D2,  .  .  .  ,  en  nombre  fini  ou  dénombrable,  tels 
que  tout  point  intérieur  i  D  soit  intérieur  à  au  moins  un  des  Dt . . 

Supposons  que  les  frontières  des  Dt  forment  un  ensemble  E  partout  non  dense, 
^1  que,  sur  toute  circonférence,  sauf  peut-être  sur  une  infinité  dénombrable  de  circonfé- 
rences, les  points  de  £  forment  un  ensemble  réductible.  E  est  de  mesure  nulle;  on  pourra 
donc  sans  inconvénient  le  négliger  dans  le  calcul  des  intégrales  /.  Enfin,  pour  éviter 
toute  discussion  accessoire,  supposons  que,  quels  que  soient  i  et  /",  les  frontières  de  D. 
et  de  D  ,  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  points  en  commun  et  M 
tiennent  qu'à  deux  frontières;  ces  points  seront  appelés  s 


Balayer  le  domaine  D  ,  ce  sera  remplacer  une  fonction  continue  •}   donnée 
D  par  !a  fonction  continue  égale  a  *[  \  l'extérieur  de  Di  et  harmonique  dans  Dr 

Ceci  posé,  supposons  donnée  une  fonction  /(x,  y)  continue  dans  D;  nous 
les  domaines  Dt  dans  un  ordre  quelconque  en  faisant  en  sorte  que  le  même  don 
intervienne  une  infinité  de  fois»  Soit  dt ,  èÈ%  , ..  Tordre  adopté.  Partant  de/  nous 
Lierons  dti  ce  qui  nous  donnera  y(;  à  partir  de  ft  nous  formons  9,  par  le  bai 
^;  et  ainsi  de  suite. 

Cette  suite  d'opérations  constitue  la  méthode  alternée;  du  moins  elle  se 
la  méthode  alternée  classique  quand  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  domaines  Dt .  Elle 
ne  diffère  de  la  méthode  du  balayage  qu'en  ceci  :  dans  la  méthode  de  M.  Poincaré  ta 
domaines  Di  sont  des  cercles  et  au  lieu  d'opérer  sur  /  on  opère  sur  /  -(-  Ö,  h  i 
une  certaine  fonction  harmonique  dans  D. 

Pour  légitimer  a  la  fois  la    méthode   alternée  et  la   méthode  du   balayage  il  ft 
prouver  que  les  fonctions  <j>.  tendent  uniformément  dans  tout  domaine  D'  entièrement  m 
térxtur   à  D,   vers  la  fonction  harmonique  dans  D  et  égale  à  f  sur  la  frontiere  de  D. 

Faisons  une  première  remarque;  opérons  sur  f  comme  sur  /,  cela  nous  donne 
<p[,  <pa',  . . .  .  Il  est  évident  que  si,  dans  tout  Z),  on  a  \f — f]<Cgy  on  aura  ^usd,  quel 
que  soit  î,  \<f]  —  ft\  <  e.  Cela  montre  qu'il  suffit  de  légitimer  la  méthode  pour  les  po- 
lynômes /(*,  y). 

Alors  l'intégrale  1(f)  est  finie  et  Ton  a: 

i(f)  ^  /(?,)  ^  *(*)  ^  •  •  •  ; 

cependant  nous  ne  sommes  pas  dans  les  conditions  où  le  théorème  du  Chapitre  III 
s'applique,  parce  que  les  fonctions  <p.  ne  sont  pas  nécessairement  monotones.  Des  raison- 
nements analogues  vont  cependant  servir. 

Soit  un  ensemble  ïl  de  points  partout  dense  dans  D,  et  soit  tyt ,  d*jt  . ..  une 
suite  de  fonction  <p.  convergeant  pour  les  points  de  IL  Alors  dans  tout  domaine  ne 
contenant  aucun  point  frontière  des  Di ,  les  ^-  convergent  uniformément  vers  une  limile 
harmonique.  Il  n'y  a  doute  que  pour  les  arcs  aß  de  frontières  des  Di  et  encore  n'y 
a-t-il  pas  doute  si  Ton  peut  trouver  des  valeurs  de  ;  aussi  grandes  qu'on  le  veut  telles 
que,  dans  les  balayages  effectués  pour  obtenir  ^  ?  après  le  dernier  balayage  du  domaine 
Di  de  frontière  aß,  se  trouvent  des  balayages  de  domaines  contenant  aß  à  leur  intérieur. 

Rangeons  les  arcs  douteux  aß  en  suite  simplement  infinie.  Soit  aß  le  premier» 
soit  d*  le  dernier  domaine  contenant  a  ß  qui  soit  balayé  avant  qu'on  obtienne  ^  et  soit 
i|/  la  fonction  que  donnait  ce  balayage.  On  peut  de  la  suite  des  ^j/é  extraire  une  suite: 

♦«>      Ki'      Ka«      ■■•! 

telle  que  les  ${  correspondantes  convergent  pour  tous  les  points  de  n,  auquel  cas 
elles  convergent  uniformément  dans  tout  domaine  ne  contenant  pas  d  autres  points  fron- 
tières des  Dt  que  certains  des  points  de  aß.  Mais  il  n'y  a  peut  être  pas  conve: 
uniforme  en  a  et  en  ß  qui  sont  des  sommets. 

La  convergence  uniforme  sur  aß  à  partir  de  a  ne  fait  de  doute  que  sì  a  appar 
tient  i  la  frontière  de  d[ .  Supposons  que  le  dernier   balayage  avant  d'  d'un  dom 
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itenant  ot  soit  le  balayage  d'un  certain  domaine  contenant  se  à  son  intérieur  et  qu'il 

nne  la  fonction  d/V;  on  pourra  encore,  en  supprimant  certains  des  ty  supposer  que 

s  convergent  pour  tous  les  points  de  II.  II  est  vrai  qu'il  est  supposé   que  le  ba- 

rage  considéré  venant  avant  d*  ne  soit  pas  le  balayage  du  domaine  D.  limité  par  %  ß, 

lis  l'examen  de  ce  cas  ne  présente  pas  de  difficultés,  si  en   remontant   dans  la  suite 

s    balayages  comme  il  est   indiqué   l'on  ne    retombe   pas  constamment  sur  les  deux 

es  domaines  d* ,  Dr  Or,  cela  supposerait  que  a  soit  point  frontière,  cas  laissé  de 

f  momentanément. 
On  peut  donc  supposer  que  pour  la  suite 


+.»     *,M!     4\iV 


ctraite  de  la  suite  des  ifn  il  y  a  convergence  uniforme  autour  de  tout  point  de  a?. 
Y  8  étant  le  second  arc  douteux,  nous  extraierons,  de  la  suite  précédente, 

*._'    *•,.'    *Ìm»    *<m'    *',,'■■• 
convergeant  uniformément  autour  des  points  de  *ß  et  de  y  S,  etc-;   on   arrivera   à   la 
suite 

+.'  K*  K>  K,1  •■• 

convergeant  uniformément  dans  tout  domaine  entièrement  intérieur  à  D. 

U  suffit  de  démontrer  que  la  limite  est  harmonique  dans  D  et  prend   les   valeurs 
données  sur  D, 

18.  Je  démontre  le  premier  point.  Si  la  lìmite  ^  n'était  pas  harmonique,  il  y  aurait 
Un  arc  atß  de  frontière  d'un  Dn  de  part  et  d'autre  duquel  i  serait  harmonique,  ces 
deux  fonctions  harmoniques  n'étant  pas  le  prolongement  Tune  de  l'autre-  Soient  Y ,  $\  .  . . 
les  fonctions  que  donnent,  dans  la  suite  des  balayages  considérés,  les  balayages  de 
J)t f  y*',  ò'\  ,  .  . ,  les  fonctions  qu'ont  transformées  ces  balayages;  ^"  désignera  celle 
des  fonctions  typ  qui  est  identique  à  -V  ou  qui  la  suit  le  plus  immédiatement  possible 
dans  la  suite  des  fonctions  données  par  les  balayages.  D'ailleurs,  si  à  |',  ^+l ,  . ,,  |'+l 
correspondaient  des  fonctions  <]/'  identiques,  nous  barrerions  dans  la  suite  des  i|/  les 
fonctions  «P,  ^+15  ,  ,  .  $*•*"•.  Alors  ^  et  V  sont  identiques,  autour  de  a  [5;  |""  et  fyl 
sont  identiques  à  l'extérieur  de  Di  au  voisinage  de  %%  je  dirai  à  l'extérieur  de  *ß. 
Pour  i  assez  grand,  A'  et  i"  diffèrent  à  Pin  teneur  de  atji  et  le  maximum  de  ||*  —  <|/''| 
dans  l'ensemble  dy  ne  contenant  pas  de  points  frontière  des  Dk  et  formé  des  points 
intérieurs  à  Dt  d'un  seul  tenant  avec  un  point  Z  de  a(ï,  ne  descend  pas  au  dessous 
d'une  certaine  limite  £.  Donc  \$l  —  *J/'|  est  au  moins  égale  à  £  en  certains  points  de 
la  frontière  de  d7  lesquels  n'appartiennent  évidemment  pas  à  la  frontière  de  Di .  i' 
tend  sur  la  frontière  de  Di  vers  la  fonction  i;  nous  pouvons  d'ailleurs  supposer  que 
les  4>"  tendent  aussi  vers  une  limite  déterminée  à  rîntérieur  de  Di  en  laissant  de  côté 
certains    des    i     .    Alors   chaque   balayage   considéré    de   Di    modifie  $"   d'au   moins 

—  pour  un  arc  fixe  1\l  de  la  frontière  de  d. 

Rtnd,  Cin.  UmUm.  Pahrww,  t.  XXIV  (1°  «m.  1907),  -  Surop*tQ  il  6  dicembre  1907.  ji 


Posons  +"  =  ^  +  yiy  n0QS  avooss  dams  Dif 

tifò  =  t(V)  +a/^4(V,  <)rfxijF  +  I(t 

$'  correspondant  au  minimum;  donc,  à  la  limite,  A (4»',  V1)  a  unL-   tut 
par  suite 

M  une  fonction  nulle  sur  la  frontière  de  Dé  égale  au   moins   à 
sur  les  segments  intérieurs  à  Dt  des  parallèles  à  0  x  qui  rencontrent 
dilation  au   moins  égale  à  —,  d'où,  pour  I(v*),  une  limite  inférie 

indépendante  de  t. 

Chacun  des  balayages  considérés  de  ZX  diminue  l'intégrale   /   ètem 
moins  a;  cela  est  impossible  puisque  /(/)  est  finie. 

19,  La  limite  ^  est  donc  harmonique  dans  tout  domaine  intérieur 
qu'elle  tend  vers/  sur  la  frontière  de  D.  En  effet,  les  A  sont  telles 
à  D,  les  intégrales  I($ftf)  soient  bornées,  de  plus  les  ^  ayant  une  lim 
à  l'intérieur  de  D  sont  telles  que  leurs  défauts  de  monotonie  tendent  n 
tout  domaine  entièrement  intérieur  à  Df  par  suite  (Chapitre  HI,  remarq 
convergent  vers  une  fonction  continue  ft  Tinte  rieur  de  D  et  sur  sa 

Ainsi  certaines  des  fonctions  fournies  par  nos  balaya  vergent 

dans  tout  domaine  D'  entièrement  intérieur  à  D,  vers  la  solution  ^  du 
Dirichlet;  il  faut  montrer  que  toutes  les  fonctions  fournies  par  les  baL 
uniformément  vers  ^  dans  D\  Cela  résulte  de  ce  que  la  limite  de  ces  f 
solution  du  problème  de  Dirichlet,  est  unique,  et  de  notre  théorème  ft 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que  la  démonstration  prendrait  tu 
simple,  si  Ton  se  bornait  dans  l'étude  de  la  méthode  alternée  au  cas  cla. 
contours  fermés  n'ayant  que  deux  points  en  commun.  D'ailleurs,  même 
nous  gagnons  en  généralité,  puisqu'il  n'y  a  plus  besoin  de  s'occuper  de 
angles  sous  lesquels  les  deux  contours  se  coupent.  On  se  débarrasse  aie 
triction  qui,  comme  Ton  sait,  est  parfois  gênante  et  nécessite  des  discussi 
mais  d'autre  part,  nous  avons  dû  faire  certaines  restrictions  sur  la  na 
de  chacun  des  contours  qui  est  intérieure  à  l'autre;  par  exemple,  nous 
que  ces  parties  sont  de  mesure  nulle;  la  méthode  de  M.  Schwarz  dis 
hypothèses.  Cependant  ces  hypothèses  ne  sont  guère  gênante,  la  m 
n'étant  avantageuse  que  si  les  domaines  Z).  sont  assez  simples  pour  q 
de  Dirichlet  se  résolve  facilement  pour  chacun  d'eux. 

Poitiers,  le  3  juin  1907. 


■ 


SULLA  PUBBLICAZIONE  DELLE  "OPERE  MATEMATICHE» 
J  DI  PAOLO  RUFFINI 

E  DEL  SUO  *  CARTEGGIO  M  CON  GLI  SCIENZIATI  DEL  SUO  TEMPO. 

Nota  di   Ettore   Borto  lotti   (Bologna)  '). 


Adunanza  del  io  novembre  1907. 


La  scoperta,  per  opera  dei  nostri  matematici  del  cinquecento^   della  generale  riso- 
ione  algebrica  delle  equazioni  del  30  grado,  e  la  facilità  e   speditezza   con  cui  i  me- 
li propri  a  tale  risoluzione  poterono    adattarsi   alle   equazioni    del    40    grado,    fecero 
nascere  la  speranza  di  vedere  presto  risolte  anche  le  equazioni  dei  gradi  superiori. 

Invece,  per  quasi  tre  secoli,  gl'ingegni  più  eletti  si  affaticarono  intorno  a  quel  pro- 
blema che,  al  dire  del  Montucla  a),  stretto  d'ogni  lato  d'assedio  mentre  cedeva  ad 
la  ad  una  le  opere  esterne,  scuopriva  sempre  nuove  e  più  formidabili  difese.  Già  per 
Ü  quinto  grado,  infatti,  si  presentava  tale  moltiplicità  di  metodi  e  cosi  fastidiosa  com- 
plicazione di  calcoli,  che,  se  da  un  lato  distoglieva  la  vista  dalla  mèta  e  disperdeva  le 
forze  contro  ostacoli  accessori,  rinfrancava  d'altro  lato  la  speranza  nella  vittoria  finale, 
coi  parziali  successi  che  contro  quegli  ostacoli  si  ottenevano,  e  coi  reali  progressi  che 
per  essi  ne  venivano  ad  ogni  ramo  delle  scienze  matematiche. 

Nella  seconda  metà  del  settecento,  quando  si  cercò  di  mettere  ordine  in  quei  cal- 
coli, di  condurre  quei  metodi  ad  un  unico  principio  e  di  indagare  cosi  la  vera  natura 
della  risoluzione  generale  delle  equazioni,  si  vide  che  essa  era  intimamente  connessa  con 
la  ricerca  uniforme  e  prestabilita  di  tutte  le  permutazioni  fra  le  radici.  Notevoli  sono  i 


*)  Estratto  da  una  Comunicazione  fatta  al  Congresso  di  Parma  {1907)  della  Società  Italiana  pd  pro- 
gresso delle  Scienje*  nella  seduta  del  27  settembre  1907,  Per  quanto  concerne  la  Deliberazione  presa 
dall'Assemblea  dei  Soci  residenti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo  nell'adunanza  straordinaria  del  3 1 
agosto  1907  intorno  alla  «  pubblicazione  delle  Opere  Matematiche  dì  Paolo  Ruffini  e  del  suo  Carteggio 
con  gii  scienziati  del  suo  tempo  »,  della  quale  Deliberazione  fu  data  lettura  in  principio  della  presente 
Comunicazione,  veggasi  il  *  Supplemento  ai  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di   Palermo  »,  voi,   li 
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a)  Histoire  des  Mathématique s ,   nouvelle  édition,  considérablement  augmentée,  et  prolongée  jusque 

vers  L'époque  actuelle,  Tome  III  (achevé  et  publié  par  Jerome  DE  Lalande)  [Paris,  chez  Henri  Agasse, 
an  X  (mai  tßoi)],  pag.  18,  linee  28-p.  La  frase  cui  qui  si  allude  fu  pubblicata  tre  anni  dopo  la  dimo- 
strazione della  impossibilità  data  dal  Ruffini. 


risultamenti  a  cui  giunsero,  quasi  contemporaneamente,  il  Waring3),  il  Vandermonde4) 
il  Lagrange  5);  ma  a  questi  autori  mancava  un  punto  di  vista  generale,  col  quak  un 
simile  ricerca  fosse  salvata  dal  perdersi  in  innumerevoli  particolarità  °).  Le  loro  memo 
pcrcio,  piuttosto  che  segnare  l'inizio  di  un  nuovo  periodo,  segnarono  la  fine  dell'antico, 
e,  dopo  di  esse,  il  problema  rimase  stazionario  per  quasi  trent'anni. 

Un  nuovo  impulso  fu  dato  dalle  opere  del  matematico  modenese  Paolo  Rüffus 
(1765-1822). 

La  sua  «  Teoria  generale  delie  equazioni,  in  cui  si  dimostra  impossibile  la  sdu 
algehraica  delle  equazioni  generali  di  grado  superiore  al  quarto  »  (Bologna,  1799), 
far  dipendere  la  risolubilità  algebrica  Ji  una  equazione  dalla  esistenza  di  determinati  sot- 
togruppi del  gruppo  cui  essa  appartiene,  trova  il  vero  principio  per  la  dimostrano« 
rigorosa  di  una  proposizione,  della  cui  verità  lo  stesso  Lagrange  sempre  fu  in  dubbio, 
e  decide  di  una  questione,  tenuta  per  insolubile  dai  dotti  di  quel  tempo  7)  e  non  riso- 
lubile allora  con  alcun  altro  mezzo  8). 

Con  la  applicazione  poi,  che  egli  fece  per  primo,  della  idea  fondamentale  di  grttpp 
di  operazioni,  col  distinguere,  con  l'enumerare  e  classificare  i  vari  gruppi  occorrenti  alle 
sue  ricerche,  con  lo  scuoprimcnto  delle  idee  di  transitività  e  di  primitività  e  delle  ra- 
zioni fra  la  irreducibilità  di  una  equazione  e  la  transitività  del  suo  gruppo,  e  fra  la  ri- 
solubilità mediante  equazioni  ausiliarie  di  grado  inferiore  e  la  imprimimiù  dello 
gruppo  ö),  egli  ha  posto  le  basi  di  quella  teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni,  che  doveva 
cosi  profondamente  rinnovare  tutta  Panalisi  algebrica. 

Tali  idee  peraltro,  che  nella  mente  di  Ruffini  certo  erano  chiare  e  precise,  Delie 
sue  opere  sono  adombrate  con  terminologia  disusata,  inceppate  da  considerazioni 
necessarie,  complicate  da  disadatto  simbolismo,  esposte  in  forma  prolissa  ed  inelegant* 
ed  io  veste  tipografica  disordinata  e  scorretta.  Di  troppo  poi  precorrevano  il  loro  tempo, 


3)  Miscellanea  Anatytka  (Cantab  rigiae,  1762),  lib.  I,  Cap.  IV,  pp.  34-^S  ;    Meditation**    atgthém 
(Cantabrigiae,  1770),  Cap.  Ill,  pp.  78-124. 

♦)  Mémoire  sur  la   résolution   des    équations    [Histoire    Je    l'Académie    des    Sciences, 
(Paris,  1774)»  pp.  47-49;  Mémoires,  etc.,  pp.  365-416], 

5)  Réflexions  sur  ta  théorie  algébrique  des  équations  [Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de 
pour  les  années   1770-71  (Berlin,  1772-73);  Œuvres,  t.  III,  pp.  205-42 ij. 

ö)  Heinrich  Burkhardt:  a)  Die  Anfänge  der  Gruppentheorie  und  Paolo  Ruffini  \h 
Mathematik  und  Physik,  Jahrgang  XXXVII  (r8o2),  Supplement,  pp.  119-159],  p,  i\\  ;  h)  Paolo  Ri 
e  i  primordio  della  teoria  dei  gruppi  (Traduzione  dì  Ernesto  Pascal)  [Annali  di    Matematica   puri  ed 
applicata,  serie  lì,  tomo  XXJ1  (1894),  pp.  175  212],  p.  186.  D'ora  innanzi,  nel  citare  questo  importane 
lavoro  richiameremo  soltanto  k  pagine  della  traduzione  italiana. 

1  )  Rortolotti,  Carteggio  di  Paolo  Ruffini  con  alcuni  scienziati  del  suo  tempo,  relativo  al  bermi 
sulla  insolubilità  di  equazioni  algebriche,  general^  di  grado  superiore  al  quarto  [Memorie  di  Matematici  t 
di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze  (detta  dei  XL),  serie  III,  tomo  XIV  (1907),  pp.  2^ 
pp.  294,  298,  300. 

s)  Ch\  Burkhardt,  loc,  cit.  %  1>)>  pag.  186. 

û)  Cét.  Burkhardt,  loc.  cit.  %  b%  pp.  211-212. 
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Tchè  i  contemporanei  potessero  riconoscerne  la   esattezza   ed   apprezzarne   la   impor- 

D  poco  che  troviamo  scritto,  dei  giudizi  che  a  quel  tempo  si  facevano  sulle  opere 
Ruffino  ci  porterebbe  a  credere  che  egli  avesse  fama  di  uomo  di  ingegno  originale 
bizzarro,  sottile  costruttore  di  sofismi,  contro  i  quali  sarebbe  stato  pericoloso  il  com- 
rtcre;  ma  che  il  buon  senso  consigliava  di  rifiutare  ").  Bea  lungi  daiFarrendersi  alle 
►rove  che  egli  aveva  date,  i  geometri  continuarono  le  ricerche  per  la  risoluzione  com- 
peta di  equazioni  algebriche  generali  di  grado   superiore   al   quarto  Ia)  e   quella  cieca 
«credulità,  quella  ostilità  altezzosa,  tanto  più  umiliante  quanto  più  voleva  sembrare  cor- 
ecse,  esasperavano  e  sfiduciavano  il  Rui-fini  i3),  che,  in  luogo  di  continuare  le  sue  ri- 
bs generali  sulla  teoria  dei  gruppi  e  sulle  equazioni  abbassatali  di  grado  I+),  parve 
non  poter  più  abbandonare  il  teorema  della  impossibilità,  e  non  aver  pensiero  che  mag- 
giormente lo   preoccupasse,   oltre   quello  di   mettere  la   sua  dimostrazione  al  riparo  di 
ogni  critica. 

Questo  travaglio  durò,  ben  può  dirsi,  per  gli  ultimi  venti  anni  di  sua  vita;  ed  è 
mirabile  la  tenacia  nel  riprendere,  e  sempricizzare,  e  sviscerare  in  ogni  sua  parte  quel 
teorema,  che  dovrebbe  pur  chiamarsi  stto.  Egli  vide  e  percorse  entrambe  le  strade,  che 
dopo  di  lui  tennero  Abel  e  Galois,  giungendo  cosi  alla  «  più  completa  conoscenza  della 
«  natura  della  impossibilità  ed  irresolubilità  che  s'era  proposto  di  provare  »  l5),  e,  dopo 


J 


lo)  Cfh  hißmnia  dell*  opera  m  a  te  m  ni  ira  di  Paolo  Ruffini  sullo  svolgimento  delle  teorie  algebriche. 
Discorso  letto  il  4  Novembre  1902  in  occasione  della  solenne  apertura  degli  studi  nella  R.  Università 
di  Modena  dal  prof.  E.  Bortolotti  [Annuario  della  R.  Università  di  Modena  per  l'anno  accademico 
1 902-1 003,  pp.  23-77I  pp.  44-Sj. 

lî)  Cfr.  Carteggio,  etc.,  toc.  cit.  ?),  pp,  300,  302,  303,  306,  307,  etc. 

la)  Notevoli  i  tentativi  di  Abel  e  di  Galois  per  te  equazioni  del  quinto  grado  JAbel,  Œuvres 
computes  (Edizione  di  Sylow  e  Lie)»  tomo  II,  pag.  290;  J.  Tannery,  Manuscrits  et  papiers  inédits  de 
Galois  [Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  2e  s^rie,  tome  XXX  {1906),  i*rc  Partie,  pp.  226-248, 
25J-263],  pag.  248 ç,  oltre  quello  di  Wronski,  cui  rispose  lo  stesso  Ruffimi  con  la  sua  Memoria:  In- 
torno aì  metodo  generale  proposto  dal  signor  Hoêné  Wronski  onde  risolvere  le  equazioni  dì  tatti  i  gradi 
[Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze  (detta  dei  XL),  serie  I,  tomo 
XV IIÏ  (1820),  pp.  56-68]. 

*3)  Cfr.  Carteggio,  etc.,  1.  e.  7),  pp.  306-308  (nota  a  pie  di  pagina). 

■*)  Nella  Teoria  generale  delle  tqua\ìonit  etc.  del  1799  egli  aveva  tracciato  lo  schizzo  di  una 
teoria  generale  delle  sostituzioni  da  cui  si  riprometteva  di  ricavare  le  condizioni  per  la  risolubilità  alge- 
brica delle  equazioni.  Questa  questione  fu  ripresa  nel  1801  con  la  Memoria  t  Della  soluzione  delle  equa- 
zioni aìgebrakhe  determinate  particolari  di  grado  superiore  al  quarto*  [Memorie  di  Matematica  e  di  Fi- 
sica della  Società  Italiana  delle  Scienze  (detta  dei  XL),  serie  I,  tomo  IX  (1802),  pp,  444-526]  {coti  la 
data  2t  ottobre  iSoi),  il  cui  scopo  era  cosi  espresso  dall'Autore:  «Proposta  una  equazione  particolare 
«  e  di  grado  maggiore  del  quarto  cercare  il  modo  onde  conoscere:  i°  I  casi  in  cui  questa  non  è  ca- 
«  pace  di  abbassamento  opportuno  alla  sua  soluzione.  2°  I  casi  nei  quali  può  essa  opportunamente  ab- 
«  bassarsi.  30  Finalmente  i  metodi  pratici  per  cui  possiamo  ottenere  attualmente  un  simile  abbassamento» 
«  e  per  cui  possiamo  in  seguito  dalle  radici  della  equazione  ridotta  dedurre  le  radici  della  proposta  ». 

l&)   Cfr.   fiURKHAÄDT,  l  C.  0),  b)t  pp.   197-198. 
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sei  successive  redazioni,  Io  espose  in  forma  per  quei  tempi  perfetta,  e  con  semplicità 
non  più  superata  l6).  Ma  nemmeno  ciò  potè  smuovere  il  preconcetto,  che  non  valesse 
la  pena  impiegare  tempo  e  fatica  nello  studio  di  opere,  le  quali  a  priori  dovevano  ri- 
guardarsi come  destituite  di  fondamento  logico,  e  che  si  aggiravano  sopra  fuciliti  di 
nessuna  importanza  scientifica  I?).  Anche  Ruffini  [come  più  tardi  Abel  l8)  e  Galoiì] 
fu  sfavorevolmente  giudicato  dagli  scienziati  dell'Accademia  di  Francia. 

Il  de  Lalande,  nell'edizione  del  1802  del  tomo  III  dell' Histoire  des  Malhimtàqw 
del  Montucla  I9),  non  credette  di  dover  tenere  conto  delle  sue  Opere.  Il  Delambie  nd 
Rapporto  famoso  del  1808,  vi  accennò  come  a  tentativi  piuttosto  infelici  che  fortunati*). 
Quegli  stessi  Lacroix  e  Poisson,  che  più  tardi  dovevano  respingere  anche  le  id«  di 
Galois  ai),  ed  il  Legendre,  ed  il  Carnot,  senza  azzardarsi  a  riprovarlo  apertamente, 
per  non  essere  costretti  ad  «  entrer  en  .lice  avec  un  géomètre  aussi  savant  et  aussi 
«  exercé  »  fecero  intendere  che  a  .  . .  l'opinion  la  plus  généralement  répandue  est  que 
«  s'il  est  impossible  d'avoir  une  solution  complète  des  équations  algébriques,  il  ne  soit 
«  aussi  bien  difficile  de  démontrer  clairement  cette  impossibilité  que  tout  te  monde  croit 
«  sentir  »  aa);  che  d'altronde  . .  .  «  la  maniera  colla  quale  l'autore  voleva  trattare  la  que* 
«  stione  da  lui  esposta,  non  poteva  assolutamente  servire  a  ciò  che  aveva  voluto  pro- 
te  vare  »  *3)  ed  infine  «...  les  questions  qui  font  l'objet  de  ses  nouvelles  recherches 
«  sont  sans  doute  d'un  moindre  intérêt  »  **). 

Il  Lagrange,  vecchio  e  presso  la  tomba,  non  seppe  difenderlo   contro  Pop 
prevalente  **)f  ed  egli  ebbe  bel  protestare  presso  le  Accademie  e  gli  scienziati,  e  chie- 
dere  un   motivato   giudizio;    non  potè   mai   ottenere   nemmeno   che   si    leggessero  imi 
scritti  ^  perchè,  gli  scriveva  il  Segretario   perpetuo   Delambre   3?),   g  vous   connmss^ 


Iö)  ...  «È  appena  necessario  dire  che  questa  redazione  della  dimostrazione  coincide  in  ram  i 
«  punti  essenziali  con  quella  che  nei  libri  si  suole  indicare  come  b  modification*  di  Waktzel  Mi  à 
«  mostratone  di  Abel  ».  [Burkhardt,  L  e.  6),  b),  pag.  209]. 

'?)  Ciï.  Injìueniii,  etc.,  L  e.  10),  pp.  53-61.  Carteggio,  etc.,  L  e.  7),  pp.  506-307,  noie  apieJip 
gina;  pag,  311. 

l8)  La  Memoria  «  Mémoire  sur  une  propriété  générale  d'uti*  classe  très  étendue  de  fonctions  trmm 
dantes  »  da  Abel  raccomandata  al  Cauchy  (Op,  di  Abel,  edizione  Sylow  e  Lie,  tomo  n,  pag 
presentata  alla  Accademia  il  30  ottobre  1826,  non  fu    pubblicata  che  nel  1841,  dopo  la  morte  éà  è 
sgraziato  autore. 

fö)  Cfr.  a> 

ao)  Carteggio,  etc.,  L  e.  ?),  pag.  292,  note  a  pie  di  pagina. 

ai)  Cfr.  J.  Tannery,  Manuscrits  et  papiers  inédits  de  Galois,  L  e.  Ia),  pag.  231. 

aa)  Cfr,  Carteggio^  etc.,  L  e.  7)  (Lettera  di  Delambre,  Segretario  perpetuo  dellT Accademia),  pi$.  yc& 

a3)  Cfr.  Carteggio,  etc»,  L  e,  ?)  (Lettera  di  Gaultier  Claubry  che  riporta  il  giudizio  di  Veci 

a*)  Cfr.  Carteggio,  etc.,  L  e.  1)  (Rapporto  di  Carnot,  Legendre,  Poisson),  pag.  321. 

25)  Cfr.  Carteggio,  etc.,  L  e.  ?),  pp.  298-299  (nota),  pag.  302. 

a6)  Cfr.  Carteggio,  etc.,  L  e.  7),  pag.  292  (nota),  dove  si  riporta  un  brano  di  una  lettera  di  PàCu 
al  Ruffini. 

a?)  Cfr.  aa). 
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se^  le  prix  du  temps  pour  concevoir  aussi  la  répugnance  qu'ont  la  plupart  des  géo- 
ktres  pour  s'occuper  longtemps  des  travaux  les  uns  des  autres  ,  . .  »  ;  e  le  suc  opere 
rano  voluminose  e,  per  quei  tempi,  difficili. 

Le  opere  di  Galois  ebbero  diversa  fortuna,  perchè  trovarono  tempi  più  maturi 
(Cauchy  aveva  già  volgarizzate  le  idee  di  Ruffink  ed  Abel  le  aveva  continuate);  ebbero 
poi  la  ventura  di  essere  raccolte  e  presentate  dal  Liou ville,  integrate  dà  Betti,  ridotte 
a  teoria  dal  Jordan,  ed  hanno  il  vantaggio  di  essere  brevi,  e  di  lasciare  aperti  molti 
irchi  ad  ulteriori  estensioni. 

Il  Ruffini  non  ebbe  nessuno  dalla  sua;  i  suoi  stessi  compatrioti  gli    furono   con- 
i,  perchè,  in  quei  tempi  di  entusiasmi  rivoluzionari,  non  potevano  tollerare  in    lui, 
je  pur  fortemente  sentiva  il  sentimento  di  italianità,  il  sostenitore   della   dominazione 
stcnse  ed  il  promotore  della  più  insopportabile  repressione,  di  quella  del  pensiero  **)  ; 
egli,  quanto  più  si  sentiva  osteggiato,  tanto  più  si   rinchiudeva   nel  suo  intollerante 
ascetismo  aö). 

L'unico  forse,  fra  gli  scienziati  contemporanei,  che  interamente  lo  comprendesse, 
quegli  che  dallo  studio  profondo  delle  sue  opere  concepì  così  alta  stima  di  lui,  da  pro- 
rlo  membro  dell'Accademia  di  Francia  **),  il  Cauchy,  non  ebbe  riguardi,  nel  pre- 
stare quelle  idee,  nel  riprodurre  quei  risultamenti,  nell'esporre  quei  metodi  3l),  di  far 
debitamente  risaltare  le  fonti  cui  aveva  attìnto  **)  ed  a  lui  stesso  furono  attribuiti  an- 
che i  meriti  del  RUFFINI. 

Non  deve  far  meraviglia  perciò  che  le  opere  di  Ruffini  sieno  presto  state  dimen- 
ile; è  molto  se  in  tre  quarti  di  secolo  si  vede  qualche  volta  citato  il  suo   nome,   a 
(»sito  del  teorema  della  impossibiliti,  come  quello  di  chi  ne  aveva,  con   poca   for- 
tuna, tentata  la  dimostrazione  *").  Fa  meraviglia  invece  che  nemmeno  oggi  sieno  debi- 


a8)  Cfc,  Influenza,  etc,  L  e.   lo),  pp.   jq  40. 

■•)  Cfir.  nel  Carteggio^  etc  .,  1,  e.  f)t  pag.  jl8t  una  singolare  sua  lettera  al  von  Zach, 
a°)  Or.  Carteggio,  etc»  L  e.  7),  pp.  314 -ji6. 

**)  «...  che  cosa  resta...  della  contribuzione  dna  da  Cauchy  alla  teoria  dei  gruppi,  lui 
1  è  soliti  attribuire  la  più    gran    parte    dei    teoremi  di  cui    abbiamo  parlato  ?  ».    [Burkhardt,  l    t 
ig.  aiaj. 

*•)  9  .  .  .  Ma  le  poche  parole  colle  quali  Cauchy    nella    sua    prima    pubblica/i. >ue   rammenta    il 

SUO  predecessore  sono  così  indetcrmin  mo  state  intese  in  generale  in  una   maniera   che    lu 

ito  più  ad  oscurare  che  a  mettere  in  luce  i  lavori  di  Ruffini;  e  Cauchy  non  ha  mai  smen 

m  rito,  con  una  acconcia  spiegazione  delle  sue  parole,  un  tale    appre/ /amento   del    suo    predecessore  ». 

IBURKHARDT,   loc.   Cft.   °)t   b)t   pag,   ZI2j. 

Nessuno,  fra  i  più  reputati  libri  di  testo  sulla  teoria  dei  gruppi  cita  il  Ruttimi.  Degli  Autori 
di  memorie  fondamentali  rio..-:  i-.l.  In  calce  alla  sua  Memoria  del  1H24  (Œuvres,  ed,  di  Sylow  e 

Lt£.  tomo  II,  pag.  295)  il  Sajcey  aveva  posto  la  nota  seguente  :  «  Dans  un  Mèmotté  tu*  .ili  des 

m  équations  algébriques  generates  d'un  de,  ir  au  quatrième  (Soditi  Italienne  dei  Seiencn,  tome  IX) 

«  et  dans  sa  Theorie  generale  des  equations  (Jbid)  (sic),  Ruffini,  géomètre  italien  mort  il  y  a  quelques 
•  années,  a  démontré  la  proposition  qui  fait  le  sujet  de   cet   article;   un   second   memoire   du  mer 
■  auteur  sur  VintolubiltU  des  équations  algébriques  générales  d'un  degré  supérieur  au   quatrième, 


j 


tamerice  apprezzate.  È  bensì  vero  che  nella  catena  delle  sue  deduzioni  c'è  qualche 
cuna.  Ma,  a  pane  il  fatto  che  a'  suoi  tempi  lacune  di  quel  genere   non  potr. 
sere  avvertite,  nonché  colmate  *♦),  se    non    si    dovessero    attribuire   agli  autori, 
che  le  scoperte  che  da  essi  furono    portate    a    perfetto   compimento,   che  co^: 
rebbe,  p.  es.,  a  Galois  della  che  da  lui  prende  il  no? 

La  rivendicazione  del  nome  di  Ruffini,  nonostante  il  poderoso  lavoro  di  Bui 
tarda  ancora,  perchè  nessun  autore  potrebbe  ipprczzato  prima  di  essere 

sciuto,  e  pochi  per  ceno  sono  quelli  che  conoscono  le  sue  opere. 

Queste  opere,  nelle  quali,  come  dimostra  il  Burkhardt,  «  l'algebra  anche  in 
«  tere  teorie,  ha  essenzialmente  progredito  »,  sparse  nei  volumi  di  dimenticate  accade- 
mie, stampate  senza  nessuna  cura  tipografica,  sono  difficili  da   rintracciare,   penose  h 
leggere,  e  stancano  la  pazienza  del  più  appassionato  cultore. 

Raccogliere  quegli  scritti  in  un  unico  corpo,  rendendone  facile  e  gradita  la  I 
con  la  uniformiti  e  la  chiarezza  della  veste  tipografica,  con  la  aggiunta  di  qualche! 
che,  nei  passi  più  importanti,  ne  aiuti  la  interpretazione  secondo  il  linguaggio  ara 
uso  per  quella  teoria,  e  che  introduca  le    modificazioni   e   le    aggiunte    che   lo 
Rumini  ha  lasciato  nei  suoi  manoscritti,  era  opera  di  schietto  patriottismo  e  di  j 
amore  della  scienza,  da  molto  tempo  aspettata. 

A  questa  opera  si  è  ora  accinto  il  Circolo  Matematico  dì  Palermo,  e  per  hn 
il  suo  benemerito  fondatore  G.  B    Guccia,  direttore  di  questi  Rendiconti. 

Onesti,  con  slancio  generoso,  si  è  addossato  tutte  le  spese,  e  si  è  incaricalo  della 
parte  più  delicata  e  faticosa  :  la  cura  della  stampi  ;  ha  poi  voluto  che  io  mi  occupassi  | 
di  preparare  il  manoscritto,  collazionando  le  antiche  edizioni  cogli    autografi  del  Ruf 


l  briquemtnt,  soit  d'une  manure  transcendante,  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  Plnst.   tut.    itâliet 
«  t.  I,  part.  2.    ...  M.  Cauchy  a  revu  la  demonstration  de  Ruffini  et  il  en  a  fait  un  rapport  üvonHt 
«  à  l'Académie  des  Sciences,  il  y  a  quelques  années.  D'autres  géomètres  avouent  n'avoir    pas  comp» 
«  cette  démonstration  et  il  y  en  a  qui  ont  fait  la  remarque  très  juste  que  Ruffd*T,  en  prouvant  trop, 
«  pourrait  n'avoir  rien  prouvé  d'une  manière  satisfaisante  *. 

Questa  nota  prova  che  il  Saigey  parlava  per  sentito  dire,  senza  mai  aver  avuto  nemmeno  in 
mano  le  opere  di  Ruffini.  Più  esattamente  il  Sylow,  nel  1881,  aggiungeva  (ibidem)  :  «Le  point  faàk 
i  du  raisonnement  de  Ruffini,  c'est  qu'il  suppose,  sans  démonstration,  que  les  radicaux  qui  conooöR« 
«  à  la  résolution  de  IVqu-nion  s'expriment  rationnellement  par  les  racines.  Ce  défaut  de  son  tûscmt 
«  ment,  ou  plutôt  un  défaut  analogue,  a  contribué  à  produire  Je  résultat  faux  dont  parle  Saigeti. 
Abkl  stesso  nella  sua  manarii  del  1828  [Œuvres,  1.  c.  ÏJ),  L  II,  pag.  arSj  parla  di  Ruffini  m  tmsk 
che  d  beo  capare  non  aver  mai  ei  auto  quell'Autore  se  non  attraverso  le  opere  di  Caücbi 

[Cfr.  Influenza,  etc,  loc.  cit.  to),  pp.  60-61].  La  risoluzione  tr ascendenti ,  come  spiega  il  BuMïUiiïï 
floe,  cit.,  6),  b\  pp+  206207]  sarebbe  quella  che  ia  uso  anche  di  funzioni  logaritmiche  I  circolari,  d 
il  Ruffini  avrebbe  inteso  di  provare  che  nemmeno  questa  è  possibile.  Le  sue  deduzioni  sono  tlbn 
esatte;  ma  il  modo  inesatto  con  cui  si  è  espresso  ha  contribuito  non  poco  a  togliere  credito  alk  « 
opere.  —  Anche  Galois  cita  Ruffini.  fCfr.  J.  Tannery,  loc.  cit.   lJ),  pag,  242J. 

3*)  «...  è  un  difetto  del  resto  di  cui  non  sono  privi  neanche  i  migliori  matematici  di  quel  test 
«  pò,  e  che  perciò  non  si  può  attribuire  a  lui  personalmente  . , .  »,  TBurxhardt,  loc.  cit.  e),  b\  pag.  u<H 


fini,  ora  conservati  presso  la  R.  Accademia  di  Scienze,  Lettere    ed  Arti   in    Mo 

DENA   *). 

Sarà  presto  incominciata  la  ristampa  della  Teoria  generale  delle  equazioni,  in  cui 
si  dimostra  impossibile  la  soluzione  algebrica  delle  equazioni  generali  di  grado  superiore 
ni  quarto  (Bologna  1799,  pp.  vrn-509),  che  occuperà  buona  parte  del  Tomo  I  delle 
Opere  matematiche  di  Paolo  Ruffivi. 

Questo  volume»  stampato  sul  medesimo  formato  e  con  gli  stessi  tipi  di  questi 
Rendiconti  sarà  ornato  di  un  bellissimo  ritratto  in  eliografia  di  Ruffini,  riprodotto  da 
un  quadro  ad  olio  esistente  nell'aula  magna  della  R.  Università  di  Modena. 

Le  altre  opere  matematiche  del  Ruffini  sono  : 

Della  Soluzione  delle  equazioni  algebraiche  determinate  particolari  di  grado  superiore 
al  quarto  [Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze,  tomo  IX 
(Modena,  1802),  pp.  444-526  (con  h  data  21  ottobre  1801)]. 

Riflessioni  intorno  alla  rettificazione  ed  alla  quadratura  dtl  cìrcolo  [Ibidem,  id., 
pp.  527-557  (21  ottobre  1801)]. 

Della  insolubilità  delle  equazioni  algebriche  generali  di  grado  superiore  al  quarto 
[Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Italiana  delle  Scienze,  tomo  X,  pane  II 

(Modena  1803),  pp.  410-470  (con  la  data  i8  dicembre  1802)]. 

Letttra  di  Pietro  Abbati  Modenese,  al  socto  Paolo  Ruffini,  da  questo  presentata 
il  dì   16  dicembre  1802  (Ibidem,  id.,  pp.  385-409). 

noria  sopra  la  determinazione  delle  radici  nelle  equazioni  numeriche  di  qualunque 
grado  [Modena,  1804,  appresso  la  Società  tipografica;  memoria  coronata  dalia  Società 
Italiana,  pp.  1-204]. 

Risposta  di  P.  Ruffini  ai  dubbi  propostigli  dal  Sodo   G.  Fr,  Malfatti    sopra   la 
inebrila  delle  equazioni  di  grado  superiore  al  quarto  [Memorie  di   Matema- 
tica e  di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze  tomo  XII,  pane  I  (Modena  1805), 
pp.  213-267  (con  la  data  21  giugno  1805)]. 

Riflessioni  intorno  ai  metodo  proposto  dal  consocio  Malfatti  per  la  soluzione  delle 
equazioni  di  f  grado  [Ibidem,  id.,  pp.  321-336  (del  21  settembre  i8oj)]. 

Della  insolubilità  delle  equazioni  algebraiche  generali  di  grttdo  superiore   al   qu 
qualunque  metodo  si  adoperi,  algebraico  esso  siasi  0  trascendentale  [Memorie  dell'Istituto 


W)  Ho  avuto  la  fortuna  di  trovare  le  cane  di  Paolo  Ruffini,  presso  il  pronipote  Avv.   Luigi 
segretario  del  R.  Istituto  di  B  <■  Erano,  chissà  da  quanto   tempo,  rinchiuse 

In  una  cassa,  e,  nonostante  abbiano  subito  qualche  manomissione,  il  lom  e  le  ha  in   pane  sal- 

vate, poiché  gli  autograft  di  valore  non  si  potevano,  senza  un  esame  assai  lungo,  scuvriie  tra  it  monte 
di  carte  in  cui  erano  sepolti.  L'avvocato  Ruffini  tto  tutti  questi   documenti   ^Accademia    Di 

Modena,  perche  i  cultori  di  patrie  memorie  possano  Uberamente  contata 

irecchi  cartoni,  e  mi  propongo  di  logo.  Ho  potuto  rkostna 

pleti  di  qu  l)i  tutte  poi  ho  trovato  molti  abbo  tet  osservazioni,  aggiunte, 

di  pugno  del  Ruffini. 

Ho  anche  ricomposto  ed  ordinato  un  voluminoso  canee. 

Jt~J    O«.  U*t*m.  PéUrm*,  t.  XXIV  (t°  icm     1907;,  —  Sumpito  il  7  dicembre   1907.  fi 


ETTORE     »ORTO  LOTTI, 


e  di 


Nazionale  Italiano,  Classe  di  Fisica  e  Matematica,  tomo  I,    parte 
pp,  433-4JO  (con  la  data  22  novembre  1806)]. 

Alcune  proprietà  generali  delle  funzioni  [Memorie  di  Materna: 
Società  Italiana  delle  Scienze,  tomo  XIII,  parte  I  (Modena  1807),  pp.  292 
gno  1806)]. 

Di  un  nuovo  tntiodo  generale  di  estrarre  k  radici  numeriche  [Memori 
dea  e  di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze,  tomo  XVI,  parte  I  (M< 
pp.  373-429  (30  settembre  1812)]. 

Riflessioni  intorno  alla  soluzione  delle  equazioni  algebraichc  generali  (W 
Appresso  la  Società  Tipografica,  pp.  vm-140). 

Intorno  al  metodo  generale  propo  ignor  Hoëné  Wronski  onde 

equazioni  di  tutti  i  gradi  [Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società 
Scienze,  tomo  XVIII,  parte  contenente  le  Memorie  di  Matematica  (Mo< 
pp.  56-68  (20  marzo  181 6)]. 

Della  classificazione  delle  curve  algebraichc  a  semplice  curvatura  [Mem 
tematica  e  di  Fisica  della  Società  Italiana  delle  Scienze,  tomo  XVIII,  pant 
le  Memorie  di  Matematica  (Modena  1820),  pp.  69-142  del  fascicolo  i°,  j 
del  fascicolo  2°  (14  settembre  181 6)]. 

Alcune  proprietà  delle  radici  della  unità  (postuma)  [Memorie  delTImp 
del  Regno  Lombardo  Veneto,  anni  181 6-17,  voi.  III  (Milano  1824),  pp. 
la  data  7  marzo  181 6)]. 

Osservazioni,  note,  studii,  risposte  ad  obbiezioni,  brani  su  diversi  argon 

Oltre  a  ciò  sarà  pubblicato  il  Carteggio.  Fra  le  carte  di  Ruffini  ho 
merose  lettere  a  lui  dirette  da  matematici  del  suo  tempo;  ho  anche  trovate 
delle  risposte  a  parecchie  di  quelle  lettere,  in  modo  da  potere,  per  decern 
menti,  ristabilire  Finterò  carteggio. 

Un  piccolo  saggio  che  pubblicai  tempo  fa,  seguendo  i  consigli  dei  pro 
e  Dinì,  nelle  Memorie  della  Società  dei  XL  ^),  e  l'altro,  che  col  titolo    <c 
vente  di  Malfatti  ;  Carteggio  inedito  di  P.  Paoli  e  P.  Ruffini  »  ho  presei 
cademia  di  Modena  3?),  furono  accolti  con  vivo  interesse,  e  fecero  n 
desiderio  di  veder  stampate  tutte  le   lettere  di  argomento  scientifico,  che 
le  carte  di  Ruffini. 

Questo  desiderio  sarà  ora  soddisfatto,  grazie  la  generosa  iniziati 
oso  dire  che  ne  verrà  un  non  lieve  contributo  alla  conoscenza  di  uno  di 
caratteristici  del  nostro  risorgimento  nazionale  e  scientifico. 

Occorrerebbe  però  che,  quello  che  ho  fatto  io  a  Modena  per  le  carte 
altri  facesse  altrove  per  le  carte  dei  suoi  corrispondenti  epistolari,  così  si 
anche  le  risposte  di  Ruffini. 


3a)  Carteggio,  etc.,  L  e  7). 
37)  Memorie  della  R.  Accademia    di   Scienze,    Lettere    ed    Arti    in    Modena,   serie    I 
(in  corso  di  pubblicazione). 


\ 


SULLA  PUBBLICAZIONE  DELLE   «OPERE  MATEMATICHE»   DI  PAOLO  RUFFIMI,  ETC.  411 

Sono  quasi  sicuro  che  in  un  qualche  archivio  pubblico  o  privato  di  Verona  si  tro- 
ìranno  le  carte  del  Cagnoli,  a  Pavia  del  Brunacci,  a  Ferrara  del  Malfatti,  a  Lucca 
d  Franchini,  a  Pisa  del  Paoli  e  del  Frullani,  a  Parigi  del  Gaultier  Claubry,  a 
ienna  del  Marchese  Gherardo  Rangone,  etc. 

Il  Circolo  Matematico  di  Palermo  volge  viva  preghiera  ai  suoi  Soci,  ai  lettori  di 
esti  Rendiconti  ed  ai  cultori  di  storia  scientifica  e  nazionale,  perchè  vogliano  collabo- 
re all'opera  ora  intrapresa  ricercando  e  raccogliendo  lettere,  documenti  e  notizie  di 
lalsiasi  natura,  che  si  riferiscano  alla  vita  ed  alle  opere  di  Paolo  Ruffini.  Le  comu- 
cazioni  in  questo  argomento,  dovranno  essere  inviate  al  direttore  dei  Rendiconti, 
of.  G.  B.  Guccia. 

Parma,  27  settembre  1907. 

Ettore  Bortolotti. 
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ESTRATTI  DAI  VERBALI 

DELL! 

ADUNANZE  DELLA  SOCIETÀ  *) 

(6  gennai  0-14  aprile  1907). 


ADUNANZA  (STRAORDINARIA)  DEL  6  GENNAJO  1907.  [462*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiarli). 

Il  Presidente,  protondamente  commosso,  compie  il  dolorosissimo  ufficio  di  partecipare  al  Circolo, 
Ae  il  Tesoriere  Ingegnere  Salvatore  Porcelli,  colto  da  improvviso  malore,  è  cessato  di  vivere,  in 
^alermo,  nella  notte  dal  31  dicembre  al  i°  gennaio.  Con  brevi  e  sentite  parole,  ricorda  le  virtù,  la 
•"ita  intemerata  e  l'opera  resa  alla  Società  da  Salvatore  Porcelli,  che  fu  uno  dei  27  soscrìttorì 
l«Ho  Statuto  provvisoiio  del  2  marzo  1884  e  Tesoriere  della  Società  fin  dal  16  gennaio  1887.  Comunica 
Aie  TUfficio  di  Presidenza  fa  sua  la  proposta  del  socio  Prof.  Comm.  F.  Caldarera  di  commemo- 
rare, in  apposita  adunanza  straordinaria,  il  compianto  Tesoriere  Porcelli.  Il  Circolo  esprìme  le  sue 
»»fonde  condoglianze  e  approva  la  superiore  proposta. 

Il  Presidente,  con  profondo  rammarico,  compie  altro  dolorosissimo  ufficio  nel  dare  alla  Società 
L  triste  annuncio  della  morte  del  socio  Victor-Ma yer-Amédée  Mannheim,  colonnello  di  Artiglieria  al 
».poso,  professore  onorai  io  della  Scuola  Politecnica  di  Parigi,  commendatile  della  Legion  d'Onore,  av- 

•)  Pei  verbali  precedenti,  vedi  :  t.  I,  pp.  1-28,  45-88,  119-1(6,  >79*390;  t.  II,  pp.  77-96,  152,  184-188;  t.  III,  pp.  2)0-135, 
*"3l-*78;  «•  lv»  FF-  6Î"7*.  275-286;  t.  V,  pp.  279-288,  319-324;  t.  VI,  pp.  155-164;  t.  VII,  pp.  37.48,  309-312:  t.  VIII,  pp.  166- 
l**i  t.  IX,  pp.  203-272;  t.  X,  pp.  $8-40;  t.  XI,  pp.  181-188;  t.  XII,  pp.  je 7-511;  t.  XIII.  \y.  374-380:  t.  XIV,  pp.  303-311; 
—  XV,  pp.  IJ8-1ÒO,  300-370;  t.  XVI,  pp.  2.14-206;  t.  XVII,  pp.  108-172,  }8o-j8y;  t.  XVIII,  pp.  199-204,  221-123,  386-389; 
— .  XIX,  pp.  31O-319;  t.  XX,  pp.  57S-380,  38t;  t.  XXI,  pp.  128,  118-220,  386-388,  dei  Rendiconti;  e  vit.  1  (ar.no  1906),  pp.  48-51, 
E^4i,  76-78,  di  questo   Supplemento. 

Per  le  pubblicazioni  ferii  diche  e  ut  n  périodicité  ricevute  .in  dono  o  in  cambio  dei  Rendiconti  e  presentate  nelle  varie  adu- 
h«Mlc,  neJi,  in  questo   Supplem,nio,  la  lubrica:  •  Bollittivo  dilli  fcbblicaiiomi  bici  veri  dalla  So  cu  Ti  •. 

Smftl.  Rena.   Cirt.  Mattm.  Palermo,   voi.  II  (194.7).  —  Stampato  il  22  aprile  iy07 
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venuta  in  Parigi  Pu  dicembre  1906  all'età  di  75  anni.  Ricorda  i  servia 
geometra  francese.  Il  Circolo  esprime  le  sue  profonde  condoglianze. 

Elezione  del  Tesoriere.  —  Il  Presidente  legge  gli  Art.  14  e 
zione  e  alle  funzioni  dell'Ufficio  di  Presidenza.  Si  procede  quindi  alla  1 
la  carica  di  Tesoriere  in  sostituzione  del  compianto  Ingegnere  S.  Por« 
mità  F  Ingegnere  Ester  Paolo  Guerra. 


ADUNANZA  DEL  13  GENNAJO  1907. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

sioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori  :  William  Ralph  Wes* 
Adam  Bell  Stewart  (Cairo)  [566]  ;  Prof.  Peter  Ludvig  Mejdell  Sy 
milian  Haberlamd  (Neustrelitz  >/m)  [$6S\;  Dr.  Edward  Kasner  (N 
William  Joseph  Graham  (Minneapolis,  Minn..  U.S.A.)  [570]; 
(St.-Pétersbourg)  r57?J  ;  Dr.  Eugenio  Elia  Levi  (Pisa)  r57*];  Dr.  A 
milton,  N.  Y.,  U.S.A.)  [573]  ;  Prof.  Benjamin  Franklin  Yanney  ( 
Giovanni  Hagen  S.  J.  (Roma)  [575];  Dr.  Emily  Coddimgton  (New 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

CAPELLI  :  Sulla  mutrie*  di  Sylvester  per  la  risultante  di  due  fu 

VITALI  :  SulV integrazione  per  serie. 

SBRANA  :  Le  congruente  W  con  superficie  media  piana. 


ADUNANZA  DEL  27  GENNAJO  1907. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  Prof.  Dr.  C.  G.  Rockwooi: 
Onoranze  al  Prof.  Ulisse  Dini.  —  Su  proposta  del  Presides 
presa  dalla  Facoltà  di  Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali  della  R. 
degnamente  l'illustre  Prof.  Ulisse  Dini,  membro  del  Consiglio  Direttiv 
40°  anniversario  della  di  lui  nomina  a  professore  nella  detta  Università 
e  si  riserva  di  farsi  rappresentare  in  tale  occasione. 

Ammissioni.  —  Sono    eletti    soci    i    signori  :    Dr.    Johannes    M 

Prof.  James  Hopwood  Jeans  (Princeton,  N.J..  U.  S.  A  )  r  3  7^  ]  ;  Dr.  1 

Arbor,  Mich.,  U.S.A.)  [570J;  Dr.  Krnst  Julius  Wilc/.yn^ki  (Merkel« 

Rudolph  Ette  (Kóbenhnvn)  ["581 1;  Prof.  Henry  Volkmar  Gummere(P 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

LÜROTH  :  Zur  Transformation  der  Koordinaten  in  Räumen  konsta 
POINCARÉ  :  Les  fonctions  analytiques  de  deux  variables  et  la  repi 
AMA  LDI  :  Sui  complessi  di  rette,  che  ammettono  un  gruppo  continu 


ADUNANZA  DEL  io  FEBBRAJO  1907. 

(Presidenza   del   Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  Dr.  Eugenio  Elia  Levi  rin; 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori  :  Dr.  Heinrich  Wielej 
Prof.  Dr.  Buz  M.  Walker  fStarkville.  Mi**.,  U.  S  A.)  I5K4J;  Dr.  Oli 
bing-Falsterj  [585J;  Dr.  Giovanni  Zeno  Giambelli  (Turino)  L586J  ;  A.ntc 
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Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

EMCH  :  The  Configurations  of  the  Points  of  Inflexion  of  a  Plane  Cubic  and  their  Harmonic  Polars. 
BRUSOTTI  :  Ricerche  sui  fasci  di  quadriche  in  uno  spazio  ad  n  dimensioni. 


ADUNANZA  DEL  24  FEBBRAJO  1907.  [466']. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiarli). 

Corrispondenza.  —  1  nuovi  soci  signori  :  Giambelli,  Graham,  Sellerio,  Wieleitner  ringra- 
per  le  loro  nomine. 

Ammissioni.  —  Sono  eietti  soci  i  signori:  Dr.  Modestino  Tavani  (Sassari)  [588];  Dr.  V. 
^aälheim-Gyllensköld  (Stockholm)  [589J  ;  Dr.  Jean-Armand-Marie-Joseph  de  Séguier  (Paris) 
•90J;  Ing.  Michele  Greco  (Palermo)  [591]. 


ADUNANZA  DEL  io  MARZO  1907.  [467*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiarli). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  Dr.  Tavani  ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori:  William  John  Greenstreet  (Stroud,  Glos.)  [592J; 
of.  Dr.  Karl  Zaiiradnìr  (Brunn)  [591);  Nino  Maltese  (Palermo)  [594J. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

FUBINI  :   //  principio  di  minimo. 

LUDWIG  :  Ober  den  Zusammenhang  da  Bei  ührung strans formationen  der  Kreise  einer  Ebene  mit 
*9  eonformen  Abbildungen  des  Raumes. 


ADUNANZA  DEL  24  MARZO  1907.  [468*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  sig.  Nino  Maltese  ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori:  Prof.  José  Ruiz-Castizo  (Madrid)  T595J;  Dr.  Giu- 
?*pe  Pucciano  (San  Demetrio  Corone)  [596];  Frederick  William  Frankland  (Foxton)  [597]; 
>ist  Georg  August  Graf  Wilding  von  KönigsbrOck,  Principe  di  Radalì  (Dresden)  [598]; 
of.  James  Harris  Scarborough  (Warrensburg,  Mo.,  U.S.A.)  I599];  Prof.  Robert  Daniel  Car- 
«iael  (Anniston,  Ala.,  U.  S.  A.)  [6coJ  ;  William  Charles  Brenke  (Cambridge,  Mass.,  U.  S.  A.) 
01];  Gaetano  Lo  Giudice  (Palermo)  [602];  Rev.  Alan  Spencer  Hawkesworth  (Pittsburgh,  Pa., 
-  S.  A.)  r6o3J;  George  Barrows  Obear  {Providence,  R.  I.,  U.  S.  A.)  [604]. 

Il  Tesoriere  fa  conoscere  che  il  nuovo  socio  Conte  Wilding  Principe  di  Radalì  ha  fatto,  ai 
ssi  dell'Art.  1 1  dello  Statuto,  il  versamento  in  unica  volta  di  Lire  300»  che  gli  conferisce  il  titolo  di 
zeio  perpetuo  e  lo  esonera  dal  pagamento  della  contribuzione  annua. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

PIZZETTI:  Confronto  fra  gli  angoli  di  due  triangoli  geodetici  di  eguali  latL 

GIAMBELLI:  Sul  luogo  dei  punti  di  contatto  delle  ipersuperficie  di  due  iati 


ADUNANZA  DEL  14  APRILE  1907.  [4 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  signori  Lo  Giudice,  Pucciano 

r  le  loro  nomine. 
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Onoranze  al  Prof.  Paul  Gordan.  —  Su  proposta  del  Presidente,  il  Grcolo  si  assodi 
onoranze  che  saranno  rese  al  socio  Prof.  Paul  Gordan,  in  occasione  del  700  anniversario  della 
nascita,  che  ricorre  il  27  aprile  1907;  fa  voti  che  l'illustre  e  venerando  Maestro  venga  conservato 
lunghi  anni  alla  scienza  e  all'insegnamento;  e  delibera  di  pregare  il  socio  Prof.  Noether  di  rap 
sentarlo  alla  festa  scientifica  che  avrà  luogo  per  tale  occasione  in  Erlangen. 

Ammissioni.  —  Charles  Otto  Günther  (Hoboken,  N.J.,  U  S.A.)  [605J;  Prof.  Chu 
S.  Slichter  (Madison,  Wis.,  U.  S.  A.)  [606 J  ;  Prof.  Dr.  Moritz  Benedict  Cantor  (Heidelberg)  [k 
(su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza). 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

CALAPSO  :  Sui  sistemi  tripli  ortogonali  nello  spazio  euclideo  e  sui  sistemi  normali  di  circoli. 

MOLLER  UP:  Sur  les  sous-ensembles  bun  ordonnés  du  continu. 

BOR  EL  :  Sur  quelques  fonctions  entières. 

BURAL1-FORTI  e  MARCOLONGO  :  Per  l'unificazione  delle  notazioni  vettoriali  (Nota  T). 

//  Segretàrio:  6.  DI  SI  HOHL 

Soci  residenti.     ...  

Stato  della  Società  al  14  aprile  1907      ^     Soci  non  residenti  dimoranti  in  Italia 1 

Soci  non  residenti  dimoranti  all'Estero j 

Touki 


ONORANZE   AL   PROF.   ULISSE   DINI 

(Circolare). 


Chiarissimo  Signore, 


Pisa,  Genniio  loxrj. 


Il   16  Ottobre  1907  il  Prof.  Ulisse  Dini,  Senatore  del  Regno,  compirà  il  400  anno  dalla  sua 
mina  a  Professore  nell'Università  di  Pisa. 

A  tutti  i  cultori  della  scienza  sono  noti  i  grandi  meriti  di  lui  come  matematico  e  come  insegai 

Questa  Facoltà  di  Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali,  che  si  onora  di  averlo    nel    suo  * 

ha  pensato  in  tale  occasione  di  rivolgersi  a  quanti  furono  o  sono  del  Dini  o  colleghi  o  discepoli  0 

miratoli  della  sua  opera,  perchè  vogliano  associarsi  a  lei  nel  far  degnamente  onore  al  grande  ime 

Le  invia  pertanto  una  nota  di  sottoscrizione  pregandola  di  voler  aderire  e  raccogliere  delle  aite 

e  delle  offerte. 

Con  ossequio, 

Per  la  Facoltà  di  Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Ntt 

della  R.  Università  di  Pisa, 

La  Commissione  : 

Prof.  Mario  Can  avari,  Preside  della  Facoltà; 

Prof.  Eugenio  Bertini; 

Prof.  Onorato  Nicoletti,  Segretario  Cassieri 

N.B.  —  Si  prega  di  rimandare  le   note   di    sottoscrizione    colle    relative   offerte    all'indinne 
Prof.  ONORATO  NICOLETTI,  Via  S.  Martino,  3,  p°  2°,  PISA. 
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IV°  CONGRESSO  INTERNAZIONALE 
DEI  MATEMATICI. 

ROMA,  6-II  aprile  1908  *). 


Comitato  organizzatore: 

P.  BLASERNA,  Presidente.  —  6.  CASTELNU0V0,  Segretario  generale.  —  V.  REINA,  Tesoriere. 
V.  CERRÜTI.  — A.  DI  LE66L-G.  PITTARELLi.  -  A.  SELLA.  — A.  TONELLI.-V.  VOLTERRA. 


Comitato  internazionale: 

Albeggiani  (M.  L.),  Appell  (P.),  Arzelà  (C),  Bazin  (H.),  Bertini  (E.),  Betocchi  (A.),  Bian 
chi  (L.),  Blaserna  (P.),  Capelli  (A.),  Castelnuovo  (G.),  Cerruti  (V.),  Colombo  (G.),  Dar« 
boux  (G.),  Del  Pezzo  (P.),  Del  Re  (A.),  Dini  (U.),  D'Ovidio  (E.),  Enriques  (F.),  Gebbia  (M.), 
Gordan  (P.),  Greenhill  (A.  G.),  Guccia  (G.  B.),  Hilbert  (D.),  Jordan  (C),  Klein  (F.), 
Léauté  (H.),  Levi-Civita  (T.),  Lorentz  (H.  A.),  Loria  (G.),  Maggi  (G.  A.),  AIittag-Leffler  (G.), 
Morera  (G.),  Noethur  (M.),  Ovazza  (E.),  Painlevé  (P.),  Pascal  (E.),  Peano  (G.),  Picard  (E.), 
Pincherle  (S.),  Pizzetti  (P.),  Poincaré  (H.),  Reye  (T.),  Ricci  (G.),  Segre  (C),  Siacci  (F.),  Som- 
GLiANA  (C),  Strutt  (J.  W.)  (Lord  Rayleigh),  Tonelli  (A.),  Torelli  (G.),  Venturi  (A.),  Vero- 
nese (G.),  Voigt  (W.),  Volterra  (V.),  Waals  (J.  van  der),  Weber  (H.),  Weingarten  (J.), 
Zeuthen  (H.  G.). 


Segretario  generale  del  Comitato  organizzatore: 
Prof.  G.  CASTELNUOVO,  5,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  ROMA  (Italia). 


*)  In  questa  rubrica  si  pubblicheranno,  (fora  innanzi,  tutte  le  notizie  relative  al  Con- 
gresso, a  mano  a  mano  che  ci  saranno  comunicata  dal  "  SEGRETARIO  GENERALE  del  QUO- 
TATO ORGANIZZATORE,,. 


SUPPLEMENTO    At   REHD/CÔNTt    DEL    CÌRCOLO    MATEMATICO  Ot  PALEHUO. 


(Circolare  N*  1). 


Roma,  Genüfljo   r 

Chiarissimo  Signore  e  Colht 

II  Comitato  organizzatore  si  onora  di  in- 
vitare la  S.  V.  a  prender  parte  ul  IV°  Congresso 
Internazionale  dei  Matematici  che  ■  terra 

a  Roma  dal  6  att'n  Aprile  1908. 

.gresil  precedenti,  t  luogo 

a  Zurigo  (1S97),  Parigi  (1900),  Heidelberg  (1904); 
ed  appunto  in  questa  ultima  riunione  fu  scelta  Roma 
come  sede  del  successivo  Congresso. 

Il  nostro  Comitato  ha  voluto  porre  il  prossi- 
mo Congresso  sotto  gli  auspici  di  una  Larga  rap- 
presentanza internazionale  della  R.  Accademia  dei 
Lincei  e  del  Cìrcolo  Matematico  di  Palermo  *);  ed 
ora  si  adopera  con  ogni  cura  affinchè  il  Congresso 
riesca  degno  degli  illustri  scienziati  che  vi  interver- 
ranno, e  possa  recare  utili  servigi  alla  scienza. 

arandosi  ai  Emi  in  vista  dei  quali  questi  Con- 
gressi  nali  furono  partie  »larmente  istituiti, 

il  Comitato  ritiene    che,    nelle    condizioni    presenti 
della  Matematica,  dopo  un  secolo  di  licei 
se.  possa  riuscire  utile    e    gradito    dì    gettare    uno 
sguardo  sui  principali  risultati  ottenuti    sin    q 
sui  grandi  problemi  che  attirano  ancora  l'attenzione 

li  tematici. 

Ci  siamo  adoperati  perciò  ad  organizzare  una 
serie  di  conferenze  atte  a  dare  una  idea  deilr 
attuale  dei  principali  rami  delle  scienze  matematiche 
e  delle  loro  applicazioni  Siamo  lieti  di  annui 
che  i  Sigg.  G.  Darboux,  A.  R.  Forsyth,  D.  Hil- 


')  A  fornir  parte  del  Comitato  wti iuhov ali  (pag    5) 
furono  EaVfiMJ    i -1   Prendente  della  R.   Accademia   dei   I 
Iftftà   delle  »eihm  di  Mitctiiatùa  e  M 
idemia  ateaaa,  ed  il  Rreiidemr  Comi-       et  de  Mécanique  da  •   Pftoàdkvl    ft 

glu*    i  ,io  Malcauti*«,*  di   Palerau.  Membres  du  "  Cooaifiiu   Diretti  ti 

I  di  Palermo,,. 


Rome,  Janvier  1907. 

Monsieur  et  tris  honoré  Conjure^ 

Le  Comité  d'organisation  a  rhonneur  de 
vous  inviter  à  prendre  part  au  IV'»*  Coter«  In- 
ternational des  Mathématiciens,  qprf  aura  lieu 

à  Rome  du  6  au  11  Avril  1908* 

Les  Congrès  précédents   ont   été    tenui 
(1897),  a  Paris  (1900),  a  Heidelberg  (1904);  cal 
précisément    pendant   cette  dernière    réunion  que 
Rome  fut  choisie  coi  c  du  Congres  s 

Nuire  Comité  a  voulu  mettre  ce  Congrès  sous 
les  auspices  d'une  Commission  internationale  k 
Membres  de  la  «  R.  Accademia  dei  Lincei  ■  et  do 
«Circolo  Matematico  di  Palermo»  #).  et  a  7 
il  fera  de  son  mieux  afin  que  le  Congrès  soit  digne 
des  illustres  savants  qui  voudront  y  assister,  ci 
afin  qu'il  puisse  rendre  d'utile*  :  la  Science 

En  s'inspirant  au  but  pour  lequel  ces  Congrès 
internationaux  ont  été  particulièrement  institués,  Ir 
Comité  pense  que,  vu  les  conditions  pi 
Mathématiques,  après  un  siècle  de  recherches  nom- 
breuses et  profondes,  il  pourra  être  utile,  et  même 
agréable,  de  jeter  un  regard  sur  les  principles 
résultats  obtenus  jusqu'ici,  et  sur  les  grands  pro- 
blèmes qui  attirent  encore  l'attention  des  Mathé- 
maticiens. 

Nous  avons  par  conséquent  organisé  une  séné 
de  conférences  qui  pourront  donner  une  idée  et 
l'état  actuel  des  principales  branches  des  Mathé- 
matiques et  de  leurs  applications*   Nous    sommes 


*)  M.  le  Preaïdent  de  la  ■  R.    Accalcai 
invite  à   presa  r*  pari  tu  CokitI    laTftftaUTtOttaa.    (f-ag*    ]>  la 
Membrea  ttaDena  m  étrangers   dea  SeetlCM    de 
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RT,  F.  Klein,  H.A.  Lorentz,  G.  Mittag-Lef- 
er,  S.  Newcomb,  É.  Picard,  H.  Poincaré,  ac- 
giiendo  i  nostri  propositi,  hanno  aderito  a  tenere 
seduta  plenaria  discorsi  sopra  temi  che  verranno 
dicati  in  seguito. 

Con  altra  Circolare  potremo  precisare  il  pro- 
anima  del  Congresso  e  dire  quali  accoglienze  sa- 
mno  offerte  agli  scienziati  che  interverranno.  Oggi 
Dgliamo  soltanto  richiamare  l'attenzione  della  S.  V. 
J  questo  avvenimento  scientifico,  che  avrà  luogo 
dfaprile  del  1908. 


Il  Comitato  organizzatore: 

P.  Blaserna,  Presidente.— G.  Castelnuovo, 
gretario  generale, — V.  Reina,  Tesoriere. — V.  Cer- 
iti.—A.  Di  Legge. — G.  Pittarelli.— A.  Sella 
-A.  Tonelli.— V.  Volterra. 


heureux  de  pouvoir  annoncer  que  MM.  G.  Dar- 
boux,  A.  R.  Forsyth,  D.  Hilbert,  F.  Klein, 
H.  A.  Lorentz,  G.  Mittag-Leffler,  S.  Newcomb, 
É.  Picard,  H.  Poincaré,  accueillant  notre  idée, 
ont  consenti  à  faire  dans  les  séances  plénières  des 
Conférences  sur  des  thèmes  qui  seront  indiqués 
par  la  suite. 

Dans  une  autre  Circulaire  nous  pourrons  vous 
préciser  le  Programme  du  Congrès  et  des  réceptions 
offertes  aux  savants  qui  voudront  bien  y  prendre 
part. 

Nous  nous  bornons  aujourd'hui  à  rappeler 
votre  attention  sur  cet  événement  scientifique,  qui 
aura  lieu  au  mois  d'avril  1908. 

Le  Comité  d'organisation: 

P.  Blaserna,  Président.— G.  Castelnuovo, 
Secrétaire  général  — V.  Reina,  Trésorier.— V.  Cer- 
ruti.— A.  Di  Legge. — G.  Pittarblll— A.  Sella. 
—A.  Tonelli.— V.  Volterra. 


//  Congresso  verrà  diviso  In  quattro  sezioni: 

I.  Aritmetica,  Algebre,  Anelisi. 

II.  Geometrie. 

III.  Meccanica,   Fisica   Matematica,  Applicazioni 
irle  della  Matemetlce. 

IV.  Questioni  filosofiche,  storiche,  didattiche. 


Può  prender  parte  al  Congresso,  con  dritto  a  ri- 
vere  il  volume  degli  Atti,  chiunque  paghi  la   quota 
L.  26. 

GII  stessi  diritti  (fatta  eccezione  per  II  volume 
gli  Atti)  godranno  le  persone  di  famiglia  del  Con- 
easlstl  pagando  la  quota  dl  L.  16. 


Tesoriere  del  Congresso  è  II 
Prof.   VINCENZO  REINA, 

6,  Piazza  8.  Pietro  In  Vincoli,  ROMA  (Italia). 


Per  tutti  gli  schiarimenti   e    informazioni   rlfe- 
mtisl  al  prossimo  Congresso  rivolgersi  al  Segretario 
werale  del  Comitato  organizzatore: 
Prof.  G.  CASTELNUOVO, 

5,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  ROMA  (Italia). 


Le  Congrès  sera  divisé  en  quatre  sections: 

I.  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse. 

II.  Géométrie. 

III.  Mécanique,  Physique  mathématique,  Mathé- 
matiques appliquées. 

IV.  Questions  philosophiques,  historiques  et  di- 
dactiques. 

Pour  prendre  part  au  Congrès  et  avoir  droit  au 
volume  des  Comptes  rendus  des  séances,  Il  suffit  de 
verser  26  francs. 

Chaque  personne  appartenant  à  la  famille  d'un 
Membre  du  Congrès,  jouira  des  mêmes  avantages 
(exception  faite  pour  le  volume  des  Comptes  rendus) 
en  payant  16  francs. 


Le  Trésorier  du  Congrès  est  M.  le 
Prof.  VINCENZO  REINA, 

5,  Piazza  8.  Pietro  In  Vincoli,  ROME  (Italie). 


Pour  tous  les  renseignements  se    rapportant   au 
Congrès,  s'adresser  au  Secrétaire  général  du  Comité 
d'organisation  : 
Prof.  G.  CASTELNUOVO, 

6,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  ROME  (Italie). 


Rom«  Januar  roo?, 

Hochgeehrter  Herr  f 

DisOiGANtüATioMsKOMrrtE  hat  die  Ehre,  Sic 

zur  Thetinahmc  *n  dem  IV.  Internationalen  Mathe- 
matiker-Kongresse cmfuhden,  der 

in  Rom  vom  6*  bi»  zum  Eft,  April  jgoS 

stattfinden  soll.  Wie  Ihnen  bekannt,  fonden  die 
früheren  Kongresse  in  Zürich  (1897),  in  Paris  (tooo), 
und  is  Heidelberg  ('904)  Mtttj  UH  dieser  letzten 
Ventammïung  wurde  Rom  aum  Sitae  de*  nächsten 
Kongresse*  gewählt* 

Unser  Komitee  hat  den  Kongress  unter  die 
Leitung  do«r  zahlreichen  internationalen  Vertre- 
tung der  <i  R.  A  cci derm  a  dei  Lined  *  und  des 
*CÌrcok>  Matematico  di  Palermo»  gestellt  *},  und 
wird  sein  Möglichstes  tun,  du  mit  der  Kongress 
der  hervorragenden  Gelehrten,  die  an  ihm  theil- 
nchmen,  würdig  ausfalle,  und  der  Wissenschaft 
^utc  Dienste  leiste. 

Indem  e*  sich  ^on  den  Zwecken  leiten  lisst, 
für  welche  diese  internationalen  Kongresse  gerade 
gegründet  wurden,  glaubt  das  Organisa  rions  ko  mi  tee, 
dass,  bei  de  u  gegenwärtigen  Stande  der  mathe- 
matischen Wissenschaften,  nach  einem  JahrhunJen 
unermüdlicher  Forschung,  es  nützlich  und  willko  11- 
men  sein  wird,  einen  Überblick  über  die  haupt- 
sächlichsten bis  jetzt  erreichten  Resultate  zu  geben 
und  zugleich  die  wichtigsten  Fingen  zu  beleuchten, 
die  heute  im   Vordergründe  stehen. 

Wir  haben  uns  daher  bemüht,  eine  Reihe  von 
Vorträgen  anzuregen,  die  eine  Anschauung  des 
gegenwartigen  Standes  der  mathematischen  Wissen- 
schaften, und  deren  Anwendungen  zu  geben  be- 
stimmt sind.  Zu  unserer  Freude  können  wir  Ihnen 
mitteilen,  dass,  diesen  Ansichten  freundlich  entge- 
genkommend, die  Herren  (i  Darboux,  A.  R. 
Forsyth,  1).  Hilbert,  F.  Klein1,  H.  A.  Loren  rz, 
G.  Mi  ri'AG-LEFFLER,    S.    Nkwcomb,    E.    Picard, 


Roir 

Dtar  Sir, 

The  Committee  of  Orgakuj 

honour  qf  inviting  you  to  attend  tl 
lional  Congress  of  Mathematicians, 

in  Rome  from  the  6«*  to  the  it1 

The  proceeding  Congresses  we 
know,  at  Zurich  (1S97),  Pans  (i?< 
09"4)f  and  it  was  at  the  [*$*  n; 
Rome  was  chosen  for  the  next  Cc 

The  Committee  has  decided 
Congress  shall  be  held  under  the 
Urge  international  Commission  of 
demia  dei  lincei  *  and  of  the  ■  C 
tico  di  Palermo»  •);  and  every  c* 
to  ensure  the  Congress  being  worr 
sirious  scientists  who  will  attend  it 
as  will  render  real  service  to  Scier 

Keeping  in  mind  the  objects  f 
international  Congresses  were  espe 
the  Committee  has  thought  that, 
condition  of  Mathematics,  after  a, 
tense  research,  it  would  prove  n.ef 
ta  c;T::.t  a  glance  over  the  piHncîfVïî 
up  to  now,  and  over  the  ^ieat  r 
still  attract  the  attention  or"  mathen 

We  have  done  our  best  to  or 
of  lectures  which  might  irive  som 
present  condition  o(  the  principal  b 
thematical  Science,  and  of  its  app.i 
happy  to  announce  that  our  plan  hj 
by  Prof.  G.  Darboux,  A.  R,  For; 
bert,  F.  Kleint,  H.  A.  Lores  vl 
Leffler,  S.  Newcomb,  lì.  Picard 
They  have  consented  to  deliver  iec 
mes  which  will  be  indicated   later   e 

We  hope  in  a  subsequent  con 
announce  the  definite  Programme   1 


*)   /u     Thedtuhmc   ami    intlrnationali  N    KoMirti.     (S.     5)  *)   To  firm   a    part    ef  the  Imtirnatioxa 

smd,    vi  m    Präsidenten    der        K .     Acc.nicmi..     Ju     l.nia-,  ...     alle  the    Previeni   ut  the   «  R.    Accademia     Je«     L,: 

it.iliciiisJitn    utui     .i.,s\v.wîi-cM     Mitglieder     der     -i  ..a  ' ,  e  m.i  ti  s.  hen  the    Italian   and   foreign    Member?»    ttf  the    Sc; 

und    mccIum*Jien    Sektion    .1«  r    genannten    ,U  1  knur     ungeladen  tus    and    Mechanics    et'  the     Ac;  di  my     itself. 

worden,    a^-.erdein    der    Pr.s.dcni    uni    du    Mit-licJ.r  des  ..  Con-  And    the    membcib    of  the    «  CuumJìo  Dircttiv 

M-li.»    Difettive)   .   des    «  CuCu.u    Matematico   di    Païenne,».  Matematico   di    Palermo... 


IV°   CONGRESSO  INTERNAZIONALE  DEI  M  AT  Eté  AT  ICI.    ROMA,   8-11  aprile   1908.        9 


Poincaré  zustimmen,  in  den  Vollsitzungen  Vor- 
e  über  Themata  zu  halten,  die  später  angekün- 

werden  sollen. 

In  einem  weiteren  Zircular  werden  wir  das 
nue  Programm  des  Kongresses  und  alles  auf 
L  Empfang  der  Theilnehmer  Bezügliche  zur 
antnis  bringen. 

Wir  beschränken  uns  heute  darauf,  Ihre  Auf- 
arksamkeit  auf  den  Kongress,  der  im  April  1908 
aalten  werden  soll,  zu  lenken. 

Das  Organisationskomitee  : 

P.  Blase^ina,  Präsident. — G.  Castelnuovo, 
ter  al  sekretär.  —  V.  Reina,  Kassierer.  —  V.  Cer- 
ti.— A.  Di  Legge.— G.  Pittarelli.— A.  Sella. 
A..  ToNELU.  —  V.  Volterra. 


including  a  statement  of  the  receptions  which  it  is 
proposed  to  offer  to  the  Members  who  may  at- 
tend it. 

In  the  present  Circular  we  confine  ourselves 
to  directing  your  attention  to  the  importance  of 
the  approaching  Congress  in  its  bearing  on  the  de- 
velopment of  mathematical  Science. 


The  Committee  of  Organization  : 

P.  Blaserna,  President.  —  G.  Castelnuovo, 
Generai  Secretary. — V.  Reina,  Treasurer.— -V.  Cer- 
ruti.— A.  Di  Legge. — G.  Pittarelli. — A.  Sella. 
—  A.  Tonelli  —  V.  Volterra. 


Der  Kongress  wird  aus  vier  Sektionen  bestehen  : 
I.  Arithmetik,  Algebra,  Analysis. 

II.  Geometrie. 

III.  Mechanik,  Mathematische  Physik,  Angewandte 
tthematlk. 

IV.  Philosophische,  historische  und  didaktische 
Hen. 

Jeder,  der  die  26  Franken  betragende  Einschreibe- 
*)öhr  bezahlt,  darf  am  Kongress  teilnehmen  und 
iält  den  Band  der  Verhandlungen. 


The  Congress  will- be  divided  into  four  sections: 

I.  Arithmetics,  Algebra,  Analysis. 

II.  Geometry. 

III.  Mechanics,  Physical  Mathematics,  Various  ap- 
p/lcations  of  Mathematics. 

IV.  Philosophical,  historical  and  didactical  questions. 


Für  die  Familienmitglieder  der  Teilnehmer  am 
igresse  (Band  der  Verhandlungen  ausgeschlossen) 
ragt  die  Einschrelbegebühr  75  Franken. 


Kassierer  des  Kongresses  ist 
*rof.    VINCENZO   REINA, 

6,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  ROM  (Italien). 


För  alle  auf  diesen  Kongress  bezüglichen  Auskünfte 
inde  man  sich  an  den  Generalsekretär  des  Organisa- 
nskomttee  : 

*rof.  G.  CASTELNUOVO, 

5,  Piazza  S.  Pietro  In  Vincoli,  ROM  (Italha). 


Any  one  who  pays  the  fee  for  membership  of  25 
francs,  will  be  admitted  to  the  Congress  and  will  re- 
ceive the  volume  of  the  Proceedings. 

The  same  rights  (with  the  exception  of  that  of 
receiving  a  volume  of  the  Proceedings)  will  be  granted 
to  the  families  of  Members  fer  the  fee  of  16  francs 
for  each  person. 


The  Treasurer  of  the  Congress  Is 
Prof.    VINCENZO  REINA, 

6,  Piazza  8.  Pietro  in  Vincoli,  ROME  (Italy). 


For  all  Information  in  regard  to  the  Congress 
please  apply  to  the  General  Secretary  of  the  Com- 
mittee of  Organlzatkm  : 


-02: 


Suppl.  Rend.  Gre.  Mottm.  Pëkruf,  nL  1 


SUPPLEHEHTO  At  RENÙtCOHTI   DEL    CIRCOLO*  HATE  M  ATIÛO  Ol 


SOCIETÀ  ITALIANA  PER  IL  PROGRESSO  DELLE  SCIENZE. 


(Circolare). 


Romut  mj  Gtnu 


Illustrissimo  Signore, 


Nel  Congresso  dei  Naturalisti  Italiani  tenutosi  a  Milano  nel  settembre   1906  fu  fatto 
per  la  costituzione  di  una  Serietà  Italiana  per  il  pregresso    delie  Sciente,  La   propos  ta»  che 
nime  consenso  neu*  Assemblea,  è  la  manifesta  rio  ne  di  un  desiderio  e  di  un  bisogno  se  : 
da  molto  tempo  presso  tutte  le  nazioni,  che  prendono  parte  al  grande  movimento  scientìfico  rood 

Vigorosi  frutti  hanno  portato  associazioni  consimili,  come  è  ben  noto,  ìn  Inghiltena 

nania  dal  1822,  in  Svizzera  Jdl  1815,  in  Francia  dal  1864,  negli  Stati  Uniti  d'America  dal 
ed  in  tempi  recenti  nell'Australia  e  nell'Africa  del  Sud;  fra  queste,  l'Associazione  Britannica  via 
sul  tati,  che  possono  dirsi  gloriosi. 

In  Italia  un  primo  Congresso  di  scienziati  fu  tenuto  nel   1859  a  Pisa;  e  ad  esso  seguirono 
Congressi  tenuti  a  Torino  (1840»,  Firenze  (184t),  Padova  (1842),  Lucca  (1843),  Milano  (il 
(1845),  Genova  (1846),  Venezia  (1847),  s^na  (1862),  Roma  (187}),  Palermo  (18 

Se  però  i  risultati  seien  silìci  dì   queste  riunioni  nostre  meritano  larga  menzione,  bisogna 
che  l'intento  principale  seguito  in  esse  ebbe  carattere  politico;  e  tali  convegni   giovarono   roirabil 

M  rateila  mento  delle  forze  intellettuali  delle  varie  provi  ncie.  in  un  paese  che  voleva  e  cons 
proprio  risorgimento  a  nazione  unica. 

In  oggi  però  il  movimento  in  favore  della  ricostituzione  di  tali  congressi  si  ispira  unicame 
un  ideale  scientifico. 

Non  è  chi  non  senta  la  necessita  di  temperare  fra  i  cultori  della  scienza  la  tendenza  aU'eo 
specializzazione;  un  congresso  a  larga  rappresentanza  di  scienze,  che  hanno  punti  di  contatto  e 
comuni,  viene  n  meglio  disciplinare  le  riunioni  di  specialisti   dando  loro   nece  ite   una  b 

armonia  di  intenti.  E  gli  studio^  di  una  disciplina,  raccolti  a  fianco  di  ti    un.i    di: 

fine,  comprendono  meglio  gli  aiuti  reciproci,  che  poafiO&O  protarsi,  e  dall'analisi  fatta  à^  uri 
vista  speciale  possono  salire  a  vedute  e  comprensioni  filosofica  m  en  le  più  larghe 

In  molti,  ancora,  è  il  desiderio  di  una  solenne  manifestazione  nazionale  delle  scienze  di  fn 
paese,  il  quale  forse  non  apprezza  ancori  *\  suo  giusto  valore  l'importanza  della  ricerca  seien  til 
quale  forza  rappresenti,  per  la  prosperità  civile  ed  economica  di  una  nazione,  l'insieme  di  uorai 
del  culto  delle  scienze  hanno  fatto  lo  scopo  della  loro  vita- 
In  altri,  infine,  è  il  proposito  di  creare  in  Italia  una  vita  scientifica,  propriamente  detta,  < 
stenda  le  sue  radici  e  tragga  i  suoi  succhi  dalle  forze  vive  del  paese  stesso,  dà  che  non  può  n 
scire  di  straordinario  incremento  della  coltura  nazionale,  li  tale  scopo  verrà  raggiunto  col  riunir. 
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Ettore  Artini  —  Deputato  Pietro  Cardani  —  Giovassi  Choru 
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fonso Sella  —  Senatore  Vito  Volterra. 


rmazioni  o  comunicazioni  scrivere  all'indirizzo  :  Comitato  ».»tfacvv  mia. 
elle  Scienze,  Via  del  Collegio  Romano,  26,  ROMA, 
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PUBBLICAZIONI   NON   PERIODICHE 


A).  —  L  I  B  R  I  •). 


A  M  A  BUZZI  (L.).  —  La   ionizzazione  e  la  convezione  elettrica   nei   gas.    Uo 

con  molte    figure   intercalate  nel  testo.  Bologna,  1907.  Prezzo:  L  5-  [Ditta 
Chelli,  Bologna]. 


BERTLNI  (Eugenio),  Professore  della    R.    Università    di    Pisa,  —  Introduzione    alla   gè« 
protettiva  degli  iperspazi,  con  appendice  sulle  curve  algebriche  e  loro  singolarità 

lume  in-8cl  grande,  di  pagine  vi-426,  Pisa,  1907.  Prezzo:  L  14.  [Enrico  Sfoerri,  libraio-edito 

BURALI-FORTI  (Dott.  C.)  —  Lezioni  di  Aritmetica  pratica  con   210  eserciti,    570  pi 

17  tavole*  ad  uso  delh    scuole    secondarie    inferiori  (Ginnasio,  Scuola    tecnica.    Scuola    compiè 

f    Indizione  (accresciuta  e  riordinata).  Torino,  1907.  Prezzo:  L.  »,35.  [Osa   Editrice  G.  E 

s^ni  Gallizio,  Via  Garibaldi,  15,  Torino]. 

CHANDLER  (G    H.),    M.A.,    Professor    of    Applied    Mathematics,    McGill    Unta 
Elements  of  the  Infinitesimal  Calculus.  New  York,  1^07.  i2rno,  V  1-3x9  pages,  146  ! 
dollars  a.  (%  net).  [New  York:  John  Wiley  Sc  Sons. —  London:  Chapman 

DEL  RE  (Prot,  Alfonso),  —  Lezioni  di  Algebra  della  logica,  ad  uso  degli  fträ 

>  e  di  Filosofia  e  Lettere,  dettate  nulla  /?.   Università  di  Napoli,  Un  voi.  ii: 
pagine  vin-104.  Napoli,  1907.  Prezzo:  L.  3,50.  [Tipografia  della  R.  Accademia  delle 
Mat.,  diretta  da  Eugenio  de  Rubertis  fu  Michele,  Largo  S.  Marcellino  alTUnivc 


FAZZAR1  (Gaetano),  Professore  Ordinario  dì  Matematica  nel  R.  Liceo  «  Umberto  I  * 

—  Breve  storia  della  Matematica  dai  tempi  antichi  al  Medio  Evo.  Un  volume  i 

8,  della  Collezione:   Biblioteca  Sandron  di  Sciente  e  Leitete,    n°  35.    1907.    Prez» 

[Remo  Sandron  Editore,  Libraio  della  Real  Casa,  Milano-Palermo-Napoli]. 


MILLAR  (W.  J,),  CE.,  Secretary  Inst.  Engineers  and  Shipbuilders  in  Scodand;  At 
ciples  of  Mechanics»,  «  Studies  in  PI  s  «The  Clyde  from  its  Source  lo 

An  Introduction  to  the  Differential  and  Integral  Calculus.   H  mph$ 

to  Mechanical  Problems,  Seventh   EDITION!  London,   1^04,  [London:  Blackie  &  Son, 
Old  Bailey,  E,C  —  Glasgow  and  Dublin]. 


*)  Ptdi  quoto  Sommine,  vol,  1  (1906),  pp.  )-s,  36,  70-71,  97-**. 


BOLLETTINO   DELLE   PUBBLICAZIONI   RICEVUTE   DALLA    SOOIETX.  13 


fiULGUI  (Augnato),  Professore  nella  R.  Università  di  Bologna.  —  La  moderna  teoria  dei  feno- 
meni fisici  (radioattività,  joni,  elettroni).  Terza  edizione  considerevolmente  ampliata.  Un 
▼olurae  in-8°  grande,  di  pagine  xi-290,  della  Collezione  :  Attualità  scientifiche,  n°  3.  Bologna,  1907. 
brezzo:  lire  5.  [Ditta  Nicola  Zanichelli,  Bologna]. 

ÄIOLLOT  (J.),  Ingenieur  civil  des  Mines.  —  Les  carrés  magiques,  contribution  à  leur  étude. 

Un  volume  grand  in-8  (25  X  16),  de  vi-119  pages,  avec  311  figures.  Paris,    1907.  Prix:  5  fr.  [Li- 
brairie Gauthier-Villars,  55,  quai  des  Grands- A ugustins,  Paris  (6e)]. 

T^AFELMACHER  (Dr.  Angusto),  Profesor  de  Matemiticas  del  Institute  Pedagògico  de  la  Univer- 
sidad  i  del  Curso  militar.  —  Element  os  de  Aljebra  superior  para  el  uso  del  Cur  so  militar.  San- 
tiago de  Chile,  1906.  [Imp  rent  a  Moderna,  Moneda,  2015,  Santiago  de  Chile]. 


^^""EBLEN  (Oswald),  Preceptor  in  Mathematics,  Princeton  University  ;  and  LENNES  (N.  J.),  In- 
structor in  Mathematics  in  the  Wendell  Phillips  High  School,  Chicago.  —  Introduction  to  Infini- 
tesimal Analysis  Functions  of  One  Real  Variable.  New  York,  1907.  8vo,  vii-227  pages,  22 
figures.  Cloth,  dollars  3.00  net  (  8/6  net).  [New  York  :  John  Wiley  &  Sons.  —  London  :  Chapman 
&  Hall  Limited]. 

TOUNG  (W.  H.),  M.A.,  Sc.  D.,  Sometime  Fellow  of  Peterhouse,  Cambridge,  Lecturer  in  Higher 
Analysis  at  the  University  of  Liverpool  ;  and  YOUNG  (Grace  Chisholm),  Phil.  Doc.  (Göttingen), 
Formerly  Sir  Francis  Goldsmid  Scholar  of  Girton  College,  Cambridge.  —  The  Theory  of  Sets 
of  Points.  Cambridge,  1906.  [Cambridge  :  at  the  University  Press]. 

204.1907.  [Q.  B.  ftj 


B).—  OPUSCOLI  *). 

Adhémard  (R.  d*)>  Sur  V integration  des  equations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  du  type  hyperbo- 
lique. (Second  Mémoire).  Paris,  1906. 
Alasia  (C),  Su  di  un'equazione  differenziale  lineare  ed  omogenea.  Pavia,  1906. 

—  Ernest  Cesàro  (1859-1906).  Genève,  1907. 

—  Sugli  automor fismi  di  certi  gruppi  di  operazione.  Livorno,  1907. 

—  La  vita  e  V opera  scientifica  del  Prof.  Ernesto  Cesàro.  Pavia,  1907 

A  Mudi  (U.),  /  gruppi  continui  infiniti  primitivi  in  tre  e  quattro  variabili.  Modena,  1906. 

—  Sui  gruppi  continui  infiniti  di  trasformazioni  di  contatto  dello  spazio.  Torino,  1906. 

—  Sui  complessi  di  rette,  che  ammettono  un  gruppo  continuo  proiettivo.  Palermo,  1907. 

Amodeo  (F.),  Nuova  analisi  del  trattato  delle  coniche  di  Gérard  Desargues  e  cenni  su  J.  B.  Chauve  au. 
Napoli,  1906. 

—  Giuseppe  Battaglini  e  le  sue  opere  (ll/l   1826;  2*/4  1894).  Napoli,  1906. 

—  Ernesto  Cesàro.  Livorno,  1906. 

—  Brevi  cenni  sulle  sezioni  coniche  considerate  come  sezioni  di  un  cono  circolare  retto.  Napoli,    1907. 
Appell  (P.),  Sur  les  fonctions  harmoniques  uniformes  à  trois  groupes  de  périodes,  Palermo,  1906. 
Autonne  (L),  Sur  un  certain  domaine  holoide,  complet  et  bien  défini.  Paris,  1907. 

Beck  (A.),  Zur  abzahlenden  Geometrie.  Die   lnflexionen   und   die   Doppeltangenten  einer  ebenen   Kurve. 

Zürich  1906. 
Berzolari  (L.),  111  C  4.  Allgemeine  Theorie  der  höheren  ebenen  algebraischen  Kurven  [Encykl.  d.  * 

Wiss.].  Leipzig  1906. 


•)   Vedi  questo  Su»plemsxto,   vol.  I  (1906;,  pp.  $-10,  39-42,  71-72. 
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Berzolan  (L),  Sulle  curve  gè  ^ate  di  piani  stazionari  singolari  Milano»  r< 

Boccardi  ((■.),  Ann  onomko  pel  1907,  pubblicato  dal  R 

va).  Torino,  1907. 
Bonnesen  (T.),  Sur  les  séries    linéaires  triplement    infinies  de  courbes    algébriques  sur  une 

EjfML  Kòbenhavn,  1906. 
Bortolotti  iE .).  A  proposito  dell'articolo  del  Prof,  Capelli.  (Lettera  al  Prof.  Conti).  Bologna,  1 

—  Carteggio  di  Paolo  RufFini  con  alcuni  scienziati  del  suo  tempo,  relativo  al  teorema 
Intuita  di  equatori!  algebrici:-  rado  superiore  al  quarto.   Roma,   1 

—  Sulla  risolvente  di  Mat  fatti.   Cartéggio  inedito  di  P.  Paoli  *  P.  Ruffini*  Modena, 
Blusotti  (L>,  Hem  liriche  in  uno  spazio  ad  n  dimensioni.  Palermo,  1907. 
Buralì-Fortì  (C),  Sopra  alcune  operazioni  proiettive  applicabili  nella  meccanica,  Torino,   1906. 
Burgatti  (P.),                  rione  del  m*  i^ione  di  Riemann    aU'equa^l 

due  variabili  indipendenti.   Rona,  toc 

—  Sulle  condizioni    per   l'equivalenza  di    un'equazione   differenziale    lineare  e  della    su.. 
Uno,  1907. 

Calò  (BO,  Sulle  congruenze   rettilinee  le  cui   sviluppabili   toccano    una   delle  falde  focali  seca 
di  curvatura,  Napoli,  1906. 

—  Su  certe  flessioni  di  superficie  applicabili  sul  catenoide.  Napoli,   190e. 

—  Sopra  una  classe  di  superficie  spirali  e  sulle  superficie  che  hanno  un   sistetn  1  assi* 
a  to                 '  inte.  Napoli.    I 

Capelli  (A),  Sull'opportunità  di  dare  nell'i nsegtutmento  secondario  une  sviluppo  maggiore  alla 
combinatoria,  Bologna,  1906. 

—  Sulla  matrice  di  Sylvesteu  per  la  risultante  dt  due  funzioni  intere.  Palermo,   l£ 
Carathéodory  ft),   Über  die  starken  Maxima  und  Minima  bei  t  inj  ach  eri  Integralen.  Leipzig  1906. 
Castelnuovo  (6.),  Sulte  serie  algebriche  di  gruppi  di  punti  appartenenti  ad  una  curva  algehr 
Castelnuova  (6,)  et  Enriques  (F.),  Sut  les  in  impies  de   première  espèce  d'une  surface 

variété  algébrique  à  plusieurs  dimensions.  Pam,  1906. 
Caloria  (6.)»  Processo    verbale  delle   sedute    della  R.  Commissione   Geodetica  Italiana   tenute  tu  R< 

giorni  j,  4  e  6  Aprile  1906.  Bologna,  1906. 
Cerniti  (V),  Ernesto  CisAjto;  Commemorazione.  Roma,  1907. 

—  Ernesto  Cesàro;  Commemorazione.  Palermo,  l 

—  Discorso  pronunciato  in  Senaru  nella  tornata  del   16  marzo  1907,  Roma,  1907, 
Ciani  (E.).  Sopra  le  sesttche  gobbe  dotate  Ungenti.  Palermo,  1906. 

—  Recensione  del  libro:  «F.  Severi,  Complementi  di  Geometria  proiettiva  a,  Torino,   1906. 
Corey  (S.  A.),  A  Method  of  Approximation.  Springfield,  Mo.,  1906. 

—  Noie  on  Stirling^  Formula.  Cambridge,  Mass.,  1904. 

—  On  a  Set  of  Four  Linear  Associative  Algebraic  Units.  Springfield,  Mo.,  1907. 
De  Bonder  (Tho,  Sur  la  condition  des  6  points.  Bruxelles,   t 

—  Sur  les  formes  différentielles  m-ìinéaires.  Roma,  1907. 
Del  Pezzo  (P.),  Ernesto  Cesàro.  Napoli,  1906. 

—  Rapporto  sui  lavori  compiuti  dalla  R,  Accademia  delle  Scienze    Fisiche   e   Matematiche   di 
nell'anno  190Ó.  Napoli,  1907. 

Del  Re  (A.)»  La  Astatica  e  le  sue  rappresentazioni  prospettiche.  Napoli,  1906, 

—  Insegnamento  di  Geometria  descrittiva.  Napoli,  1906. 
Oenizot  (A.),  Ober  das  Foucault' sc he  Pendel.  Berlin  und  Leipzig  1906, 
Oingeldey  (F.),  Konstruktion  des  Krümmungsradius   hei    Kurven   mit   der  Gleichung    y  =  c x? 

pischen  Kurven),  Leipzig  1906. 
Emch  (A.)>  Mathematik  in  Natur  und  Kunst.  Solothuni  1906. 

—  Th$  configurations  of  the  points  of  inflexion  of  a  plane   cubic   and   their   harmonic   polars, 
Jermo,  1907, 
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(F.),  Sopra  le  superficie  algebriche  di  bigenere  uno.  Roma,  1906. 
I  (6.).  Sopra  alcune  superficie  del  40  ordine  rappresentabili  sul  piano  doppio.  Milano,  1906. 
1er  (W.)>  Zum  Gedächtnis  George  Salmon'*,  geboren  2$.  September  i8iq  in  Dublin,  gestorben  ebenda 
a.  januar  1904.  Leipzig  1907. 

tua  (Y.)»  Osservazioni  meteorologiche  fatte  nelVanno  190$    all'Osservatorio   della   R.  Università  di 
"orino.  Torino,  1906. 

Ni  (P.)s  Ober  Grenzwerte  von  Doppelintegralen,  die  den    bedingt   konvergenten,   einfachen    Integralen 
lalog  sind.  Wien  1906. 
si  (G.),  Sul  principio  di  Dirichlet.  (Da  una  lettera  al  Prof.  Beppo  Levi).  Palermo,  1906. 

Il  principio  di  minimo  e  i  teoremi  di  esistenza  per  i  problemi  al  contorno  relativi  alle  equazioni 
\e  derivate  parziali  di  ordine  pari.  Palermo,  1907. 

//  principio  di  minimo.  Palermo,  1907. 
S  (F.)>  Beitrage  zur  Theorie  der  elektrischen  Schwingungen  eines  leitenden  Rotationseil ip soldes.  (Inau- 
iral-Dissertation).  München  1906. 
ibelii  (G.  Z.),  La  teoria  delle  for  mole  d'incidenza  e  di  posizione  speciale,  e  le  forme  binarie.  Torino,  190$. 

Alcune  estensioni  del  «  Fundamentalsatz»  di  Noether  negli  iperspazi-  Torino,  1906. 

-  Sulle  varietà  rappresentate  coli' annullare  determinanti  minori  contenuti  in  un  determinante  simme- 
ico  od  emisimmeirico  generico  di  forme.  Torino,  1906. 

-  Le  varietà  rappresentate  per  mezz0  di  una  matrice  generica  di  forme  e  le  varietà  generate  da  sistemi 
neari  proiettivi  di  forme.  Roma,   1905. 

-  Sul  luogo  dà  punti  di  conlatto  delle  ipersuperficie  di  due  dati  sistemi  lineari.  Palermo,  1907. 
IO  (M.),  Esperienze  sulla  elasticità  di  taluni  calcari  della  Sicilia.  Torino,  1903. 

Sull'applicazione  della  teoria  degli  archi  elastici  alle  volte  in  muratura.  Palermo,  1903. 
Sopra  una  spaiale  disposizione  da  adattarsi  all'ascensore  idraulico  per  barche,  sistema  E.  Clark. 
*a  to,  1904. 

-  Esperienze  sulla  resistenza  al  taglio  delle  malte  di  cemento.  Torino,  1904. 

Determinazione  grafica  diretta  dell'asse  neutro  della  sezione  di  una  trave  in  cemento   armato,    sog* 
ita  a  flessione  retta  composta.  Torino,  1905. 

Sul  calcolo  della  sezione  e  delle  armature  di  una  trave  in    cemento  armato,   sottoposta   a  flessione 
tla  semplice.  Torino,  1905. 

mer  (A.),  Reformvor schlage  für  den  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen    Unterricht.    Leipzig 
id  Berlin   1906. 

ien  (C),  Démonstration  de  l'impossibilité  du  prolongement  analytique  de  la  série  de  Lambert    et  des 
ries  analogues.  Kóbenhavn,   1907. 

IR  de  la  Goupillière,  Centre  de  gravité  du  temps  de  parcours.  Coimbrt,  1906. 
kesworth  (A.S.),  Four  New  Theorems  Relating  to  Conjugate  Hyperbolas.  Springfield,  Mo.,  1904. 

-  Some  New  Ratios  of  Conic  Curves.  Springfield,  Mo.,  1905. 

-  Some  New  Metrical  Properties  of  Conic  Curves,  Springfield,  Mo.,  1905. 
ashi  (T.)>  On  Functions  having  an  Addition   Theorem.  Tokyo,  1906. 

Some  Questions  in  the  Hyperbolic  Geometry.  Tokyo,  1906. 
ashi  (T.)  and  Satô  (M.),  The  Symmedian  Point  of  a  Polylateral.  Tokyo,  1906. 

Zò'+k  z 
Aik(xy  y) =0(1  =  0,  i,  ...  p\  k  =  o,  1,  ...  </; 

-|-  q  =  n\  pq  z£  o;  Apq  =  1).  Upsala,  1898. 

-  Sur  l'inversion  des  intégrales  définies.  Stockholm,  1899. 

-  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  considérées  comme  fondions  de  leurs  valeurs  initiales» 
tockholm,  1899. 

-  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  et  sur  la  géuéraUea/1' 
ime  de  Dirichlet.  Stockholm,  1901. 
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Holmgren  (E.)»  On*  primtatens  fordelning>  Stockholm,  1902. 

—  Sur  Its  1  ut  fates  à  courbure  constante  négative  Paris,  tgoi, 

—  Ober  du  dit  GrundlÒsung  bei  einer  linearen  partiellen  Differ 
Ordnung  vom  elliptischeti   Typus,  Stockholm,  1905. 

—  Sur  l'extension  dt  la  method*  d'intégration  iU  Riemamk.   Stockholm,   1904- 

—  Üb^r  Randwertaufgaben  bei  eintr  linearen  Differentialgleichung  der  ^weiten 

—  Om    Cauchy'j   problem    vid    de    lineata    partitila    diffef entialeqx aitònerna 
Stockholm,  1906. 

—  Sur  la  théorie  des  equations  inU^  Stockholm,  1906. 
Hurwîtz  i  A.J.   Ober  dit                  m   Süll  steilen  der  hyper  geometrischen  Fun  à  tic 
Jolle«  (Sj.  Eine  einfache    synthetische    Ableitung   der    Grir  &    Büsche 

Leipzig  und  Berlin  1905* 

—  Die  FoÀ  >er  linearen  Strahltnkongruen  ig    1906. 
Kneser  (A.),  Konjugierte  Punkte  beim  isoperimetrischen   Problem.  Breslau    1906. 
König  (J,),   Ober  die  Grundlagen  der  Mengtnleine  und  das  Kontinuumpi obtenu    (Zwi 

dape^r  1906. 
Koenîgaberger  (L.),   Ober  die  Grundlagen  der  Mechanik.  Berlin  1906. 
Kahn  (IL)*   Ober  Flachen  iweiter  Ordnung,  wache  einander  wechselseitig  stufen    Lc 
Landau  (E),  Ober  den  ?\qk%ts%  sehen  Sat\.  Zürich  1906. 

—  Ober  die  Verteilung  de*  Primidwle  in  den  IdealMassm  einis  algebraist 

—  Ober  die  Konvergen\  einiger  Klassen  von  unendlichen  Reihen   am    Rande  des 
Wien  1906. 

—  Ober  einen  Konvergenisat^.  Gnmngen  1907. 

—  Übe  in^en  Zahl  als  Palermo» 

—  Der  Integrallogarithmus  und  die  Zahlentheorie,  !..  i^Oj. 

—  Übet   einen  Konvex  term  PhraGMÉn.  Stockholm   1907. 
Landsberg  (fìA  Ober  Reduktion  von  GUvchu»  mktion.  Berlin   1907* 

—  Zur   Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen.  München   i< 

—  Über  dit  ïmmumg.  Leipzig  1907 
Leb  ed  elf  (W.i,  DU  Theorie  der  Into 

tin  gen    tgoó. 
Lebeuf  (A.)*  $u*   um  nouvelle  démonstration  Havsen- 

—  XT  1 1'   Bulletin  iqué  dt  l'Observatoire  A 

—  XV IH    Bulletin  Météorologique  de  l'Observatoîrt  innée  r 

—  XV IV  Bulletin  Chronometrique  de  V Observatoire  National  de  Besancon.  A 
con,  janvier   1906. 

Lebon  (E.  1,  Theory  and  Construct;  blu  far  the  rapid  Determination    0 

S  umber.  New  York,  1906* 
Le  Roux  (J.),  Sui    le  groupement  des  intégrales  des  èe\ 

t  tables  indépendantes.  Rennes.  1906. 
Levi  (B,),  Sul  principio  di  Diiuchlet.  Palermo,  1906. 

—  Sul  principio  di  Diricht.et,  (Da  una  lettera  al  ProL  GuiOO 

—  Ancora  alcune  osservazioni  sulle  funzioni  derivate.  Roma,   1900. 

—  Sopra  le  funzioni  che  hanno  in  ogni  punto.  Roma,  1906. 

—  Dalia  pittura  alla  cartografia.  Cagliari,   1907. 
Levi-Civlta  (T.),  Sulla  penetratone  dei  proiettili  nei  met&i  solidi,  Veneria,   1906. 

—  Scie  e  leggi  di  resistenza,  Palermo,  Ï907. 
Liapounoff  (A.),  Sur  les  figures  d* équilibre  peu  différentes    des   eìlipsoìdes    d'une 

douée  d'un  mouvement  de  rotation.  —  Première  Pai  mk  du  problem  : 
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irig  (W.),  Projektive  Untersuchungen  über  àie  Kreisverwandtschaften  der  nichteuklidischen  Geometrie. 
"Karlsruhe  i.  B.  1904. 

(J.)>  Ober  die  Extreme  einer  Funktion  von  ^wei  oder  drei  varändet  liehen  Grössen.  München  1906. 
Eine  neue  Formel  für  e'en  Rest  der  Taylor' sehen  Reihe.  Leipzig  und  Berlin  1906. 
Über  Abbildung  von  Mannigfaltigkeiten.  Leipzig  1906. 

Zur  Transformation  der  Koordinaten  in  Räumen  konstanter  Krümmung.  Palermo,  1907. 
(R.)>  Contributions  à  la  théorie  des  fonctions  entières.  Upsal  1905. 
■tyer  (A.)>  Ober  den  Hilbert' sehen  Unabhängigkeitssatz  in  der  Theorie  des  Maximums  und  Minimums 

der  einfachen  Integrali.  [II.  Mitteilung].  Leipzig  1906. 
Bediel  (S.),  Sulle  omografie  e  correlazioni  non  singolari  in  uno  spazio  ad  un  numero  qualunque  ài  dimen- 
sioni. Napoli,  1906. 
"Mirtei  (E.  de),  Principii  Ai  teoria  e  à'appliczioni  dell'interesse  variabile.  Milano,  1906. 
lorera  (6.),  Alcune  considerazioni  sulle  funzioni  armoniche  ellissoiàali.  Roma,  1906. 

tyltor  (A.)»  Sur  l'équation  -j^  Tß  (x) ^-1  =  A  (x) y.  Bucarest,  1906. 

—  Sur  les  solutions  périodiques  des  équations  àifférentielles  linéaires.  Bucarest,  1907. 
ficoletti  (0.)»  S ulla  teoria  àelV iterazione.  Roma,  1906. 

Ileteen  (N.).  Sur  quelques  propriétés  nouvelles  des  fonctions  cylindriques.  Roma,  1906. 

—  Sur  le  développement  en  fraction  continue  de  la  fonction  Q  àe  M.  Prym.  Roma,  1906. 

—  Notiz  über  àie  Kugelfunktionen.  Wien  1906. 

—  Recherches  sur  les  fonctions  sphériques.  Kóbenhavn  1906. 

—  Sur  les  séries  àe  factorielles  et  la  fonction  gamma.  Paris,  1906. 

—  Sur  la  généralisation  à'une  formule  àe  Dirichlet.  Palermo,  1907. 
Mobile  (V.),  Ernesto  Cesàro;  Necrologia.  Bologna,  1906. 

Oeagne  (M.  d'),  Sur  la  représentation  \ar  points  alignés  de  l'équation  à'oràre  nomographique    $  la  plus 
générale.  Paris,  1907. 

—  Sur  la  rectification  approchée  des  arcs  àe  cercle.  Paris,  1907. 

Oettingen  (A.  von),  Die  perspektivischen  Kreisbilàer  àer  Kegelschnitte.  Leipzig,  1906. 
Olân  (J.  W.  Th.),  Trisectio  Arcus  et  Anguli.  Gothenburg  1906. 
Orlando  (L.),  SulVinàuzione  magnetica.  Roma,  1906. 

—  Nuove  osservazioni  sul  problema  àell'inàuz'ione  magnetica.  Roma,  1906. 

—  Sull'equazione  caratteristica  della  funzione  5p(m)  ài  Gauss.  Livorno,  1906. 

—  Sopra  un  noto  invariante  delie  forme  binarie  di  grado  pari.  Livorno,  1907. 

Pascal  (E.),  Sulle  matrici  formate  cogli  elementi  di  un  sistema  covariante.    (Estratto    da  una    lettera    al 
Prof.  T.  Levi-Civita).  Venezia,  1906. 

—  Sopra  una  proprietà  dei  àeter minanti   Wronskiani.  Torino,  1906. 

—  Sui  covarianti  angolari  di  una  forma  differenziale  ài  oràine  superiore.  Ro.na,  1906. 

—  Commemorazione  di  Ernesto  Cesàro.  Milano,  1906. 

—  Sui  determinanti  composti  e  su  di  un  covariante  astensione  delVHcs siano  di    una  forma   algebrica. 
Palermo,  1906. 

—  1  determinanti  ricorrenti  e  le  loro  proprietà.  Milano,  1907. 

—  17  concetto  della  Scienza  e  il  nuovo  disegno  di  legge  sui  trasferimenti  dei  professori  universitäre 
Milano,  1907. 

—  Su  di  una  generalizzazione  delle  forme  differenziali  e  dei  sistemi  covarianti  del  ealcolo  àifferenziale 
assoluto.  Palermo,  1907. 

—  Necrologia  di  Ernesto  Cesàro.  Pisa,  1907. 

—  1  delermitumti  ricorrenti  e  i  nuovi  numeri  pseudo-euleriani.  Milano,  1907. 

Paterno  (F.  P.),  Di  una  projezione  geografica  per  isviluppo  conico  equivalente.  Firenze,   1907. 
Pennacchiettl  (6.),  òtti  moto  di  rotolamento  (Memoria   ia).  Catania,  1906. 

Suppl.   Rtnd.  Circ.  Matern.  Palermo,   voi.  li  (1907).  —  Stampato  il  24  aprile   1907.  3 


Pennacchietti  (CL),  Sul  movimenti  lite™  uà 

Perazzo  (U/i.   Sopra  la  geometria 
ri  no,    1906. 

Pexlder  (H,  W.>,  Ober  eywmeirittbe  F 

—  Beitrag  fur  Zi 
Pieri  (M*).  Diw  0  *i*J/*  A*.-. 
Pizzetti  (P.)»  Sulla                            più  conveniente  lu* 

lermo,  1907. 

—  ili  tati.  Palermi),   1907. 
Poincaré  (H.;,                         of  SciêmCA  (Authorized   translation  by  Professor  G.  B-  Halsted).  t 

—  The  Pre  lent  and  the  Future  of  Mathematical    i 
v  York,   1906. 

—  :   représentation  conforme,   PaJct  iik   1907, 
Pringsheim  (A                                         esse  mit  km 

—  Übe  m [üex en    0 ludern.    Manchen  1 

—  Ober   én  EviKKSches   /\ 

—  Ob»  das  Additi  on  s- Theorem  der  elliptischen  Funktionen.  München  1906. 

—  Ober  das  Fourier  'sehe  Iute  taltheorem.  Lciprtg  1907. 
PyrkoBch,   Cher  eine  V»  1   1906, 
Quintili  (P,)>  Detenni  turatone  della  funzione  mm*  di  Green  p»  I  p  dimenò* 

»,  1906. 
Reina  (V.)  e  Barbieri  (U.).  föttwo  planime* 
Scuola  dà  tna.  Roma,  1906, 

—  La    Villi  Adriam;  guida  e  descrittone.  Roma,   1 
Rémoundóa  (6.).  &w  un<  prûpriétè  des  tra*: 

—  Sur  une  extension  iê  dm  f 
oràri,  ParU.  1904. 

—  Sur  Us  fonctions  entière 4  de     eure  nui.  Paris,  1904. 

—  Sur  le  cas  d'exception  de  M,  Picard  ti  1rs  multiform 

—  Sur  un  thlvrème  de   M.  .    théorie  .  ! 

—  Sur  es  nombre 

—  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  » 

—  Sur  les  fondimi  ti\ant  un  nomi* e  Jk 

—  Sur  le  tion  de  M.  Picard  ti  h  multiformes.  Paris,   19^ 

—  Sur  tes  \èros  d'une  classe  de  fonction  intes,  Toulouse,   1906 

—  Sur  la  onrissû  Paris,  1906, 

—  Sur  Us  fonctions  ayant  un  notnhre  Jini  de  ,,  1906, 

—  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des   nombres.   Parts,    l 
Reye  (Th.),  i  n  Bohjlueh 

mo,  1906, 
Ricci  (F-)î  Appunti  mila  cinematica  dei  moto 
Rindl  (S,)>  Sulla  ridurli 
Rodertberg  (C.j,  Ohm  dte  Schnitt  kurve    iwm  ue>:un    Ringßachen    una    ihr    /.e> 

Leipzig  1 

1— -     Geodätische  Linien  auf  Polyeder  flachen,  Palermo*   1906. 

—  Ge,  îàcbem.  Palermo,   1907. 
Romano  (F,),  Soft ü 

Rothe  (R).   Ob»   eine  mechan  vr   elliptischen    Transzendente 

—  Ober  die  Bekleidung    ein»    Oberfläche    unì   etnem    bie^ tarnen    unausâehnbarên   Net^.    Lcip* 
UeHiü  1906 
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(U.)»  Le  superficie  di  Serret  negli  spazi  a  curvatura  costante.  Roma,  1906. 
Sulle  trasformazioni  delle  superficie  a  linee  di  curvatura  coincidenti.  Roma,  1906. 
Le  congruente  W  con  superficie  media  piana.  Pakrmo,  1907. 
(P.  H.)  «  The  locus  of  the  cusps  of  a  threefold  infinite  linear  system  of  plane  cubics  with  six 
basepoints  a.  Amsterdam  1907. 
(T.  J.  J.),  Researches  on  the  rigidity  of  the  heavenly  bodies.  1906. 

—  The  Cause  of   Earthquakes,    Mountain    Formation   and    Kindred    Phenomena   connected   with  the 
Physics  of  the  Earth.  1907. 

(C.)>  On  Some  Tendencies  in  Geometric  Investigations.  (Translated  by  Dr.  J.  W.   Young).  New 
York,  1904. 

—  Le  congruence  rettilinee  W  aderenti  a  due  superficie  rigate.  Torino,  1907. 
(F.)»  Una  proprietà  delle  forme  algebriche  prive  di  punti  multipli.  Roma,  1906. 

(D.  M.  Y.),  On  the  Classification  of  Frequency-ratios.  1906. 
6i5rilier  (C.)>  On  the  tiajectories  of  electric  corpuscles  in  space  under  the  influence  of  terrestrial   magne- 
tisttty  applied  to  the  aurora  borealis  and  to  magnetic  disturbances.  Christiania  1906. 

—  Les  expediences  de  M.  Villard  et  sa  théorie  des  aurores  boréales.  Paris,  1906. 

—  Sur  les  trajectoires  périodiques  des  corpuscules  électriques  dans  l'espace  sous  l'influence  du  magné- 
tisme terrestre,  avec  application  aux  perturbations  magnétiques.  Paris,  1906. 

fetuyvaert  (M.),  t/»  théorème  sur  la  collinéation  et  la  réciprocité.  Paris,  1906. 
Fognoli  (G.),  Sulle  forme  differenziali  a  variabili  alcune  dipendenti  altre  indipendenti,  Milano,  1906. 
Sorelli  (R.),  Sui  sistemi  algebrici  di  curve  appartenenti  ad  una  superficie  algebrica.  Torino,  1907. 
VoMen  (0.)  and  Bussey  '(W.H.),  Finite  Projective  Geonuttries.  New  York,  1906. 
Sfilali  (G.)>  Sull'integrazione  per  serie.  Palermo,  1907. 

^fìterbi  (A.),  Sull'espressione  generale  della  gravità  all'esterno  di  un  pianeta,  del  quale  una  superficie  este- 
riore di  equilibrio  sia  un  ellissoide.  Roma,  1906. 

—  Sullo  sviluppo  di  alcune  speciale  funzioni  di  una  variabile  in  serie  di  funzioni  sferiche.  Palermo,  1907. 

—  Sulla  determinazione  del  potenziale  esterno  della  gravità  e  dell'equazione   del    Geoide,    mediante    le 
deviazioni  della  verticale.  Venezia,  1907. 

iVieleitner  (H.)»  Ober  die  Flächen  dritter  Ordnung  mit  Ovalpunkten.  [Inaugural-Dissertation].  Speyer  1901. 

—  Ober  die  mathematisch-physikalische  Lehr  auf  gäbe  und  die  Ausbildung  der  Fachlehrer  in  Königreich 
Bayern.  Leipzig  1903. 

—  Zwei  Anwendungen  der  sog.  Scheitelgleichung  der  Kegelschnitte.  Leipzig  1905. 

—  Bibliographie  der  höheren  algebraischen  Kurven  für  den  Zeitabschnitt  von  1890-1904.  Leipzig  1905. 

—  Ober  %yjei  Familien  von  rationalen  Kubiken.  Wien  1906. 

—  Die  Evoluten  der  Kegelschnitte.  Leipzig  1906. 

Young  (J.  W.)»  On  the  Holomor phisms  of  a  Group.  New  York,  1902. 

—  On  a  Certain  Gtoup  of  Isomorphisms.  Baltimore,  1903. 

—  On  the  Group  of  Sign  (o,  3  ;  2,4,  00)  and  the  Functions  Belonging  to  it.  New  York,  1904. 

—  On  the  Use  of  Hyper  com  pUx  Numbers  in  Certain  Problems  of  the  Modular  Group.  New  York,  1905. 

—  Functions  of  Real  Variables.  New  Y'ork,  1906. 

—  On  a  Class  of  Discontinuous  ^-Groups  Defined  by  Normal  Curves  of  the  fourth  Order  in  a  Space 
of  four  Dimensions.  Palermo,  1907. 

Young  (W.  H.  and  G.  C),  Note  on  Bertini'j  Transformation  of  a  Curve  into  one  possessing  only  Nodes. 

Torino,  1907. 
Zaremba  (S.)»  Sur  la  fonction  de  Green  et  quelques-unes  de  ses  applications.  Cracovie,  1906. 
Zeutben  (H.  6.),  Le  principe  de  correspondance  pour  une  surface  algébrique.  (Deux  Notes).  Paris,    1906. 

—  UIC}.  Abzahlende  Methoden  [Encykl.  d.  math.  Wiss.J.  Leipzig  1905. 

23.4.1907.  /&  B.  G.J. 
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VI.  Band  Quni  1887-Juni  1888): 
/•    Fröhlich,  Zur  Integration  der  Differentialgleichungen  der  electrodynamischen  Induction  (296*308). 
—  i-udwig  Schlesinger,  Zur  Theorie  der  Fuciis'schen  Functionen  (3  37-3  s6).  —  Inhalt  des  VI.   Bandes 
Ciii-v). —  Namenregister  (vi-x). 

VII.  Band  (Juni  1888-October  1889): 
/.  Fröhlich,  Schwingungen  geschlossener  Leiter  im  homogenen  magnetischen  Räume  (1-23). — Kolo- 
man von  Szi/y,  Ein  Beitrag  zur  Behandlung  der  Punktbewegung  (220-232).  —  Eugen  Hunyady,  Über  die 
F>arameterdarstellung  der  orthogonalen  Subtistitutions-Coëfficienten  (233-262).  —  Josef  Kör  ach  àk,  Über 
<iie  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bei  der  Variation  doppelter  Integrale  1263-275) 
Inhalt  des  VII.  Bandes  (iii-viii).  —  Namenregister  (ix-xii). 

Villi  Band  (October  1889-October  1890)  : 
Josef  Körsehik,  Über  eine  besondere  Classe  der  partiellen  Differentialgleichungen  des  Variationscalculs 
CîS~S°)- — Michael  Demeczky,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Congruenzen  höheren  Grades  (51-59).— 
—  Gustaf  Rados,  Zur  Theorie  der  Determinanten  (60-64).  —  Julius  Vilyl,  Zur  Theorie  der  ebenen  Cur- 
ven  dritter  Odnung  und  sechster  Klasse  (69-75).  —  Julius  Vilyl,  Classification  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung (76-78).  —  M/w  König,  Zur  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  (83-85).  —  Gustav  Rados,  Zur 
Theorie  der  Raumcurven  (90-98).  —  Moritz  Ré  thy,  Endlichgleiche  Flachen  (170-198).  —  Nikolaus  von  8zöts, 
Zur  Theorie  der  cubischen  Determinanten  (199-217).  —  Inhalt  des  VIII.  Bandes  (v-x).  —  Namenre- 
gister (xi-xvi). 

IX.  Band  (October  1890-October  1891): 

/.  Fröhlich,  Wechselseitige  Anziehungen  und  Abstossungen  gleichzeitig  schwingender  Elementarma- 
gnete (90-1 37).  —  Julius  VäJyi,  Zur  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  und  sechster  Classe 
(Zweite  Mitteilung)  (143-150).  —  Inhalt  des  IX.  Bandes  (iii-vii).  —  Namenregister  (viii-xii). 

X.  Band  (October  1891-October  1892): 

Gustav  Rados,  Zur  Theorie  der  orthogonalen  Substitutionen  (95-97).  —  Qustav  Rados,  Die  Theorie  der 
adjungirten  Substitutionen  (98-107).  —  Julius  Vilyl,  Zur  Theorie  der  ebenen  Curven  dritten  Ordnung 
und  sechster  Classe  (Dritte  Mitteilung)  (168-180).  —  Julius  Vilyl,  Über  die  Raumcurven  vierter  Ordnung 
vom  ersten  Geschlechte  (1 81-188).  —  Désiré  Korda,  Production  d'un  champ  de  force  électrique  de  haute 
tension  alternative,  au  moyen  de  condensateurs  (277-297).  —  Inhalt  des  X.  Bandes  (iii-vii).  —  Na- 
menregister (viii-xiii). 

XI.  Band  (October  1892-October  1893): 

Moritz  Réthy,  Über  endlich-gleiche  Flächen  (66-76).  —  J.  Farkas,  Sur  la  détermination  des  lois  élé- 
mentaires équivalentes  à  celles  d'AMPÊRE  (161-182).  —  Karl  Tangl,  Darstellung  des  Potentiates  einiger 
Umdrehungskörper  (233-256).  —  Ludwig  Steiner,  Intensitàtsverhàltnisse  der  Beugungserscheinung  durch 
eine  kreisförmige  Öffnung  (362-373).  —  Inhalt  des  XI.  Bandes  (iii-vii).  —  Namenregister  (viii-xv). 

XII.  Band  (October  1893-December  1894): 

Josef  Sutik,  Ein  neuer  Beweis  eines  EiSESTEiN'schen  Satzes  (1-10). —  M,  Réthy,  Zum  Beweis  des 
Hauptsatzes  über  die  endlichgleichheit  zweier  ebener  Systeme  (72-73).  —  Koloman  von  Szlly,  Über  die 
Quadratsummen  der  Binomialcoefficienten  (84-91). — Koloman  von  Szlly,  und  August  Heller,  Die  Arithmetik 
des  Magisters  Georgius  de  Hüngaria  (134-143).  —  Moritz  Réthy,  Strahlenformen  incompressibler 
reibungsloser  Flüssigkeiten  (144-194).  —  Julius  Fartes,  Über  die  Anwendungen  ties  mechanischen  Prin- 
cips  von  Fourier  (263-281).  —  Julius  Farkas,  Vereinfachte  AM*"**^  des  QutwoT-CLAUsius'schen 
Satzes  (282-286).  —  Inhalt  des  XII.  Bandes  (UM0  * 

XULBm 

Moritz  Réthy,  Über  das  Prinàp  der  kleinsten  «* 

des  Kreises  bei  constantem  Abstände  (IM 
(37-44).  —  Karl  Fuchs,  Über  eine  neue  Fd 


*2 
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Über  das  räumliche  Analogem  des  DESAfcOUtVscbcc  Setzei  (166-182)  — Julius  Vëyl,  Me 
r^ttâtder  Éjtrf  efait  Kaumcurve    vierter   Ordnung    vom    erneu    GcschJechic   (îBj-iBS).  *- 
Über  die  polarredproken  Tetraeder  (189-1 92;* —  Roland  êar&n  £$tr&$t  Uniersuch üti gen  übe 
und  Erdmagnetismus  (195-143),  —  Juiluê  ¥iiyì,    Über  dit  mehr  fa  eben    Involutionen    (Erst 
(344-2 $8),  —  Julius  Vâlyl,  Über  die  mehrfachen    Involutionen    (Zweite   Mitteilung)  (z$a-2t 
Rêthy,  Da*  Pfincip  der  kleinsten  Action  und  das  H  am  1  LTOtf^che  Friucip  (j7o~?02).~~MJu 
die  mehr  It  chea  In  vol  nri  »nen  (Dritte  Mtttdtimg)  (341-364).  —  Ä*  ran  K&tG&ttgethjft   Dix 
ihade  der  Morphometry  der  Efdobüiibchc(0>-?7Qj,  —  ff*  vug  Kêvê&Hgëthy,  Störungen  IfH 
(380-4 1 2)-  —  Ferétnanti  Gfubir,    fai     I  ;  1     l ie  der    Perm vrTsd jen    Congruenze*!  (4 1  î -4 17). 
wstl$êtkft    Neue    tfeumetmchi:    Theorie    seismischer    Erscheinungen   (418-464),  —  Inhal 

Band»  (ih-iv).  

Rcdîgirt  von   August   Heller. 

XIV.  Band  (1895-96): 

Bustêr  fiââ&s,  AJimviite  quadratische  Formen  (85-91)*  —  Susta*  flarfos,  Zur  Theorie  ( 
buine*  reu  Formen  (11**117). —  Jaéef  Xùr$chékt   Über  eine  Classe  der  partiel leu  Di 

ËtC3  Ordnung  f  2K j-;  j  K),  ~  Vorwort    (rit-iv).  —  Inhalt  des  XIV»   Bandes  (v-jü), 
eis ier  (x:i-wn 

XV.  Band  (1897): 

Julius  Fârk&s.  Die  al  gebrauch  tu  Grundlagen  der  Anwendungen  des  FoDuiER'schen  Pri 
M  t\  hu  nife  (15-40).  —  Mkhëflt  Bùurrt  FL- ,tttui -u-/ .ih  leu  theoretische  Satze  (41-46)- —  Josef  H 
da*  rc^vlniassige  Zwölfeck  (  146-197).  —  Itofft/  Réthyt    Über  schwere    Flüssigkensstrahkn 
Emttnuêi  Btkêp  Über  die  FutidjtueiiMlfrk-icliuiigeu  der  homogenen  linearen  Difterentuigìeichung 
—  L  Klug,  Song«  Sita  über  Regelscharcn  (j4S-jjs)*  —  Inhalt   des    XV.   Bandes  (iii 

MENRErnsTEH    (VTIT-Xl)* 

XVI.  Band  (1S98): 

R.  von  Kovesligethy,  Die  beid.n  Parametergleichim^en  der  Spcktrnlannlv.se  (1-49).  —  Julit 
mehrfache  Polarreciprocitäteu  in  der  Hbeue  (  50-58).  —  Julius  Farkas,  Über  die  Reductio 
siunsìrleiclumgen  von  KïkoH'Off  (97-1  io). —  Julius  Farkas,  Krtianzungen  zur  Wktorcn-L 
Lehre  des  F:1ekro-M;nu.eti>:mi>  (111-1551.  —  Julius  Farkas,  Die  algebraische  Grundlage  der  ? 
des  mech. mischen  Priuc;p>  von  Fourier  (15.1-157). —  Aladar  Vistiya,  Zur  Theorie  der  . 
nearen  Substitutionen  (  1 87-19 ;).  —  Gustav  Hacios,  Über  die  Bcdingungsgleichungen  z\vi>J- 
ticicir.en  der  orthogonalen  Substitutionen  (2^0-202).  —  Paul  Stacke/,  Johann  Bolyai's 
imaginai  ui   Grössen  (205-297).  —  Inhait  dks   XVI.   Hanois  (in  v  ).  —  Namenregister 

XVII.  Band  (1H90): 

Paul  Stackel,  Die  Kntdeckung  der  nichteuklidischen  Geometrie  durch  Johann  Holy 
Ludwig  Schlesinger,  Über  das  GaussVIic  Pentagramma  uiiriiicum  (20-28).  —  Josef  Kursci 
Transtor, nation  der  partiellen  Di!;ei'eutial;.:ieichungeu  der  \ 'ariationM'echiumg  (29-5^).  —  L, 
sehe  Systeme  (^5-112;.  —  R.  von  KÜvesligeiliy,  über  das  Spectrum  der  Himmelskörper 
R.  von  Ku>es/igethy,  Über  die  Axuidrehung der  Fixsterne  f  106-1  So). —  Gustav  Rados,  Grurr 
Substitutionen  (227-247).  — Gustav  Rados,  Über  uie  laaorenzei  legung  der  charakteristisch 
der  induoerten  Substitution  (2jS,-2ouj.  —  Inhai  1   uls  X\T1.  Banues  (m-ivj.  —  Namenreg 

XVIII.  Band  (1900): 

Gustav  A.   Kinn,   Über  die   lineare   Translormation  der    Thetat'unctionen    (52-70').  R.     vor, 

Über  die  physikalische  Deutung  der  Stei  ugrosse  (145-1)4). —  Ohm,  Anhang  zur  Theorie 
sehen  Kette  (203-228).  —  Josef  Kürschäk,  Über  den  Rang  der  Determinante  bei  induciti 
Substitutionen  (229-230).  —  Gustav  Rados,    Notes  sur  les   substitutions  orthogonales    (2*1- 
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Beitrag  zur  Theorie  der  algebraischen  Resolventen  (236-249).  —  Josef  Kärschak  und  Paul  Stäokel, 
3°hamn  Bolyai's  «Bemerkungen  über  Nicolaus  Lobatschewsky's  geometrische  Untersuchungen  zur 
Theorie  der  Parallellinien  (250-279).  —  Paul  Sticket,  Aus  Johavn  Bolyai's  Nachlass.  Untersuchungen 
aus  der  absoluten  Geometrie  (280-307).  —  Hermann  Strauss,  Über  die  Classification  dioptrischer  Systeme 
<jo8-34o).  —  Inhalt  des  XVIII.  Bandes  (iii-v).  —  Namenregister  (vi-x). 

Redigiert  von  Josef    KOrschàk   und   Franz   Schafarzik. 

XIX.  Band  (1901): 

Paul  Stacke/,  Johann  Bolyai's  Raumlehre  (1-12). —  Wilhelm  Cslllag,  Über  den  Flächeninhalt  des  re- 
gelmässigen Zwölfecks  (70-73).  —  R.  von  Kövesligethy,  Über  die  Entwickelung  der  Himmelskörper  und 
Jas  Alter  der  Erde  (204-223  \  —  Michael  Haben,  Über  die  Fälle  der  GAUss'schen  Differentialgleichung, 
iti  welchen  die  unabhängige  Variable  eine  eindeutige  und  doppeltperiodische  Funktion  des  Integrai- 
c|uotienten  ist  (224-241).  —  Koloman  von  Szily  jun.,  Der  Stoss  rauher  Körper  bei  ebener  Bewegung 
C283-328).  —  Leopold  Fejér,  Über  zwei  Randwertaufgaben  (329-331).  —  Vorwort  (111). — Inhalt  des 
"XIX.  Bandes  (v-viii).  —  Namenregister  (ix-xiv). 

XX.  Band  (1902). 

Michael  Bauer,  Zur  Theorie  der  irreduziblen  Gleichungen  (30-33).  —  Michael  Bauer,  Zur  Theorie  der 
binomischen  Kongruenzen  (34-38).  —  Michael  Bauer,  Zur  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  (39-42). — 
Michael  Bauer,  Zur  Theorie  der  geometrischen  Konstruktionen  (43-47).  —  Johannes  Frischauf,  Die  Kubatur 
des  Tetraeders  (92-95).  —  Moritz  Réthy,  Über  das  Prinzip  der  Aktion  und  über  die  Klasse  mechanischer 
Prinzipien,  der  es  angehört  (289-291).  —Inhalt  des  XX.  Bandes  (iii-v).  —  Namenregister  (vi-x). 

Paru].    Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,     fi,  88 

Tome  CXLIII  (Deuxième  Semestre  1906): 

N°  26  (24  décembre):  Emile  Picard,  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équations  du  type 
elliptique  par. certaines  conditions  aux  limites  (1109-1111).  —  Paul  Painleré,  Sur  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  à  points  critiques  fixes  (1111-1117).  —  Hadamard,  Sur  une  méthode  de  calcul 
des  variations  (1127-1129).  —  !/.  Clalrin,  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à 
deux  variables  indépendantes  qui  admettent  un  groupe  d'ordre  impair  de  transformations  de  contact 
(1 1 30-1 132).  —  L  Lecornu,  Sur  l'extinction  du  frottement  (1132-1133).  =  N°  27  (31  décembre):  Êmil 
Bose,  Remarques  sur  la  thermodynamique  des  mélanges  non  homogènes  (1 227-1 229). 

Tome  CXLIV  (Premier  Semestre  1907): 

N°  I  (7  janvier):  A,  Schœnflles,  Sur  un  théorème  de  Heine  et  un  théorème  de  Borel  (22-23). — 
L  Lecornu,  Sur  les  turbines  à  axe  flexible  (23-25).  =  N°  2  (14  janvier)  :  A.  Hurwttz,  Sur  les  points  cri- 
tiques des  fonctions  inverses  (63-65).  —  Georges  Rémoundos,  Sur  les  points  critiques  d'une  classe  de 
fonctions  (65-67).  —  Tommaso  Bogglo,  Sur  les  potentiels  d'un  volume  attirant  dont  la  densité  satisfait  à 
l'équation  de  Laplace  (67-70).=  N°  3  (21  janvier):  Maurice  Fréchet,  Sur  l'approximation  des  fonctions 
par  des  suites  trigonométriques  limitées  (124-125).  —  P.  Tsoucalas  et  J.  V/ahavas,  Sur  les  hélices  de  pro- 
pulsion (125-128).  =  N°  4  (28  janvier):  P.  Duhem,  Sur  la  propagation  des  quasi-ondes  de  choc  (179- 
181).  —  Armand  Lambert,  Sur  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice  (183-186). 
—  Emile  Wae/8ch,  Sur  les  fonctions  sphériques  et  leurs  multi pèdes  (186-189).  —  Maurice  d'Ocagne,  Sur  la 
représentation  par  points  alignés  de  l'équation  d'ordre  nompgraphique  3  la  plus  générale  (190-192). — 
0.  Kœnigs,  Sur  la  courbure  des  courbes  enveloppes  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide 
dans  l'espace  (192-194).  =  N°  5  (4  février):  Zoard  de  GeBcze,  Quadrature  des  surfaces  courbes  (253- 
256).  —  P.  Tsoucalas  et  J,  V/ahavas,  Étude  comparative  des  hélicoptères  et  des  aéroplanes  (257-259).  es 
N°  6  (11  février):  //.  Lebesgue,  Sur  le  problème  de  Dirichlet  (316-318).  —  René  Bain,   Sut   J* 
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applicabilité  de  deux  continus  à  n  et  n  -f-  />  dimensions  (518-521).  =:  N0  7  (18  février)    Edmond  M/« 
Sur  les  fonçtHXM  qunsi-cntiùr.  ). — Pfefr*  BoutrouK,  Sur  la  cr-Jnsance 

intégrales  des  èquati  renddtes  du  premier  ordre  (ì  —  &  Koinlgs,  Const, 

de  courbure  des  courbes  t-ji  te  mouvement  ie  plus  général    d'un  corps    solid. 

s=N°  8  (2>   février):  L  Remy,  Sur  certaines  surfaces  algébriques  liées  aux  fonctions  abeliennes  de # 

—  Jouguet,  Remarque  sur  les  onJ  non  a  fonde  explosive 

—  Crussard,  Sur  quelques  prop  le  explosive  (417-420).  =  N*-"  9  (1  W«/î  ^o, 

nuules  d'addition  des  fonctions  sphèriques  (477-479), — H.  Pellai,  Sur  la   constitution   J, 
.  =  N°  10  (11   mars):  G,  Krtnifc,   Sur  |fl  deformati  invariable* 

longueurs  d'une  triple  infinité  de  lignes  droites  (  —  Crussard  et  Jouguet,  Sur  les  on 

nbustkm.  Stabilite  de  Tonde  explosive  (>6o-s6j).  =  H°  II  (  Frédéric  Riesz,  s 

orthogonaux  de  fonctions  (orj-óig). —  7"*  Lale&co,  Sur  les  solutions  périodiques  des  équat: 
tiell-  9-622).  —  tf,  Lebêsgue,  Sur  le  problème  de  Dikm  ;  l  —  L  flawy,  v 

surface  du  sixiè  ne  ordre  liée  aux  fonctions  abélienucs  de  genre  troi>    (623-625). — C.    Ba^ 

ic  génératrices  d'une  surface  (625-628).  —  G,  Nllleret,  Sur 
périmètres  (628-630).  —  A*  Ètèfè,  Sur  les  aé  >]o-6î2),  —  Jougitet,  Sur 

combustion  sphériqu  ]\).  =  N°  12  (2>   mars):  L  Lecornu,  Sur  un.  ftnma 

dePoïNsor  (678-680),  =  H°  13  (2  avril):  4,  0tfW,  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  son 
M.  Bcjrel  (710-712).=  N°  14  (8  avril):    Eugène  Barré,  Sur  la  surîace  engendrée  par  une 
laire  (727-7 $u).— W.  Stekioff,  Sur  un  problème  d'Analyse  intimement  lu  Je 

ot  dune  barre  hétérogène  '750-73$). —  Frédéric  Riesz,  Sur  les  systèmes  orthogona 
et  l'équation  de  Fredholm  ( 7Î4-7 J 6).  =  N°  15  (i>  avril). 

Gphm.iv«!.  Nachrichten  von  der  K.  Gesellschart  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,    1 

Mathematisch-physikalische  Klasse.  1906: 

Heft.  5(27.  Januar    1907):   /    Thomae,    EuLEx'sche    Integrale    (504-506).  —  W,    Voigt,    Fragen 
Krysiallphvsilt  IL  Ueber  die  Wirkung  eines  Magnetfeldes   auf  das    optische    Verhalten    pleochr 
Krystalle  (507-524).  —  Register  (iii-iv). 


R9m*\.  Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  1 

CCClll.  1906.  —  Su»  Qpm-M.  ss  Rendiconti  (CI. »te  ài  c  kfet,  Mttcmituhc  t  Nat 

Volume  XV.  —  2°  semestre  1906  : 

Fase.  Il  (2  dicembre  u;o6):  F*  Enriques,  Sulle  superficie  algebriche  che  ammettono  una  sa 
tinua  di  trasforma /ioni  birazionali  (665-669).— -  Ö.  Morera,  Alcune  considerazioni  sulle  funzioni 

.oidaii  (669-678),  —  Eugenio  Ella  Levi,  Ricerche  sulla  teoria   delle    fu  Aomorfe   (682-f 

Francesco  Sererì,  Una  proprietà  delle  forme    algebriche    prive  di    punti   multipli    (691-606).  —  P, 
Sulle  origini  della  Statica  < 697-699).  =  Fase  12  (16  dicembre   1906}:    Luciano  0rlandot    Nuove  osse 
z;oni  sul  proble  na  dell'induzione  magnetica  (767-771). —  Indice  del  volume  xv,  sekie  5*.  Ri 

2°   SEMESTRE  (819-829). 

Anno  CCCIV.  1947,  —  Suii  Qcijm- =  Rendiconti  (CI*  cfce,  Mmctniiicli« 

Volume  XVI.  -  1°  semestre  1907: 

Faae,  I  (6  gennaio   1907):  &  Pìncherle,  Sopra  l'estensione  agli  sviluppi  assintouci   di  un 

lUKwrrz  n-5).  —  P.  Plzzettl,  Paragone  fra  due  triangoli  geodetici  a  lati  uguali  (6-1 1).  —  E.  Alrr 
Sulle  equazioni  deU'elasn  £.  Almansì,   Sopri  una  classe  particolare  di  deformazioni  cj 

»lamenti  polidromi  dei  solidi   cilindrici   (26-35), —  P,  Dukem,    Leonardo    da    Vinci    (54). —  V. 
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rmmemorazione  del  prof.  E.  Cesàro  (76-82).=Fa«C.  2  *)  (20  gennaio  1907):  Henri  Lebesgue,  Encore 
i<  observation  sur  les  fonctions  dérivées  (92-100).  =  Fase.  3  (3  febbraio):  P.  Plzzetti,  Paragone  fra 
L  angoli  di  due  triangoli  geodetici  di  eguali  lati  (149-155).  —  Guido  F  ubi  ni,  Il  problema  di  Dirichlet 
►nsiderato  come  limite  di  un  ordinario  problema  di  minimo  (162-167).=  Fase.  4  (17  febbraio)  :  Guido 
irWnJ,  Di  alcuni  nuovi  problemi,  ai  quali  è  applicabile  il  principio  di  Dirichlet  (215-220).  =  Fase.  5 
5  marzo):  &  Medici,  Sopra  una  questione  di  minimo,  che  si  riconnette  col  problema  di  Dirichlet 
»76-278). —  Th.  De  Donder,  Sur  les  formes  différentielles  »«-linéaires  (279-283).  —-Henri  Lebesgue,  Sur 
L  recherche  des  fonctions  primitives  par  l'intégration  (283-290).  ==  Fase  6  (17  marzo):  L  De  Marchi, 
"eoria  elastica  delle  dislocazioni  tectoniche  (384-395). 


triim].  Journal  for  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  [i,  80 

Band  CXXXII: 
Heft  2  (30.  Januar  1907):    J,  Schur,    Untersuchungen  über  die  Darstellung   der   endlichen  Gruppen 
ireh  gebrochene  lineare  Substitutionen  (85-137).  —  Niels  Nielsen,  Sur  les  séries  de  fonctions  cylindriques 
38-146). — L  W.  Thomé,  Über  eine  Anwendung  der   Theorie  der   linearen  Differentialgleichungen  in 
:r  Variationsrechnung  (147-158).  —  C.  Kostka,  Bemerkungen  über  symmetrische  Funktionen  (159-166). 


r%i;j.  Mathematische  Annalen.  [i,  85 

LXIII.  Band:  • 

3.  Heft  (5  Februar  1907):  Ludwig  Schlesinger,  Bemerkung  zu  dem  Kontinuitätsbeweise  für  die  Lös- 
arkeit  des  RiEMANN'schen  Problem  (273-276).  —Ludwig  Schlesinger,  Über  asymptotische  Darstellungen 
.er  Lösungen  linearer  ÜirTerentialsysteme  als  Funktionen  eines  Parameters  (277-300).  =  Richard  Fuchs, 
■)ber  lineare  homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  drei  im  Endlichen  gelegenen  we- 
endich  singulären  Stellen  (301-321).  — -  Eu&en  Keimen,  Über  die  Abhängigkeit  der  Konvergenz  einer 
otenzreihe  von  der  Konvergenz  ihrer  reellen  oder  imaginären  Komponente  (322-325).  —  D,  Pompelu, 
ur  les  fonctions  dérivées  (326-352).  —  Felix  Klein,  Bericht  über  den  Stand  der  Herausgabe  von  Gauss' 
Werken  (Siebenter  Bericht)  (333-336).  —  Stanislaus  Jolies,  Die  Fokaltheorie  der  linearen  Strahlenkon- 
"uenzen  (237-386).  —  P.  Woronetz,  Über  das  Problem  der  Bewegung  von  vier  Massenpunkten  unter 
im  Einflüsse  von  inneren  Kräften  (387-412).  —  Moritz  Réthy,  Über  meine  Modifikationen  des  Ostwald' 
:hen  Prinzips  und  über  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  (41 3-432).  =  4.  Heft 
.8.  März):  Erhard  Schmidt,  Zur  Theorie  der  linearen  und  nichtlinearen  Integralgleichungen.  I.  Teil: 
ntwicklung  willkürlicher  Funktionen  noch  Systemen  vorgeschriebener  (433-476). — Adolf  Kneser,  Die 
heorie  der  Integralgleichungen  und  die  Darstellung  willkürlicher  Funktionen  in  der  mathematischen 
hysik  (477-524).  —  H.  Bateman,  The  Inversion  of  a  Definite  Integral  (525-548).  —  Georg  Faber,  Über 
as  Anwachsen  analytischer  Funktionen  (549-551).  —  H.  F.  Blichfeldt,  The  Finite,  Discontinuous,  Pri- 
îitive  Groups  of  Collineations  in  Three  Variables  (552-572).  —  Erich  Mose  h,  Über  Flächenscharen,  deren 
rthogonale  Trajektorien  ebene  Kurven  sind  (573-590).  —  Einladung  zum  4.  Internationalen  Mathema- 
ker-Kongress  in  Rom  1908  (591-592).  —  Inhalt  des  dreiundsechzigsten  Bandes  (m-iv). 

aris\.  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  Supérieure.  p,  89 

IIIe  Série.— Tome  XXIII  (Année  1906) 

(42e  Volume  de  l.i   Collection)  : 

N°  Il  (Novembre):  f.  Goursat  (-501).  —  Emile  Picard,  Sur  une  formule  relative  au  potentiel  de  simple 
ouche  et  bon  application  à  la  recherche  des  fonctions  harmoniques,  satisfaisant  à  certaines  conditions 
503-508).  —  Emile  Picard,  Sur  la  solution  du  problème  généralisé  de  Dirichlet  relatif  à  une  équation 

")  Con  questo   fascicolo  sono  state  mandate  delle  pagine  portanti    i    numeri     817-818,    823*824,    827-8)0    da    sosthuire    a 
uelle  corrispondenti  del  fase.   12,  2°  semestre   1906. 

Suppl.  Rend.   Cire.  Matent.  Palermo,   vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  24  aprile   1907.  4 


oe  xnauieznaxiques  pures  ex  appliquées. 
VI*  Série  -Tome  II  (1906): 

(6l*   Vol  a)  : 

Fascicule  N"  3  :  G.  Dumas,  Sur  quelques  cas  d'irréductibilité  des  polynômes   à   ce 
(191-258).  —  Louk  ßaoheller,  Theorie  des  pr<  ics  (259-327).  —  G.  Humbert, 

Fascicule  N"  4:   & 
ration  des  équations  au 

)  057-Î79)-  —  "•  Dutâe,    Sur  les  points   dkritiqu  102).  —  Camille  Jordan, 

réseau  de  formes  quadratiques  ou  bilmè;i  nére  Par:  —  1  able  d 

Tomb   il  de  la  VIe  Série  (459-4 

VI*  Série.  — Tome  III  (1907). 

(6**  Volume  de  1»  Collection)  i 

Fascicule  M'  I  :  Camille  Jordan  rmes  quadratiques  ou 

Partie)  (>->i). —  Léon  Atdonne,  Sur  les  propriétés  qui,  pour  les  fonctions  d'un 
a  la  moDOgenéité  (53-104). 


Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik. 
XVIII.  Jahrgang  (1907): 

Li  2.  Vierteljahr:  Gustav  JSgert  Der  Physiker  Ludwig  Boltzmanh  (f-7)  —  Edmund 
ergettz  ein  isen  von  unendlichen  Reihen  am  R 

tipp  Freudt  Über  Ott  on  Dopp 

annlog  sind  (29-70).  —  Hermann   Oppenheimer  einer   ebenen  Kurve  drittel 

:hriebenen  Vielecke  (71-107)*  —  iL  Petr,  Ü  (10S- 

kltner,  Über  zwei  Familien  von  rationalen  Kubiken  (152-137). —  W>  Franz  Meyer,  0 

jedem  und    Flächen    zweiter  Klasse   ausano  id    (138-157). —  Wilhelm 

HADAMARD'schen  Determina titensatz  (158-1  r 


triftig). 


Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung 
XV.  Band  (1906): 


12.  Heft  (20.  Dezember  ,906):  4  Sükoenflto,  Die  Beziehungen  der    Menge 
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'sehe  Integraltheorem  (2-16). — Fr.  Meyer,  Anwendung  des  erweiterten  EuKLiD'schen  Algorithmus 
Resultantenbildungen  (16-35).  —  Georg  Landsberg,  Über  die  Totalkrümmung  (36-46). —  W.  Schflnk, 
■  Stabilitätsuntersuchungen  von  Raunfachwerken  (46-53). — A.  Voss,  Zur  Erinnerung  an  Gustav 
er  (54-75).  =  2.  Heft  (12.  März  1907):  Otto  Blumentkai,  Über  ganze  transzendente  Funktionen 
:ck>).  —  6.  Faber,  Über  Reihen  nach  LEGENDRE'schen  Polynomen  (109-115).  —  Paul  Koebe,  Über 
orme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  ebener  Bereiche  (1 16-130).  —  Gerhard  Hessenberg, 
nzen  transfiniter  Ordnungszahlen  (130-137). — Eugen  Meyer,  Über  die  Analogie  zwischen  der  Geo- 
•ie  der  Punktprojektivitäten  einer  Geraden  und  der  Geometrie  der  Kreise  einer  Ebene  (138-142). — 
r  Perron,  Was  sind  und  sollen  die  irrationalen  Zahlen?  (142-155).  —  E.  Lampe,  Rede  zur  Enthül- 
^sfeier  des  HAUCK-Denkmals  (155-164). 


:].  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France.  [i,  89 

Tome  XXXIV  (Année  1906): 
ascicule  IV  :  Georges  Rèmou ndos,  Sur  la  représentation  uniforme  des  courbes  transcendantes  (197- 
,\— Léon  Autonne,  Sur  les  polynômes  à  coefficients  et  à  variable  hypercomplexes  (205-212). — 
nond  Maillet,  Sur  les  nombres  transcendants  dont  le  développement  en  fraction  continue  est  quasi- 
iodique,  et  sur  les  nombres  de  Liou ville  (213-227). — Combebiac,  Sur  les  représentations  numériques 
»  ensembles  (227-229).  —  E.  V esslot,  Sur  l'interprétation  mécanique  des  transformations  de  contact  in- 
tésitmles  (230-269).  —  Helge  von  Koch,  Remarques  sur  quelques  séries  de  polynômes  (269-274). — 
blé  des  Matières  du  Tome  XXXIV  (275-276). 

Tome  XXXV  (Année  1907): 
&8CicuIe  I  :  État  de  la  Société  Mathématique  de  France  au  commencement  de  l'année  1907  (v-Xin). — 
e  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels  la  Société  échange  son  Bulletin 
*-xv). —  Règlement  voté  à  la  séance  de  f  Assemblée  générale,  le  20  juin  1888,  modifié  à  la  séance 
10  janvier  1907  (xvi-xx).  —  Liste  des  Présidents  de  la  Société  depuiss  a  fondation  (xx).  —  Comptes 
lus  des  séances  (1-2). —  L  Lecornu,  Sur  l'extinction  du  frottement  (3-8).  —  G.  Fontené,  Extension  à 
>ace  du  théorème  des  polygones  de  Poncelei'  par  des  polyèdres  réticulés  (9-27).  —  Edmond  Maillet, 
diverses  propriétés  des  nombres  transcendants  de  Liouville  (27-47).  —  Félix  Lucas,  Note  relative 
points  d'intersection  des  courbes  algébnques  (47-53).  —  L,  Remy,  Sur  une  famille  dénombrable  de 
aces  hyperelliptiques  du  quatrième  ordre  (5  3-69).  —  Ch,  Bloche,  Sur  les  surfaces  du  troisième  et  du 
trième  ordre  qui  admettent  pour  ligne  asymptotique  une  courbe  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième 
se  (70-74). — T.  Lalesco,  Sur  le  groupe  des  équations  trinômes  (75-76).  —  A,  Pellet,  Construction  des 
3ns  de  courbure  d'une  classe  de  courbes  et  de  surfaces  (76-80). 


•*}.  Sitzungsberichte  der  Kgl.  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften,    [i,  80 

Jahrgang  1906: 

XXIX  (18.  October).  =  XL  XLI.  (25.  October).  =  XLI I.  (i.  November):  Schottky,  Geometrische  Ei- 
schaften  der  Thetafunctionen  von  drei  Veränderlichen  (75 2-768)  =  XLIII.  XLIY.  (8.  November).  = 
t.  XLVI.  XLYII.  (22.  November).  =  XLVIII.  XLiX.  L.  (6.  December).  =  U.  LU.  LUI.  (20.  December)  : 
Nernst,  Über  die  Beziehungen  zwischen  Wärmeentwicklung  und  maximaler  Arbeit  bei  kondensierten 
itemen  (93  3-940).  —  Druckschriften-Verzeichniss  (965-1003). —  Namenregister  (1004-1010).  — 
:hregister  (1011-1019). 


»).      Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturwissfmoohafUioher  "  ^  H 

der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen»* 

Abteilung  IIa» 
CXV.  Band  OargEng  *a 
1.  Heft  (Juni)  :  Heinrich  Tletie,  Zur  Analysis  sittìS  indi 


der  K.  B.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Mü 

Band  XXXVI  (Jahrgang  içoo): 

Heft  2:  A,   Voss,  Über  diqenii.'.en  Flüchen,  welche  durch  zwei  Scharen  von 
datischer  Krümmung  in  infinitesimale  Rhomben  zerlegt  werden  (247-296). — 
gunmen  eines  elastischen  Körpers  mit  ruhender  Obcrtläche  (551-401).  —  •/.  Lu 
einer  Funktion  von  zwei  oder  drei  veränderlichen    Grössen    (405-412).  —  Aifi 
1  Additions-Theorem  der  elliptischen  Funktionen  (ji  i-425).  =  Heft  3:  6,  Fabe 

unendlich  vielen  verschwindenden  Koeffizienten  (581-583). —  H.  See/i^r,  Das 
pirischen  (Glieder  in  der  Bewegung  der  iunern  Planeten   ($95-622). —  Name! 

Sach-Register  (625-626). 

\ 

;  Liêgc\.  Mémoires  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de 

''  IIIe  Série.  — Tome  VI  (août  1906): 

Ì  J.  Fairen,  Sur  la  représentation  de  la  forme  biquadra tique  binaire  (1-2 }). — 

\  singuliers  des  lieux  géométriques  (1-20).  —  J.  Fairon,  Remarques  sur  un   lais« 
—  W.-A.  Varsiuys,  Sur  les  nombres  pluckériens  de  la  courbe  intersection  de    « 

»  possédant  des  courbes  doubles  (1-12).  —  W.  Kapieyn,  Recherches  sur  les  ione 

'  — G.  Ceshro,  Traiceli  tire  lumineuse  et  distance  zénithale  dans  une  atmosphère 

p  par.ilL-los  (1-1  i  ).  --  W.~A.   Versluys,  De  rinlluence  d'un  contact  ordinaire  ou  s 

9  tace.-»  Mir  hi  développa  We  circonscrite  à  ces  deux  surfaces  (1-14). —  W,  Kaptej 

de  la  sene     >  -         v   (1-14).  —  G,  Ccsàro,  Rhomboèdres  direct  et  invi 

>  lénoèdre,  coupent  ses  arêtes  culminâmes  en  des  points  situés  dans  un  même 

:  modifiantes  partant  d'un  même  point  de  Taxe  ternaire  (1-4).  —  G.  Casaro,  Ce 

I  sphérique  (  1  - 1 2  ).  —  A,  Gou.  Sur  Tlivpocicloide  ä  trois  rebroiissements  (1-48).- 

r  Thypocicloide  à  trois  rebroussements  (1-55). 
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Qua  ternary  Quartic  (223-227).  —  £.  B.  Ellhtt,  On  Perpétuants  and  Contra-Perpetuants  (228-).  =  Part  4 
{September  27,  1906):   f.  B.  Elliott  (-246).  —  G..H.  Hardy,   Some  Theorems   connected   with    Abel's 
Theorem  on  the  Continuity  of  Power  Series  (247-265).  —  Philip  E.  B..  Jourdain,  On  the    Question   of 
tlie  Existence  of  Transfinite   Numbers   (266-283).  —  £.  W.  Barnes,  On   certain   Functions    defined    by 
Taylor's  Series  of  Finite  Radius  of  Convergence  (284-316).  —  A,  C,    Dixon,    On   a    Question   in  the 
Theorie  of  Aggregates  (317-319).  —  W.  F.  Sheppard,  On  the  Accuracy  of  Interpolation  by  Finite   Dif- 
ferences (320-)=  Part  5  (December  3,  1906):  W.  F.  Sheppard  (-341)-  — c*  ?•  osseli,    On    the   Geo- 
v&etrical  Interpretation  of  Apolar  Binary  Forms  (342-353).  —  f.  J.  Routh,  On  the  Motion  of  a^Swarm 
of  Particles  whose  Centre  of  Gravity  describes  an  Elliptic  Orbit  of  small  eccentricity  round    the   Sun 
C.3  54-373)-  —  E.  Cunningham,  On  Linear  Differential  Equations  of  Rank  Unity   (374-383).  —  F.    Morley, 
On  Two  Cubic  Curves  in  triangular  relation  (384-392).  —  L  J.  Rogers,    Supplementary   Note   on   the 
Representation  of  certain  Asymptotic  Series  as  Convergent  Continued  Fractions  (393-395).  —  L.  N,  6, 
filon,  On  the  Expansion  of  Polynomials  in  Series  of  Functions  (396-).  =  Part  6  (December  31,  1906). 
£~  N.  6.  Filon  (-430).  —  A.  /?.  Forsyth,  Partial  Differential  Equations  ;  some  Criticisms  and  some  Sugge- 
stions (431-460).  —  H.  Bate  man,  On  the  Inversion  of  a  Definite    Integral    (461-).  =  Part   7    (February 
*$»  I9°7):  H*  Bateman  (-498).  —  Index  of  Proceedings  (499).  —  Index  of  Papers  read  and  Com- 
munications MADE   DURING  THE   SESSION   NOVEMBER,    IOO5-JUNE,   I906    (5OO).  —  INDEX  OF  PAPERS 
PUBLISHED   IN   THIS   VOLUME    ARRANGED     ACCORDING    TO     NAMES     OF     AUTHORS    (5OI-502).  —  INDEX 

according  to  Subjects  (503  ).  =  Table  of  Contents  (m). —  Records  of  Proceedings  at  Meetings 
(iv-ix).  —  Library  (x-xn).  —  Obituary  Notice  of  Charles  Jasper  Joly  (xiii-xiv).  —  Obituary  Notice 
of  Robert  Rawson  (xv-xvn).  —  Notes  and  Corrections  (xvm). 

Series  li.  — Vol.  V: 

Part  I  (April  2,  1907):  Harold  Hilton,  On  Sub-groups  of  a  Finite  Abelian  Group  (1-5).  — /  f.  Camp- 
bell, On  Bäcklund's  Transformation  and  the  Partial  Differential  Equation  s  =  F(x,  y,  1)  (6-44).  — 
P.  A.  MacMahon,  The  Diophantine  Equation  xn  —  Nyn  =  i  (45-58).  —  f.  W.  Barnes,  The  Asymptotic 
Expansion  of  Integral  Functions  defined  by  Generalised  Hypergeometric  Series  (59-). 


New  Yorh\.  Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  [i,  *j 

Volume  XIII: 


3  (December,  1906):  f.  J.  Wllczynski,  Projective  Differential  Geometry  (102-10$). — J.  I.  Hut- 
chinson, On  Loci  the  Coordinates  of  Whose  Points  are  Abelian  Functions  of  Three  Parameters 
(105-109). —  Y/.  B.  Carver,  Associated  Configurations  of  the  Cayley-Veronese  Class  (109-111). — Edwin 
Bldwefl  Wilson,  Von  Helmholtz  (112-119). — Q,  A.  Bliss,  Pierpont's  Theory  of  Functions  (The  Theory 
of  Functions  of  Real  Variables.  By  James  Pierpont)  (i  19-130). — Virgil  Snyder,  The  Mathematical  Tripos 
of  1906  (Cambridge  University  Examination  Papers,  Easter  term,  1906;  Containing  the  Papers  for  the 
Mathematical  Tripos,  Parts  I  and  II)  (131-139).  =  Number  4  (January,  1907):  George  Peine,  A  New 
Approximate  Construction  for  7r  (166-167).  —  0.  D,  Kellogg,  Note  on  Conjugate  Potentials  (168-170). 
—  60  A.  Miller,  Groups  of  Order  pm  Containing  Exactly  p  +  *  Abelian  Subgroups  of  Order  pm~l 
(1 71-177).  —  S,  F.  Richardson,  Note  on  Systems  of  In- and  Circumscribed  Polygons  (177-182). — James 
Pierpont,  Hermite's  Works  (Œuvres  de  Charles  Hermite,  publiées,  sous  les  auspices  de  l'Académie 
des  Sciences,  par  Emile  Picard  (i8j-ko). —  Virgil  Snyder,  Projective  Differential  Geometry  (Projective 
Differential  Geometry  of  Curves  and  Ruled  Surfaces.  By  E.  J.  Wilczynski)  (190-194).  =  Number  5 
(February,  1907):  Max  Mason,  Selected  Topics  in  the  Theory  of  Boundary  Value  Problems  of  Diffe- 
rential Equations  (223-231).  —  f.  H.  Moore,  Note  on  Fourier's  Constants  (232-234). — Q,  A,  Miller,  On 
the  Minimun  Number  of  Operators  Whose  Orders  Exceed  Two  in  any  Finite  Group  (235-239). — 
L.  D.  Ames,  Note  on  the  Orientation  of  a  Secant  (240-241).  —  &  D.  Carmlchael,  On  Eulbr's  f-Fuactio» 
(241-243).  =  Number  6  (March,  1907):  E/lakim  Hastings  Moore,  The  Decomposition  of  Modul*' 
Connected  with  the  Doubly  Generalized   Fermât  Theorem  (280-288).  —  Edward 


Extremals  in  the  Calcul  : 89-29 2).  —  Max  Melon,   A    Secev 

um  of  a  Double  Integra!  (l  Number  7  (April,  1907):   G.  A.  Bfks.  The  Congrue 

Is  about  a  Giver»  I  ]  )■  —  W.  R,  Longfey,  Some  Par 

Problem  of  n  Bodies  (3 24-335). —  drffrw  Ranumt  On  the  Matrices  of  Periöü  a  Po\* 
Linear  Congruence  Groups,  Modulo  />a  ($$6-545).  —  0,  C.  Gillespie,  On  the   Construe 
•  t  Lagrange's  is  in  the  Calculus  ot  Variations  (345-348). —  L  £.  Dickson, 

bers  and  Fon;  imiter  Teit:  Allgemeine  AriibmtUk  det   Zahlenkörper.  Bv  Palt.  Baca* 

.Mann,  «*-  Einleitung  in  dit  iiUsemetnc   Theorie  Jet  algebraischen  Grotten.  By  Julius  Kötftc){34&- 
Vtrgit  Snyder,  Correction  (jt- 


Paler  ma  \ 


Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo. 

Tomo  XXIII  (i°  semestre  19 

Fase.  I  (Gennaio-Febbraio):  Ufficio  di  Presidenza  pel  bienni  m;   (v). —  Consiglio  Diretta 

pel  triennio    1 906-1^07-  r 908   (v). —  Elenco    dei   Soci   {24    febbraio    1007)   (vi-xi), —  Note   statistiie 
turi  e  Periodici  scic  ti  la  Società    scambia  le    pubi  -    T>  IM> 

Civita,  Scic  e  leggi  di  rad  t-37)*  —  Ernesto  Pascal*  S  leraliziaa«.- 

ili  e  dei  siatemi  covarianti  del  calcolo  diffa  — Niels   Nielsen*    Sur  b 

mon  d'une  formule  de  Djrichlet  (53-57).  —  Guido  Fubìni,  lì   principia   di   mimmo  e  i   teoremi  é 
esistenza  per  i  problemi  al  contorno  relativi  alle  equazioni  alle  derivate   parziali   d'ordine   pari  (jS-84 

—  P,  Pi  netti,  Sulla  questione  della  pio  ut  e   lunghezza   dei  lati  nelle  triangolazioni   ge^i 

o).  —  Edmund  Landau,  Über  die  Darstellung  einer  ganzen  Zahl  als  Summe  von  Riquadra 

—  John   Wesley  ioung,  On  a    Cla;*    of    Discontinuous    C-Groups    Defined    by    Normal    Curves 
Fourth  Order  in  a  Space  of  Four  Dim  7-106). — Carl  Rodenberg,  Geodätische  f 

derflâchen  (Mit  einem  Anhang  über  das  Verhalten  der  G  n  iö  eine  t>en  Punkte  einer 

krummen  Flache)  (107-).  =  Faac.  2  (Marzo  Aprile):  Carl  Rodenberg,  (-125).  —  Edmund  Landau,    D 
tegralloganthmus  urici  die  Z.ihlentheorie  (B<  Herrn  Nu 

*  Theorie  des  lntegrallogarithmus  und  verwandter  Transzendenten aj  (126-129).  —  Alfredo  Capelli,  Sulb  ma- 
di  Sylveste*  per  la  risultante  di  due  futmoni  intere  (ijo-136), —  ff.  Vitali,   Sulttmegrazione  per 
serie  (137- 155)«  —  Adolfo  Viterbi,  Sullo  sviluppo  1  ili  funzioni   di  una   variabile  in  serie  dì 

:he  (156-162), — /  Lüroth,  Zur   Tr  ion   der    K  tea   in  Räumen   konstanter 

Krümmung  (163-168).  —  Umberto  Sbrana,  Le  congruente    W  con  supertiàe   media   piana   (169-184,1  — 
Henri  Poincaré,     Les  fonctions  analytiques  de  deux  variables  et  la  w 

Valentino  Cerniti,  Ernesto  Cesaro:  Commemorazione  (221-226).  —  Ugo  Arnaldi,  S  osi  di  tette, 

che  ammettono  un  gruppo  continuo  protettivo  (227-250).  —  Arnold  Emch,  The   Configurations  of  the 
Points  ol  Inflexion  of  a  Piane  Cubic  and  their   Harmonic    Polars   (251-254)«  —  P.    Pi:: 
tra  gli  angoli  di  due  triangoli  geodetici  di  eguali  lati  ( 


Uipiigl.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  \ir 

LIV.  Band: 

2.  Heft  (29.  Januar  1907):  A.  Sommerfeld,  Über  die  Knickskherheit  der  Stege  von  Walzwerkproiüen 
(  iii-i  sjj,  —  Anton  Grünwald,  Darstellung  der  MAMNHEiM-DaRBOux'schcn  Umschw  ungs  beweg  u  ng  ebes 
starren  Körpers  (154-220), 


Leniti,  Bibliotheca  Mathematica. 

IU.  Folge.  — Vil.  Band: 

3»  Heft  (26.  Februar  1907):  7".  L.  Heath>  The  fragment  of  Anthemius  on  burnì-  1  and 
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«D  ben 'ABDELBâQÎ  zum  zehnten  Buche  des  Euklidbs  (234-251).  —  0.  Enestrdm,  Über  zwei  angebliche 
»mathematische  Schulen  im  christlichen  Mittelalter  (252-262).  —  6.  Eneström,  Die  geometrische  Darstellung 
.maginàrer  Grössen  bei  Wallis  (263-269).  —  Gino  Loria,  Curve  piane  speciali  nel  carteggio  di  C.  Huy- 
obns  (270-281).  -—  6,  Enestrdm,  A,  Sturm,  C,  GrSnblad,  Kleine  Bemerkungen  zur  zweiten  Auflage  von 
Cantor's  *  Vorlesungen  Über  Geschichte  der  Mathematik  0  (282-308). 

formo].  Memorie  della  Reale  Accademia  delle  Scienze  di  Torino. 

Serie  llâ. —  Teme  LVI  (Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali)  (1906). 

PaH>].  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques.  p,  s9 

IIe  Série.  — Teme  XXX  (1906)  [1*'«  Partie:  Melanges]  1 

Novembre.  =  Décembre.  =  Table  des  Matières  ht  Noms  d'Auteurs  (325-327,  229-234). 

IIe  Série  — Tome  XXXI  (1907)  [i*«  Partie:  Mélanges]: 

Janvier:  Gaston  Darboux,  Sur  deux  mémoires  de  Poisson  relatifs  à  In  distribution  de  l'électricité 
(17-28).  —  6,  Kœnlgs,  Sur  la  formule  d'EuLER  Savary  et  sa  construction  géométrique  (20-32).= 
Février.  =  Mare  :  A.-Myller,  Sur  les  équations  intégrales  (74-76).  —  T.  La/ esco,  Sur  la  dérivée  des  poten- 
tiels de  simple  et  de  double  couche  (77-79). 


jforig].  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  [i,  90 

IVe  Série. -Tome  VI  (1906): 

Novembre:  Carlo  Bourlet,  Théorie  des  parallèles  basée  sur  la  translation  rectiligne  (481-503).  —  Eugène 
Fabry,  Sur  la  série  de  Taylor  et  ses  points  singuliers  (503-507).  —  G.  Fontenè,  Sur  le  cercle  pédal 
(508-509).  —  R.  Bouralst,  Sur  le  théorème  de  Feuerbach  (510-511).  =  Décembre:  Nécrologie  (A.  Man- 
nheim) (529).  —  G.  Foritene,  Volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  arêtes;  démonstration  géométrique 
(530-531).  —  Paul-J.  Suonar,  Recherche  de  la  loi  que  doit  suivre  une  force  centrale,  sachant  que  la 
trajectoire  est  une  conique,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales  (532-546).  —  Table  des  Matières 
*ar  ordre  méthodique  du  Tome  VI,  de  la  4e  Série  (577-583).  —  Table  alphabétique  des  au- 
teurs  ET  DES  NOMS   CITÉS   (585-587). 

IVe  Série.      Tome  VII  (1907): 

Janvier:  M.  d'Ocagne,  Sur  la  rectification  approchée  des  arcs  de  cercle  (1-6).  —  L  Remy,  Sur  deux 
surfaces  du  quatrième  ordre  liées  à  l'octuple  gauche  complet  (6-19).  —  G.  Foritene,  Sur  le  système  articulé 
de  Hart  (19-22).  —  /?.  Brlcard,  Sur  un  système  articulé  (23-28).  =  Février:  Léon  Autonne,  Sur  un  cer- 
tain domaine  holoïde,  complet  et  bien  défini  (49-77).  —  Georges  Rémoundos,  Sur  les  rapports  anharmo- 
niques  généralisés  (77-84). 

Gtuèvê].  L'Enseignement  Mathématique.  fi,  2 ï-24 

VIIIe  Année  (1906): 

N°  3  (15  mai  1906):  K.  Bobynln,  Méthode  expérimentale  dans  la  science  des  nombres  et  principaux 
résultats  obtenus  (177-190).  —  Jules  Andrade,  Géométrie  appliquée;  la  théorie  des  rotations  et  le  niveau 
à  bulle  (190-194).  —  £.  Car  val  h,  Sur  la  convergence  absolue  des  séries  (194-196). —  V.  Jamet,  Sur  un 
développement  en  série  entière  (196-200).  —  G.  Combebiac,  Sur  les  éléments  de  la  théorie  des  ensembles 
ordonnés  (201-203).  —  D.  Pompelu,  Sur  une  extension  possible  de  la  notion  de  vraie  valeur  (203-206). 
—  Joe.  Kûrschak,  Sur  l'irréductibilité  de  certains  déterminants  (207-208).  —  J.  Richard,  Considérations  sur 
l'Astronomie,  sa  place  insuffisante  dans  les  divers  degrés  de  l'enseignement  (208-216).  =  N°  4  (15 
juillet  1906):  Jules  Andrade,  Les  fonctions  angulaires  dans  la  Géométrie  de  l'ajustage  (257-281). — 
M,  8tuyraert,  Conséquences  diverses  d'une  formule  d'Algèbre;  leurs  interprétations  géométriques  (2&a~ 
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290).— eW/a  Bertrand,  Démonstration  de  la  formule  de  Corìous  (290-29 
P.  Appetì,  Vc\  it  scientifique  à  l'Université  de  Paris  | 

nctiûns  hyperboliques  (J43*j6l),  —  E*  Cahen,  Exemple    simple    d'' 
p.is  de  dérivée  pour  une  infinité  de  valeurs    de    La    variable    fj6r--, 
synthétique  de  deux  théorèmes  de  Carnoy  Cì^5-^7°)  —  ^  Godeaux,  S 
bes  planes  (370-373).  — /♦  Richard,  Exposition  de  la  méthode  de  Lapla 
des  planètes  et  des  come  77)-  —  W.  Eehr,  Gabriel  OlTramaR 

(15  novembre  1906):  A,  Auòryt  Les  logarithmes  avant  Neper  (j 
pure  et  l'approximation  (412-442).  —  «*.  Brand,  Méthode  graphi 
de  réquarion  x*  -f  r >J  -f-  q  =  o  (445-448),  —  0,  Dumas,  Demonstratio 
équit  «ires  (448-45  5).  —  L.  Crelier,  Construction  et  génération  d 

et  de  la  (*-|-  t)e  classe  (455-462),  —  Table  des  Matières  {>o2->o8), 

IXe  Année  (iu 
H°  I  (i)  ianvier  1907):  C.  Afasta,  Ernest  Cesaro;  1859-11; 
taire  des  résidus  quadratique  —  £  Richard,  Sur  la  logique  et  la 

44).  —  Em,  Haentzschel,  De  l'exactitude  des  con^  géométriques 

et  par  quelles  preuves  valables  pouvons-nous  justifier  le  système  d 
Lalsant,  Lettre  j  M.  Félix  Le  Dantec  (58-60).  =  N°  2  (20  mars   1 
descriptive  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  de  Paris  (89-93). — J, 
ié  ori  e  des  en  sembler  et  sur  l'axiome  Zermklo  (94-98).  —  G,  Combe b 
triques  (99-100).  —  L  Crettert  Génération  des  courbes  et  des  surfaces  su 
synthétique)  (107-119)  —  George  Lehrt  Sur  les  démonstrations  en  Cïéom 

La  Revue  du  Mois. 
2e  Année. —  Tome  III  (ianvïei-- 
N'   13  (ro  janvier):  Paui  Appell,  Fn  ut-if  supprime 
tati,  le  mouvement  philosophique  contemporain  en    Italie    (162-185). — 
donneile  (2; 2-2 3 5).  =  N°  15  (10  mars):  Henri  P 
—  R,  de  htottte&sus,  A  propos  du  Hasard  (164-360»,  —  Federigo  Enriques, 
losophique  en  Italie  (370-371).  =  N°  16  (to  avril):  Paul  Tannery,  Progra 
sciences  (j8$*|< 

Philosophical  Transactions  of  the  Royal 
of  London  (Serlee  A 1 
Vol.  CCV. 

A 389  (28.7.05).=  A 390  (23.8.05)-  =  A 391  (24.8.05).  =  A 392  ,2; 
(12,  io.ü>l  =  A395   (t9.10.05j.  =  A  396   (t;.i  i.dj  ).  =  A  397  (30.1-2.0 
(J2.3.o6).  =  A400  (î6o.o6):  A,  N.  Whitehead,  On  Mathematical  Concepts 
=  A40I  (22.5,06)1  Title,  Contests,  Index,  etc. 

Vol.  CCVI: 

A  402  (29.5.06).  =  A 403  16,6.06).  =  A 404  (7,6.06).  =  A 405  (28.6.06 

and  Stability  of  a  Liquid  Satellite  (161-248).  =  A 406  p):  fi   W, 

pansion    of   Integral    Functions    defined    by    Tayxor*s    Series   (241 

(3 1.7.06).  =  A 409  (2  3.8.o:>).  =  A4IO  (tj.jou^O  =  A 411  (22.10,06). 

tents,  Index,  etc. 

Vol.  CCVII  : 

A4I3  (22  u.o6).  =  A4I4  (21.1.U7);  P,  A.  MacM&kon,  Second  Memoir  < 

(65-134).  =  A  415  (27.2.07). 
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ADUNANZA  DEL  28  APRILE  1907.  [470*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 


Corrispondenza.  —  La  Presidenza  del  R.  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere  partecipa  la 
morte  del  suo  membro  effettivo  Prof.  Ferdinando  Aschieri,  avvenuta  in  Pavia  il  15  del  corr.  aprile. 
Il  Circolo  esprìme  le  sue  condoglianze.  —  Il  nuovo  socio  Prof.  Dr.  Moritz  Cantor  ringrazia  per  la 
sua  nomina. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  Soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  Georg  Alexander  Pick  (Prag) 
L608J;  Dr.  Pasquale  Grossi  (Cassino)  [609]. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

BERZOLARI  (L.y.  Sulle  curve  gobbe  ragionali  dotate  di  quattro  punti  d'i  per  osculazione. 

LANDAU  (E.):  Bemerkungen  \u  einer  Arbeit  des  Herrn  V.  Furlan. 

PASCAL  (E.):  I  nuovi  numeri  pseudo-tangenziali. 

PUCCI  ANO  (G.):  Studio  sui  potenziali  logaritmici  di  strato  lineare  semplice  e  doppio,  e  delle  loro 
derivate  prime. 


•)  Pei  verbali  precedenti,  vtdi  :  t.  I,  pp.  1-28,  45*88,  119-156,  379-390;  t.  II,  pp.  77-96,  152,  184-188;  t.  Ill,  pp.  230-235, 
»73.278;  t.  IV,  pp.  03-72,  275-286;  t.  V,  pp.  279-288,  319-324;  t.  VI,  pp.  155-164;  t.  VII,  pp.  37-48,  309-312;  t.  Vili,  pp.  166- 
168;  t.  IX,  pp.  263-272;  t.  X,  pp.  38-40;  t.  XI,  pp.  181-188;  t.  XII,  pp.  307-311;  t.  XIII,  pp.  374-380;  t.  XIV,  pp.  303-512; 
t.  XV,  pp.  158-160,  369-370;  t.  XVI,  pp.  294-290;  t.  XVII,  pp.  168-172,  586-389;  t.  XVIII,  pp.  199-204,  221-223,  3^-389; 
t.  XIX,  pp.  316-319;  t.  XX,  pp.  375-380,  581;  t.  XXI,  pp.  128,  218-220,  386-388,  dei  Rendiconti;  e  vol.  I  (1906),  pp.  48-51 
6O-61,  76-78;   vol.   II  (1907),  pp.   1*4,  di  questo   Supplemento. 

Per  le  pubblicazioni  periodiche  e  non  periodiche  ricevute  in  dono  o  in  cambio  dei  Rendiconti  e  presentate  nelle  varie  adu- 
nanze, vedi,  in  questo  Supplemento,  la  rubrica  :  •  Bollettino   delle  pubblicazioni  ricevute  dalla  Società  ». 

Suppl.  Rend.   Cire.  Matern.  Palermo,   vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  2  settembre   I907.  5 


ADUNANZA  DEL  12  MAGGIO  19. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  Il  socio  Prof.  Dr.  Paul  Gordan  ringn 
nelle  onoranze  in  occasione  del  700  anniversario  della  sua  nascita, 
[questo  Supplemento,  voi.  II  (1907),  pag.  .j]}.  —  Il  nuovo  socio  R 
ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci   del    Circolo    i    signori  :    Dr. 
Prof.  Dr.  Georges  Tzitzéica  (Bucuresti)  [611];  Dr.  Ruben  Mai- 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

GROSSI  (P.)  :  Sul  moto  di  un  punto  sollecitato  da  una  for\a  l 
un  complèsso  lineare. 

MARLETTA  (G.):  Sulle  curve  gobbe  ragionali  dotate  di  quatlr 

PEXIDER  (J.  V.):  Sur  la  fonction  E(x)  te  présentant  Ventier  1 

SEVERINI  (C):  Sul  primo  teorema  fondamentale  di  Lie  nella 

ADUNANZA  DEL  26  MAGGIO  19 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiarli) 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  signori:  Rossi  e  Tzitzéic 

Ammissioni. —  Sono  eletti  Soci  del  Circolo  i  signori:  Prof. 

Giovanni  Battista  Santangelo  (Palermo)  [614]:  Prof.  Dr.    Bï 

Mo.,  U.S.A.)  [615 J;  Dr.  Giulio  Giraud  (Torino)  [616J;  Dr.  Coi 

Comunicazioni. 

G.  LORIA:  Per  la  storia  del  sistemi  determinati  e 

Il  sig.  Landis  ha  rilevato  (cir.  questo  Supplemento,  vol.  I  (19 
zione  dei  determinanti  di  ordine  infinito  era  stata,  almeno  adombra 
occupasse,  dall'I Iill.  Ora  sia  lecito  a  me  aggiungere  che  assai  prin 
la  necessità,  di  considerare  e  risolvere  i  sistemi  costituiti  da  infinite 
cognite  era  stata  segnalata  da  Gabrio  Piola  in  un  notevole  la  vor 
tinue  »,  che  sin  dal  1828  venne  pubblicato  nelle  Memorie  della  $oc 
pp.  573-639).  Ivi,  e  precisamente  nel  §  3,  intitolato  «Nuovi  tentati 
Fourier  (Théorie  Je  la  chaleur,  p.  212)  la  considera/ione  di  un  si' 
come  limite  di  un  sistema  ordinario,  viene  aggiunto  che  un  tale  si: 
ubile,  ed  è  addotto  il  seguente  esempio  d'un  sistema  in  tali  condiz 

r  -tu  - 

Itr'g  +  s'*'-"' 

ove  ;//  devesi  poi  far  tendere  all'infinito.  Il  Piola  stabilisce  le  torn- 

quindi,  con  un  passaggio  al  limite,  trova  che  il  valor  dell'i"1,1  incog 

tità  seguenti  : 

/—  _  /—    rT^  < 

-  l'i,'  oos  ir.  ry^  r  y  g  (e 


ir.  V  - 
He        *  - 


-i-Vs 


) 


Superfluo  osservare  come  nella  memoria  del  P101  a  manchino 
rebberM  indispensabili  per  legittimare  la  procedura  indicata  ;  import: 
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90  di  essa  memoria  :  ove  essa  avesse,  come  meritava,   attratta   l'attenzione   degli   analisti,   la   teoria 
k  determinanti  infiniti  avrebbe  probabilmente  visto  la  luce  prima  di  Hill  e  Poincaré  ! 


ADUNANZA  DEL  9  GIUGNO  1907.  [473*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Il  Presidente  compie  il  doloroso  ufficio  di  annuuciare  la  perdita  subita  dal  Circolo  nella  persona 
«1  Prof.  Francesco  Siacci,  senatore  del  Regno,  mancato  ai  vivi  in  Napoli  alle  ore  5  del  31  maggio 
90j;  il  defunto  era  socio  del  Circolo  fin  dall'8  gennaio  1905.  Il  Creolo  esprime  le  sue  profonde  con- 
Jgüanze. 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  signori  :  Cappello,  Giraud,  Grossi,  S ant angelo  ringraziano 
r  le  loro  nomine. 

Riammissioni.  —  Dietro  sua  domanda,  ai  sensi  dell'Art.  9  dello  Statuto,  è  riammesso  Socio  del 
rcolo  il  Dr.  Cesare  Spelta  (Genova)  [224]. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori:  Ing.  Mario  Gleijeses  (Napoli)  [618]; 
of.  Dr.  Ernst  Richard  Julius  Neumann  (Marburg)  1619];  Miss  Betty  Trier,  M.A.  (Montdair, 
J.,  U.S.A.)  L620]. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

BUR  ALI-FORTI  (C.)  e  MARCOLONGO  (R.):  Per  V  unificatone  delle  notazioni  vettoriali  (Nota  II*). 

BASSET  (A.B.):  Ou  Quintic  Surfaces  having  a  Tacnodal  Conic. 

MEDOLAGHI  (P.):  Sopra  i  gruppi  definiti  da  equazioni  differenziali  del  primo  ordine. 

LANDAU  (E.):  Über  die  Multiplikation  Dirichlet'jcä«-  Reihen. 


ADUNANZA  DEL  23  GIUGNO  1907.  [474*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  Soci  signori  :  Gleijeses  ed  E.  Neumann  ringraziano  per  le  loro 
>mine. 

Riammissioni.  —  Dietro  sua  domanda,  a*  sensi  dell* Art.  9  dello  Statuto,  è  riammesso  Socio  del 
ircolo  il  sig.  Dr   Michele  Morale  (Caltanissetta)  [266]. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  Soci  del  Circolo  i  signori  :  Lucien- Auguste  G  ode  aux  (Mons)  [621]; 
r.  Gaetano  Riccardo  Urzì  (Caltanissetta)  [622]  ;  Dr.  Michele  Mainardi  (Capua)  [623]  ;  Prof. 
tg.  Antonio  Zanca  (Palermo)  [624J  ;  Dr.  Louis  Olivier  (Paris)  [625J;  Prof.  Dr.  Pierre-Maurice- 
arie  Duhem  (Bordeaux)  [626). 

Nemorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

KEYSER  (C.  J.):  Circle  Range  Transversals  of  Circle  Ranges  in  a  Plans:  A  Problem  of  Simple 
onstruction. 

KOENIGSBERGKR  (L.):  Ober  die  Entwicklung  algebraischer  Functionen. 

GIRAUD  (G.):  Compimento  ad  una  Nota  del  sig.  Emch. 

SINIGALLIA  (L.)  :  Sui  nuovi  numeri  pseudo-euleriani  del  prof.  Pascal. 

TEDONE  (O.)  :  Sul  problema  dell'equilibrio  delle  temperature  in  un  ellissoide  a  tre  assi  disuguali. 


ADUNANZA  DEL  14  LUGLIO   1907.  [475']. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiarli). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  signori:  Duhem,  Godeaux,  Mainardi,  Olivier,  Spelta,  Urzì 
ingraziano  per  le  loro  nomine. 


SUPPLEMENTO  At  RENDICONTI   DEC   CIRCOLO  MATEMÀTICO  Dt  Fat 


rtlüm*llt{ 


Medaglia  G  uccia  *).  —  H  President?  comunica  ài  *od  eh*  le  memorie 
mtcrtujtiotiaïe  «  Medaglia  Cuccia  »,  a  luì  pervenute  prim»  dei  *"  («fife  tuo;,  fun: 

Memoria    K*  i  : 
Dai;  y.  il   Mägflo    roo?. —  Titola:    «  Sur   Us   cour  fai   ;àmhtt    d*   Jtrrrti 

delle  pjginc:  ij.f,  —  RpdgfifCi 

*  Prh*oyt\  twtri  rôutet  avant  que  de  pari' 
n  A  qui  dtri^e  mal,  ihn  ne  ieri  de  vonììt  ». 

M  e  tu  a  T  i  a    K"  2  : 
Data  ttrlì  :\    £i'if£«0    ^7. —  Titolo;    «Sur   yutlquis  prepriftls    arithmetic 

mlcihriqtm  plane*  û  •       •  0  delle  pagine;  frf,  —  Epigrafe: 

M  c  ni  o  r  i  a    N 

Data  dell'arrivo:  27  c'utçw  7907,  —  Tìtolo:  ff  G> 'itndiûiii  lit  einer  ììeivegungsgwnu 
und  tuff   Ku£*ì  *> — Numero  delle  pagine  ;  f |.  — •  Epigei  le: 

w  0«  Kugiï  beherrscht  da*    IVtUuii  und  die  Raumu'uunscbajt  j« 

Ûgiuwa  dì  queste  tre  memorie  è  pervenuti  al  Presidente  m  ire  esemplari,  gçsq 
plico  ftfggetktO  portante  sulla  busta  l'epigrafe  adottata. 

Il  giorno  t'*  Loglio   1507,  ì  tre  esempla  ri  di  ognuna  delle  dette  tre  tncraorie  furono 

ti  ai  tre  membri  della  CoqaitufaBB  intenta  Rionale  per  la  «Medaglia  Gucc 
Noe  the«,  Poincaré  e  Segre,  j  quali,  riìp,  con  lettere  delFS  Luglio»  4  Luglio,  4  Luj- 
«4  accusarne  recezione. 

Il  Pre* (dente  fa  altresì  DTOOseer*  ; 

t"  Jie  il  giorno  17  giugno  1907  ricevette  il  seguente  telegramma; 

«  Albegcianu  Palermo,  Salita  Banditore,  4^P.  Göttingen  ìÓk  11.27.4/35.  ^  Gì 
smotto  Finnic  h  ist  das  Wort  der  Wahrheit  heute  nach  Palermo,  Turin,  Erlangen,  Pai 

2°  che  il  giorno  6  Luglio  1907  l'Ufficio  Postale  di  Palermo  ebbe  a  consegnargli, 
un  pacco  postalo  proveniente  da  Gottingen  r  (W.  504 —  Absender:  M  uh.  Lesezi: 
tingerlo),  il  quale  conteneva:  u)  un  esemplare  di  una  Memoria  (di  70  pagine)  portant» 
die  Unìfor  ini?  ici  i<fi  ^  l\liibigtr  algebraischer  Kunen»  e  l'epigrafe  :  «Einfach  ist  das  If 'or 
In  un  plico  suggellato  portante  sulla  busta   l'epigrafe  adottata; 

ì°  che  dalle  su  men  donate  lettere  dei  Professori  Noelher,  Poincaré  e  Segre 
esemplare  dell  1   Memoria   medesima   ebbe  a   pervenire  direttamente  a  ognuno   dei    detti 

(Quest'ultima  Memoria,  essendo  pervenuta  al   Presidente  dopo  il    r'  Luglio  zoo-, 
del    programma,   essere   ammessa   al  concorso. 

Riammissioni.  —  Dietro  loro  domanda,  a'  sensi  dell'Art.  9  dello  Statuto,  son«. 
del  Creolo  i  signori:  Prof.  Di.  Francesco  Gerbaidi  (Palermo)  (69J;  Prof.  Dr.  I 
Kralse  (Dresden)  f  1  5 1  >  j  ;  Dr.  Alberto  (Conili  (Bologna)  [2jSj;  Prof.  Dr.  Cari. 
Bouroei"  (Toulouse)   (~2~>6i. 

Ammissioni. —  Sono  ektti  No  .i  del  Circolo  i  signori:  Prof.  Matyàs  Lerch 
Pro!.   Dr.    Klsé-Loui;   Bairi.  (I)ijon)  'ruisj;   Prot".   Dr.   Krnst  Woelm  ino,  (Stuttgart) 

•)    V,  •■.■,-   ,1      li    c-ttMiii    .Li    vtii-Ki    .L  Ile     ..Ln.ni/,     ,10    24    lu  -Un,    14   .i^c>ie.  13    iuvenil  n    1904    «.:    2- 
-'••-■     U    .1   :    (  , M    t..    ..-•  ...    .a    i',,.',»,.-,..    um.    Will   11904',    ,'('     3^7-ìXs,    jS^     .      .mio    \\    (,9oì>,      ;,. 

;!iiiiiii,  r:  '•■:,.  hu-.:.,  ':  ;uo.:..  ai.c  ...  lO.ni.u.dii.i!.  (in  iiu  r'  r.'vcnikc  1914),  0"r.,  ade.  ;  À\ 
M.i.'.^.t..  ;,/'..;,  •<  .:■■.:.  11  .  Will  ,;  ,,,,,.<»  ;  ;  3..,,  -j.ji  ./«.  lur;.  ./  i  f,r,-,  i.  A/.;:,,,...;;-,,,  ./,  /'a/,  ,„...,  p, 
r,,.  l,.(i.o,  ir.    ,3    j6     /'o     ;..    :y.C».     «a      ,^/un.j.  rl     <j6T  .    y...,M..,;    /,•    .\/,,v/,,  ..-,  :.„, ,    ^:i ,  , .    ,  t    ...-.^  .,, 

(jyOSJ,      f,         V)     -y«.        ^L.J,..'..i      -i  S.w.-,         ,\/   ,     -    .   m;,^..-..      ,      |L       -,.!,.      t.    f..       X\l\     (l  9O  J  ) .      PìUHKU       P  i  I  1 1  v  ,       pp.       . 

./.;».,*.-....    I  \.    H..iul   ir,..,),     s.    i7S-r6.     /..       •»:.'.'    '•-    A///0»/i.i.'^    :■■>■■  à    ïl  y.  C     LU.     iCuul     (jyuj),      S_    45-. 

^."'-.."'i.:«..    vu-    ...,„,    ,ly  ,).  n.  ,.,10.  /;,.0;.-.  .;  ,;,  j.,lììlJu.JI/,,M/,(I)Mtìl„(>A\.i.Xln.,oi)) 
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x-X^no  Fulco  (Lodi)  [630];  Prof.  Dr.  Charles-Jean  de  la  Vallée  Poussin  (Louvain)  [631]  ;  Professor 

Dt.  Rudolf   Mehmke  (Stuttgart)   (632];    Dr.    Riccardo    Bucca   (Palermo)   [633J;    Dr.    Herbert 

"Ellsworth  Slaught  (Chicago,  III,  U.S  A,)  ("634]  ;    Prof.  Dr.    Kurt  Wilhelm    Sebastian  Hensel 

(.Marburg)  [635];  Prof.  Dr.  Kasimir  Paulin  Stephan  von  Zorawski  (Krakau)  [636];  Dr.  Umberto 

Choth  (Padova)  [637J;  Dr.  Francesco  Alessandro  Ansano  Cecioni  (Livorno)  [638J;  Dr.  Konrad 

Knopp  (Gross-Lichterfelde  bei  Berlin)  r*>39J. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

BOUTROUX  (P.):  Sur  les  fonctions-limites  des  fonctions  multiformes. 

BUCCA  (R.):  Sul  gruppo  semplice  di  16S  collinea^ioni  piane. 

BUR  ALI-FORTI  (C.)  e  MARCOLONGO  (R.)  :  Per  Vu  11  iß  cagione  delle  notazioni  vettoriali  (Nota  III*). 

LEVI  (E.  E.):  Sulle  equazioni  lineari  totalmente  ellittiche  alle  derivale  parziali. 

MARLETTA  (G.):  Sulla  identità  cremoniana  di  due  curve  piane. 

NEUMANN  (E.  R.):  Die  Randwertaufgaben  far  den  Innen-  und  Aussenraum  derselben  geschlossenen 
Ftäche  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen. 

YOUNG  (W.  H.):  A  Theorem  in  the  Theory  of  Fonctions  of  a  Real  Variable. 

Nel  togliere  la  seduta,  il  Presidente  è  lieto  di  constatare  che  con  gli  ultimi  ammessi  di  oggi  la 
«aostra  Società  ha  raggiunto  il  numero  di  501  soci. 


ADUNANZA  DEL  28  LUGLIO  1907.  [476a]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  signori  :  Cecioni,  Conti  (A.),  Frankland,  Gerbaldi  ringra- 
ziano per  le  loro  nomine. 

E  Presidente  legge  la  seguente  lettera  dei  socio  Prof.  Dr.  Gabriele  Torelli,  che  è  presente 
alla  seduta: 

«  Palermo,  té  luglio  1907. 

«  Ch.mo  Sig.  Presidente, 

«Pel  prossimo  anno  scolastico  io  son  trasferito  alla  R.  Universita  di  Napoli:  ecco  perchè  mi  è 
t  forza  ripassare  fra  i  soci  non^  residenti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo. 

«Nel  darle  questa  comunicazione  io  ringrazio  l'Ufficio  di  Presidenza,  la  Redazione  dei  Rendiconti 
«  e  la  totalità  dei  soci  residenti  della  benevolenza  di  cui  mi  hanno  onorato  nei  sedici  anni  di  mia  resi- 
le denza  fra  loro. 

«  La  prego  inoltre  di  gradire  rassicurazione  che,  per  quanto  le  mie  deboli  forze  lo  comporteranno, 
«  m'ingegnerò  da  lontano  di  essere  utile  al  Circolo  tanto  benemerito  delle  Scienze  matematiche. 

«  Gradisca,  Sig.  Presidente,  l'attestato  della  mia  stima,  e  mi  creda 

Suo  devotissimo  G.  Torelli». 

Il  Presidente,  a  nome  dell'ufficio  di  Presidenza  e  di  tutti  i  soci  residenti,  ed  il  Direttore  dei 
Rendiconti,  a  nome  dell'Ufficio  di  Redazione,  ringraziano  il  Prof.  Torelli  per  le  sue  gentili  ed  affet- 
tuose parole,  ed  esprimono  il  loro  rammarico  per  il  di  lui  allontanamento  da  Palermo.  Ringraziano 
altresì  il  chiarissimo  collega  ed  amico  per  la  promessa  di  continuare,  anche  da  lontano,  a  prestare  il 
suo  efficace  contributo  all'incremento  del  Circolo  e  dei  Rendiconti, 

Ammissioni.  —  È  eletto  Socio  del  Circolo  il  sig.  Dr.  Tito  Chella  (Spezia)  [640J. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

CECIONI  (F.)  :  Sulla  rappresentazione  conforme  delle  aree  pians  pluriconmsso  su  um  t 
siano  eseguiti  dei  tagli  paralleli 

GIAMBELLI  (G.  Z.)  :  Introduzione  alla  teoria  del  massimo  cornuti   dtokr 
multiplo  di  più  funzioni  algebriche  intere  di  una  sola  variabile, 

RÉMOUNDOS  (G.)  :  Sur  les  intégrales  rUlles  des  équations  difèrtmM 
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SI  NIG  A I  Urna  atnuont  dd  numeri  bernoulliani. 


ADUNANZA  DELL'n  AGOSTO  1907.  [477*]. 

(Prabtalli  4d  Prc*i4cnu  Albc^gmni) 

Ammissioni.  —  SODO  eletti  Soci  del  Circolo  ì  signori  \    Prof.    Or.    I5£Vjamjx 
.^»bridge,    Mass.,    l'.S.A.)    [641J;    I  \a%    Jou  Ä    bei 

Dr.  Erhard  Schmidt  (Bonn)  [ó-UJ;  ALBERT  Rbber  (Palermo)  [6j  Dr. 

(Pui 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

M IX  HO:  Le  anitra J  tali  del    et  e  h  io. 

Comunicazioni. 

M,  GEBBIA:  Sull'equilibrio   limite  dei  massi  al  terr* 

La  distribuzione  delle  m  un  masso  di  terra  compresso  è  staticamente 

scopo  di  ottenere  la  spinta,  che   un    terrapieno    esercita   contro    un    muro    di    sostegno 
primo  e  divamente  M.  Lévy  e  Grotti  tm  1  aggiungere  b 

limite,  la  quale  esprime  che  le  particelle    infinitesime  del    1  appeal 

scivolare  le  une  sulle  altre  sotto  le  azioni  del  loro  peso  e  delle  due  resistenze  di  attrito 
I  detti  autori,  ed  altri  di  poi»  hanno  sviluppato  ampiamente    questa 
attrito,  ma  non  cost  per  l'altro  che  intervenga  la  coesione.  Proponendomi  di    appr 
conda  parte,  ho  voluto  introdurre  un  altro  concetto,  che  sebbene  da  molto    I 
mente  di  alcuni,  non  e  stato  studiato  nelle  sue    conseguenze,    e  questo    è   che  g! 
della  coesione  non  si  sommano»  come  si  e  ritenuto  quasi  sempre,    ma  che   l'attrito   ini 
ja  coesione  è  vinta.  Mi  pregio  comunicare  al  Circolo  i  risultati    del  mio   studio,    riserv; 
gerii  in  una  prossima  pubblica  ri  one. 

Supponiamo  che  tutto  avvenga  egualmente  in  una  serie  di  sezioni  verticali  parallel 
masso  di  terra.  Riferendo  U  sezione  a  due  assi  ortogonali  (x,  v),  siano  .V,   V  le  pression 
tarie  sugli  clementi  piani  paralleli  agli  assi,  U  la  relativa  prensione  tangenziale    unitaria, 
ponenti  del  peso  specifico  dell'elemento.  La  considerazione  dell'equilibrio  del  rettangolo 
nisee  le  due  equazioni 

co 


ili  now  bastano  a  determinare  A,   F,   L\  ed  in  ciò  consiste  l'indeterminazione  statica 
Si  richiede  un Vq unzione  supplementare,  che  appunto  è  fornita  dalla  condizione  di  e 

Per  ogni  punto  passano  infiniti  elementi  piani  determinati  dall'angolo  ul,  che  torma 
Sopra  uno  di  questi  elementi  agisce  una  pressione  normale  unitaria  K  ed  una  tange 
dalle  formole 


N  = 


<*> 


N  = 


-■  \l  —  U  sen  2  fjL, 


tang  2  ß  = 


—  Y 

T  =  —  sen  2  u. 


2  2 

che  si  deducono  dall'equilibrio  del  triangolo  elementare.  Esistono  due  elementi    ort 
sui  quali  W  è  massima  e  7   è  nulla,  e  le  loro  inclinazioni  ß  con  Tasse  x  sono  dat« 

iU 
-  Vr 

Prese  queste  direzioni  come  nuovi  assi  di  riferimento  (**,  y*)  e  dette  A,  B  le    : 
affluii,  si  ha 

r ?)  a  -f  b  =  x  +  y,      {A  —  Bf  r=  (A*  -  ry  +  4  u* ,      ab 

,       A+B       A~B  t  .,.  ~B 

— COS  2  U. ,  J   = 

2  2  r'  a 

è  1  inclina /ione  dell'elemento  con  Tasse  v\  Tutto  ciò  è  ben  noto, 


sen  2  u.', 
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KZ3enotando  con  /,  e  i  coefficienti  di  attrito  e  di  coesione,  le  equazioni  T  *=  i  Nf,  T  =.  -J-  e  espri- 

S-    die  in  un  certo  elemento  piano  è  raggiunto  il  limite  di  attrito  o  di  coesione,   possono   scrìversi 

mezzo  delle  (4): 

^/tang2  u/  ±  (A  —  B)  tang  ja'  +  Bf  =  o, 

e  tang2  {*'  ±  («4  —  B)  tang  ja'  +  e  =  o. 

Ver  ciascuno  dei  segni  ^  le  radici  di  ciascuna  di  queste  equazioni  in   tang   jjl'   determinano  due 

l,  che  dico  ^/a«i  /inst/i  di  scivolamento;  questi  chiudono  risp.  due  angoli,  che  chiamo  angoli  disci- 

t/o,  occupati  dagli  elementi  piani,  dove  l'attrito  o  la  coesione  sono  vinti.  Possono  esistere  angoli 

^svotamento  reali,  nulli  o  immaginari,  tanto  per  l'attrito  che  per  la  coesione. 


ADUNANZA  (STRAORDINARIA)  DEL  18  AGOSTO  1907.  [478*]. 

(Presidenza  dei  Presidente  Albeggiali!). 

«4^mmÌ8SÌoni.  —  Sono  eletti  Soci   del   Circolo  i   signori  :    Prof.   Dr.   Erik    Albert   Holmgren 
la)  [646]  ;  Prof.  Dr.  Ernest  William  Hobson  (Cambridge,  Engl.)  [647]  ;  Conni.  Dr.  Giuseppe 
(Palermo)  [648J. 
Afamorie  e  Note  pei  Rendiconti. 
TJSBESGUE  (H.)  :  Sur  le  problème  de  Dirichlet. 
SCHMIDT  (E.)  :  Über  die  Auflösung  linearer  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Unbekannten. 

Comunicazioni. 

M.  GEBBIA:  Sull'equilibrio   limite  del  massi  dl  terra,  (Continuazione  e  fine). 

La  condizione  di  equilibrio  limite  dice  che  per  ciascun  punto  lo  scivolamento  è  possibile  in    uno  ed 
solo  elemento  piano.  Ciò  può  avvenire  in  tre  modi:  i°  se   l'angolo    di   scivolamento   per   attrito   è 
Ho  ed  è  compreso  dentro  l'angolo  di  scivolamento  per  coesione  (reale);  20  se  avviene  lo  stesso,  in- 
cliti i  termini  attrito  e  coesione;  30  se  i  due  angoli  sono  entrambi  reali,  hanno  un  piano  limite   co- 
Une,  e  stanno  da  parti  opposte  di  questo  piano. 

Nel  i°  caso  deve  esser  nullo  il  discriminante  della  (5),  cioè 

\a  =  (A  —  Bf—4ABf>  =  o. 

Questa,  fattevi  le  sostituzioni  (3),  è  l'equazione  supplementare.  Essa  vale  dentro  la  regione  (A) 
d  piano  della  sezione,  per  la  quale  sono  sodisfatte  le  altre  condizioni,  e  ciò  avviene  finché  l'invariante 
usto  dei  due  polinomi  (5),  (6)  è  positivo,  cioè 

e  =  (A  —  B)2  -  2(A  +  B)fc  7  o. 
\  =  o  è  l'equazione  della  curva,  che  limita  questa  regione. 

Nel  20  caso  deve  annullarsi  il  discriminante  della  (6),  cioè 

\  =  (^—  By  -4<r2=o. 

Questa,  dopo  le  sostituzioni  (3),  è  l'equazione  supplementare.  Essa  vale  dentro  la  regione  (C)  del 
iano,  per  la  quale  sia  Ö  7  o,  e  (■)  =  o  è  l'equazione  della  curva,  che  limita  la  regione. 

Le  condizioni  0  =  o  relative  alle  regioni  (A),  (C)  non  sono  le  stesse,  perchè  diversifica  l'equa- 
one  supplementare,  e  quindi  esse  determinano  curve  diverse.  Si  dimostra  che  le  due  regioni  non  pos- 
sno  avere  alcuna  parte  comune. 

Nel  30  caso  deve  annullarsi  il  risultante  dei  due  polinomi  (5),  (6),  cioè 

R  =  404  -  By  [A  Bf2  -(A  +  B)fc  +  c2(i  +  f2)]  =  o. 

Questa  (nella  quale  deve  omettersi  il  primo  fattore,  che  non  dà  soluzioni  reali),  dopo  le  sostitu- 
loni  (3),  è  l'equazione  supplementare.  Le  altre  condizioni  richiedono  che  sia  0  ^  o,  onde  la  regione 
IW),  ove  ciò  può  avvenire,  è  limitata  dalla  curva  0  =  o.  Or  questa  curva  non  è  altro  che  l'insieme 
elle  due  precedenti  per  due  ragioni:  i°  che  per  0  =  o  l'equazione  supplementare  coincide  con  una  o 
3n  l'altra  di  quelle  relative  alle  regioni  (^4),  (C),  e  quindi  le  funzioni  À',  Y,  U  hanno  ivi  risp.  gli  stessi 
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valuri;  2*  che  ivi  coincidono  anche  i  valori  delle  derivale  parziali  di  queste  (unzioni, 
della  &.  In  Hngaa ggio  geometrico:  sulle  curve  *>  =  o  queste  funzioni  coit&ddurKi  ia-c« 
ciò  avviene  in  virtù  della  nota  relatione 

la  quale  esprime  il  risultante  in  luunane  degl'invarianti  fondamentali  A.  #  A,  ,  B. 

Ne  segue  che  la  regione  (M)  occupa  tutta  la  parte  del  piano  baciata  Ubera  dalle 
&e  regioni  coprono  insieme  tutta  la  segone* 

Ho  poi  ricavato  l'equazione  ditTercntiale  delle  cutv*  di  tcìvo  foménto*  Queste  curve 

•  la  serie,  cht  divide  la  sezione  in  elementi  parallelogrammi,  i  quaïi  sono  sul  pun« 

tutti  e  quattro  i  lati.  Poiché  u.  =  ja#  ^p  pt  Tequiudone  diiferetuiaie  è 

_  à_y  __   tang  /  4-  tang  ß 


nß^       i*       i  —  taugjA'tangp* 


ove  rang  fi  e  detcrminata  dalla  (a),  e  tangu/  è,  secondo  le  tre  regioni  dei  piano*  I; 
della  (5),  o  quella  della  (é),  o  la  radice  comune  a  queste  equazioni,  Attraverso  le  cur 
di  scivolamento  relative  alle  diverse  regioni  si  raccordano. 

KlI  caso  di  un  terrapieno  omogeneo  indefinito  limitato  da  un  piano,  le  (i)  s'inte 
mente,  come  è  noto.  Allora  le  curve  @  =  o  sono  rette  parallele  alla  linea  superiore  d< 
curve  di  scivola  in ento  per  la  regione  {A)  sono  notoriamente  rette.  Ho  trovato  che  per 
alle  regioni  {C)>  (M)  le  rispettive  equazioni  differenziali  s'integrano  pure  compieta  men  n 
trascendenti  elementari. 


ADUNANZA  DEL  25  AGOSTO  1907,  [479*], 

(Freuden  la  G,  R  Gucci  a). 


Affari  interni. 


//  Sfigrêtmv  :  S.  d 


ADUNANZA  (STRAORDINARIA)  DEL  31  AGOSTO  1907.  [ 

1  Fh  .    ...i-  .   ■<■■   IV  iidmt<    AlbL^ginnì) 

In  seconda   convocazione.  —  La  seduta   è  aperta  alle  ore  15. 

Ammissioni.  —  l';  eletto  Socio  del  Circolo  il  sig.  Prof.  Dr.  Hrnst  Leos 
(Hclsingfors)   [oJ9l- 

Bilanci.  —  Hsposi/ione   ed   approvazione  dei    Conti  consuntivi  tifali   l:>nci{i   i<tOj 
Tesoriere,  con   le  seguenti   risultanze  : 

1905  1906 

Introiti !..  9049,57  L.    11007,02 

I-siti L.  8827,28  L.   ii.Sj;,i8 

Resto  di  cassa  .     .     L.     222,29  L.        1 72,44, 

e   del    Miau*  io  di  pteii<ione  per  l'Esercizio   U)0~. 

Su  proposta  dell'I' tììcio  di  Presidenza  si  delibera  un  voto  di  ringraziamento  al  ibi 
ciet.i  Prof.  Cuccia  pei  sussidi  di  lire  2300  e  lire  4>oo  dd  questi  elargiti,  rispettivamei 
ci/i    iquj    e    1906. 

Rendiconti.—  Viste  le  precedenti  deliberazioni  del  12  gennajo  iXqo  (Rendiconti.  ' 
e  del  )  inalzo  190,  ( l<<  nJicont: ,  t  XIX.  p.  u8),  l'Assemblea,  su  proposta  delTUtlicio 
delibera    quanto   segue  : 

«  Sino  al  ;o  giugno  1908,  i  Soci  che  volessero  rendere  completa  la  propria  colle; 
"  eonr  potranno  lnrlo,  una  sola  volta,  per  ciascuno  dei  volumi  pubblicati  prima  della  1 
cai   pie//o   ridotto  di   lire   lu  (invece  di  lire    ij),   per  ognuno  dei   tomi  I-XX    (eccetto 
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a£  non  s  vendono  che  in  ccl'ezion*  dèi  ::rr£  I-XX;:    ei  il   ttä:c    ±  Ire  14     rr^ae  ex 
per  ognuno  Je  toni  XXI.  XXII.  XXIII  =  XXIV.  :>ir_cc   £  rcn;  -xr  ro>^t». 
Congresso  Internazionale  dei  Matematici  in  Roma  —  L~A»e=ûei  rnezôc  ìa  se- 
beraikrie  : 

1:3  prese:  re  c>e  il  Crc;o  ebbe  ci  issici:- -il  :Ii  t::tc5:i  fini  ir.  ?:;£.  VolteäEA  il 
3  i:  H^iäiwrz  (»ei:rt;  iel  r>  :r-:.:  :y.i.  i  .-.-::*  cü-l  Sc^---.  M  iranici  z£Li  R-  Ac- 
eri Li-scd,  i;  nsrire  in  Rjai.  ne!  :?.*.  I  IV"  C;xs*2.sso    Ixtexxaeoxale   de:   3£ate- 


icrni:  ì:ì  rcc.xii  presi  di.  Pri:1  G'JCCIa  c:I  Cxnrn::  ztzizzzxizxz  di  it*.::  ÏY-  Congresso: 
>c:i  : 

►i  r -becere.  srrro  *-  rrerijcr   fé.  [)>.r-:r:  cei  Rt-i;r-*i.  r.i  r.V.:i  ici  IVr  Coxgiesso 
riosüE  :n  Matematici,  ia-.i:>  : ...   Eìtnrrl  r"i-:s  asr;  A-txi: 

*'.  iccenire-  ex;  ricori>KvnM.  l'afcrti  dt  ?r;£l  G-CCIa  ü  apprestare  e^i  :  :joii  necessari 
T-^ro;  rapace; 
:  Ttr»rre  1.  ?rxl  Cuccia,  tint;:  It  .Itj  *  ;h;  L  C.Trnr?  sriirsLaats-re  it  IVr  Congresso 

?  ili  ciGcccrenza  ie"li  sj-n-na  erozau.  r.r  certi  r-":c-.:cid:3c  ^"-^h;  per  le  Circolari  re- 
Z  Trfe>x  Ì7.\r*.i>.  in  ;:«nf5m.u  li  i-  —  .-zi  r::?^>n  ed  ?r::.  Guicta.  7evcn:caie  pro- 
ber r  1  rene-ncCo  ici  G-c^.3  e  7even:_ile  rerun  ìz  escliolv;,  cxr^  id  Prof.  Gccoaj. 
"   GrciCA.  rrcrenrc  eli  sri-t—  i  ;'-—ri  i:  eccerpire  la    superior;:  ieìi:Araa£:,ne- 
»  matematiche  di  Paolo  RuffinL  —  L'A? se  n':Kei  prenie  li  segnenre  irl>rriiiorie  : 
-_   .re:   XìXcjlc  ie"  C:n:17::   I>:rrrrr.-:.  espressa r.er.re  inrrrpeli  to  ici  Dirctrore  iei  Rerv- 
■T2JZ*.  ili  ri-unrpa  r_ei  Rcni-::-n::  c=:7i    Tes':*i  gmriL.  J/Ii/^ski-fr-B  i:  Paolo  RCFFIXI 
-e«;,  5tarrcr«erii  i:  S.  T;-n-ms:  i'Ae-ln:?  :  ;:ó  pnr-ne): 
•zi  zz:z-  -i  rrirr-ïu  ie    ?::*".     Jc^Cìa  j.    r- "'ridire-  :r.    v?.j-.ù    1  rar:t  f-xr    r.or.  "ogiicne 
*  -ZjJ=,z.^li }.  r.:-.  j.ì::-::    :-rrt"?-«r:    t.ì  .-ii'-.c  le  2.:rc  oçcr«  .r.r.cuiKr.c  iel  Ruffixi  ed 

».   r^ccx'i  :"-  •.*:•'. ^-a;  1  r::*c.  r-cr  r-:i  jci  «..ir; a:  Mj:ctli*:co  i:  Piic.-mo  e  >Jtto  b   di- 
r   I--:"   G-ciSA.  D.re:::rc  Jr.  7:t-.^:-:n*i.  "e  Or.rs,  »*uit£nu:;:c€  di  Paolo  Ruffixi  ed  il  suo 

z.c  sì  sdt^ri.t  wtl  *u;  ::i?:; 
r    :.r-"s^::>.  ;cx:  r_:->:.  7;"=:*^  iti  Ir::'.  Gl'C'Ia  i:  ar?rcs*jje  egii  i    ìondi    necessari   per 

>     ìT5.irc  i"  P::f.  Gl*cc:a  ^-ì*i::  sir;  rl^i-.it.   iilla  vend: a  i:  »iene  0:trt  ;  e  ciò  sino  lila 

ì=l  -^  j  >-rr^m  erweis  r^r  i^r::  r-ccl.;.n:.:c.  ijve..ij.  in  coafor.niii  id  laaìoga  propo- 
-.'.  3- e ciA.  7e.c-r^l=  rr:::r:  ri  ~~z'z  -  S::.er.cij  iel  Circolo  e  Teve^uuie  perdita  ad 
_^:  :=.  ?r.f.  Gu:c^. 

.»   .-..r::ro~=  .1  rr^.r.-.^  cc-r*=rii:rr.e  ;Li   r^::f.ci  ici  *^?n-:^I:o  Dire'dvo  ui  quale  e  affidata. 
:   .:    w-=_. .   Sur-:;.  ^1  c.rc:-.~c  >r.«r.r:-.;  i>^i  S--::eL:j.  rer  la  parte  che  io  riguarda». 
ri    IrZ'-Z  «1    r '=.-=::=  1^-  ?.;-:;.  ;.;::^r:   i:  ä;;-jt:;rc  ^.   superiore   doiberazijae. 
■r-1  *  1-   .crb:.-  i= ;-iicma  >.c-ii.  —  li  :c:ra  e  :o*.:a  ali«  ore  17. 

//  Vice  Secretano:  6.   LA   M  E  USA. 
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P  R  E  F  A  Z  I  O  N  E   *). 

Dupo  28  anni  dacché  queste  lezioni  furono  scritte  e  esposte  per  la  prima 
condanno  di  matematiche  nella  Università  di  Pisa,  e  successivamente  autografa 
del  1905  a  pubblicarle  per  le  stampe. 
i  Parrà  questo  assai  strano  ai  lettori;  e  debbo  perciò  esporne  le  ragioni,  set 

?  in  quanto  mi  costringe  a  parlare  ili  me. 

Mi  riporto  al  tempo  nel  quale  quelle  le/.ijni  furono  scritte,  cioè  al    1877  e 
Ï  Già  una  cinquantina  d'anni  prima  Abel,  Cal«  h  y,  Dirichlet  e  altri  avev; 

'•  trodurre  nella  matematica  uno  speciale  rigore  quale  non  si  era  mai  usato  per  1 

\  anni  poi  gli  studii  critici  che  i  geometri  tedeschi  avevano  intrapreso  intorno  ai 

*  matematica  avevano  messo  in  chiaro  che  i uniti  dei  ìhctodt  di  dimostrazione  us: 

|  male,  e  alcuni  anche  dei  principali  teoremi  di  questa  scienza  erano  tutt'altro  eh 

Fino  il  teorema   fondamentale,  quello  cioè  pel  quale  si  riteneva  che  ogni  fi 
.!  di  una  variabile,  salvo  punti  eccezionali  in  numero  finiti),  ammettesse  sempre  i 

e  finita,  veniva  a  mancare,  e  si  erano  trovati  esempli  di  funzioni,  finite  e  conti 
j  sione  analitica,  che  non  avevano  mai  la  derivata  o  ne  mancavano  in  infiniti  pi 

r"  zione  comunque  piccola  dell'in  ter  va  Ilo  nel  quale  la  variabile  veniva  considerata. 

*  Una  mancanza  di  precisione  in  alcune  definizioni  e  nei  concetti  fondamen 

?  quello  di  limite,  dava  luogo  a  non  poche  oscurità  tanto  da  far  sì  che  non   risu 

<f  neppure  il  significato  dei  simboli  che  poi  si  usavano.  L'essersi  fermati  alla  cons 

£  più  comuni,  e  l'essersi  voluti  aiutare  di  troppo  colle  rappresentazioni  geometrici 

À  —  stando  per  cos'i  dire  alle  prime  apparenze,  e  a  ciò  che  si  riscontrava  nei    ca 

•X  presentavano  sot  t'occhio  —  aveva  portato  ad  enunciare  come  generali  risultati  e 

ft  Tesserlo;  mentre  se  si  fossero  sottoposti  a  scrupoloso  esame  i  casi  considerati  : 
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k<«lle  regole  dell'analisi  infinitesimale,  e  l'estrema  importanza  dei  resultati  che  se  ne  ottenevano  face- 
r^ano  sì  che  tutti  dovessero  finire  per  ammettere  la  bontà  di  quei  metodi,  e  porre  in  un  canto  i  dubbii 
s    le  oscurità  incontrate,  quasi  dicendo  a  sé  stessi  allons  en  avant,  la  foi  nous  viendra. 

Ma  dopo  i  risultati  a  cui  avevano  condotto  gli  studii  critici  dei  quali  parlavo  più  sopra,   non  era 
possibile  di  chiudere  gli  occhi  alla  evidenza  ;  e  dei  risultati  medesimi  era  pure  indispensabile  di  tener 
Qto  per  trattare  con  rigore  e  con  chiarezza  il  Calcolo  infinitesimale. 
Non  si  trattava  con  ciò  di  arrivare  a  cose  nuove,  a  nuovi  risultati;  si  dovevano  ricostruire  e  porre 
^o  solide  basi,  pure  completandoli  in  quanto  tosse  necessario,  quelli  che  già  si  conoscevano,  rassegnan- 
dosi a  limitarne  la  generalità  dove  il  nuovo  estremo  rigore  lo  avesse  richiesto. 

Né  si  doveva  per  questo  introdurre  alcun  che  di  astruso  o  di  artificioso  con  nuove  definizioni,  o 
con  nuovi  concetti  o  nuovi  simboli;  perchè  se  questo  avrebbe  potuto  permettere  di  conservare  mag- 
giore generalità  e  dare  maggiore  estensione  ai  risultati,  e  anche  aggiungerne  dei  nuovi,  é  certo  però 
^V*e  si  correva  il  pericolo  di  portare,  in  un  campo  già  vasto,  risultati  di  un  interesse  bene  spesso  molto 
J^vobleniatico,  e  di  fare  uscire  la  matematica  da  quei  confini  nei  quali  essa  pure  giova  che  resti,  se  si 
"^uole  che  conservi  veramente  la  sua  utilità,  oltre  che  come  scienza  astratta,  anche  per  le  possibili  sue 
^applicazioni  alle  altre  scienze  e  alle  cose  della  pratica;  pure  ammettendo  che  tale  utilità  debba  essere 
intesa  nel  senso  il  più  largo. 

Con  questi  criterii  mi  accinsi  a  fare  le  mie  lezioni  di  analisi  infinitesimale  sul  principio  dell'anno 
scolastico  1876-77. 

Guidato  dalle  idee  e  dagli  studii  dei  sommi  geometri  tedeschi  Riemann,  Weîerstrass,  G.  Cantor, 
Schwarz,  Du  Bois-Reymond,  ecc.  stavo  compilando  già  da  alcuni  anni  il  mio  libro  Fondamenti  per 
la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali,  nel  quale  alcune  delle  teorie  fondamentali  del  Calcolo  infinite- 
simale trovavano  già  il  loro  posto;  ma,  oltre  che  mille  occupazioni  di  genere  diverso  ne  ritardavano  il 
compimento,  per  la  natura  del  libro  stesso  era  naturale  che  io  fossi  molto  trepidante  nel  pubblicarlo. 

E  ciò  ben  si  comprende.  Del  tutto  sconosciute  o  quasi  quelle  teorie  e  quei  metodi  in  Italia,  in 
Francia  trattate  brevemente,  e  soltanto  per  alcuni  punti,  in  una  bella  memoria  del  Darboux  sulle  fun- 
tioni  discontinue  che  non  attrasse  subito  quanto  meritava  l'attenzione  dei  Geometri,  dovevo  natural- 
mente, come  dicevo,  essere  molto  esitante  prima  di  decidermi  a  portare  fra  noi  in  tutte  le  loro  parti 
fondamentali  quelle  teorie  e  quei  metodi  che  sconvolgevano  quello  che  si  era  ammesso  da  secoli. 

Pubblicati  però  i  miei  Fondamenti  sul  finire  del  1877,  avrei  potuto  accingermi  nel  1878  anche  alla 
pubblicazione  delle  lezioni  di  analisi  infinitesimale  che  allora  erano  già  state  scritte,  e  anche  avevano 
incominciato  ad  avere  una  certa  diffusione  colle  autografie;  ma,  pure  vagheggiando  l'idea  di  farne  un 
giorno  la  pubblicazione  in  quanto  mi  pareva  che  non  mancassero  di  presentare  un  certo  interesse  e 
una  particolare  importanza  *),  fui  portato  naturalmente  a  differirla.  • 

E  ciò  per  varie  circostanze,  fra  le  quali  quella  che  allora  avevo  in  corso  l'altra  mia  pubblicazione 
sulla  Serie  di  Fourier  ;  e  più  ancora  perchè  un  tale  libro  di  Calcolo,  fatto  con  nuovi  metodi  e  di  tanta 


•)  Oltre  che  per  l'esposizione  delle  varie  parti  del  Calcolo  infinitesimale  fatta  coi  nuovi  metodi  perfettamente  rigorosi  e 
più  chiarì,  a  me  sembrava  che  le  mie  lezioni  potessero  avere  un  particolare  interesse  anche  per  alcune  delle  teorie  che  in  esse 
erano  svolte. 

Tali  ad  es.  erano  a  mio  credere,  nel  Calcolo  differenziale,  la  teoria  delle  funzioni  implicite,  quella  dei  massimi  e  minimi 
per  le  funzioni  di  più  variabili,  e  quelle  considerazioni  sugli  sviluppi  di  Taylor  che  spiegano  e  mettono  bene  in  evidenza  co- 
me possa  avvenire  che,  mentre  lo  sviluppo  arrestato  ad  un  termine  qualsiasi  dà  sempre  la  funzione  con  tutto  quel  grado  di 
Approssimazione  che  si  vuole  quando  si  resta  entro  certi  intervalli  o  entro  certi  campi  convenientemente  detcrminati,  andando 
più  oltre  nello  sviluppo  avviene  invece  che,  o  i  termini  perdono  ogni  significato  perchè  non  esistono  più  neppure  le  derivate 
della  funzione  o,  pure  esistendo  queste  derivate,  lo  sviluppo,  anziché  avvicinarsi,  si  allontana  sempre  più  dal  valore  della  fu  li- 
stone, e  può  anche  divenire  divergente,  e  talvolta  i  termini  dello  sviluppo  possono  anche  crescere  indefinitamente.  L  nel  cal- 
colo integrale  ni  Apparivano  nin  •pecialmente  interessanti  ad  cs.  gli  studii  generali  sugli  integrali  delle  funzioni    sempre    finite 

-»alti  finiti  O  ed  intervalli  infiniti,  gli  studii  sulla  integrazione  f  >.r  s>eric,  quelli 
1  contengono  altre  variabili  ecc.    E  ciò  per  tacere  di 
1  l'attenzione  degli  studiosi. 
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mole,  prima  di  essere  pubblicato  per  le  stampe  doveva  essere  bene  ri> 
mente  nel  Calcolo  integrale,  essere  modificato  e  anche  accresciuto  d'as 

Ai  primi  del  1870,  M.  G.  Faure-Bignet,  per  mezzo  del  mio  e 
prof.  lì.  Padova  troppa  presto  rapito  alla  famiglia  e  alla  scienza,  mi 
francese  di  quelle  lezioni,  mentre  io  avrei  fatto  la  edizione  italiana:  ir 
sentatene  dall'editore  col  quale  già  qualche  trattativa  avevo  in  corso  r. 
lezioni,  risposi  che  ogni  decisione  doveva  rimandarsi  ad  altro  momenti 
iniziate  per  assicurarne  e  facilitarne  la  stampa  in  italiano  furono  pure 
rono  spinte  avanti  con  bastante  alacrità:  finché,  sopraffatto  da  nuove 
negl.  anni  successivi.  ogni  mia  cura  per  quella,  pubblicazione  dovè  fon 
limitandomi,  dopo,  a  rinnuovare  le  prime  autografìe  ogni  volta  che  se 

Anche  colle  sole  autografìe  però  le  mie  lezioni  andarono  subito  u 
i  concetti  in  esse  svolti,  i  metodi  in  esse  seguiti  furono  tosto  accettati 
tanto  che  nei  varii  trattati  italiani  che  furono  pubblicati  dopo  il  iK«8o 
da  no  particolarmente  nessuno  dei  punti  più  salienti  di  quelle   lezioni, 
loro  prefazioni  che  avevano  fatto  largo  uso  delle  lezioni  medesime. 

E  se  queste  non  furono  ricordale  nei  trattati  di  Calcolo  intìnitesii 
vero  all'estero,  certo  è  però  che  anche  all'esteio  furono  ben  conosciu 
der  mathematischen  ll'issenscha\lcn  più  e  più  volte  varii  autori,  tedesch 
alle  mie  Legioni  autvgnifalc  di  Aiuilisi  infinitesimale  oltre  che  ai  Fondi 
una  traduzione  tedesca  '). 

Comunque  del  resto  siano  andate  le  cose,  certo  si  è  che.  trascors 
e  dopo  che  tanti  trattati  esposti  con  pieno  rigore  e  coi  nuovi  metodi 
fuori,  la  pubblicazione  delle  mie  le/:oni,  fatta  ora,  perdeva  la  maggior 
vrebbe  potuto  avere  se  fosse  stata  fatta  quando  era  tempo,  cioè  verso 

D'altra  parte,  esaurite  di  nuovo  al  principio  dell'anno  scolastico  n 
studenti  reclamavano,  mi  trovai  naturalmente  portato  di  n.iovo  a  pens 
bucare  finalmente  per  le  stampe  quelle  lezioni,  anziché  autografarle  an 

Consigliato  anche  da  amici  e  colleghi  carissimi  mi  decisi  per  la  st. 
di  attenermi  alle  autografie  senza  farvi  alcun  cambiamento;  e  ciò  allo 
nuovo  trattato  di  Analisi  infinitesimale  ai  tanti  che  già  si  hanno,  ma  ] 
storico  che  la  pubblicazione  a  stampa  poteva  avere,  qiullo  cioè  di  moi 
all'introdu/ione  dei  nuovi  metodi  —  l'insegnamento  dei  Calcolo  in  quest 
tutti  i  ricordi  della  "mia  vita. 

Che  se  come  trattino  di  Calcolo  infinitesimale  fosse  potuto  appari 
estes«)  per  la  maggior  parte  dei  giovani  studenti  universitari  che  mirai: 
che  a  quelli  dell'alta  matematica,  era  però  Ju\  rilevare  che,  pure  conse 
ralità,  il  rigo-e  apportato  negli  studii  anziché  complicare  la  scienza  la  r 
mentre  d'altra  pai  te  non  m  doveva  dimenticare  che,  a  Pisa,  ia  scuola 
superiore  fiorenti  porta  van  >  e  portano  tuttora  a  tenere  anche  gli  alti  s 
ogni  modo  pei  giovani  avviati  alle  scuole  d'applicazione  il  libro,  limitât 
nel  corso  universitario,  a  certe  parti  soltanto,  avrebbe  pure  patuto  —  a 
mostrava  —  pienamente  e  utilmente  servire;  riservando  poi  per  lezioni 
parti  rimanenti   per  gli  altri  giovani. 

Con  tali  intendimenti  dunque  mi  accinsi  alla  pubblicazione  delle  U 
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:         al  proposito  di  non  farvi  cambiamenti  altro  che  in  qualche  nota,  e  raramente  e   in  via    eccezionale, 

■cma  indicandoli  allora  se.npre  espressamente,  anche  nel  testo,  mi  attenni    fino   a    un    certo   punto   nel 

rmodo  il  più  scrupoloso;  e  questo  mio  proposito  lo  indicai  più  volte  in  varie  di  quelle    note   per   dare 

r— Ägione  di  alcune  parti  del  testo  medesimo.  Ma  giunto  alle  applicazioni  geometriche  del  Cnlcolo    diffe- 

^cenziale,  pure  mantenendo  il  piano  delle  dette  lezioni  del  1877-78  e  pure  avendo  sempre  in  animo  di 

Ätrvi  cambiamenti  il  meno  possibile,  non  potei  resistere  al  desiderio  di  introdurre  alcune   modificazioni 

alquanto  sostanziali  ed  aggiunte  in  quella  parte  sì  bella  e  sì  importante  delle  applicazioni  del    Calcolo 

3nlinitesimale. 

Come  già  ho  detto  le  mie  lezioni  erano  basate  sui  concetti  stessi  che  mi  avevano  guidato  nei 
Fondamenti. 

La  teoria  dei  limiti  che  è  come  il  fondamento  dei  nuovi  metodi  del  Calcolo  infinitesimale,  i  con- 
cetti generali  sulle  funzioni,  quelli  sulle  serie,  e  specialmente   sulle   serie    convergenti    in    ugual    grado 
Quali  si  trovano  esposti  nei  Fondamenti,  formavano  già  ogni  anno  come  l'introduzione    al    corso    delle 
ociie  lezioni  autografate;  e  per  essa  i  Fondamenti  appunto  servivano  di  guida  ai  miei  giovani. 

Esaurita  da  parecchi  anni  l'edizione  italiana  anche  di  questi,  ho  creduto  perciò  opportuno  di  fare 
precedere  le  lezioni,  a  forma  dì  Introduzione,  anche  da  quei  capitoli  dei  miei   Fondamenti   che,    sebbene 
lì  svolgessi  ogni  anno  in  buona  parte  nel  corso,  non  facevano  part»'  delle  lezioni  autografate;  e  ciò  ho 
fatto  portando  negli  stessi  capitoli  alcune  modificazioni  e  aggiunte. 

La  circostanza  però  che  le  lezioni  autografate  del  1877-78  non  erano  precedute  da  questi  capitoli 
dei  Fondamenti,  e  Tal  tra  che  la  stampa  di  essi  è  stata  fatta  soltanto  dopo  che  quella  del  testo  era  già 
pressoché  ultimata,  hanno  fatto  sì  che  nel  testo  vi  sono  certi  richiami  ai  Fondamenti  che  avrebbero  po- 
tuto invece  essere  fatti  alla  Introduzione,  e  vi  si  trovano  certe  considerazioni  che  avrebbero  potuto  es- 
sere omesse  o  diversamente  esposte,  dopo  quelle  che  si  contengono  nella  Introdurne  medesima;  ma 
il  lettore,  avvertito  ora  anche  di  questo,  non  ne  avrà  da  ciò  alcuno  inconveniente. 

Questo  per  ciò  che  riguarda  il  volume  attuale  di  questo  trattato,  cioè  il  Calcolo  differenziale.  Per 
la  parte  che  riguarda  il  Calcolo  integrale  che  già  ho  incominciato  a  stampare  mi  riservo  di  esporne  il 
piano  con  qualche  dettaglio  nella  prefazione  dalla  quale  lo  farò  precedere. 

Ora  dirò  soltanto  che,  entrato  ormai  nel  concetto  di  fare,  sia  pure  il  menj  possibile,  modificazioni 
e  aggiunte  alle  lezioni  autografate,  anche  nei  pubblicare  il  Calcolo  integrale  dovrò  allontanarmi  alquanto 
da  queste,  facendovi  aggiunte  in  note  e  aggiunte  e  modificazioni  nel  testo,  salvo,  per  queste  ultime,  a 
indicarle  sempre  almeno  nei  loro  punti  principali.  E  ciò  tanto  più  che  è  specialmente  per  le  modifica- 
zioni che  già  lino  dai  primi  ten  pi  avevo  in  animo  di  apportare  a  questa  seconda  parte  delle  mie*  le- 
zioni che  finii  poi  per  non  pubblicare  cosa  alcuna,  lasciando  affidata  soltanto  alle  autografìe  la  pubbli- 
cità di  tutto. 

Nelle  due  pard  di  questo  trattato  il  lettore  non  troverà  che  raramente  applicazioni  e  esercizii,  e 
ciò  costituisce  un  difetto  che  io  pel  primo  riconosco.  Ma  l'estensione  già  estremamente  grande  che 
l'opera  viene  ad  avere,  e  la  circostanza  che,  per  aggiungervi  nuove  applicazioni  e  esercizii  in  numero 
conveniente,  la  pubblicazione  sarebbe  stata  ancora  ritardata  chi  sa  per  quanto  e  forse  abbandonata  per 
sempre,  mi  hanno  indotto  a  pubblicarla  senza  di  quelli. 

Al  collega  carissimo  prof.  Nicoletti,  e  agli  egregi  assistenti  che  ebbi  successivamente  durante  la 
stampa  di  questo  volume,  il  dott.  Umberto  Sbrama  e  il  dott.  Elia  Levi,  che  mi  coadiuvarono  nella 
revisione  delle  bozze  e  talvolta  mi  dettero  anche  suggerimenti  utilissimi,  porgo  ora  le  più  vive  grazie. 
E  dopo  ciò  chiedo  venia  al  lettore  se  in  questa  prefazione  così  a  lungo  ho  dovuto  parlare  di  me 
nel  fare  quasi  una  storia  delle  peripezie  che  queste  mie  lezioni  hanno  avuto.  Ciò  mi  è  stato  necessario 
di  fare  per  spiegare  le  ragioni  per  le  qua  e  non  vengono  pubblicate  che  ora,  e  il   let- 

tore vorrà,  io  spero,  scusarmene. 

Pisa,  30  marzo  1907. 

U.  D  1 N  1. 
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Sezione  I.  —  Matematica,  Astronomia,  Geodesia. 

nitato  sezionale  centrale:  V.  Cerniti,  Presidente.  —  G.  Celoria  —  E.  Millosevich  —  V.  Volterra  —  Pre- 
sidenze del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  della  Società  degli  Spettroscopisti    Italiani,    della    So- 
cietà Ma  thesis. 
E**~esidente  del  Comitato  se\ionale  locale:  Michele  de  Franchis. 

Sezione  II.  —  Fisica,  Fisica  terrestre,  Meteorologia. 

**-Zmitato  sezionale  centrale:  A.  Righi,  Presidente.  —  P.  Cardani  —  A.  Sella  — V.  Volterra  —  Presidenza 

della  Società  Italiana  di  Fisica. 
<&residente  del  Comitato  sezionale  locale:  P.  Cardani. 

Sezione  III.  —  Meccanica  ed  Ingegneria,  Elettrotecnica. 

Comitato  sezionale  centrale  :  G.  Colombo,  Presidente.  —  L.  Allievi  —  E.  Jona  —  L.  Luiggi  —  Presidenza 
della  Società  Elettrotecnica  Italiana,  del  Collegio  degli  Ingegneri  ed  Architetti  di  Milano  e  della 
Società  degli  Ingegneri  di  Roma. 

^residente  del  Comitato  sezionale  locale:  Italo  Pelleri.  Il  discorso  di  apertura  sarà  letto  dal  prof.  M.  Ascoli. 

Sezione  IV.  —  Chimica  ed  applicazioni. 

Comitato  sezionale  centrale  :  E.    Paterno,    Presidente.  —  S.    Cannizzaro  —  G.    Ciamician  —  L.    Pesci  — 
Presidenze  delle  Società  Chimiche  di  Roma  e  di  Milano. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  locale:  Giuseppe  Plancker. 

Sezione  V.  —  Agronomia. 

Comitato  sezionale  centrale  :  G.  Cuboni,  Presidente.  —  E.  Paterno  —  R.  Pirotta  —  Presidenze  della   So- 
cietà degli  Agricoltori  Italiani  e  della  Società  Toscana  di  Orticoltura. 

Sezione  VI.  —  Geografìa. 

Comitato  sezionale  centrale  :  G.    Dalla    Vedova,    Presidente.  —  G.    Celoria  —  A.    Issel  —  G.    Mariotti  — 

E.  Millosevich  —  Presidenza  della  Società  Geografica  Italiana. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  locale:  Senatore  G.  Mariotti. 

Sezione  VII.  — -  Mineralogia,  Geologia  e  Paleontologia. 

Comitato    sezionale   centrale:    A.    Issel,    Presidente. — E.    Artini  —  Presidenza    della    Società    Geologica 

Italiana. 
Presidente  del  Comitato  se^onale  locale:  Carlo  Viola. 

Sezione  Vili.  —  Botanica. 

Comitato  sezionale  centrale:  A.  Horzì,  Presidente  —  P.  Baccarinì  —  R.  Pirotta  —  Presidenza  della  Società 

Botanica  Italiana. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  locale  :  Carlo  A  vetta. 


Sezione  XI.  —  Anatomia  ed  Istologia. 

Comitato  sezionale  lentrale  :  G.  Romiti.    Presidente.  —  F.    Todaro —  PrcSidcnz: 

Italiana. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  leale:  Ferdinando  Lividi. 

Slzione  XII.  —  Fisiologia  e  Farmacologia. 

Comitato  sezionale  centi  alt:  G.  Fano,  Piesid<nle. —  V.  Cervello. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  locale:  Augusto  Corona 
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Sezione  XIII.  —  Patologia,  Igiene,  Batteriologi 

Comitato  stanale  centrale:  l\  Foà,  Prediente.  —  A.  Bigiami  —  L.  Golgi  —  I-. 
Presidente  del  Comitato  sezionale  locale:  Alberto  Riva. 

Sezione  XIV.  —Statistica  e  Scienze  economici 

Comitato  sezionale  centi  ale:   L.    !.  uzza  tri.    Presidente.  —  C.    BnJio  —  M.    Pant: 
Presidenza  della  Società  degli  Economisti. 
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^rcoledi  25.       Ore    9  e  15.  Sedute  delle  singole  Sezioni. 

Ore  17.  Seconda  conferenza  a  Sezioni  riunite. 
Ore  21.    Concerto. 
lì  26.  Inaugurazione  del  monumento  al  Capitano  Bottego.  —  Escursioni. 


^^fanerdì  27.  Ore    9  e  15.  Sedute  delle  singole  Sezioni. 

Ore  17.     Terza  conferenza  a  Sezioni  riunite. 
Ore  21.     Ricevimento  al  Casino  di  Lettura. 
-febato  28.  Ore    9.     Assemblea  generale  per  l'approvazione  dello  Statuto  e  del  Regolamento,  e  per 

le  elezioni  alle  cariche  sociali. 
Ore  is.  Chiusura  del  Congresso. 
Le  tre  conferenze  a  Sezioni  riunite  saranno  tenute:  per  il  gruppo  delle  sciente  fisico-chimiche   dal 
prof.  Ciamician  ;  per  le  sciente  biologiche  dal  prof.  Foà;  per  le  sciente  economiche  dal  prof.   Pantalconi. 
Sarà  iniziato  prima  del  Congresso  e  verrà  proseguito  alla  presenza  dei  Congressisti  uno  scavo  nella 
'Jt  'trramara  di  Parma. 

Durante  il  Congresso  verrà  distribuito  giornalmente  un  Dinrio  contenente  le  notizie  principali,  cioè 
m  nomi  dei  Congressisti,  i  lavori  eseguiti  nelle  Sezioni  nel  giorno  precedente  ed  il  programma  detta- 
^tiato  per  il  giorno  successivo,  sia  per  i  lavori  scientifici,  sia  per  i  festeggiamenti. 

Facilitazioni  di  viaggio.  Le  Ferrovie  dello  Stato  hanno  accordato  agli  iscritti  al  Congresso  V  appli- 
cazione della  tariffa  differenziale  B  coll'uso  del  libretto  unito  alla  presente  circolare,  fornito  di  sei  scon- 
trini con  validità  dai  18.  settembre  al  15  ottobre,  ed  il  cui  uso  è  subordinato  alle  istruzioni  specificate 
nel  libretto  stesso. 

Per  coloro  che  risiedono  nelle  isole,  la  Navigazione  Generale  Italiana  ha  accordato  il  passaggio  di 
andata  e  ritorno  da  tutti  i  porti  del  Regno  toccati  dai  proprii  piroscafi,  colla  riduzione  del  50  per 
cento.  Per  usufruire  di  tali  ribassi  occorre  presentare  l'unita  tessera. 

Alloggio  in  Parma.  L'unita  circolare  mostra  che  il  Comitato  locale  ha  avuto  cura  di  provvedere 
ai  bisogni  dei  Congressisti.  Si  raccom  inda  di  preavvisare  con  sollecitudine  gli  alberghi  o,  nel  caso  siano 
preferite  camere  private,  il  Co.uitato  degli  alloggi. 

Comitato  di  Signore.  Nei  locali  dell'Università  risiede  un  Comitato  di  Signore  che  ha  per  iscopo 
di  fornire  alle  Signore  dei  Congressisti  schiarimene  e  cordiale  accoglienza. 

Tessera.  La  tessera  di  Congressista  dà  diritto  di  prender  parte  ai  lavori  del  Congresso  ed  ai  fe- 
steggiamenti secondo  le  norme  che  verranno  indicate  giornalmente  nel  Diario. 


AVVERTENZA.  —  L'Associazione  Elettrotecnica  Italiana,  che  tiene  la  sua  riunione  annuale  a  Parma  contemporanea- 
mente al  nostro  Congresso,  ha  organizzato  per  i  suoi  soci  le  seguenti  gite  :  Giovedì  90.  Visita  alle  Miniere  di  Petrolio  nel 
Piacentino  della  Società  Petroli  d'Italia.  Spesa  preventiva  per  ferrovia,  vetture,  lunch  a  Montechino,  pranzo  a  Piacenza  :  L.  2} 
circa. — Venerdì  ai.  Gita  a  Carrara  per  la  visita  delle  cave  di  marmo.  Spesa  preventiva  per  treno  speciale,  vetture,  lunch 
e   pranzo  a  Parma  :   L.  38  circa. 

L'Associazione  Elettrotecnica  Italiana  accoglierà  anche  adesioni  da  congressisti  della  Spcietà  Italiana  per  il  Progresso 
delle  Scienze  di  qualunque  sezione,  i  quali  ne  facciano  domanda  impegnativa  indirizzata  alla  Associazione  Elettrotecnica  Italiana, 
Via   Tommaso  Grossi,  2,  Milano,  non  più  tardi  del  30  agosto. 


Suppl.  Rend.   Cire.  Matent.  Palermo,   vol.  H  (1907).  —  Stampato  il   io  settembre   1907. 


SO  SUPPLEMENTO  Al  RENDICONTI  DEL   CIRCOLO  MATEMATICO  DI  PALEHH0. 


DISEGNO   DI   STATUTO 

DELLA 

SOCIETÀ   ITALIANA  PER   IL   PROGRESSO   DELLE   SCIENZE 

TITOLO    I. 
Scopo  della  Società. 

Art.  i. 

È  istituita  la  Società  Italiana  per  il  Progresso  delle  Sciente,  costituita  in  corpo  morale,  con 
in  Roma. 

Essa  ha  per  iscopo  di  contribuire  al  progresso  e  alla  diffusione  delle  Scienze  pure  e  delle  le 
plicazioni,  e  di  stabilire  rapporti  personali  fra  i  cultori  di  esse. 

Art.  2. 

Per  raggiungere  questo  scopo,  la  Società  tiene  riunioni  periodiche  e  straordinarie,  istituisce 
e  incoraggiamenti  per  ricerche  e  intraprese  scientifiche,  e  promuove  ogni  altra  sorta  di  manite 
scientifiche. 

Art.  3. 

La  Società  è  divisa  in  più  Sezioni,  secondo  i  vari  rami  di  scienze  di  che  i  soci  intendono  ] 
cialmente  di  occuparsi. 

Il  numero,  le  denominazioni  e  il  modo  di  costitu/ione  di  queste  Sezioni  saranno  stabiliti  1 
golamento. 

TITOLO    IL 
Dei  Soci. 

Art.  4. 

Possono  essere  soci  i  cultori  delle  scienze  e  tutti  coloro  che  ne  curano  la  dilTusioiu  e  ne 
il  progresso. 

Art.  5. 

Per  essere  socio  basta  fare  domanda  all'Unìcio  di  Presidenza  (art.  7)  controfirmata  da  d 
L'ufììcio  di  presidenza  delibera  sull'ammissione. 

Art.  6. 

Sono  soci  gli  individui  e  gli  enti  che  pagano  lire  cinque  all'anno. 
I  soci  che  inoltre  sottoscrivono  una  o  più   quote  di  lire  1  ettto  sono  soci  fondatori. 
Sono  soci  betmnetiti  quelli  che  sottoscrivono  almeno  cinque  quote  da  lire  cento. 
1  soci  possono  liberarsi  dal  contributo  annuale  pagando  in  una  sol  volti    venti    annualità 
cinque. 
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-      TITOLO   III. 
Direzione  e  Amministrazione  della  Società. 

Art.  7. 

La  Direzione  della  Società  è  affidata  ad  un  Ufficio  di  Presidenza,  composto  di  un  Presidente,  due 
ice  Presidenti,  un  Segretario,  un  Vice  Segretario  e  un  Vice  Segretario  aggiunto,  tutti  scelti  tra  i  soci. 
Il  Presidente  e  i  due  Vice  Presidenti  sono  eletti  in  ciascuna  Riunione  annua  generale  colla  mag- 
oranza  assoluta  dei  votanti,  e  non  possono  essere  rieletti  senza  interruzione. 

Il  Segretario  e  Vice  Segretario  sono  eletti  nello  stesso  modo,  ma  durano  in  carica  tre  anni  e  pos- 
to essere  rieletti. 

Il  Vice  Segretario  aggiunto  è  nominato  direttamente  dal  Presidente  nella  stessa  Riunione,  ed  esce 
carica  insieme  con  lui. 

Art.  8. 

Ogni  Sezione  della  Società  ha  un  proprio  Presidente,  eletto  nella   Riunione  annua   della   Sezione, 
"K^ei  modi  e  termini  da  stabilirsi  dal  Regolamento,  che  determinerà  gli  altri  uffici  della  Sezione. 

Art.  9. 

L'Ufficio  di  Presidenza  insieme  coi  Presidenti  delle  diverse  Sezioni  costituisce  il  Comitato  scientifico, 
<ui  spetta  istituire  premi  e  incoraggiamenti  per  ricerche  e  intraprese  scientifiche. 

Questo  Comitato  delibera  validamente  col  voto  della  metà  più  uno  dei  suoi  componenti. 

Art.  io. 

All'organizzazione  delle  singole  Riunioni  generali  e  alla  compilazione  del  relativo  programma  prov- 
vede l'Ufficio  di  Presidenza,  delegandovi  un  suo  membro  in  unione  almeno  a  quattro  soci,  che  la  Pre- 
sidenza stessa  sceglierà  tra  quelli  residenti  nel  luogo  dove  si  dovrà  tenere  la  Riunione  o  in  luoghi  vicini. 

11  membro  delegato  della  Presidenza  e  i  soci  scelti  da  essa  costituiscono  così  il  Comitato  ordinatore 
delle  Riunioni. 

Art.  11. 

All'amministrazione  del  patrimonio  sociale  provvede  un  Consiglio  d'amministrazione,  composto  dei 
membri  dell'Ufficio  di  Presidenza,  cui  vengono  aggregati  un  socio  amministratore  e  un  socio  economo- 
cassiere,  eletti  o  confermati  annualmente  dalla  Riunione  generale  a  maggioranza  assoluta  di  voti. 

Tanto  l'Ufficio  di  Presidenza  che  il  Consiglio  d'amministrazione  deliberano  legalmente  colla  pre- 
senza di  metà  almeno  dei  rispettivi  componenti,  e  col  voto  della  maggioranza  dei  presenti.  A  parità 
di  voti  prevale  il  voto  del  Presidente. 

Art.  12. 

Il  Presidente  o,  in  sua  assenza,  uno  dei  Vice  Presidenti  rappresenta  la  Società  di  fronte  ai  terzi  e 
firma  la  corrispondenza. 

Ma  per  gli  atti  impegnativi  comunque  del  patrimonio  sociale  deve  concorrere  colla  sua  firma  quella 
dell'amministratore. 

Le  quietanze  e  i  mandati  di  pagamento  devono  essere  controfirmati  dal  cassiere. 

TITOLO   IV. 
Riunioni  della  Società. 

Art.  13. 

La  Società  tiene  Riunioni  ordinarie  annuali  in  epoca  designata  dall'Ufficio  di  Presidenza  e  notifi- 
cata ai  soci  almeno  tre  mesi  prima. 
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La  sede  della  Riunione  Annua  è  stabilita«  valu  per  volta,  dalla  Riunione  generale 
pet  Fanno  spessivo 

L*Utììck>  di  President**  per  fondate  ragioni,  può  mutare  U  luogo  della  Riunione, 

Art-  14. 

La  President*  putì  indire  Riunioni  straordinarie  dì  sua  iniziativa  o  so  domanda  1 
scrìtta  da  almeno  uti  quarto  dd  noci. 

Art.  if. 

KeHc  Riunioni  generali  ordinarie  si  provvede  alle  nomine  per  le  diverse  cariche 
Approvano  ì  bilanci,  e  li  designa  la  Sede  per  U  Riunione  ordinane  dell'anno  successi 

Tn  cs*e,  come  pure  ftdk  Riunioni  straordinarie,  >i  trattano  inoltre  tutti  quegli 
signa ti  dal  Comitati  antactor*. 

Art.  16, 

Le  Sezioni  della  Soditi  tengono  Riunioni  ordinarie  annuali,  e    possono    tenerne 
pOfSOGO  raggrupparsi  tra  loro,  se  lo  credono  opportuno. 

imi  ki. risani  ' ii  uviotîL*  ii-iì  rispettivi  Presidenti 

Art.  17. 

Vile  Riunioni  idi«  Semai  fi  trattano  questioni  generali  riguardanti  il  rumo    dì 
sentalo  dalla  Sezione  medesima,  nonché  argomenti  spi-. 

Art-  18. 
Le  MOpOrtC  fOOO  approvate  col  voto  della  maggioranza  dei  presentì. 

TITOLO    V. 
Disposizioni  generali. 

Art.   19. 

Ogni  .inno  sarà  pubblicato  un  volume  col  titolo  «  Atti  della  Società  Italiana  per  il 
Scienze  >>. 

La  cura   della   pubblica/ione  e  affidata  alla   Presidenza. 

Art.   20. 

1  * Oikio   di    Presidenza    nominato  dalla   piima    Riunione   generale  dovrà    compilare   1 
Regolamento  che  determini   l'organi/za/ione   delle   Sezioni   (ait.   3.   S  e  91   e   contenda    ti 
/■ioni   occutt enti   per   l'esecuzione   dello   Statuto.    (Questo     Regolamento    s.ira     sottoporlo 
iklla   Riunione   generale   dell'. inno   seguente,   e   sarà   intanto   provvisoriamente    esecutivo. 

Art.  21. 

Le  proposte  di  modifica  ione  :.l  presente  Statuto  potranno  essere  suggerite  dalFL" 
ilen.a  o  dai  soci  in  numero  non  minore  ui  un  terzo,  e  u  >vrauno  essere  note  ai  >oci  a 
prima  della  data  della  Riunione  generale  nella  quale  verranno  discusse.  Per  l'approva/ 
due   terzi   ilei  votanti. 

Art.  22. 

In  casti  di  scioglimento  della  Società  sai  à  convocata  una  Riunione  generale  straord 
disposizioni  che  saranno  del  uno,  tenuto  coi  to  della  esigenza  dell'Unte  morale  e  dej^li 
cietà. 


,r\ 
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PUBBLICAZIONI  NON  PERIODICHE 


LIBRI  *). 

'1SEÉMAR  (R.  d').  —  Les  équations  aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  réelles. 
^Collection  ScientiaX  In-8  écu  (20  X  13)  de  86  pages,  cartonné.  1907.  Prix:  2  fr.  [Xibrairie 
-arAUTHiER-V ilLars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris]. 


lTTANEO  (Paolo).  —  Elementi  di  Analisi  infinitesimale  ad  uso  degli  studenti  di  Chi- 
ica.  Un  voi.  litogr.  di  pp.  vn-132.  1907.  Prezzo:  L.  2,50.  f  Angelo  Draghi  editore-librajo,  Padova]. 

3HtNI  (Ulisse),  Professore  della  R.  Università  di  Pisa.  —  Lezioni  di  Analisi  infinitesimale,  ri- 
prodotte, con  alcune  modificazioni  e  aggiunte,  dalle  Leeoni  dettate  la  prima  volta  nell'anno  scola- 
stico 1876-77  nella  Regia  Università  di  Pisa,  e  successivamente  autografate  nel  1877-78.  Volume  Primo  : 
Calcolo  differenziale  (in  due  parti).  In  8°  grande,  di  pp.  cn-720.  1907.  Prezzo  delle  due  parti:  L.  22. 
[Stab.  Tipografico  Suce.  Fratelli  Nistri,  Pisa]. 

^KMCH  (Arnold),  Professor  an    der   kantonsschule   Solothurn.  —  Kinematische   Gelenksysteme 
*   und  die  durch  sie  erzeugten  geometrischen  Transformationen.  Mit  Anwendungen.  1906-07. 
66  S.  [Solothurn]. 


HUNTINGTON  (E.  V.). — La  Kontinuo  dementa  teorio  strarigita  sur  la  ideo  de  ordo  kun  aldono  pH 
transfinita]  nombroj.  Tradukita  de  la  angla  lingvo  kun  la  permeso  de  la  aûtoro,  de  Raoul  Bricard. 
Volume  in- 16  (19  X  12)  de  x-125  pages.  1907.  Prix:  2  fr.  75  c.  [Librairie  Gaüthier-Villars,  55, 
quai  des  Grands-Augustins,  Paris]. 

LAISANT  (C.-A.),  Docteur  es  Sciences,  Répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  —  La  Mathématique. 
Philosophie.  Enseignement.  Deuxième  édition  revue  et  corrigée.  Volume  in-8  (23  X  14)  de 
vi- 243  pages,  avec  5  figures,  cartonné  à  l'anglaise.  1907.  Prix:  5  fr.  [Librairie  Gaüthier-Villars,  55, 
quai  des  Grands-Augustins,  Paris). 

PALIERO  (Dott.  G.).  —  Applicationes  de  Calculo  Infinitesimale.  Un  vol.  in  8°,  di  pp.  iv-215. 
1907.  Prezzo  L.  7.  [G.  B.  Paravia  &  C.  Editores,  Torino  —  Roma  —  Milano  —  Firenze — Napoli], 

TARRY  (G.),  Tablettes  des  cotes  relatives  à  la  base  20580  des  facteurs  premiers  d'un 
nombre  inférieur  à  N  et  non  divisible  par  2,  3,  5  ou  7.  Grand  in-8  (28  X  19).  1906. 
Prix:  1  fr.  25  c.  [Librairie  Gauthibr-Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris]. 


*)    Vtdi  questo  Sufflejumto,  vol.  I  (1906),  pp.  3.5,  36,  70-71,  97-98  ;  vol.  II  (1907),  pp.  12-ij. 
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OPUSCOLI  *). 


Alasi*  (C/j,  Su  certi  relazioni  fra  due  tèa  fit  fvmLuneniaU.  Pavia.  1907* 

—  Kaisegna  MâtWÊÊiïfÊ*  Pavia,  1907, 
Amadea  (F+),  Um  sgmnL  alfo  sviluppo  delle  sciente  matematiche  nelTevo  «dica 
Antoine  i\*\  Sur  tes  propriétés  qui,  pc*ur  les  fonctions  d'tsm  tmrfoltfê  hypercompUxe, 

monogénrìté.  Pam»  1907, 
Baker  (A,)*  TU  fèkmhftêfÊi  oj  Geometry.  Ottawa,  rogé. 
Bautet  (A.  B»),  ihi  Qitmtic  Surfaces  having  a  Tacnodaì  Come*  Palermo,   1907. 
Seek  (A).  Oter  die  wybrfucktr*  Sekanten  algebraischer  Raumkurven.  Zurich.  1907. 
ßerz  olart  (L).  Sulle  curva  gobbe  razionali  datate  A  punti  à'ìpe-r  osculazione.  Pi 

—  Süpra  la  configuration*  di  Kummëk  e  ti  tuo  intervento  nella  teoria  deità  cubiche  g 
Blasern*  (P>),  XX  t'    Anniversario  della  fondazione  dell'istituto  Fisica  di  Roma,  Onorarti 

Bl askuha,  Rom»  1906. 

Borei  (È.)»  Sur  quelques  fo*£thm  eni-oeì.  PlfaftDU,  1907. 

Boutrrtux  (Pj„  Sur  les  Joticiiotis+limites  des  fonctions  multiformes.  Palermo,   1907* 

Bricanl  rRvi,  (/ouvre  tfAtttCii  KAmttftm.  Parti,  t9i>7- 

Broglio  >A  iUco  della  curva  del  iff«  H  lit  Gl  von  Koch.  Napoli  1906. 

Hu  Vau  (R,),  ìui  g  s  appo  sent  plice  di  §éi  lolltneaiiom  piane,  Pai  ermo,  1907* 

Burali  Forti  (C)  *  Marco  longo  <R),  fb    Vumpeavòne  delle  nrfaitoni  vettori  A 

--  —  iVf   f*tl/fûi^toM  itöfe  Multali  vettoriali.  Nota,  II-,  P 

CftlapftO  (P.),  fri  sistemi  frtytf  ortogonali  tulio  spa^h  euclideo,  e  mi  sistemi    no/ mali 

■    • 
Carathéodory  (C.,\  Übet  ion  F  ttfterifeft  der  K^eßiientm  von  Mftrçrtfifcnr,  i 

nhhi  annehmen.  Leipzig*  I907. 
Carathéodory  (C.)  et  Fejér  (L),  Remarques  sur  le  théorème  de  M.  Jessen.  Paris,  19c 
Cattaneo   (P.),   Sulle  Sostitu^icni   hriducilili.   Venezia,    ign;. 
Cisotti  (U.).   Sepia   la   costruzione  dei   riflettei  t.   Pisa,    19*»;. 
De  Donder  (Th.).  Sur  It  s  reuitieus  je  4  points.   Kruxel'e  .   1907. 
Doniol  (A.;,   /^  Cviciifl  Mannheim.  P.îh>.  iuu;. 
Duran-Loriga  (J .  J  .),  .V//r  /,a  ir-iduos  cuddidiicce.  Mn.irkî,   kk>6. 

V.'/.i    uecrele  ,  y  .;    d,e>,a    .:«•/    mat.ni  ilico    ird'ièc    G.    DE    I  ns*r,CHAMP  S.    I..1    Comf 
Enriques  (F.).   >////>  turn  ime  dl  .'<*/  ■<  ;  .  <v  <  »\    dtnn.ettono  und   saie  discontinua  di     ha* 

>,ali.   R.itu.i,    191*6. 
Enriques  *F.)  e  Severi  (F.).    Intorno  alle    -up.iji.ie  ipe>ell!ttiche.   Kom.u    1007. 
Falk   (M.),    (  f/.-/     //\    ì la.:pte; .ee  \.eaì  1  >;   dei  jeni.  c>;   analxtisJ.'eu    lunJionen   eines    Ar> 

tiilwn  --tiKOi  ('me    l'ee!  :<•;/.     I    ;  s  il.  .     I  ut  .7. 

FejerfL.t,   (.''•</    .//<•   l'orRii-ji'.  /.'<■   /ûwV.   !  c'ivi  \    19.7. 

Giambelli   1  G.  Z  ).    V',.    ,;(^   ,     ,,'r;    .  ;/    .:   ,,•,'    ..iiìuifr   tifile   ipei .  uptr;i;ic    «/;    «j;/f   c/j/;'     .ì»V,V 

111«),    1    1-7. 
Giordano     D.  i,    S;///4;    '.v.r  w'..i    :ti,'iu^e^na".L alo  d el'ui    Sii  ria   naturale  ne;ii   Istituii   nau 
Giraud  iG.  u   (lompien.ento  dd   una    Scia  del    <i^.    1-MCii.    Palermi.),    1907. 
Godeaux   (L.).    Sur   ^uelun^    tr»iplc\c.s   particuliers.    Bruxelles,    1907. 

—  Sur   une   li dtrd i>i  m.divu  ue^   aioitt'*   ti,    l'espace  eti    surfaces  du  quatrième  ordre. 

—  -       Sui    une   ti  duslvrmu'.icn   ar^uì define  dans  VespdCC.    Bruxelles,    1907. 

')      Vedi    .ji.iM..    StPPLkMl  NTO,     V.l.     1    O9O6),     [J.     5-U-,     3V-42,    71-,a;     Vt'l.     II    (I9O7),     pp.     I3-J9 
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(P.),  Sul  moto  di  un  punto  sollecitato  da  una  forza  la  cui  linea  d'anione  giace  sempre  in  un  com- 
plesso lineare.  Palermo,  1907. 

I  Wttliaer  (W.),  Ober  Resultaten-  und  Discriminant enbildun g  in  der  Theorie  der  elliptischen  Thetafunklionen. 
Inaugural-Dissertation.  Borna-Leipzig,  1907. 

Mawkeaworth  (A.  S.),  Co-Polar  and  Co-Axial   Triangles  in  Conies.  Springfield,  Mo.,  1907. 

Moòevar  (F.)»  Ober  die  Zerlegbar keit  algebraischer  Formen  in  lineare  Faktoren.  Wien  1904. 

—  Ober  die  Bestimmung  der  linearen  Teiler  einer  algebraischen  Form.  Leipzig,  19O). 

—  Ober  die  Bestimmung  der  quadratischen  Teiler  algebraischer  Formen.  Wien,  1907. 
£Brgens  (E.),  U  concetto  della  multiplicità  continua  n  volte  infinita  (Traduzione   di    A.  Capelli).    Na- 
poli, 1907. 

jCxyaei   (C.  J.)>  Circle  Range  Transversals  of  Circle  Ranges  in   a    Plane:    A   Problem   of  Simple    Con- 
struction. Palermo,  1907. 

(A.),  Euler  und  die  Variationsrechnung.  Leipzig,  1907. 

(K.),  Grenzwerte  von  Reihen  bei  der  Annäherung  an  die  Konvergenzgrenze.  Inaugural-Dissertation. 
Göttingen,  1907. 
■tonigsberger  (L.)t  Ober  die  Entwicklung  algebraischer  Functionen.  Palermo,  1907. 
Iftldau  (E.)»  Bemerkungen  zu  einer  Arbeit  des  Herrn  V.  Fürlam.  Palermo,  1907. 

—  Ober  die  Multiplikation  DirichletVcJw  Reihen.  Palermo,  1907. 

—  Sur  quelques  généralisations  du  théorème  de  M.  Picard.  Paris,  1907. 

Landau  (E.)  und  Toeplitz  (0.)t  Ober  die  grösste  Scììwanknng  einer  analytischen  Funktion  in  einem  Kreise. 

Leipzig,  1907. 
ija^ri  (B.),  Geometrie  proiettive  di  congruenza  e  Geometrie  proiettive  finite.  New  York,  1907. 
L»t)vi  (E.  E.)»  Sulle  equazioni  lineari  alle  derivale  paratali  totalmente  ellittiche.  Roma,  1907. 

—  Sul  problema  di  Cauchy.  Roma,  1907. 

It.avi-Civita  (T.)>  Sullo  sviluppo  delle  funzioni  implicite.  Roma,  1907. 
Mjndemann  (F.),  Ueber  die  Bewegung  der  Elektronen.  München,  1907. 

Vtarenzoni  (6.)  e  Ciacato  (6.),  Differenza  di  longitudine  fra  gli  Osservatori  di  Padova  e  di   Bologna,  de- 
terminata nel  189J.  Padova,  1907. 
Ludwig  (W.),  Ober  den  Zusammenhang  der  Berührungstransformationen  der  Kreise  einer  Ebene   mit    den 

conformen  Abbildung  des  Raumes.  Palermo,  1907. 
Maaaion  (P.),  Discours  prononcé  aux  funérailles  du  lieutenant  général  De  Ïilly.  Bruxelles,  1906. 

—  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés  dans  le  Nachlas  s  de  Gauss.  Bruxelles,  1906. 

Marcolongo    (R.),    La    teoria    delle    equazioni    integrali  e    le    sue   applicazioni    alla    Fisica-matematica. 

Roma,  1907. 
Marietta  (6.)»  Sulle  curve  gobbe  ragionali  dotate  di  quattro  punti  d'iper osculazione.  Palermo,  1907. 

—  Sulla  identità  cremo niana  di  due  curve  piane.  Palermo,  1907. 

Hedolaghi  (P.),  Sopra  i  gruppi  definiti  da  equazioni  differenziali  del  primo  ordine.  Palermo,  1907. 
Mineo  (C.)i  Le  antiradiali  del  cerchio.  Palermo,  1907. 
Mollerup  (J.)>  En  Satning  om  Continuel.  Kóbenhavn,  1906. 

—  Sur  la  théorie  des  ensembles  et  le  concept  du  nombre.  Kóbenhavn,  1907. 

—  Die  Definition  des  Mengenbegriffs.  Leipzig,  1907. 

—  Sur  les  sous-ensembles  bien  ordonnés  du  continu.  Palermo,  1907. 
Monteaano  (D.),  Sui  nuovi  tipi  di  superficie  razionali  di  f  ordine.  Napoli,  1907. 

Moore  (C.  N.),  On  the  Introduction  of  Convergence  Factors  into  summable  Series  and  summable  Integrals. 

New  York,  1907. 
Morera  (6.),  Intorno  all'equilibrio  dei  corpi  elastici  isotropi.  Torino,   1907. 
Myller  (A.),  Sur  les  équations  intégrales.  Paris,   1907. 

Nicoletti  (0.),  Sulla  teoria  della  convergenza  degli  algoritmi  di  iterazione.  Milano,  1907. 
Nielsen  (N.),  Sur  les  séries  de  fonctions  s  ph  triques  et  hyper  géométriques.  Coimbra,  1907. 


—  Studio  sui  polen  {tali  logarit 

Ptlerao,  1907- 
Quintili  (P.)»  SuWaeu 

Pisa,  1907. 
Rèmoundos  (Gj,  Sur  la  representation  um  courbés  irunseemkmUs.  Paris,   tçoé, 

—  Sur  ìe  a  intégrale*  relies  dei  entieltes  et  les  force  Palcr 

—  Sut  les  rapfh'  moniqoes  généralisés.  P.jri%  1907. 

—  Le  rôle  des  fond  io- 

—  Sur  fag  forças  emutralas  multiformes,  P11 
RufUni  «F  P.),  Drtlu  lemniscata,  Bû  07. 

Saltykow  (M    M.),    S«r  Im  b  /<i   Mécanique.   Kiev,    1 

—  fi*£lfi  /v  <jwx  ./'«  MfJJfl  lia    f 

Scaccianoce  (R.)»  5o/rj  una  tuparfiek  del  j° 

—  Räppr($t'nta\ione  a  ÜU  su  per  ja 
■•■'to  (/> — lypto,  in  corrispondenza  bit  azionale  fra  loto.  Uvonu,   1907. 

Scliînpareili  (6),  Com4  si  pos,  irr  l'uso  delia  madia  aritmetica  nei  calcolo  dei 

ione,  Affilino,  1907. 
Schmidt  (E),  Sur  U  puissance  ons  continues.  Paris,   190 

—  /.ut    Theorie  iêf  linearen  um!  uiebttittearen  Integralgleichungen.    I.  Thil:    ErtttJL'i 
lieber  Funktionen  nach  Systeme':  nebetter.   1  eipzig,  I9*>7- 

Segre  (Cj,  Su  una  classe  di  '-per  sparii  le  equation 

dì  2"  ordine.  Tornio,   1907. 
Se  verini  (C..>,  Sul  primo  teorema  fondemiUtaU  di  Lie   nella    teoria  dei   gruppi   di    irasf 

termo,  1 
Sforza  (G.),  Sul  volume  dei  poliedri  mûPipOtëti  non  euclidea,  Modena,   1907. 
Sinigatlia  (L)f  Sui  nuovi  numeri  psondo  tutariaui  del  pmf.  Pascal.  Palermo,  1907. 
Somigliana  (C),  Sopra  alcune  formole  fondamentali  della  Dinamica  dei  meni  tsotro; 

Tino,   1906,  1907. 
Sommervttle  (D.  M.  Y.),  On  Ceituin  Projective  Configurations  in  n  Divieti 

lem  in  Arrangements,  Edinburgh,  1907. 
Stackel  «PO,  Angenäherte  Berechnung  eines  Bogens,  von  dem  man   den    Sinus    und    den 
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Tettane  (0.)»  Sul  problema  dell'equilibrio  delle  temperature  in  un  ellissoide  a  tre  assi  disuguali  Pa- 
lermo, 1907. 

Vllerbi  (A.),  Sullo  sviluppo  di  alcune  speciali  funzioni  di  una  variabile  in  serie  di  funzioni  sferiche. 
Palermo,  1907. 

Vrle«  (J.  de),  Quadratic  complexes  of  revolution.  Amsterdam,  1906. 

—  Faisceaux  de  courbes  planes.  Haarlem,  1907. 

MI  alker  (B.  M.),  On  the  Resolution  of  Higher  Singularities   of   Algebraic  Curves    into  Ordinary    Nodes. 
Dissertation.  Chicago,  1906. 
'Young  (W.  H.)i  A  Theorem  in  the  Theory  of  Functions  of  a  Real  Variable.  Palermo,  1907. 
Zaremba  (S.)>  L'équation  hihannonique  et  une  classe  remarquable  de  fonctions  fondamentales  harmoniques. 

Cracovie,  1907. 
Zoraw8ki  (K.),  Über  Krümmungseigenschaften  der  Scharen  von  Linienelementen.  Warszawa,  1906. 

—  Aufstellung  einiger  Krümmungsformeln,  die  Integral  flachen  partieller  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  betreffen.  Leipzig,  1906. 

—  Zur  Invariantentheorie  der  Differentialformen  ^weiten  Grades.  Leipzig,  1907. 


PUBBLICAZIONI  PERIODICHE*) 

(SOMMARI  MATEMATICI). 

[Veili  questo  Supplemento,  vul.  I  (1906),  pp.  11-15,  19-36,  4*'44i  $--$*>  61-70,  79*97;  voi.  II  (1907),  pp.  20-33]. 


Paris}.  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  [ii,  33-24 

Tome  CXLIV  (Premier  Semestre  1907): 

N°  16  (22  avril)  :  B,  Gambier,  Sur  les  équations  différentielles  du  second  ordre  et  du  premier  degré  dont 
l'intégrale  géuérale  est  à  points  critiques  fixes  (827-830).  —  C.  Poporlcl,  Sur  les  équations  aux  intégrales 
réciproques  (830-832).  =  N°  17  (29  avril):  G,  Humbert,  Sur  les  représentations  d'un  entier  par  une 
somme  de  dix  ou  de  douze  carrés  (874-878).  —  Charles  Coldzlher,  Sur  la  nature  analytique  des  solutions 
de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  (887-889).  —  Z.  Krygowskl,  Sur  le  déve- 
loppement des  fonctions  hyperelliptiques  en  séries  trigono/nétriques  (889-892).  —  f.  Barré,  Sur  les  sur- 
faces engendrées  par  une  hélice  circulaire  (892-895).  —  Maurice  d'Ooagne,  Sur  la  représentation  de  l'é- 
quation d'ordre  no.nographique  3  la  plus  générale  par  un  nomogramrac  conique  (895-898).  —  Jacob, 
Intégromètre  à  lame  coupante  (898-900).  =  N°  18  (6  mai)  :  Bertrand  Gambier,  Sur  les  équations  diffe- 
renti lies  du  second  ordre  et  du  premier  degré  dont  l'intégrale  générale  est  à  points  critiques  fixes 
(962-964).  —  Ch.  Michel,  Sur  certaines  congruences  de  droites  (965-966).  =  N°  19  (13  mai):  Emile  Picard, 
Sur  une  équation  fonctionnelle  se  présentant  dans  la  théorie  de  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (1009-1012).  —  Ed.  Maillet,  Sur  les  fractions  continues  arithmétiques  et  les  nombres  transcendants 
(1020-1022).  —  Emst  Fhcher,  Sur  la  convergence  en  moyenne  (1022-1024). —  &  Bernstein,  Méthode 
générale  pour  la  résolution  du  problème  de  Dikichlet  (1025-1027).  —  Maurice  d'Ocagne,  Sur  la  repré- 
sentation des  équations  d'ordre  noaiographique  4  à  3  et  4  variables  (1027-1030).  =  N°  20  (21  mai): 
Hadamard,  Sur  la  variation  des  intégrales  doubles  (1092-1093).  —  f.  Cartan,  Les  groupes  de  transforma- 

*)  I  numeri  a  destra,  in  parentesi  [,  richiamano  il  volume  e  le  pagine  del  Supplemento  nei  quali  trovatisi  i  Sornmmr i  prte-* 
Per  U  Pul>bli*it{iutii  periodiche  ricevute  dalla  Società  itegli  anni    1884*1893,     veggansi    1    RcnJironli :    tomo  1,   parf 
pp.   8^-93,   391-397  ;  tomo  II,  parte  2*,  pp.  20-48.  03-80;  tomo  HI,  parte  2a,    pp.   f-J},  42-6-1  ;  tono  IV,    parte  a*t   *■ 
tomo  Vt  parte  a4,  pp.  ìo-òo  ;  tomo  VI,  pane  r\  pp.   ii-4t>  ;  tomo  VII,  parte  2*,   pp.  10-68.  ---  Per   mancini*   di 
tomo  Vili  (1894)  furono  soppressi  questi   So  win  tiri  matematici,  i  quali  nel  1906  si  sono  ripristinati  nett'àttMss  S»- 

■  -■   ..  '"' 
Suffi.  Reni.   Cire.  Matern.  PaUrmc,   vol.  II  (19(7).  —  Stampato  il  io  settembre  1907. 
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TtCÖ  Uè  J 
iJrées  jiir 


continuer  în'inis,  atmplea  (100.4-1097).—  Barri,  Sai  la  surface»  engendrées  j 
-1099),  =  H°  21  (27  nur);  £jtmJ  Fi&CÙér,  hpy  ^mc  >ur  b 

(1 1  |N-i  ni).  =  N°  22  0  fato)?  C-  Cfirvthéatfary,  Sur  quelques  applications  Ja  the* 
Picard  (  1 20]- 1 k>6}  —  £.  foursêt,  Sur  Ics  iiwaruuv.  1(1106-1  21  ..o).  ~  HKJ  23  (il 

Sur  ime  nftmllè  ààtot   de  sur&tìes   (1257  Ujoì.^    N"  24  (ij  M^  $iektef[t 

uouvefìe  pour  résoudre  plusieur*  problémo  du  d  -lent  (fotte  lo  nu  don  arbitrai 

(1329*1331). — Barre,  Sur  Ics  rarficas  esgcgdrta  p.o  um  1  bins  (1332-1334) 

Fràéèrte  Rtesi,  Sur  ime  ttpèCC  de  Gèi  ri  »ètri  e  Irutittquc 

—  rt*  &&rn>  Sur  l'équation  fonctionnelle  de  M.  1  kldhoui  <  141 1*141 4)-  —  Maurice  fi 
semblés  de  foncà<sa*  et  !es  opémìons  linéaire-.  (2414-1410}. 

Tome  CXLV  (Deuxième  Se. neutre  1907): 

N°  1  (ì:i  juiìkt}'  &  Humbert,  quelque*  formules  rt&ròvta  aux  nombres  de  ebnes 
)ues  (ì*lu)t  —  jp  Bon  sxi net  qf  Théorie  approchée  de  recrutement  sur  un  il 

11  latérale  t\  -<  a^ppe  ftoyfc  l       j  >,  —  Eugène   f*\ 

bri^Ut  ute  (47~4^)<  —  rt(VW  Bottiniti,    Sur    k*v   intégrale*  de    IV  i 

y  +  ♦•!  y1  +  4,  y*  =  '  =  N4'  2  I-  l  Bùusslfmi),    I  Tpproc1 

HB  un  dtvmoir  ,*vec  enmture  (ou  on  l'ajutage    rentrant    4e    Bouda)   et 

dessous  (j!  —Arnaud  Oeujuy,  Sur  k%  fonction)  .  tini  (ta 

Bâfré,  Sur  lo  surfaces  engendrées  ptv  une   h£ÎT  ire   {161-163).  —  G*  Ca/ai 

Remarques    AU    lu  théorème  de  M,   fSMttM  (i6î»t6>  K  —  4,  Kam,  bur  QU  pro 
I.«  ÜH  fcM  I  iim-i.-'.'^.j,-   H"  4  1  _'i  i iulJ . 1 1,  ^-^  N'   5  (.;•■>  juillet  >:  Henry  i 

Je  h  théorie  du  Soleil  de  M   JOUCS  I  #1  -  Sóguirr,  Sur  lo  rcprc>ciH4tloas 

pe»  fini»  (;  —  CJrajy,  Sur  le*  éqaattûiis  dlfferéû!  -iene 

tujut  «S).  —  René  Garnter,  Sur  lea  equation*  dittei  cimelio  du  tra 

graie  est  uniforme  (308-1  M).—  /  Marnati,  Sur  la  representation  des  équations  en 
conques  Q3 1 1-3  (4).  =  N^  6  (5  août).  -  -  N"  7  (12  août):  Ueorges  Hemouncfos,  Sur  I< 
des  équations  différenticlks  (586-^X7).-  N"  8  (io  aoîiti:  7.  Levi-Civita,  Sur  le  1 
tiicitc  bans  liaison-»  ni  forco  extérieures  i  ,417-  120).  -  Nu  9  (  26  août):  Leopold  Fej 
moindre  module  d'une  équation  algébrique  (no-qhi). 

Gstiw,;m\.  Nachrichten  von  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zi. 

Mathematisch-physikalische  Klasse.  1907: 

Heft   1.(50.    April    lui -7):  Ph.  Furtnängler,  I-ine  diaraktcristisjhe  Rigeiischaft  Jes  } 

—  Edmund  Landau,  Über  einen  Kauver^eu/^at'  12^-271. — A.  Schoc.J/lies,  Ueber  d«. 
«^riti'  der  ebenen  stetigen  Kurve  {2S-J0).  —  H.  Weher,  Über  die  Komposition  d<jy  q 
(Sö-ioc).  —  Otto  Toepliiz,  Oie  JACOiq'sjhe  Transformation  d  r  quadratischen  Foi 
vielen  X'erändei  liehen  fit>i- 100  ).  —  Otto  Tcpplitz,  Zur  Transformation  der  Sehare 
von  uuendlichvielen  Veränderliclien  ('  1  lo  1  1  ;  ).  —  Friedrich  Riesz,  Ueber  orthogonal 
(1  16-122).  — _  Heft  2.  122.  Juîi  10171:  W.  Voigt  und  5.  Kinoshita,  Be>timmunir  abso 
irnetisici -un^s/ahlen.  insbesondere  fu:  Kristalle  (i2;-rpp). —  W.  Voigt,  Bestimmung 
stauten  \\m  Aia^oi.it  1  1  \y ■■  1 30).  —  Heinrich  Bnrkhardt,  Ueber  Interpolation  dureh  Hx 
(160-162). —  W.  Voigt,  [aivnarti^e  l'aile  sjhw  incender  Membranen  (171-176).  — P 
l'nil'oi misiei  unu  reeller  ai^ebrai-  eher  Kurven  (177-100).  —  Paul  Kceüe,  L'eber  die  L 
biger  analytischer  Kurven  (  i,>i  200  —  C.  Runge,  L'eber  die  Radi  »aktivitat  der  Lu  fr  a 
(  21  1-2  2t,i).  —  Eduard  Ricckc,  IKitra,;  .  u,  'I'heorie  tuu/.danu;  ter  elektrischer  Schwill« 
düngen  (2j  5-200).  1  Heft  3.  Hj.  Auuiist):  Alfred  Haar,  Die  Randwertaufgabe  der 
\\U       o   (  2.SU-2H7;.  —  Rudolf    Fuett-r,     Die    Klassenanzahl    der    Korper    der   comp 


BOLLETTINO  DELLE  PUBBLICAZIONI  RICEVUTE  DALLA  SOCIETl  $9 


K&3-298).  —  A.  Schoenfìies,  Über  den  allgemeinsten  Begriff  der  ebenen  stetigen  Kurve  (299-320). — 
K—  Joachim,  Über  den  Einfluss  innerer  Reflexionen  auf  die  Interferenzerscheinungen  an  doppeltbrechenden 
Cry  stallplatten  (321-340).  —  W.  Voigt,  Schwingungen  ungleichförmig  gespannter  Membranen  (341-364). 
— —  Julius  Weingarten,  Ueber  die  sogenannten  allgemeinen  Arbeitsgleichungen  der  technischen  Festigkeits- 
«lire  (365-371)-  —  P*ul  Stacke/,  Vier  neue  Briefe  von  Gauss  (372-373). 


m^rtim).  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  [ii,  a$ 

Band  CXXXII: 

Heft  3.  (3.  Juni):  //.  Weber,  Über  zyklische  Zahlkörper  (167-188).  —  Ernst  Richard  Neumann,  Über  eine 

*sa&ue  Reduktionsmethode  bei  hydrodynamischen  Problemen  (18^-215).  —  M.  Stuyvaert,  Congruences  de 

triangles,  cubiques  gauches  et  autres  variétés  annulant  des  matrices  (216-237).  —  Ernst  Jacobsthal,  Über 

*iie  Darstellung  der  Primzahlen  der  Form  4  ;/  -f-  1  als  Summe  zweier   Quadrate   (238-245).  =  Heft  4. 

<}0.  Juli):  Ludwig  Schlesinger,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  (Ì47-254).  —  Rudolf  Fueter, 

Die  Theorie  der  Zahlstrahlen  (255-269).  —  Felix    Bernstein,    Zur   Theorie  der   trigonometrischen    Reihe 

(270-278).  —  fl.  Heger,  Zur  Geometrie  auf  der  Kugel  (279-287).  —  Oskar  Perron,  Neue  Kriterien  für  die 

fereduzibilität  algebraischer  Gleichungen  (288-307).  —  Verzeichnis    der   in    diesem    Bande  vorkom- 

JttNDEN  Namen  (130=  310).  =  Inhaltsverzeichnis  des  Bandes  CXXXII  (in). 


***risi  Journal  de  l'École  Polytechnique.  fi,  a4 

IIe  Série.  — XIe  Cahier  (1906): 
Raoul  BHoard,  Mémoire  sur  les  déplacements  à    trajectoires   sphériques   (1-93).  —  L.  Lecornu,    Sur  les 
turbines  à  axe  flexible  (95-107).  —  Léon  Autonne,  Sur  les  coordonnées  pluckériennes  de  droite,  dans  l'espace 
an  —  1  dimensions  (109-202).  —  Table  des  Matières  (203). 

Paru).  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  in,  16 

VIe  Série. —  Tome  iil  (Année  1907): 

(62e  Volume  de  la  Collection)  : 

Fascicule  N°  2:  Auric,  Recherches  sur  les  fonctions  continues  algébriques  (105-206).  —  E.  M  at  by,  Com- 
posantes de  la  force  magnétique  d'un  aimant  ellipsoïdal  uniforme  (207-212). 


Paris].  Annales  Scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure.  m,  as-aé 

IIIe  Série.  — Tome  XXIV  (Année  1907) 

*  (43e  Volume  «Je  la  Collection): 

N°  4  (Avril):  f.  Traynard  (-177).  —  Emile  Merlin,  Errata  au  Mémoire  «Sur  certaines  familles  de 
réseaux  concourants»  (t.  XXIII)  (178).  —  E.  Landau,  Sur  quelques  généralisations  du  théorème  de 
M.  Picard  (179-).  =  N°  5  (Mai):  E.  Landau,  (-201).  —  Hadamard,  Sur  quelques  questions  de  calcul  des 
variations  (203-231).  —  P.  Monte!,  Sur  les  suite*  infinies  de  fonctions  (233-).  =  N°.  6  (Juin):  P,  Monte/ 
(-).  =  N°  7  (Juillet):  P,  Monte!  (-334).  —  Emile  Picard,  Sur  ia  détermination  des  intégrales  des  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  par  les  valeurs  des  dérivées  normales  sur  un  contour  (335-).  —  N°  8 
(Août)  :  Emile  Picard  (-340).  —  Henri  Padé,  Recherches  sur  la  convergence  des  développements  en  fractions 
continues  d'une  certaine  catégorie  de  fonctions  (341-). 

London}.  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  [ii,  as-a* 

Series  il. -Vol.  V: 
Part  2  (May  16,  1907):  E.  W.  Barnes  (-116).  —  A.  R.  Forsyth,  Partial   Differential  Equations  <**  •u-1 
Second  Order  having  Integral  Systems  free  from  Partial  Quadratures  (117-).  =  Part  8'* 
A.  R.  Forsyth  (-176). —  P.  W.  Wood,  On  the  Reducibility  of  Covariante  of  Binar»» 
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Oìdex  077"'^)' —  @*  H*  Hard),  On  the  Su:, 

ICI    T'jpcr)    0<}7  2O$)—J.    Merer- 

(206-224)  —E.   W.  Hvbson,  On  Partial    Diflcrenriil    ( 

-?ó), -—  Allen  Cunningham,  Ou  Hyper-even  Nun  ben  un  J  on  Fe 
just   ti,   1907):  A//ört  Cunningham  (-271).  —  £.    *V.  Hobson,  On  th< 

Mjntff  Scries  1  -  £ ,  A  £tfirf&  On    the    Pro 

Hessi.i  ^  —  Leonard  Eugene  Dickson, 


Proceedings  of  the  Cambridge  Philosoph 
Volume  XIV: 

I«  a  Part  II  (  i  î  June,  1907). 


>sophi 


Transactions  of  the  Cambridge  Philosopl 

Volume  XX* 

No.  II  (6  March,  1907):  £.  W.  Barnes,  On  Functions    denned    by 
No    12  (6  March,  1907):  H,  Batemant  The  appli 
linalion  of  expansions  in  f  oscillating  functions  (2 

W,  K.  Page,  The  Variation  oi  the  Absorption  \*1  in 


Acta  Mathematica. 

XXX  (iu 

4:   T,  Url-Clfttâ,  Sur  la  resolution  qualitative  du  problème    restreu 
/.  KCiìlg,  Sur  les  fondano  ombles    et    le    pre 

P,  fa/otf,  Series  irigouométriques  et  series  de  TAYLOR    (jJf-400).«— 
Matières  (in). 


Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematike 
XVI  Band  (1907): 

3.-4.  (doppel-)  Heft  (iy  Aprii  1007)    Felix  MQlter,    Bìbliograpl 
Leonhard  Iuler  (ì  —  &  fuel,   Qber   pichl-Aualyii 

lìenthal*  Di  Kurvennet/e   ohne    L"m  -1-218).  —  pila/ 

nderlichen  (219-223). —  f.  Hartogs,  Ober  neuere  I 
bellen  Tunkt!  M,  Krause, 

Minen  durch  Reihen  von 

scigungsb  1er  Bewegung 

(242-24$).—'//.  £.   Timerding,  Wilhelm  Ritter  (224-248).= 
ruktion  der  ebenen  Kurve   $,  Ordnung  aus  9  K  Paukte 

—  Ö.  Attftffrj  raphische  Losungen  von  Differentialgleichungen  c 

Schaf hetttln,  Über  den  Verlauf  der  BtssELschen  Fun) 
Erweiterung    des    KlEiM'schen    Osattattoastheorems    (279  285).  —  & 
funktionentheoretischen  Saue  des  Herrn  Had  am  ARD    (  —  ä. 

chiftcn  der  Zahlen  (299-319). —  Vladimir  Varlcai,  Bemerkung 
L.  Schlesingers  aber  Johann  Bolyai  (jac-jar).  ä  0,  Heft      ;_> 

In  eines  Tetraeders  ). —  K.  Rohn,  Ableitung  c 

irpunktsittcn  O  —  &  Mehmke,  Über  neue  Mediani 

der  D]  nil  Anwendungen  nut  di<  ion  vo 

und  höherer  Ordnung  und    von    v  82).  —  Th 
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Behandlung  des  Achsenkomplexes  (382-387).  —  K.  Hensel,  Über  die  arithmetischen  Eigenschaften  der 
Zahlen  (388-393).  =  7.-8.  Heft  (20.  August):  K.  Th.  Vahlen,  Über  nicht-archimedische  Algebra  (409-421). 
—  Gm  Schelf ers,  Bemerkungen  zu  den  ebe.ien  Kurvennetzen  ohne  Umwege  (421-422).  —  Felix  Möller, 
"Nachtrag  zu  dem  Aufsatze:  «  Bibliographish-Historisches  zur  Erinnerung  an  Lheonakd  Euler» 
CS«  185-195)  (423-424).  —  Paul  Stäckel,  Zu  H.  Weber's  Elementarer  Mengenlehre  (425-428).— C.  Kostka, 
Tafeln  und  Formeln  für  symmetrische  Funktionen  (429-450). 


Leipzig).  Bibliotheca  Mathematica.  [M,  30-31 

III.  Folge.  — VII.  Band: 

4.  Heft  (27.  Juni  1907):  J.  L  Halbere  und  H.  6,  Zeuthen,  Eine  neue  Schrift  des  Archimedes 
(321-363). —  Yoshio  Mlkaml,  Zur  Frage  abendländischer  Einflüsse  auf  die  japanische  Mathematik  am 
Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  (364-366).  —  H.  Bateman,  The  correspondence  of  Brook  Taylor 
(367-371).  —  G.  Eneström,  Über  Bildnisse  von  Leonhard  Euler  (372-374).  —  0ar/</  Eugene  Smith,  A 
mathematical  exhibit  of  interest  to  teachers  (375-377).  Namenregister  (426-442).  —  Inhaltsver- 
zeichnis (iii-vi). 

Miiamo}.  Annali  di  Mathematica  pura  ed  applicata.  fi,  86 

Serie  III.  — Temo  XIII: 

Fase.  4°  (Marzo  1907):  Walter  B,  Ford,  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences  finies  (263-328). 
—  Niels  Nielsen,  Sur  la  multiplication  des  séries  trigonométriques  (329-337).  —  Indice  delle   materie 

CONTENUTE  NEL  TOMO   XIII°   (SERIE   III*)  (ili). 

Serie  III.  — Tomo  XIV: 

Fase.  1°  (Giugno  1907):.  Onorato  Nicol  etti,  Sulla  teoria  della  convergenza  degli  algoritmi  di  iterazione 
O-32).  —  Soldo  Fubini,  Sulla  teoria  delle  funzioni  automorfe  e  delle  loro  trasformazioni  (33-67). — Niels 
Nielsen,  Sur  quelques  propriétés  fondamentales  des  fonctions  sphériques  (69-90). 


Leipzig].  Mathematische  Annalen.  [ii,  as 

LXtY.  Band: 

I.  Heft  (28.  Mai  1907):  Oskar  Perron,  Grundlagen  fur  eine  Theorie  des  jACOBi'schen  Kettenbruchal- 
gorithmus  (I-76).  —  fî.  H.  Hardy,  Some  theorems  concerning  infinite  series  (77-94).  —  ft  Carathéodory, 
Über  den  Variabilitätsbereich  dee  Koeffizienten  von  Potenzreihen,  die  gegebene  Werte  nicht  annehmen 
(95-115).  — -Georg  Faber,  Über  polynomische  Entwicklungen  II.  (1 16-13 5).  —  6.  Prasad,  Über  eine  Klasse 
von  nichtanalytischen  Flächen  konstanter  positiver  GAüss'scher  Krümmung  (1 36-141).  —  J.  0.  Möller, 
Über  die  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids  (142-149).  —  J.  K,  Whlttemore,  A  Note  on  the  Pro- 
blem of  Three  Bodies  (150-155).  —  Moritz  Réthy,  Bemerkungen  zur  Note  des  Herrn  Philip  E.  B. 
Jourdain  über  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  (156-159).  =  2.  Heft  (18.  Juli  1907):  Erhard  Schmidt, 
Zur  Theorie  der  linearen  und  nicht  linearen  Integralgleichungen.  IL  Teil:  Auflösung  der  allgemeinen 
linearen  Integralgleichung  (161 -174).  —  F.  Klein,  Bemerkungen  zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  (Zusammenhang  zwischen  dem  Osz.Uationstheorem  und  den  Existenztheo- 
remen der  automorphen  Funktionen)  (175-196).  —  Eugen  Meyer,  Über  die  Kongruenzaxiome  der  Geo- 
metrie (197-206).  —  Eugen  Meyer,  Flächeninhalts-  und  Volumen gleichheit  vom  projektiven  Standpunkte 
(207-230).  —  Johannes  Mo/Ierup,  Die  Definition  des  MengenbegrifTs  (231-238).  —  Philipp  Frank,  Über 
einen  Satz  von  Routh  und  ein  damit  zusammenhängendes  Problem  der  Variationsrechnung  (239-247). 
—  Oskar  Perron,  Zur  Theorie  der  Matrices  (248-263).  —  Alfred  Loewy,  Über  die  Gruppen  linearer  homo- 
gener Substitutionen  vom  Typus  einer  endlichen  Gruppe  (264-272).  —  Leopold  Fejér,  Über  die  Fou- 
RiER'sche  Reihe  (273-288). 


SUPPLEMENTO  Al  RENDICONTI   DEL   CIRCOLO  MATEMATICO   Oi  PALERMI 


Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik. 

UV.  Band: 

3.  Heft  (ri.  Juni   1907):  E,  Stabler,  Da  1er  Bewegung  eine:,  surren  Korpea  {2 

—  C.  Runge  und  L.  Prandtl,  Das  Instim  (263-280),  —  fritànà 

Schilling,  Die  Bewegung  in  der  Ebene  als  ReruhrungstransfornKi  —  A,  Sommerfeld,  V 

jngr     •  Über    die  rheit    der  :i  Walrwerkpr 

(318-324),  —  A  Mehmke,  Über  nm.n   S  (324-325).  —  £.  Stf 

dreigliedrigen  Geks  (323-327),  =  4    IMI  Friedrich  Schwing,  Die  Beweg 

-  If.  liita  et  r>.    Wkowski,    Sur    la    Kennen 
(364-381  ).  — P.   Eohi,   Über  ein  D  POWcW  (î*i-1  rK).  —  P,  üftye 

rechi  t  (418-437). —  Karl  Euch 

Quad  i 


Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società  Italiana 
delle  Scienze, 

Sorìe  III. -Tomo  XIV  (1 907). 

Luigi  Bianchi,  Me  trasfor  ktte  supetfide  applicabili  sulle  qua,' 

—  Angelo  Andreini,  Sulle  reti  di  poliedri  regolari  e  set  alle    corrispondenti    rei: 

(75-129).  —  Onorato  Piccoletti,  Sui!  Idlìtersafonc  (18 1-5  >j  ).  —  Umberto  Sbrana,  Sulle    tmfarm* 

di  curvatura   coincidenti   (275-289).  —  £.    Sorto/otti,    Cane  Piolo 

RüffiNi  con  alcun»  scienziati  del  sun  temp  .rü^ 

generali,  di  grada  superiore  al  quarto  )  —  Federigo  E>-  pra  le  superfi. 

bigenere  uno  (327-352). 


ä,>«jj  Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei. 

AnuM  CCCIV     1907.   -Stila  Quinta,  =  Rendiconti  Fi»*^«,  M 

Volume  XVI.  -  2°  semestre  1907  : 

Fase,  7  (7  aprile);  F.  Enriques  e  F.  Sereri,  intorno  alle  superficie  tpc  (44î-4SJ>— ^  Po- 

tetti, ina  relativo  al  ttei  di  ugual 

G>  Regnerà  e  W,  d0  Frenchìs,  Sopri  le  superficie  algebriche  che  nanti. 

metomorfe  quadruplant 
Fase.  8  (2t  aprile):  G.  Bagnerà  e  M*  de  Franchis,  Sopra  k 
del  punto  «»ni  nacromorfe  qu 

II*  (>  96-60  3).  —  Michele  Cipolla,  Sulla  riso!  .1    delle    o  e    binomio 

(603-608).  —  f,  f//òto/p  Sui; li  08-614)-  — Fase.  9  io):    £*//#/   fl/afl 

superficie  applicabili  Mille  quadriche  (7-  —  Z.^/  Benotan, 

rie  di  Kummir  nella  teoria  delle  cubiche  goblx  ; r),  —  Michele  Cipolla, 

risoluzione  apirisüca  dette  congruen  .  —  R.    Marcofongo,   La    t-. 

integrali  e  le  sue   ipp  li  cagioni  alla   I  1  tema  tica  (742-749),  —  Giuseppe  Picciati, 

propagazione  del  calore  in  un  filo  (750-75  3).  =  Fase.  IO  (ly  maggio);  e\   A/mwi: 
sulle  deformi  he  dei  solidi  isotropi  (863-867),  =  Fase.  Il  io):  Luigi  De  v 

ica  dell'Isa  tre  (910-916),  =  Fase  12  (fé  Eugenio  Elia  ieri,  SuOc 

/ioni  lineari  alle  dei  ellittiche  (932-938).  —  Luciano  Orlando,  Sopra  alcuni  probieoà 

0  ^  Giuseppe  Picciati,  Sul  moto  di  una  sfera  in  un  liquido  vis. 
—  &  Rosati,  Un'osservazione  sugli  inviluppi  dei  sistemi  algebrici  di  curve  appartenenti  s d  una  superficie 
rìca  (052-956),  —  Indice  del  volumi  XVI,  serie  5*.  Rendiconti  1907,  i°  semestre  (98: 
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Volume  XVI.  — 2°  semestre  1907: 

Fase.  I  (7  luglio):  T,  Levi-Cìvìta,  Sullo  sviluppo  delle  funzioni  implicite  (3-12).  —  Antonio  Garbasso, 
Traiettorie  e  onde  luminose  in  un  mezzo  isotropo  qualunque  (41-45).  —  Giuseppe  Picciati,  Integrazione 
dell'equazione  funzionale  che  regge  la  caduta  di  una  sfera  in  un  liquido  viscoso  (45-50).  =  Fase.  2 
(21  luglio):  Eugenio  Elia  Levi,  Sul  problema  di  Cauchy  (  1 05-1 12).  —  Fase  3  (4  agosto):  Siro  Medici, 
Sui  gruppi  di  movimenti  (166-174).  —  G.  Picciati,  Sul  moto  di  un  cilindro  indefinito  in  un  liquido  vi- 
scoso (174-184). 


Nap.yh}.  Giornale  di  Matematiche  di  Battaglila.  fi,  »7 

Volume  XLIV  (13°  della  2a  serie).  1906: 
Novembre  e  Dicembre:  Pietro  Patrassi  (-341).  —  Gustavo  San  ni  a,  Sulle  cui  ve  le  cui  tangenti  sono  orto- 
gonali alle  normali  principali  di  una  curva    data    (3 12-353).  —  Annibale   Broglio,    Studio    analitico    della 
curva  del  sig.  Helge  von  Koch  (354-369)  — Achille  Dominion!,  Su  certe  superficie  di  contatto  e  su  una 
definizione  sintetica  delle  superficie  polari  (  370-379).  —  Onoranze  al  prof.  Ulisse  Dini  (380).  —  Indice 

DEL    VOLUME  (lII-IV). 

Volume  XLY  (140  della  21  serie  .  1907: 

Gennaio  e  Febbraio:  £.  Jürgens,  Il  concetto  della  multiplicité  continua  //  volte  infinita  (1-6). — 
F,  Giudice,  Sulla  dimostrazione  di  Clifford  del  teorema  fondamentale  d'algebra  (7-15).  —  Pietro  Mer- 
catanti, Superficie  sovrapponibili  alle  proprie  parallele  (16-26). — Silvio  Minetola,  Sopra  alcune  proprietà 
delle  operazioni  di  polare  (27-47)  —  Gemlniano  Pirondlnl,  Contributo  alla  teoria  delle  caustiche  ed  anti- 
ca usticlie  (48-).  =  Marzo  e  Aprile:  ( eminiano  Pirondini  (-6 5).  —  Luigi  Galvani,  Un  algoritmo  applicabile 
ad  alcune  serie  e  sua  relazione  coi  numeri  transfiniti  (66-72).  —  F,  Amodeo,  Uno  sguardo  allo  sviluppo 
delle  scienze  matematiche  nell'evo  antico  (73-81).  —  Cesare  Spelta,  Sul  moto  di  una  figura  rigida  piana 
nel  proprio  piano  (82-87).  —  M.  Lerch,  Sur  une  série  qui  se  présente  dans  la  théorie  du  logarithme 
intégral  (88-92).  —  H.  B.  Now  son,  Copia  di  una  Lettera  al  prof  Ugo  Amaldi  (93-94).  —  //.  B.  New  son, 
Types  and  Continuous  Groups  of  Real  Conformai  Transformations  in  5,  (95-119).  — Felice  Ceramicola, 
La  proprietà  associativa  nelle  serie  (120-128). 


London].  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London  (Series  A).  [i,  Sj 

Vol.  LXXVIII: 

No.  A 521  (Juli  21,  1906):  J.  A.  Fleming,  A  Note  on  the  Theory  of  Directive  Antennae  or  Unsym- 

metrical  Hertzian  Oscillators  (1-8).  =  No.  A  522  (August  18,  1906)  =No.  A  523  (September  6,  1906). 

=  No.  A  524  (November  5,  1906).  =  No.  A  525  (December  20,  1906).  =  No.  A  526  (February  2,  1907): 

P.  A.  MacMahon,   The    Theory    of  the   Compositions    of  Nu  nbers  (Part  II)  (459-460).  —  Index    to 

Vol.  LXXVIII  (A)  (501-504).  —  Contents  (iii-vi)  —  Obituary  Notices    of    Fellows    Deceased 

(i-lxix). 

Vol.  LXXIX: 

No.  A  527  (March  12,  1907):  Richard  C.  Maclaurin,  On  the  Intensity  of  L'ght  Reflected  from  Trans- 
parent Substances  (18-30).  —  T.  H.  Havelock,  The  Electric  or  Magnetic  Polarisation  of  a  Thin  Cylinder 
of  Finite  Length  by  a  Uniform  Field  of  Force  (31-42).  =  No.  A  528  (April*  2 1,  1907).  =  No.  A  529 
(May  14,  1907):  G.  Udny  Yule,  On  the  Theory  of  Correlation  for  any  Number  of  Variables,  treated 
by  a  New  System  of  Notation  (182-193). — A.  E.  H.  Love,  The  Gravitational  Stability  of  the  Earth 
(104-199)-  —  *••  N.  G.  Filon  On  the  Dispersion  of  Artificial  Double  Refraction  (2CO-202).  —  No.  A  530 
(June  8,  1907):  Charles  H.  Lees,  On  the  Variation  of  the  Pressure  developed  during  the  Kxplosion  of 
Cordite  in  Closed  Vessels  (277-285).  =  No.  A  531  (July  10,  1907)  =  No  A  532  (AuguM  2,  1907): 
Lord  Rayleigh,  On  the  Dynamical  Theory  of  Gratings  (399-416).  —  L,  N.  G,  Filon,  Preliminary  Note  on 
a  New  Method  of  Measuring  directly  the  Double-refraction  in  Strained"  Glass  (440-442). 


ITO  Cesàro  (142),  —  Ernesto  Cesàro,  Sulle    formalo    del    Volterra 
deik  dfetoräofii  elastiche  (  1 4  w  j  4)  =  Ottobre- ==  Novembre  e  Dicembre- 
Serie  V.  —  Tomo  XIIJ  (l°  semestre  1907): 
Gennaio  e  Febbraio:  Giuseppe  LauHcelia,  Alcune  appi/:  idle  equazioni 

104-118),=  Marzo:  Antonia  Caro&sso,  Ludwig  Boltymann,  la  sua 
ro  (145-1  >4).  —Giuseppe  Liurlcelta,  Alcune  applicazioni  della  teoria  delle  equazioni 
tematica  (l  55-174)*  —  Fernando  de  Helguero,  Sulla  deter  (lunazione  dei  parametri 
Motti  per  meno  dei  luti  sperimenti  (175-181).  —  Aprile:  Giuseppe  Lauricella,  Alcune  a 
delle  equazioni  matematica  (357-262).  =  Mangio  :   £.  Afmanst, 

idi  elastici  disgregati  ( jói-574).  —  Umùerto  Cl&ottl,  Sopra  U  costruzione  dei 
Ç,  Burail'fortt  e  fl.  Marcvlongo,  Per  l'unificazione  delle  notazioni  vettoriali    (Dai  R 

mtko  di  Pllermo)  Ç if fìft  i)nj)       ClMUP  '  Giuseppe  Laurkelta,  Alcune  applicatomi  d 
funzionali  alla  ,01-518). —  E,  Daniele*.  Sul  moto  spontaneo 

Lcotlio  per  UD  puDto  dell'asse  ad  un  cerchio  fìsso  (Memoria  I*)  (53: 
Sopra  i  volumi  IV  e  V  della  Enciclopédia  Mate' natica  GQ4-J9&). 

Serie  V.  —  Tomo  XIV  (1°  semestre  1907) 
Luglio  e  Agosto:  £,  Daniele,  Sul  itaneo  di  un  solido  di  rivoluzione,  vincolato 

e  ad  un  cerchio  fisso  (Memoria  1*)  (Continuar.)  (j-i8), —  Pierina  Quinti!*,  Sull'equi 
di  un  solido  omogeneo,  b  i  paralleli  (19-25).—  Il  concetto  d 

segnamento  elementare  della  Meccanica  (Discussione  fatta  in  m  Italiana 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society 
Volume  XIII  (October  I9t>6  to  July   1907): 
Number  8  (May,  1907):  £.  ff.  Htdrlck,  >rm  of  the   Theorem   of   Unifora 

(80),  —  6,  A,  léiller,  The  Groups  Generated  by  three  Operators  Each  oi 
the  Ol  (381-582)  —R  Ö,    Carmichaet,   A   Table   of  Multiply    Pei  «bers 

L  f.  Uïckso.  Group    on    Eight    Letters    and    the    Senar 

(j86-}8o>  —  /.  Edmund  Wright,  Double  Pomtf    »I   Uoicursal  Cons  ).— 

y).  —  W.  5.  White,  OsGu 
Number  9  (June,   1907):  R.  E,  Allardice,  On  1  1  :  Roots  of  an  E 

of  AU  but  Two  ^efficients  (443-447),  —  P*M  Saunt,  On  the  Distance  from  a 

ft  osfrod,  The  Calculus  iti  Û^^^^^^^^^T 
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ESTRATTI  DAI  VERBALI 

DELLE 

ADUNANZE  DELLA  SOCIETÀ  *) 

(io  novembre  —  aa  dicembre  1907). 


ADUNANZA  DEL  io  NOVEMBRE  1907.  [481"]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Soci  perpetui.  —  Il  Tesoriere  comunica  che  il  socio  Prof.  Paul  Painlevé  [221]  ha  fatto 
(4  settembre  1907),  ni  sensi  dell'Art.  11  dello  Statuto,  il  versamento  in  unica  volta  di  Lire  300,  che  lo 
esonera  dal  pagamento  della  contribuzione  annua  e  gli  conferisce  il  titolo  di  Socio  perpetuo. 

Doni  alla  Biblioteca  del  Circolo.  —  Il  Prof.  M.  L.  Albeggiami  fa  dono  alla  Biblioteca  del 
Circolo  dei  primi  14  volumi  dei  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Il  Circolo  accetta  con 
riconoscenza  l'importante  dono  ed  esprime  vivi  ringraziamenti  al  suo  Presidente. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  Sjcì  i  signori:  Carl  Severin  Wigert  (Stockholm)  [650J;  Prof. 
Dr.  Wladimir  Stbkloff  (St.-Pétersbourg)  [65 ij;  Prof.  Dr.  Alexandre  Liapounoff  (St.-Pétersbourg) 
[6$2j;  Dr.  Antonino  Tummarello  (Napoli)  [653];  Dr.  Gaetano  Scorza  (Palermo)  [654J. 

Comunicazioni. 

LAISANT  (C.-A.):  Note  sur  une  propriété  des  podaires.  [Vedi  pag.  67]. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

BORTOLOTTI  (E.)  :  Sulla  pubblicatone  delle  a  Opere  Matematiche  »  di  Paolo  Ruffini  e  del  suo 
«  Carteggio  »  con  gii  scienziati  del  suo  tempo. 


•)  Pei  verbali  precedenti,  vedi  :  t.  I,  pp.  1-28,  45-88,  119-156,  379-390;  t.  II,  pp.  77-96,  152,  184-188;  t.  Ill,  pp.  230-23$, 
273-278;  t.  IV,  pp.  63-72,  275-280;  t.  V,  pp.  279-288,  319-324;  t.  VI,  pp.  155-104;  t.  Vil,  pp.  37-48,  309-312;  t.  VIII,  pp.  166- 
168;  t.  IX,  pp.  263-272;  t.  X,  pp.  38-40;  t.  XI,  pp.  181-188;  t.  XII,  pj.  307-311;  t.  XIII,  pp.  374-380;  1.  XIV,  pp.  303-312; 
•..  XV,  pp.  158-160,  369-370;  t.  XVI,  pp.  294-296;  t.  XVII,  pp.  168-172,  580-58«,;  t.  XVIII,  pp.  199-204,  221-22),  386-389; 
t.  XIX,  pp.  316-319;  t.  XX,  pp.  575-580,  381;  t.  XXI,  pp.  128,  218-210,  386-188,  dei  Rendiconti  ;  e  vol.  1  (1906),  pp.  48-51 
60-61,  76-78;  vol.  II  (1907),  pp.    1-4,  33-41   di  questo  Supplemento. 

Per  le  pubblicazioni  periodiche  e  non  periodiche  ricevute  in  dono  o  in  cambio  dei  Rendiconti  e  presentale  nelle  va». e  adu- 
nanze, vedi,  in  questo  Supplemento,  la  rubrica  :  «  Bollettino  delle  pubblicazioni  ricevute  dalla  Società  ». 

Suppl,  Rend.  Cire.  Matent.  Palermo,   vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  24  gennajo  1908  9 
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ié|.  Indian  Engineering. 

Voi  XL  (From   (ulv  in  December  1906).  —  Voi.  XLI  (hrom  January  to  Jim 

Ita]  Il  Nuova  Cimento. 

Serie  V.  —Tomo  XI  (i°  semestre  1906): 
Maggio  e  tiiugno  :  A.  8âU*ttt,  Ricerche  teorie  he  Q  sperimentali  sulla  resistenza  dettric 
ueruu  (iÙi-y$$),—  ¥ltQ  VattMr&t  Sull'equilibrio  dei  corpi  cimici    | 
(f  1*M47)  *  — &  Pieclêtt,  Sulla  resistenza  dei  solenoidi  per  carienti  variabili  (151-3:74). 

Sirie  V.  —  Tomo  XII  (20  semestre  1906); 
Luglio  •  Agosto:  Carh  Semijtim*,  Sulla  propagazione  delle  onde  nei  mezzi  isotropi 
D*  lÊÊÊÊÊb  i  imvkknuimii  generali  sulla  circoli*!  one  delle  Atmosfere  ddU  terra   (6i*S 
I  agiti  di  I;  un  auro  Cespite»  (142).  —  £r»*ste  Casàfo,  Sulle    formale    del    Volto 
icoria  delle  disMrsioni  cinetiche  (141-1 >4)<  =  Ottobre*  =  Novembre  e  Dicembre. 
Strie  V.  —  Tomo  XIII  (l°  semestre  1907): 
Gennaio  e  Febbraio:  $itn*ppti  L&uriceU*t  Alcune  applicazioni  della  teoria  delle  equa* 
FbLe-maiemaiica  (ta4-i*8),  —  Marzo:  ÂMwh  Cârùâsw,  Ludwig  BoltîmaMh,  la  sua 
pensiero  (i 4^*1  uy  —  Gtottop*  L*urtc»tfat  Alcune  applicazioni  della  teoria  delle  equax 
iijtlmiaìì.  0-  —  Fernando  ée  Het&oerç,  Sulla  deter«  ninazione  dei  parami 

s  perì  menta  ü  (175-181),  —  Aprile:  Giuseppe  Lauricefla,  Alcuni 
teorìa  ééki  tipi*  ^-matematica  (237-261).  =  Maggi«:    €.  éimm 

..rv^ati  (^1-174).  —  ümtmto  CÌ$offlt  Sopra  la  costruzione  dei  iilk 
&  iorÊlhFfirti  e  Jt  iieftaiòn&v,  Per  f  unificazione  delle  notation!  vettoftaS  (Dai  Rendi 
MìtenuUco  dì  Palei  1  ì*n)^=  Giugno:  Gitfuppm  Uimtaßa*  Alcune  aprfccxxkgn 

«quAàonl  tumionaL  «Ha  I  maria  (soi-siS>— -£,  DêPittt:  Sul  motto  spanta* 

rirotutkftie,  rictcoUco  per  tan  ponto  dell'ile  ad  un  cerchio  fìsso  ^Memoria  F)  (S17- 
Suf  ri  1  vilumi  IV  e  V  delti  Eocklopciu  Mate  natica  (S*i->9$> 

Serif  V  —Tomo  XIV    :     semestre  rao-): 
Luglio  e  Agosto:  E.  Damele.   Sul    n  no  sro;->:~:vv.\>  .:;   u:   >:'_•.:_    ^_  r.v;".-:   -:t.  \-jt.c. 
dci:'.ìNN0   :J.   im   ;c::h:o   -:-o  .  Vewr.i    I*     lO"!  -....•■  -:;      —  -•■-    £   „':   T        >_ 
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Y  IT  ERB  I  (  leg 

mediante  misure  locali, 

VEBUEN  (Ü.):  Un  the    U\U-OrJereJ  Subits  of  the  Continu.. 

\  I VANII  (G.):  Sopra  alcune  recenti  obiezioni  alla  teoiu  dei  numeri  trasfiniti. 


ADUNANZA  DEL  24  NOVEMBRE  1907.  [482*] 

(President*  del  Prendente  Albeggiarli). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  Soci  signori  \  Liapounoff,  Scorza,  Stekloff,  T 
GERT  ringraziano  per  le  loro  noni, 

Ammissioni,  —  fi  eletto  Socio  il  signor  Dr.  Siro  Medici  (Firenze)  r6>$]. 

Comunicazioni. 

LAISANT:  Retnarques  sur  la  similitude  [Vedi  pp.  68-70]. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

LINDELÖF  (E.):  Sur  un  Ibèorlwe  de  M.   Iîadamard  dans  la  théorie  des  fonctions 

PISAT1  (L.):  Sulle  corri  s  ponderile  funiicttaU  non  an  iti  da  intr 

SANNIA  (Gt):  Linee  ietto  alle  linee  ura. 

SCORZA  (G.)r  Determinazioni  delle  varietà  a  tre  dimensioni  .  7)  t    cui 

tagliano  a  due  a  due. 

ADUNANZA  DELL'S  DICEMBRE  1907.  [4831]. 

(Prendenti  del  Presidente  Albeggiarli). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  Sodo  Dr.  Srao  Medici 
tera  dei  29  novembre  1907  la  signorina  Dottoressa  Maria  Ripamonti  si 
a  far  principio  dal  i°  gennaio  1908. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  Soci,  a  contare  dal  J'1  genua jo  1908,  i  signori  :  Gr. 
vanni  Schiaparelu  (Milano)  r6 5 6 J  (su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza);    Karl 
(ermo)  [657];  Prof.  Dr,  Felix  Hernstein  (Gottingen)  [658];  Prof  Dr.    Akthur   K 
[Ó59I;  Prof.  Dr.  Julien  Maton  de  la  Goupillière  (Paris)  [660];  Prof  Dr  Franz 
66,];  Prof.  D,  Georg  IUjc«  (Zagreb)  f662j  ;  Prof.  Dr.  Robert  Stxwell  But  (Q 
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ADUNANZA  DEL  22  DICEMBRE  1907.  [4844]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiali!). 

Il  Tesoriere  comunica  che  il  socio  prof.  Carlo  Bourlet  [269]  ha  fatto  (22  dicembre  1907),  a* 
sensi  dell'Art  1 1  dello  Statuto,  il  versamento  in  unica  volta  di  L.  300,  che  lo  esonera  dal  pagamento 
della  contribuzione  annua  e  gli  conferisce  il  titolo  di  Socio  perpetuo. 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  Prof.  Dr.  Franz  London  ringrazia  per  la  sua  nomina.  — 
Con  lettera  del  3  dicembre  1907,  il  Prof.  Dr.  Ephraim  Miller  si  dimette  da  socio  del  Circolo. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  Soci,  a  contare  dal  i°  gennaio  1908,  la  signorina  Dottoressa  Isabella 
Crespi  (Roma)  [665 J  e,i  signori:  Prof.  Dr.  Wilhelm  Franz  Meyer  (Königsberg  i.  P.)  [666];  Dr. 
Emanuel  Lasker  (New  York,  N.  Y.,  U.S.A.)  [667J;  Dr.  Ulysses  Sherman  Hanna  (Bloomington, 
Ind.,  U.S.A.)  [668]  ;  Dr.  Heinrich  Wilhelm  Ewald  Jung  (Marburg)  [669]  ;  Dr.  Hans  Hahn  (Wien) 
#70];  Prof.  Dr.  Arthur  Gordon  Webster  (Worcester,  Mass.,  U.S.A.)  [671]. 

Comunicazioni. 

BORTOLOTTI  (E.):  Un  teorema  sui  limiti  [Vedi  pp.  70-71]. 

LAIS  ANT  (C.  A.):  Remarques  sur  la  similitude.  (Continuazione  e  fine).  [Vedi  pp.  68-70]. 

Memorie  e  Note  pei  Rendiconti. 

CIANI  :  Sopra  le  curve  gobbe  ragionali  dotate  di  quattro  punti  d'iper  osculazione. 

KORN  (A.):  Allgemeine  Lösung  des  Problems  kleiner,  stationärer  Bewegungen  in  reibenden  Flüs- 
sigkeiten. 

MEDICI  (S.):  Sui  gruppi  conformi. 


Comunicazioni. 


C.-A.  LAISANT.  —  Note  sur  une  propriété  des  podaires. 

(Adunanza  del  io  novembre  1907). 

Cette  propriété  est  certainement  connue,  mais  peut-être  pas  sous  la  forme  où  nous  la  présentons 
ici.  La  démonstration,  comme  on  va  le  voir,  en  est  d'ailleurs  d'une  extrême  simplicité. 

Considérons  •)  une  courbe  (C)  et  sa  podaire  (C,)  par  rapport  à  un  point  0.  On  sait  que  la  nor- 
male à  la  podaire  (Cf)  au  point  C,  passe  par  le  milieu  de  OC;  autrement  dit,  la  podaire  est  tan- 
gente, en  C,  ,  au  cercle  de  diamètre  OC. 

Imaginons  maintenant  qu'on  transforme  par  inversion,  le  point  O  étant  pris  pour  pôle,  les  deux 
courbes  (C),  (C,),  qui  deviendront  (C),  (CJ).  Le  cercle  de  diamètre  OC  aura  pour  transformée  la 
droite  C  C'x>  qui  sera,  par  conséquent,  la  tangente  en  Cx  à  la  courbe  (CJ).  D'autre  part,  cette  droite 
est  perpendiculaire  à  OC.  Donc  la  transformée  (C)  de  la  courbe  (C)  sera  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  O  sur  les  tangentes  à  la  courbe  (CJ).  Nous  avons  ainsi  cet  énoncé: 

Théorème.  —  Soient  (C)  une  courbe  et  (C,)  sa  podaire  par  rapport  à  un  point  O  ;  si,  par  rapport 
à  ce  même  point,  nous  transformons  par  inversion  le  système  des  deux  courbes  qui  deviennent  ainsi  (C), 
(C(),  la  courbe  (C)  est  la  podaire  de  (CJ). 

Corollaire.  —  Par  rapport  à  un  point  O,  soient  dans  un  plan  une  suite  de  courbes  (Cx), 
(Ca),  . . .  ,  (Cn),  telles  que  chacune  d'elles  soit  la  podaire  de  celle  qui  la  précède.  Si  on  transforme  cette 
figure  par  inversion,  par  rapport  au  nume  point  O,  la  suite  des  courbes  ainsi  obtenues  (C,'),  (C^),  ...,  (Cfn) 
sera  telle  que  chacune  de  ces  courbes  sera  la  podaire  de  celle  qui  la  suit. 


")  Le  lecteur  est  prié  de  tracer  la  figure. 
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C.-A.  LAISANT.  — Remarques  sur  la  similitude  •). 

(Adunarne  dtl  x\  novembre  l  dcU*8  e  jj 

1.  Dans  un  pian,  sì  deux    fi  bles,    $0«   directement,    soit  symétriquement, 
couples  de  points  corrcsp                   uelconque  t%  ABC 

C  directement  ou  symétrique 

Une  correspondance  pat  est  cuttere  uent   définie    par  iR>ff\ 

poin:  aidants.  Ou  sait  qu'il  existe  un  centre  pomi  qui  se  cormpoctd  à  lu 

et  que  ce  poii  meme  dans  les  deux  espèces  de    similitude,    si  hjen  quM  existe  uo 

te  direae  ci  un  ce:r  1  Utudc  symétrique.  Les  deux  triangles  OjAB,  Oi/ 

sont  tcnient  semblables,  et  les  deux  triangle 

On  deux  points  diverses  constructions.  Je  me  bornerai  a  en  indique 

qui  fournit  à  la  fois  les  attache  a  des  propriétés  exposées,  il  y  al 

longtemps  us  mon  ouvrage  Théorie  et  applications  des  Êquipoliei 

Divisons  le  segment  A  A'  en  Att^  suivant  le  rapport  de  similitude 

/ 
que  -j-  2„  =     ,    ï    Cl  soit  At   le    conjugue 

Soient  Je  même  B0 ,  Bt  les  deux  logues  sur  b  droite  B&>  Les  deux  droites  A0B0< 

perpendîci  ï  viennent  se  couper  en  ùt  . 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  la  Ce  |uée  donne  les  ^uipollentes 

(1)  (/'  +  0  04,  =  v  1  (ï  -  ï)04t  =  roA  —  lu A' 

quelle  que  soit  l'origine  U,  et  des  équipi 'llenccs  pareilles  pour  tout  autre    couple    de  points  correspon- 
dants, notamment  pour  >     li  rêsuk  Hcnces  : 

0'+l)AoBo  =  l'  AU  (l'~l)A0Bo^rAB-lA'B'. 

Les  termes  ï'AB,  \AtB  leur,    .-/, ,/>',,  et  At  Bl  ont    pour 

bissectrice-  *)  et  (ÂBt  cataires  entre  elles.  En  ch 

origine  des  inclinaisons,  et  en  prenant  t>4   pour  origin 

donc  réel,  tout  vecteur  de  la  forme  Uk  Xt  sera  perpendiculaire  a  la  direction  des  quam 
Dés  lors»  les  êquipollences  (1)  donnent  immédiatement: 

io,.r  =  c\ro,.4; 

unie  on  a  évidemment: 

tA'B'  =  c)l'AB1 
il  en  résulte  : 

.  Q,A 

F  ~  C1  AB  ■ 

ce  qui  démontre  que  le  point  0tt  donné  par  b  constructionist  bien  le  centre  de  similitude  1 

Ce  point  appartient  aux  deu  nent  déents  sur  A   At   et  M0Bt  comme  dian 

Chacun  de  ces  cerdes  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  Jk\  A*  (et  à  B,  /•' 

;  par  suite,  leur  second  point    d'intersection    sera  le    centre  de    similitude  directe  Oj  dont 

avons  parlé  plus  haut. 

En  appelant  ilu  ,    iih  l:s  milieux  des    segments    At,Alt    B0Bt,    c'est-à-dire    les  centres  des 

53,  nous  pouvons  dire  que  le  centre  (>  trique  de  0%    par  rapport  â  la   droite  I 

J'ai  proposé  d'appeler  axes  de  pstudo-symitue  les  deux  droites  A0tiilt  A{  B,  ,  cas  de  < 

figures  symétriques»  Â^  B0  devient  jrmèlrie,  et  le  second  axe  AiBi  est  PC 

2,  Dans  l'espace,  on  peut  agilement  des  figures   directement  ou  symétriquement  soro- 


")     LC      I  L'Üftf», 
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k>lables.  Deux  triangles  semblables  ABC,  A  ff  C  définissent  entièrement  une  similitude  d'espèce  donnée;* 

&<»  constructions  homologues  se  feront  en  choisissant  convenablement  la  face  du  plan  ABC,  ou  A  B'  C, 

far  rapport  à  laquelle  on  opérera.    Par  exemple,    si   l'on   considère  le   tétraèdre  AB  CD,   le  point  U 

correspondant  de  D  devra  être  tel  que  de  U  le  triangle  A ff C  soit  vu,  en  suivant  l'ordre  des  lettres, 

dâins  le  même  sens  que  ABC,  vu  de  D,  s'il  s'agit  d'une   similitude  directe,   et  dans  le  sens  contraire 

s*  il  s'agit  d'une  similitude  symétrique. 

Comme  dans  le  plan,  il  existe  un  centre  Od  de  similitude  directe,  et  un  autre  Os  de  similitude 
symétrique.  De  Od,  les  deux  triangles  ABC,  A' B* C  sont  vus  dans  le  môme  sens  de  circulation,  et  de 
CJ,  en  sens  contraire. 

Pour  simplifier  le  langage,  nous  pouvons  remarquer  que  les  deux  plans  ABC,  A 'ff C  partagent 

Vespace  en  quatre  régions;  il  y  en  aura  deux,  opposées,  pour   lesquelles  les  triangles  vus  d'un  point 

quelconque  apparaîtront  dans  le  même  sens;  et,  pour  les  deux  autres,  les    sens   seront   contraires.    Si 

nous  les  appelons  respectivement  régions  positives  et  négatives,  nous  pouvons  dire  que   le  centre    Od 

«st  situé  dans  une  région  positive  et  le  centre  Os  dans  une  région  négative. 

Ceci  admis,  nous  arrivons  immédiatement  aux  conclusions  suivantes,  par  analogie  avec  ce  qui  pré- 
cède. Si  nous  divisons  les  trois  segments  A  A',  Bff,  CO  exactement  comme  ci-dessus,  en  (AoiAt), 
(B0,  Bt),  (C0,  C,),  les  centres  Od,  Os  devront  chacun  se  trouver  à  la  fois  sur  les  trois  sphères  de 
diamètres  A0Al9  B0Bt,  C0Ct.  En  construisant  ces  trois  sphères  et  prenant  leurs  deux  points  d'in- 
£<ersection,  on  aura  donc  les  deux  centres  cherchés,  et  on  les  distinguera  l'un  de  l'autre  d'après  la  ré- 
Sioa  ou  se  trouvera  chacun  d'eux.  Ils  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  ilaQbCic  passant  par  les 
joints  milieux  des  segments  A0  At ,  BQBt,  C0  C, . 

3.  Considérons  les  deux  tétraèdres  OsABC,  OtAffC  Ils  sont  symétriquement  semblables;  par 
conséquent,  on  peut  amener  l'un  d'eux,  par  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  OsZ,  dans  une  po- 
sition telle  que  ses  arêtes  partant  de  Os  soient  un  prolongement  des  arêtes  homologues  de  l'autre.  Il 
est  facile %de  voir,  connaissant  le  centre  Os,  ce  qu'est  cet  axe  OsZ\  il  doit  en  effet  former  des  angles 
égaux  avec  OtA  et  le  prolongement  de  OsA;  par  suite,  il  se  trouve  dans  le  plan  passant  par  la  bis- 
sectrice extérieure  de  l'angle  AOsA'  et  perpendiculaire  au  plan  de  cet  angle;  de  même,  il  est  dans  le 
plan  analogue  correspondant  à  l'angle  BOsB'\  et  si  X,  X'  sont  deux  points  correspondants  quelcon- 
ques, le  plan  passant  par  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  X  Os  X'  et  perpendiculaire  au  plan  X  O.  X' 
contiendra  OsZ.  Donc,  tous  les  plans  analogues  se  coupent  suivant  cette  dernière  droite. 

XX  l 

Sx  nous  divisons  le  segment  X  X'  en  A'0 ,  de  telle  sorte  que  y-^>  =  —p-  »  rapport   de  similitude, 

on  voit  que  dans  le  mouvement  de  rotation  autour  de  OsZ,  le  point  XQ  décrira  un  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  OsZ  et  passe  par  Os.  En  résumé,  tous  les  points  X0  sont  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  OsZ,  que  nous  pouvons  appeler  pian  de  pseudo-symétrie. 

De  là,  cette  construction  très  simple  du  plan  dont  il  s'agit  :  déterminer  les  points  A0 ,  B0 ,  C0 
correspondant  à  trois  couples  quelconques  de  points  homologues  (A,  A),  (B,  B')t  (C,  C)  par  les  re- 
lations -j-^  =  ---*-  =  g-j £;  =  -y  ;  le  plan  A0  B0  C0  est  le  plan  demandé. 

o 

Puisque  OsA',  par  une  rotation  autour  de  OfZ  dont  l'amplitude  est  la  même  pour  un  point  quel- 
conque, vient  s'appliquer  sur  OfA  prolongée,  il  en  résulte  que  tous  les  plans  OsAA'  font  un  même 
angle  avec  le  plan  de  pseudo-symétrie.  Donc  les  triangles  Ö,aa',  projections  de  OsAA'  sur  le  plan  de 
pseudo-symétrie,  pour  tous  les  couples  {A,  A)  de  points  homologues,  sont  directement  semblables  en- 
tre eux.  Par  conséquent,  si  on  projette  A,  A\  B,  F  en  a,  a',  ß,  ß'  sur  le  plan  de  pseudo-symétrie,  il 
suffira,  pour  obtenir  Os ,  de  construire  le  centre  de  similitude  directe  correspondant  aux  deux  couples 
de  points  (a,  *0>  (P>  P')- 

Ces  remarques  permettent  de  simplifier  la  construction,  indiquée  plus  haut,  du  centre  de  similitude 
symétrique  par  l'intersection  de  trois  sphères.  Lorsqu'on  projette,  en  effet,  un  segment  A  A  sur  un  plan 


U   UlUUVU      *t      UltULÇIHt 


Soient  ABC,  J  B'C,  dans  Vispe  nangìes  semblables  dont  1 1  de 

(A)  une  droite  faisant  des  angles  égaux  ,  Btif,    CO;  (lì)  le  plan    qui    pane   p 

A0,  B0,  CKl  divisant  les  segments  AA*t  fiir\  CO  suivant  le  rapport  de   similitude: 
perpendiculaire  au  plan  (H). 


E.  BORTOLOTTL  —  Un  teorema  sui  limiti 

(Adulterize  del  1*8  I    ici  33  dicembre    1907). 

Il  sig-  E.  Landau  nella  sua  Nota  «  Bemerkungen  iu  einer  Arbeit  des  Herrn  V.  For 
cata  nei  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  V  tomo  XXIII  (r°  semestre  1907 

criticando  hi  applicatone  che  il  FuRLAN  ha  fatto  di  un  mio  teorema,  ne  contesta  la 
dolo   con   la   frase   «...    eines    neueren   (übrigens    unrichtigen)   allgemeinen    Grenzwei 
(pag.  372,  linee  9-10), 

ne  credo  quel  teorema  utile  in  molti  casi,  intendo  giovarmi  delle  osservazioni 
Landau  mi  ha  cortesemente  comunicate  per  togliere  ogni  dubbio  sulla  sua  validità,  prea 
glia  il  significato  e  la  estensione. 

Il  teorema  in  discorso  si  enuncia  brevemente  cosi; 

I       /    ti  U  M       V 

Se  la  media  aritmetica  I  -^-  +  -r1  +  •  •  •  +    E*"  ì  &1  rapporti  dei  primi    n 

serie    V  *g  ai  corrispondenti  di  una  serie  V  bn  a  termini  positivi  monotoni,  col  tendere 

ti     — f-  U 

ammette  limile  determinato  {/mito  0  nullo),  allo  stesso    lìmite   tende   il   rapporto 


>  + 


.  +  >.*.+  • 


Vu 
b„  diverget  a  quello  stesso  limite  tende  il   rappv, 

stij  se  entrambe  U  serte  Convergono. 

Il  teorema,  noto  da  tempo  nel  solo  caso  che  la  serie  V  bH    diverga   e  le    !     sten 

fu  da  me  nel  caso  generale  che  la  variabile  Bm  =  kt  -f-  * . .  -f-  bn  sia  infinita 

Dito»  Oj  nel  caso  della  00  it  che  la  variabile  ji„  =  bm+t  -{•  bm^t-j-  , 

mito. 

L'obbiezione  del  signor  E.  Landau,  è  sul  modo  in  cui  va  inteso  Verdine  di  introito 

-imo,  per  il  rigore  della  dimostrazione. 
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che,  se  questo  esiste,  esiste  ed  è  eguale  ad  esso  quello  della  (1),  e,  se  J,  L  sono  rispettivamente  il 
Esimo  ed  il  massimo  limite  della  (2),  quelli  della  (1)  sono  corrispondentemente  il  primo  non  minore 
.    I,  l'altro  non  maggiore  di  L. 

Le  variabili  Bu    per  le  quali  può  accadere  che  la  espressione  (2)  abbia  massimo   limite   infinito  e 

contemporaneamente  la  (1)  abbia  massimo  limite  finito,  fanno  eccezione  alla  dimostrazione  da  me 

AaU  (è  questa  appunto  la  obbiezione  del  Landau);  ma  non  sono  certo  fra  quelle  la  cui   crescenza  si 

»»ppone  abbastanza  nota  per  servire  come   termine  di   confronto  nella  determinazione  del   comporta- 

«caKnto  asintotico  di  una  funzione  proposta.  Tale  appunto  è  l'ufficio  delle  Bn  nel  teorema  ricordato,  e 

3«  variabili  (come  p.  es.  ».lg  «.lg  n  ...  ïgr  n  )  che  necessariamente  si  introducono  nella  applicazione 

«Ü  quel  teorema  e  di  qualsiasi  altro  criterio  di   convergenza  (o  di   divergenza),   sono   sempre   tali   da 

comportarsi  regolarissimamente  nell'intorno  dell'infinito:  quello  che  importa  considerare  è  solo  la  rapi- 

*bà  con  cui  crescono,  e  si  può  sempre  ammettere  la  esistenza  di  limite  determinato,  per  la  espressione 

gì    n 

— R  *  ,  nei  casi  in  cui  essa  abbia  massimo  limite  infinito  ;    perchè  ciò  esige  soltanto  che,  al  senso  in 

A  R 

cui  ordinariamente  è  intesa  l'eguaglianza  nell'ordine  di  infinito,  la  variabile     R  w     abbia   crescenza  pa- 
J^gonabile  a  quella  della  variabile   —   I  cioè  che  si  possa  definire  la  eguaglianza  e  la   disuguaglianza 

AR  t     \ 

snella  crescenza  delle  variabili         "  ,  —  j  .  Ma,  per  togliere  di  mezzo  ogni  discussione  ed  ogni  dub- 
bio, basterà  avvertire  che,  nella  applicazione  di  quel  teorema,  l'ordine  di  infinito  si   intende  definito  dal 
comportamento  assintotico  del  rapporto  -^ — —  e  quello  di  infinitesimo,  dal  comportamento  assintotico  del 
rapporto  *-*- 


Il  Vice  Segretario  :   6.    LA    MENSA. 
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by  Two  Operators  such  that  Each  is  Transformed  into  its  Inverse  by  the  Square  of  the  Other  (48-52). 

Colorado  springs,  Coh.].  Colorado  College  Studies. 

Colorado  spring,  Coh.].  (ïolcradc  College  Publication. 

Science  Series  : 

Nos.  42-45  (November,  1905):  W.  Noël  Blrchby,  On  Euler's  Summation  of  Series  of  Reciprocal  Powers 
and  Related  Series,  giving  Some  Recurrence  Formulae  for  the  Constants  Involved  (191-208).  —  F.  H.  Loud, 
Solution  of  Numerical  Cubic  Equations  (219-224).  =  No.  46  (January,  1906).  =  Nos.  47-49  (June,  1906). 
=  No.  50  (January,  1907):  F.  H.  Loud,  Notes  on  the  Computation  of  Logarithms  (1-19). 


Dublin].  Proceedings  of  the  Royal  Irish  Academy.  [i,  81 

Volume  XXVI,  Section  A  : 

No.  2  (September,  1906):  Frederick  Purser,  Some  Applications  of  Bessel's  Functions  to  Physics 
(25-66). 

Volume  XXVII,  Section  A: 

No.  I  (January,  1907):  Arthur  W.  Conwey,  A  Theorem  on  Moving  Distributions  of  Electricity  (1-8).  = 
No.  2  (March,  1907):  William  M.F.  Orr,  The  Stability  or  Instability  of  the  Steady  Motions  of  a  Perfect 
Liquid  and  of  a  Viscous  Liquid.  Part  I.:  A  Perfect  Liquid.  (9-68).  =  No.  3  (October,  igo7):  William 
M.  F.  Orr,  The  Stability  or  Instability  of  the  Steady  Motions  of  a  Perfect  Liquid  and  of  a  Viscous 
Liquid.  Part  II  :  A  Viscous  Liquid.  (69-1 38).  =  Nos.  4,  5,  6  (December,  1907)  :  M.  W.  J.  Fry,  The  Centre 
of  Gravity  and  the  Principal  Axes  of  any  surface  of  equal  pressure  in  a  Heterogeneous  Liquid  cove- 
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tATEk 


■  Heterogeneous  S  Spherical  Shells 

Mass  is  routing  with  a  sm.il    An/  In    Relative    E 

(139*144).  —  #•  &  D*w son*  On  the  Properties  of  a  System  of  Tern 
which  annihilate  a  Ternary  Cubic  (115-156). —  Joseph  Rogerson   Cott 
Legendrb's  and  Ressels  Equations,  and  others 
Joseph  Rogerson  Cotter  (-161),  — Francis  Alexander  T  art  e  ton,    The    Rei 
Science  (162-168). 


• 


The  Transactions  of  the  Royal  Irish 


£&]>  Proceedings  of  the  Edinburgh  Mathemat 

I   by  J,   H .    MtCLtoiK-WiDDitiviii  and   D 

Volume  XXV  iScsetaä  1906-1907): 

J,  H,  Maclagan-Wedderbt/rn,  Note  /lex  Numbers  (2-j) 

/c  to  the  Triangle  (5-14)  —  R-  E,  Davis,  A 
Vallèe  Poussw's  Extension  of  Poissow's  Intcgr.il  (tK-2>)-  —  P.    I 
W  1  plane  (26-35). —  John  Milter,  On  the  Cartesian  Coordinates  of  C 
—  V,  Ramaswnmi  Aiyar,    On    the    Arithmetic  rie  Means 

les  and  Conies  (48-57). —  1^,  Ramaswnmi  Alynr, 
Note  on  the  Envelope- 1  m  (67-68)  —  P,  Pinkerton,  0 

(6*7*79).  —  0.  M.    Y,  Sommerviffe,  On  Certain  Projective  Coofignri 
Related    Problem   in    A  —Edouard  CoHlgnon,  P 

John  Sturgeon  Mnckay,    Herbert   Spencer   and 
Methods  for  Calcul 
On  Vandermonde's  Ti  nd  some 


Srtmgml.  Sitzungsberichte  der  Physikalisch-medizinischen 

XXXVIII.  Bant! 

R.  Reiger,  Über  die  stationär«;  Stl  mz  mit  innere 

Elastizität  der  Wand  (203-218),  —  Inhalt  (412). 


Firmst], 


Bollettino  delle  Pubblicazioni  Ita 

RICEVUTE  per  diritto  di  stampa. 
1907  ;  W  73-84  (Gennaio-Dicembre. 


G  and)  Mathesis. 

IIIe  Série— Tome  VI  (1 

Juillet:  A,  Demottfin,  Sur  quelques  Uu  es  (1 

Géométrie  analytique  (177-179).  —  Supplement:  /.  Neuberg,  Sur 

s  de  points  (i-io),  =  AoÛt-Sepfembre-Octobre  :  P.  M [nnsion]  et 
Tilly  \ro,  G.  de  Longchamps  (201-202). —  A.  Aubry,  Sur 

catur  (20Ì-21 1).  —  Ù.  7 abasco f,  i>  ire  121 1-214).  - 

trbure  dc>  oofnqucs  ubiques  gauches  (1-23).  =  Novembr 

fAsLES  (233-237).  —  $*,  Mirea,  sur  un  theo 
Paul    Mansion,    Joslph-Marie    dl    Tili  y    ( 
Ti  Hayashi,  Sur  un  soi-disant  théorème  chinois  (257-260).  —  //<  Bosma 
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rótrie  analytique  d'après  G.  Loria  (2607264).  —  G.  Delahaye,  Sur  un  triangle  particulier  (264-266).  — 
r.  6.  A.  Verkannt,  Nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équations  complètes  du  4me  degré  (266-267)- 
—  Table  des  Matières  (281-286).  —  Table  des  Noms  (287-288;. 

IIIe  Série.  -  Tome  VII  (1907)  : 
Janvier:  Bertrand,  Exposé  élémentaire  du  mouvement  elliptique  des  planètes  (5-12).  —  N.  Agronomo f,  Sur 
e  quadrangle  orthogonal  (14-15).  =  Février:  C.  E.  Was  tee  Is,  Formule  relative  à  certains  volumes  dans  les 
3|uadriques  à  centre  (n-37)- — Terracini,  Note  sur  les  coniques   (42-44).  =  Mare  :   A.    Claeys,    Sur   des 
points  d'inflexion  qu'on  rencontre  en  stéréotomie  (57-62).  —  A.  Aubry,  Notes  historiques  et  analytiques 
{62-66).  —  J.  Neuberg,  Involution  et  évolution  (66-68).  =  Avril  :  J.  Neuberg,  La  trisectrice  de  Maclaurin 
{89-92).  —  J.  Tummers,  Sur  les   transversales   angulaires    d'un   triangle  (92-94).  —  Supplément: 
Paul  Mansion,  Esquisse  de  l'histoire  des  Mathématiques  en  Belgique  (1-16).  =  Mal:    C.  Servais,    Sur   les 
quadriques  homofocales  (11 3-1 22).  —  P.  Noaillon,  Résolution  graphique  de  l'équation  du  troisième  degré. 
(122-125).  =  Juin:  Une  page  oubliée  d'Hermlte  (145-146).  —  A.  Aubry,  Notes  analytiques  et  historiques 
(146-1 51).  —  Supplément:   J.    Neuberg,    Sur   une   congruence   particulière   de   droites   (1-1 1).  = 
Ml  let- Août  :  Verkaart,  Sur  les  derniers  chiffres  des  carrés  (169-17 1).  —  G.  Gérard,  Questions  sur  les  co- 
niques (1 77-1 81).  —  Supplément:  H,  Brocard,  La  bibliographie  de  la  Géométrie  du  triangle  de  1895 
à   1905  (1-14).  =  Septembre-Octobre:  Cl.  Servals,  Sur  la  strophoïde  oblique  (201-206).  =  Novembre  : 
Verkaart,  Sur  les  derniers  chiffres  des  cubes  et  autres  puissances  (233-236).  —  Lucien  Godeaux,  Sur  quel- 
ques courbes  associées  au  triangle  (236-240).  =  Décembre  :   A.  Aubry,    Notes   analytiques  et    historiques 
(257-261).—  F.  Rudio,  Sur  l'histoire    des   conchoïdes  (261-262).  —  Table  des  Matières  (28^-285).— 
Table  des  Noms  (286-288). 


Gtmive].  L'Enseignement  Mathématique.  [ii,  31-3» 

IXe  Année  (1907): 
N°  3  (15  mai):  C.-A.  Lalsant,  La  vie  et  les  travaux  d' A médéb  Mannheim  (169-179).  —  G.  Combeblac, 
Sur  la  détermination  des  métriques  (179-185).  —  Ernest  Lebon,  Table  d'éléments  relatifs  à  la  base  30030 
pour  la  recherche  rapide  des  facteurs  pre:niers  des  grands  nombres  (185- 191).  —  G.-A.  Miller,  La  théorie 
des  groupes  appliquée  aux  mathématiques  élémentaires  (192-198).  —  C.  Bourlet,  La  notion  de  groupe 
et  la  théorie  des  parallèles  (198-201).  —  0.  H.  Bryan,  Notes  de  Statique  (201-203).  =  N°  *  (15  juillet): 
Georges  Rémoundos,  Le  rôle  des  fonctions  multiformes  en  Dynamique  (257-272).  —  M,  B.  Porter,  Chan- 
gement de  variable  dans  une  intégrale  multiple  (272-274).  —  V.  Bobynln,  Cas  particuliers  d'emploi  dis- 
simulé de  la  méthode  expérimentale  dans  les  temps  les  plus  récents  (274-286).  —  A,  Aubry,  Le  lemme 
fondamental  de  la  théorie  des  nombres  (286-305).  =  N°  5  (15  septembre):  Ch.  Méray,  Surla  discussion 
et  la  résolution  des  équations  simultanées  du  premier  degré  (337-366). —  V.  Hloux,  Parallélisme  et 
translation  rectiligne  (367-381).  —  /).  Mlrimanoff,  Sur  les  congruences  du  troisième  degré  (381-384). — 
Ugo  Broggl,  Sur  un  théorème  de  M.  Hamel  (385-387).  —  L  Godeaux,  Sur  la  polarité  dans  les  complexes 
du  second  degré  (ordre  et  classe)  (387-388).=  N°  6  (15  novembre):  A.  Aubry,  Étude  élémentaire  sur 
le  théorème  de  Fermât  (417-460).  —  G.  Majcen,  Sur  les  projections  des  droites  perpendiculaires  (460-462). 

—  J.  Richard,  Sur  la  nature  des  axiomes  en  Géométrie  (463-473).  —  Table  des  Matières  (506-512). 

—  Table  des  Noms  d'auteurs  (512). 

Gòttmgen).    Nachrichten  von  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Geschäftliche  Mittheilungen. 

1905: 

Heft  I.  (14.  August  1905).  =  Heft    2    (22.    Dezember    1905):    W.    Voigt,   Ueber    Arbeitshypothesen 

(98-116).  —  Inhalt  (iii). 

1906  : 

Heft  I.  (10.  Juli  1906).  =  Heft  2.  (30.  November  1907):  f.  Klein,  Bericht  über  den  Stand   der  Her- 
ausgabe von  Gauss'  Werken  (Siebenter  Bericht)  (109- 113).  —  Inhalt  (111). 
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1907: 
Heft  I,  (22,  Juli  1907)  :  W.  Voigt,  Ludwig  Bol umann  (69-82 


Nachrichten  von  der  K.  Gesellschaft  de 
zu  Göttingen. 

Mathematisch  physikalische  Klasse 
Heft  4  (10.  Dezember  1907)  :  Paul  Koebe,  Zur  U miormmerung 
—  £.   Whchert  und  K*  Zoeppritz,  Über  F.rdbebenwellen 


H*tif*x].      The  Proceedings  and  Transactions  of  the 

of  Science. 


tuiu  h.  s  ].  Leopoldina. 

Amtliches  Organ  der  Kaiserlichen  Leopoldinisch  Caro 

der  Naturforscher. 

Hen  us  gegeben  unter  Mitwu. 

Heft  Xüll  (1907):  Hi.  M2  (Januar- 


Haiu  .>  Nova  Acta 

A  cade  mi  ae  Caesareae  Leopoldino-Carolinae  Germ 

I  Amt  A»tn  tuGtm  iKER  Kimiuciiix  LaflfrftLftllW  filili  1  lHIJHll   Üfcv 

Tomus  LXXHI  (1907);  Chr.   Wiener,  Die  :  des  klaren 

Sonne,  Himmel  und  Rückstrahlung  (1-239)  =  Tomus  LXXXV  ( 
D Abteilung  der   Raumkurve  vierter  Ordnung  voi  :ht    1 

Oswald  Hermes,  Die  Formen  der  Vielfache  (4$  1*443)«= Tomus LXXX 
cckig-gleichtlàchigen,  diskontinuierlichen  und  nichtkonvexen  Poly 


Hamburg}.         Mitteilungen  der  Mathematischen  Gesel 

Band  IV  : 

Heft  7.  (Februar  1  07):  Rudolf  BCger,  Kontierte  Proiekü 
(277-287),  —  H*  Schubert  Über  die  Berechnung  von  sphärisch 
jeder  Winkel  einen  rationalen  Sinus  und  einen  rationalen 
einige  merkwürdige  zahleiitheoretische  Beziehungen  .-wischen  de 
und  den  Sum menausdrücken,  durch  welche  die  Klassenz.ihl 
negativer  Determinante  dargestellt  wird  (504-?  14).  —  0.  Pund,  l) 
er  sechsten  Grades  (3 14-3  36). —  4,  SchrCder,  Zur  symbolische 
(336-340). 


Htitmifor*].  Acta  Societatis  Scientiarum 

Tomus  XXXII  (1906). 
5.  L  Llndelùf,  "Note  supplémentaire  sur  les  polygones  au  plus 
(1-8).  —  6.  Hj.   Taïfqrist,  Tafeln  der  Kugel  Junctionen  P,(jr)  (i-. 

DANS    CE   TOME. 


tUtomjfwl        OfVersigt  af  Fin  ska  Vetenskaps-Societe 

XLVII  (1904-190-5). 
2.  J*  W*  Lindeberg,  H  ine  Bemerkung  über  die  Bedingungen  d 
(t-6).  —  7.  K.  f,  Biotte,  Über  die  Schmelzwärme  0-8).  — 8.  *■ 
modynamischen  Gleichung  (1*3). 
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*3eisintfoTt].  Bidrag  tili  Kännedom  af  Finlands  Natur  ooh  Folk.  [i,  83 

Sextiondetredje  Haftet  (1905). 


<H*U'mtfoTs].       Observations  publiées  par  l'Institut  météorologique  central  [i,  83 

de  la  Société  des  Sciences  de  Finlande. 


Innsbruck).  Berichte  des  naturwissenschaftlich-medizinischen  [i,  83 

Vereines  in  Innsbruck. 


foam].       Bulletin  de  la  Société  Physico-mathématique  de  Kasan.  (En  russe).         [i,  83 

IIe  Série.  — Tome  XV: 

N°  2  (1905):  Dedekind,  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  (Traduction  russe  par  N.  Parfentleff) 
C25-103).  =  N°  3  (1906):  Prix  Lobatchefsky  (4me  concours:  1906)  (105-106).  —  D.  Seiliger,  Rapport 
sur  les  travaux  de  Beppo  Levi  (107- 118).  —  N,  Parfentieff,  Rôle  de  l'idée  d'ordre  en  mathématiques 
^119-134). —  Extrait  du  Règlement  du  Prix  Lobatchefsky  (135). —  Prix  Lobatchefsky  (4me  con- 
cours) (136). 


Kbarko*»].  Annales  de  l'Université  Impériale  de  Kharkow.  (En  russe).  [i,  83 

1906:  3-4.  =  1907:  I,  2. 


Kharkov:)      Communications  de  la  Société  Mathématique  de  Kharkow.  (En  russe).       [i,  83 

IIe  Série.  —  Tome  IX  : 

N°  I  (1904):  A.  Grousintzeff,  Sur  la  dispersion  des  métaux  (1-32). —  IV.  Ermakoff,  Sur  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  admettant  un  multiplicateur  de  la  forme  factorielle  (33-).  =  N°  2  (1905): 
W.  Ermakoff  (-50). —  d.  Korkln,  Remarque  relative  au  Mémoire  de  M.  W.  Ermakoff:  «Sur  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  admettant  un  multiplicateur  de  la  forme  factorielle»  (51-59). — 
N.  Salty  ko  w,  Recherches  sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une 
fonction  inconnue  (6o-).==N°  3  (1905):  N.  Salty  ko  w,  (-).  =  N°  4-5  (1905):  N.  Salty  ko  w,  (-).  =  N°  6 
(1906):  N.  Saltykow  (-292).  =  Table  des  matières  du  Tome  IX  (m,  iv). 

Kiew).  Bulletin  de  l'Université  de  Kiew.  (En  russe).  [i,  84 

1906  (Nos  1-12)  : 
B.  J.  Boukreîeff,  Introduction  à  la  théorie  des  séries  (n°  2by  pp.    1-78;    nos    3,  46,   pp.    79-154). — 
M.  Th.  Khandrlkoff,  Éléments  d'Analyse  mathématique  (nos  4,  6,  7b,  pp.  837-1004  ;  nos  9b,  pp.  1005-1062). 
—  W.    P.   Velmlne,  Sur  ks  courbes  du  troisième  ordre  (n°*  5-8^  pp.  1-120;  n°*  9,  iofc,  pp.   1 21-170). 


Kôbenhavn].  Nyt  Tidsskrifb  for  Matematik.  [i,  31 

Afdeling  A. 

XVII.  Aargang  (1906): 

Nr.  2:  K.  P.  Nordlund,  Hela  storlekstal  till  sidor  i  râtvinkliga  mangiar  (41-46;.  —  Malcom  Westergaard, 
Konstruktioner  uden  Lineal  (46-48).  =^ Nr.  3:  Arvld  Undhagen,  Ora  en  klass  af  uppgifter  rorande  maxi- 
ma och  minima  (6^-67).  =  Nr.  4:  Ivan  Heckschef,  Reformforslag  for  Undervisningen  i  Matematik  i 
Preussen  (97-108).  =  Indhold  (ii-iv). 

XVIII.  Aargang  (1907): 

Nr.  I:  C.  Juel,  Ora  Arkimedes*  Summation  af  en  trigonometrisk  Raekke  (1-5).  —  Chr.  Petersen,  Nogle 
Bemaerkninger  om  Undervisning  i  Regning  (5-12). —  Af.  f.    Runquist,   Maxima   och   minima   af  andrà 
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gradens  funktioner  (12-15)  ==  Nr.  2:  K.  ft  Nordlund,   Markup.»  egenskaper  hos  tvapotctistrru  sfdcbdi 
talcn  (jì-40).  =  Nr,  3  og  4:    V.    Trier,    Gynin  Htterarur  -fati 

Undhagen,  Om  framstàllnmgen  av  vissa  fun)  icd  givna  maxi,  ni-  och  imnimìputikter  (85-92) - 

/>.  Sigh,  Nogle  Bemaerknmger  on  et  dansk  m;«.  fra  det   i8.   Aarhundrv 

—  Imdholo  (iimv). 


4«i],  Nyt  Tidsskrifb  for  Matematik. 

A  rd  el  i  ng   B. 

XVII.  Aargang  (1900), 
Nr.  2:  OA  0/$$<w,  Sym  netnskt  skri  kroppars  rörelse  kring  en  fast  punkt    pa    syrametrüak 

under  tvngdkraftens  inveritan  (2 j-29).  —  0>  A  Smith,  Et  Par  beste  me  Integraler  (20-52),  =  Nr.  3:  flap 
Mndsen.  Tu  af  Pascals  Probi:  uer  vedrùrcnde  Cvctaìden  (4>>8).  —  A.  K.  Erläng.  Lidi  ori  dct  grimi* 
Korreapondincepriodp  |  >8-fû>).  =  Nr.  4  ;  J.  F.  Steffensen.   I  ngyldig    R*kke    til    Beste 

Rentefoden  i  en  Annuitet  (73-77).  —  Johannes  Molferup,  En  Saetning  om  Continuel  (77*84).  =  Ixdso» 

(li-in). 

XVIII.  Aargang  (1907): 

Nr.  I:  et  Hjefmsler,  K:mgruens  og  S  ri  ('1-17),  =  Mr,  2:  /-f.    Sleffensen,    Sur    f integration 

problène  rentrant  (25-32).  —  Niels  Nielsen,  Oi»  Konstruktionen  *f  J  (32-57),  =  Nr   3 

/,  Hjetmstev,  On  Grundlaget  for  Leeren  on  si  uplc    Kurver   (49-70).—  r\    H.    0.    M  arisen,    Kraff 
Drqtûngstai  (70-S2).  —  A.  K,  Erlang,  Flerfoldsvalg  efter  rene  i  { 82-85).  =  Ihdhold  (uh 


Krihèw). 


Rozprawy  wydzialu  Maternatyczno-Przyrodniczego 

Akademii  Umiejetnosci. 

Serya  III.  -  Tom  V  : 


Oziai  A  0906):  5.  Kepinskì,  Calkowanie  równiana    —j- —  -^-  =  o  (i-io). — 5.  Z&remòa,  1 

C  % 
rozwiaxanie  zagadnicma  Fouriera  (19-1 18),  —  Trbìc  (m).  =  Dzial  B  (1906):  Tresc  u 


Krakow]. 


Katalog  Literutury  Naukowej  Polsktej. 
Tom  VI  (190Ó). 


i         Bulletin  International  de  l'Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Classe  des  Sciences  Mathématiques  et  Naturelles. 
Année  1906: 
N°  4  (Avril).  =  M°  5  (Mai).  =  N°  6  (Juin).  =  Hv  7  (Juillet):  Marte  Smotucbowski,  Basai  d'ime  t 
cinétique    du    mouvement    Brownien    et    des    milieux  (577-602).  =  M"    B    (Octobre).  =  N~  3 

(Novembre);  S,  Zaremba,  Sur  la  fonction  de  Green  et  quelques-unes  de  ses  applications  (Bo|-- 
N"  10  (0  K.  Zorawskh  Sur  les  invariants  différentiels  de   surface    par    rapport    au    groupe  fi 

et  ;>ur  les  surfaces  de  translation  (86 j-901  ).  =  Table  des  Matières  (v-vii). 

Année  1907: 

N°  I  (Janvier):  Marie  Smott/chowski,  Contribution  à  la  théorie  du  mouvement  des    liquides    visqueta 
en  particulier  des  problèmes  en  deux  dimensions  (1-16).  =  N°  2  (Février).  =  N°  3  (Mari):  5.  ZaresnU 
L'équation  biharmonique  et  une  classe  remarquable  de  fonctions  fondamentales  harmoniques  (147 
=  N°  4  (Avril):  Ladislao  Natanson,  On  the  Electromagnetic  Theory  of  Dispersion  and  Extinction  in  Gasetua 
Bodies  (ji6 -JS4).  -  W  5  (Mai).  =  N°  6  Quin).»»!0  7  (Juillet):  M.  Z.  Thrille,  Die  Erscheinung© 
Dia  magnetism  us  und  die  Elektronentheorie  (749-767).  =  N°  8  (Octobre)  :  A.  Korn,   Allgemeine 
des  biharmonischen  Problems  im  Räume  (837*896). 
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Xwvrn»,  km.).  Bulletin  of  the  University  of  Kansas.  [i,  84 

Science  Bulletin. 
Voi.  Ili: 

Nos  1-6  (October  1905).  =  No«  7-10  (June  1906).  =  Contents  of  Volume  III. 


leipxigl  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  Königlich  Sächsischen  [i,  8$ 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig. 

Mathematisch-Physische  Klasse. 

LVIII.  Band  (1906): 

VI.:  Friedrich  EngeJ,  Eine  neue  geometrische  Eigenschaft  der  Lifi'schen  Elementvereine  (323-340). — 
Gerhard  Kowalewskl,  Über  die  projektive  Gruppe  einer  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  (394-414). — 
Mf.  Scheibner,  Zur  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen  und  elliptischen  Modulfunktionen 
^41 5-452).  =  VII.  :  A.  von  Oettingen,  Das  Kausalgesetz  (454-470).  —  C.  Neumann,  Über  zwei  inkongruente 
Polyeder  (471-482).  —  C.  Neumann,  Über  das  Logarithmische  Potential  (483-559).  —  Heinrich  Liebmann, 
Zur  nichteuklidischen  Geometrie  (560-570).  —  //.  Bruns,  Beitrage  zur  Quotenrechnung  (571-613).= 
Vili.  :  Theodor  Des  Coudres,  Ludwig  Boltzmann  ;  Nekrolog  gesprochen  in  der  öffentlichen  Gesamt- 
sitzung beider  Klassen  am  14.  November  1906  (615-627).  =  Inhalt. 

LIX.  Band  (1907): 

I.:  Felix  Hausdorfî,  Untersuchungen  über  Ordnungstypen  (84-159).  —  K.  Zorawskl,  Zur  Invarianten- 
theorie der  Differentialformen  zweiten  Grades  (160-186).  —  Heinrich  Liebmann,  Elementare  Ableitung 
der  nichteuklidischen  Trigonometrie  (187-210).  =  il.  :  W.  Fr.  Meyer,  Zur  Theorie  der  konfokalen  Ge- 
bilde zweiter  Ordnung  (229-262).  =  Ili.  :  W.  Scheibner,  Der  SrüRM*sche  Satz  für  Gleichungen  fünften 
und  sechsten  Grades  (264-277).  —  C.  Neumann,  Über  das  logarithraische  Potential  einer  gewissen  Oval- 
flâche  (278-312).  —  M.  Krause,  Zur  Theorie  der  Gelenksysteme  (313-332). 

Leidig].     Mathematische  und  Naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn,    [ii,  20-23 

XXI.  Band  (1903)  [pubblicato  nel  1907]: 

Anton  Kherndl,  Beiträge  zur  graphischen  Theorie  der  Gelenkträger  mit  statisch  unbestimmten  Aufla- 
gedrücken (60-83).  —  Inhalt  des  XXI.  Bandes  (iimv).  —  Namenregister  (v-x). 

XXII.  Band  (1904)  [pubblicato  nei  1907]  : 

Gustav  Had  os,  Beitrag  zur  Theorie  der  regulären  Vielecke  (1-12).  —  /.  Frühlich,  Experimentelle  Erfors- 
chung und  theoretische  Deutung  der  allgemeinen  Gesetzmässigkeiten  der  Polarisation  des  von  Glas- 
gittern gebeugten  Lichtes  (65-438).  —  Inhalt  des  XXII.  Bandes  (iimv).  —  Namenregister   (v-vm). 

XXIII.  Band  (1905)  [pubblicato  nei  1906]: 

R.  v.  Kovesllgethy,  Die  Berechnung  seismischer  Elemente  (42-77).  —  Leopold  Klug,  Der  Kegelschnitt  als 
Ort  von  Punkten,  deren  Abstandsverhältnisse  von  gewissen  Gebilden  konstant  sind  (82-155).  —  Aladir 
Vlsnya,  Über  ein  Kriterium  der  Intransitivität  von  endlichen  Gruppen  linen rer  Substitutionen  (178-187). 
—  AladAr  Vlsnya,  Über  die  Gesamtheit  der  HERMiTE'schen  Invarianten  einer  endlichen  Grappe  linearer 
Substitutionen  (188-201).  —  Gyuzti  Zemplén.  Bestimmung  des  Koeffizienten  der  innern  Reibung  der  Gase 
nach  einer  neuen  experimentellen  Methode  (202-224).  —  Inhalt  des  XXIII.  Bandes  (iimv).  —  Na- 
menregister (v-ix). 


SUPPLEMENTO  Al  REHOICOHTI  DEL   CIRCOLO  NlTEl 


Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker 

XV  l.  Band  (15 

9/10.    Heft(i$.    September    1907):    üf.  Herne!,    Über   die   arithmetis 
(47^-496).  —  K.  Schwarzschitd,  Über  nomische  'Atisbikîui 

=  11/12.  Heft  (7  Dezember    1907):  F.  Klein,  Über  den  Zusammenhangs 
ationstheorem    Jer   linearen    Dïffie  cn    und  dem    Fund 

Funktionen  (n7)- —  &  ^^'-    Einfaches   Bei 

-fi    Hausdarff  ichte  Ordnia  n.  — 

und  Variationsrechnung  (547-551). —  f.  Jahnke,   D 
Thet.i  Funktionen  ugebârigen  p-Funkn 

Einleitung  der  EüLERfeier  (5  55-5  jK),  —  £rf/w.   Hoppe,   D«   Verdienste  E 
—  Inhalt  fin  rag} 


Mathematische  Annalen. 

LXIV.  Band: 

3.  Heft  (l|.  September  1907):  A  ßr/7/,  Über  algebraische  Km 
Ganzznhlige  Gleichungen  ohne  Affekt  (Aus  einem  Briefe  an  H 
Die  Differentialgleichungen  der  Invarianten  und  Semiinvarianten 
34}).  —  fî.  A.  Hitler,  The  groups  which  contain  less  thnn  six  cyclic  su 
356),  —  Henry  Taber,  Criteria  for  the  irreducibility  of  groups  of  linear 
(357-369). —  Oskar  Botza,  Die  Lagrange  ."sehe  Multipli  el  in 

Fall  von  gemischten  Bedingungen  und  die    zugehörigen    Grenigleichui 
(370-387),  —  Wer 9  Myller-Lebedeff,  Die  Ti 

entwicklungen  (386-416).  —  Felix   Bernstein,    Über   das    GAUSs'sche    F 
(5.  November  1907):  J,  HjetmJ 

Vcrtauschbarkeit  transfinita  Ordnungszahlen  (475-4881.— f,  Busche,  Ü 
494).  —  0.  Losehand,  Über  Kurven  12.  und  10.  Ordnung,  die  in 
jii),  —  Gino  Loria,  Sopra  certi  inviluppi  di  cerchi  (Da  una  lettera  al 
—  A,  Httrwitz,  Über  die  Nuìlstcllen  der   hype  cheti    Fu 

die  Darstellung  ganzer  Zahlen  als  Summen  von  sechsten  Potenzen   ga 
Fleck,   Über  die  Darstellung  gewisser    ganzer    rational/ahliger    de 
vierten  resp,  sechsten  Potenzen  ganzer  rationaLzahliger  Funktionen  (je 
ausserwesentlichen  Diskriminantenteiler  einer  Gattung  (573-576)1 — In 

UV.  Band: 

L  Heft  (13.  Dezember  1907):  Paul  Hertz,   Die  Bewegung  eines  E 
»lets  gleich  gerichte  en  Kraft  (j-86).  —  G,  Herglotz,   Übe  *gra!g 

(87-106),  —  £.  Zermeto,  Neuer  Beweis  für  die  Möglichkeit  einer  \\ 
Die  Rationalitâts^ruppe  einer  linearen  homogenen  DifferentiaJgi. 


bfafej.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  P 

LV.  Band: 

I  2.  Heft  (10  OktDbCf  1907);  M.  Mtankovltch,  Theorie  der  Druckku 
Invalidenversicherung  (27-59).  —  K.   Wleghardi,  Ol 
Grund  eines  Ansatzes  von  A.  Sommeufeld)    (00-103),  — » W,  Fr,    Heye 
u  n  d  Qua  t  e  ni  io  ne  n  (104-122).  —  Philipp  W  einmal  s  ter,    Gclenkvitf  e  e 
—  Karl  Fuchs,    Ein  Nâherungwer fahren  m  der  Methode  der  kleinst 
Die  genaue  Saulenknicklast  (134-138),  —  Berthold  Cohnt  Über  die  versch 
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tions-  und  Subtraktions-Logarithmen  (1 38-141).  —  Reinhold  Möller,  Polbestimmung  für   Verzweigungs- 
lagen bei  der  Bewegung  eines  ebenen    ähnlich-veränderlichen  Systems   in   seiner   Ebene  (141-143). — 
Gustav  Mie,  Erwiderung  auf  Herrn  Ribbesell's    Abhandlung  «  Über  die  Kommutation  des  Stromes  in 
deichstromgeneratoren  »  (143-146).  —  Paul  Riebeseil,  Antwort  auf  Herrn  Mib's  Erwiderung  (146-148).  — 
A.    Tlmpe,  Bemerkung  zu  den  SoMMERFELD'schen  Ausführungen   «Über  die   Knicksicherheit  der  Stege 
"von  iValzwerkprofilen  »  (149-15  3).  =  3.  Heft  (29.  November  1907):  Fr.  A.  Willen,  Die  Torsion  eines  Rota- 
tionskörpers um  seine  Achse  (225-263).  —  Anton   Grünwald,  Die  kubische   Kreisbewegung   eines  starren 
Körpers  (264-296).  —  F.  Nussbaum,  Das  Ausknicken  von  Trägern  (297-3  io).=4.  Heft  (14.  Januar  1908): 
Wilhelm  Scheufeie,  Die  Aufgabe  der  sechs   Punkte   in   der    Photogrammetrie  (337-362).  —  ß.    v.    Gleich, 
Beitrag  zur  Theorie  der  sogenannten  konischen  Pendelung  (365  408).  —  Friedrich  Schur,  Über  die  Be- 
wegung eines    starren    Körpers    durch    Abschroten  (408-415).  —  A.    Timpe,  Bemerkung   zu    den   SoM- 
MERFELD'schen Ausführungen  «Über  die  Knicksicherheit  der  Ste^e  von  Walzwerkprofilen»  (Zusatz)  (415). 
—  Inhalt  (iii-iv). 


z^ipxig ].  Bibliotheca  Mathematica.  [ti,  61 

III.  Folge.  — Vili.  Band: 

I.  Heft  (24.  September  1907):  G.  Eneström,  Über  planmässige  Arbeit  auf  dem  mathematisch-historischen 

Forschungsgebiete  (1-12).  —  Ferdinand  Rudio,  Die  angebliche  Kreisquadratur  bei  Aristophanes  (i  3-22).  — 

Heinrich  Suter,  Einige  geometrische  Aufgaben  bei  arabischen  Mathematikern  (23-36).  —  Paul  Stäckel,  Eine 

vergessene  Abhandlung  Leonhard  Euler's  über  die  Summe  der  reziproken  Quadrate  der  natürlichen 

Zahlen  (37-60). 

Umbtrgy  Chronik  der  Ukrainischen  àevéenko-Gesellschaft  der  Wissenschaften    [i,  86 

in  Lemberg. 
Nos  27-30  (1906. 1907). 


ümberz).     Sammelschrift  der  mathematisch-naturwissenschaftlich-ärztlichen       [i,  86 
Section  der  Sevcenco-Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Lemberg. 

Band  XI  (1907): 
I.  Emillan  Stefanovyc,  Reduction  der  elliptischen.  Integrale  (1-14). 


Lisboa].  Annaes  do  Club  Militar  Naval.  [i,  97 

Tomo  XXXV Jl  (1906):  N°  IO  (Novembro  e  Dezembro).— Tomo  XXXVIII  (1907):  Nos  1-9  (Janeiro-Outubro). 


Livomo}.  Periodico  di  Matematica.  [i,  34-35 

Serie  III.  —  Volume  III  : 
Fase.  5  (Marzo- Aprile  1906):  G.  Lazzari,  Sezioni  coniche  (193-212).  —  G.  Pesci,  Sull'uso  e  sulle  ta- 
vole dei  valori  naturali  delle  funzioni  trigonometriche  (213-223).  —  G.  Cai  vitti,  Sulla  divisione  all'infinito 
d'una  qualsiasi  successione  periodica  per  un  qualsiasi  numero  p,  primo  con  la  base  g  del  sistema  di 
numerazione  adoperato  (223-231).  =  Fase.  6  (Maggio-Giugno  1906):  G.  Lazzari,  Sezioni  coniche  (241- 
248).  —  G.  Pesci,  Sull'uso  e  sulle  tavole  dei  valori  naturali  delle  funzioni  trigonometriche  (249-257).  — 
Krediet,  La  costruzione  dell'asse  centrale  di  un  sistema  di  forze  (257-261).  —  Filippo  Sibironi,  Alcune 
proprietà  metriche  della  cubica  del  Wallis  (261-266).  —  Roberto  Occhipinti,  Sui  sistemi  mibti  di  Jaco- 
biani  e  di  determinanti  A' (266-271). — Andrea  Miotti,  Rappresentazione  delle  omografie  nello   spazio  a 

tre  dimensioni  (271-282).  —  Salvatore  Composto,  Sulla  trasformazione  del  radicale  ya-\-Vb  (282-285). 
—  G.  Calvitti,  Sulle  formule  fondamentali  della  teoria  delle  funzioni  circolari  (285-286).  =  Indice  del 
Volume  III  della  Serie  III  (iimv). 

Suppl.  Rend.   Cire.  Matern.  Palermo,   vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  27  gennajo  1908.  12 


â  trasformazione  dei  radicali    J    a  £_  i'b,    y  l'ii^.  l'b,    \    Va  4  \  b  (7>-8>ì. — 

,J  :  zione  di  una  quadrica  dello  spazi  >  ad  r  dimensioni  con  una  retta  asse  dì   un  si 

iperpiani    (83-87).  —  Sebastiano    Catania,    Sulla    proprietà    associativa    dell'addizio 
(Novembre-Dicembre    1906):    Enrico   Piccioli,    Appunti    di    (w  —  i)-edrometria    i 
5.  Catania,  Teoria  elementare  dei  numeri  imaginarii  (106- 119).  —  Giulio  Bisconcini. 
mibili  contemporaneamente  mediante  due  forme  binarie  i  cui  gradi  differiscono 
»  — Giuseppe  Pasta,  Equazioni  a  radici  in  progressione  armonica  (130-134).  — Luci 

zione  caratteristica  della  funzione  y(m)  di  Gauss  (131-136).  =  Fase.  4  (Gè 
G.  Lazzari,  Onoranze  al  prof.  Ulisse  Dini  (145-146).  —  ff.  Marcolongo,  Davide 
Amerigo  Bottarl,  Soluzioni  intere  in  progressione  aritmetica  appartenenti  a    equazi 

tipo    2  xj  =  x^t  (156-168).  —  C.  Afasìa,  Sugli  automorfismi  di  certi  gruppi  di 

—  Umberto  Bini,  Sopra  alcune  congruenze  (180-183).  —  Giovanni  Frattìnì,  Ugo  Daini 
(191-192).  =  Fa8C.  5  (Marzo-Aprle  1907):  G.  Repetto,  Le  geodetiche  del   turo   ( 
Le  trasformazioni  pedali  ed  antipcdali,  nel  piano  e  nello  spazio  (214-224).  —  A. 
nerazione  del  complesso  tetraedmle  (22  1-229).  —  L  Orlando,  S>pra  un  noto  invai 
narie  di  grado  pari  (229-231).=  Fase.  6  (Magalo  Giugno  1907):  Ernesto  Pascal, 
fidenti  polinomiali  e  su  di  un  determinante  ricorrente  (2 4 1-245).  —  &  Repetto.   L 
(245-260).  —  Agostino  Borio,  Proiettività  nello  spazi)  di  punti  generate    da    proiei 
rette  (261-264).  —  Mlneo  Chini,  Sopra  un'equazione  funzionale  da  cui  discendono 
di  Matematica  attuariale  (264-270).  —  G.  Bisconcini,  Numeri  interi,  che  si  possono 
ma  o  nella  differenza  dei  quadrati  di  due  mi  neri  interi  (270-285).  —  Mario  Vccch 
tici  di  un  numero  primo  della  forma  4»+  3  (2S5-288).  —  G.    Scorza,    Su    certi 
delle  superficie  (288-289).  =  Indice  del  Volumi-  IV  della  Serii:  III  (iimv). 

Serie  Ili.  — Volume  V: 

Fase.  I  (Luglio- Agosto  1907):  Lucio  Siila,  Sui  principi  che  servono  a  stabilire 
(1-8).  —  G.  Bisconcini,  Numeri  interi,  che  si  possono  decomporre  nella    somma    e 

,:u.iJ:\t:    \\  J'.u-  numeri  interi  (<>-?:). —  LuiJ  Cnlvnni.   R:ip;v  esortazione  tT:'n^cn   :v 
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equazioni  le  cui  radici  sono  disponibili  in  gruppi  binari  aventi  prodotto  costante  (97-104).  —  Amerigo 
ìo t tari,  Soluzioni  intere  dell'equazione  pitagorica  e  applicazione  alla  dimostrazione  di  alcuni  teoremi 
Iella  teoria  dei  numeri  (104- no).  —  M.  Morale,  Sui  gruppi  di  numeri  naturali,  aventi  una  data  somma 
ix  i-i  15).  —  F.  Giudice,  Deduzione  del  principio  d' «  Archimede  »  da  quello  di  «continuità»  (116-117), 
—  Pierina  Quintili,  Sopra  uno  speciale  determinante  (11 7-1 19).  —  C.  Cappello,  Undici  teoremi  sulla  mo- 
ler na  geometria  del  triangolo  (119- 121).  —  Merla  Slttignani,  Sull'indimostrabilità  del  postulato  di  Euclide 
1 21-130).  —  G.  Mignosi,  Sulla  rappresentazione  dei  numeri  irrazionali  (1 31-13  5). 


Uvorno].  Supplemento  al  Periodico  di  Matematica.  [i,  js 

Anno  IX: 

Fase.  6  (Aprile  1906):  G.  Cai  vitti,  Sull'analisi  indeterminata  di  i°  grado  ad  n  incognite  (81-84).= 
Fase.  7  (Maggio  1906):  R.  Vercellln,  Alcune  identità  e  loro  applicazioni  (97-100).  =  Faso.  8-9  (Giugno- 
Luglio  1906):  C.  Gerglc,  Frazioni  ed  equazioni  irrazionali  (113-115). 

Anno  X: 

Fase.  I  (Novembre  1906):  G,  Candido,  Sulla  equazione  di  30  grado  (1-2).  —  Enrico  Ducei,  Sulla  trasfor- 
mazione del  radicale  y  a  ±  Vb  (2-3).  =  Fase.  2  (Dicembre  1906):  G.  Cardoso-Laynes,  Su  la  risoluzione  in 
numeri  interi  dell'equazione  lineare  a  due  incognite  (17-21).  =  Fase.  3  (Gennaio  (1907)  :  G.  Candido,  Equa- 
zioni irrazionali  (3  3-38).  =  Fase.  4  ( Febbraio  1907):  G.  Candido,  Equazioni  irrazionali  (49-55).  —  G.  Cardoso- 
Lay n  es,  Un  problema  di  calcolo  combinatorio  (53-55).  =  Fase.  5-6  (Marzo-Aprile  1907):  E.  Nan  nel,  Di 
alcune  notevoli  curve  piane  (65-67).  —  G.  Cardoso-Laynes,  Una  lezione  sulla  teoria  elementare  dei  deter- 
minanti (67-76).  —  R.  Vercellin,  Su  alcune  proprietà  del  triangolo  (76-79).  =  Fase  7  (Maggio  1907): 
£.  Nanne!,  Di  alcune  notevoli  curve  piane  (97-98).  —  Cesare  Bianca,  Sul  punto  mediano  di  un  sistema 
di  punti  appartenenti  ad  una  medesima  sfera  (^8-102).  ==  Fase.  8  (Giugno  1907;:  E.  Nanne!,  Su  alcuni 
problemi  di  calcolo  combinatorio  (11 3-1 14).  —  R.  Grilli,  Intorno  alla  definizione  di  equazione  (114-115). 
—  A.  Neppì-Modona,  Bisezione  dell'arco  per  la  tangente  (115-116).  =  Faso.  9  (Luglio    1907):  E.  Nannel, 

3  3  _      3 

Di  alcune  notevoli  curve  piane  (1 29-1 31). —  S.  Catania,  Sulla  risoluzione  dell'equazione  vA-\-rB-\-VC=o 
(l 31-133).  —  G.  B.  Zecca,  Sulla  discussione  dei  problemi  di  2°  grado  (133-135). 

Anno  XI: 

Fase.  I  (Novembre  1907):  Aldo  Fimi,  Una  identità  goniometrica  (1-3).  =  Fase.  2  (Dicembre   1907): 

G.  Candido,  Sulla  equazione  Vj\  +  Vf2  +  %/f}  =  o  (17-18).  —  Leoni/do  Matteotti,  Un  teorema  per  calco- 
lare i  prodotti  di  certi  numeri  (18-19). 


Londtm\.  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London  (Series  A).  [ii,  *j 

Vol.  LXXIX: 

No.  A  533  (September  6,  1907)  :  Richard  C.  Maclaurin,  On  Light  Elliprically  Polarised  by  Reflexion, 
especially  near  the  Polarising  Angle:  a  Comparison  with  Theory  (481-508).  —  Alfred  W.  Porter,  The 
Osmotic  Pressure  of  Compressible  Solutions  of  any  Degree  of  Concentration  (519-528).  —  A.  Malhck, 
Ranges  and  Behaviour  of  Rirled  Projectiles  in  Air  (536-549).  —  G.  F.  C.  Searle,  On  the  Force  required 
to  Stop  a  Moving  Electrified  Sphere  (550-).  =  No.  A  534  (September  27,  1907):  Q.  F,  C.  Searle 
(-563). —  index  to  Voi.  LXX1X  (A)  (601-604).  =  Contents  (iü-vü). 

Vol.  LXXX: 

No.  A  535  (December  9,  1907):  Charles  V.  Drysdale,  On  Luminous  Efficiency  and  the  Mechanical 
Equivalent  of  Light  (19-25).—  T.  H.  Havelock,  The  Dispersion  of  Double  Refaction  to  Relation  to 
Crystal  Structure  (28-44).  "* !' 
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Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London  (Series  B). 
Vol,  LXXVII  :~No,  B  HUsVH  LXXVM:  No.  B  522  No.  B  527  .^VoL  LXXIX  :  No.  B  528 1 


London], 


Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society 
of  London  (Series  A». 

VoL  CCVII  : 


A  416  (4.J.07).  =  A  417  (510,07):  4,  £.  H,  Love,  The  Gravitational  Stabili' 
=  A  418  (51.5.07).  =  A  419  (26.707):  L  N>  G    Filon,  On  the  Dispersion  in  Artifidal  Doub 
-506).  ~  A  420  (19.12.07),  =  A  421  (20.12.07). 


%9êimH* 


Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society. 
Series  II— Vol.  V: 


Part  5  (September  13,  1907):  Leonard  Eugene  Dickson  (-5  24).  —  £.   W-  Hobson,   On  Re-pea 
(525-354).  —  M,  /.  M*  Hilt,  On  a  Formula  for  the  Sum  of  a  Finite  Number    ot  Term 
geometric  Series  when  the  Fourth  Element  is  Equal  to  I  -J4l)*  —  Û.   H*   Hardj, 

Points    ot'   Certain    Classes    of  Function>  of   several    Variables   (542-560)*  —  J,    E.     i 
Asymptotic  Approximation  to  Integral  Functions  of  Zero  Order  (}6i-),  =  Part  6 
A  E.  Llttlewood  (-410). —X.  C.  Dixon,  Harmonic  Expansions  ot  Functions  of 
—  A  W.  I   Glnteher,  On  the  Numbers  of  Represei 

2r  Does  not    exceed    Eighteen   (479-)-  =  Part  7  tbcf    14»  1907):    /-   W.  L    G^sh 

Index  of  Proceedings  (491).  —  Index  of  Papers  read  and  Commi  .s  made 

Session  November,  1906-JuNE,  1907  (492). —  Index  of  Papers   published    (M 
Hanged  according  to   Names   of   Authors   (495). —  Index   according    to    Subjec 
Contents  (iii).  —  Records  of  Proceedings  at  Meetings  (îv-ix).  —  Library  (x-xitj.  =3  OsfTUAft 
G.  Ù&rboux,  Amédée  Mannheim  (xiii).  —  A.  /?.  Forsyth,    Edward   John    Routh  (xiv- 
Corrections  (vxi). 


London].  List  of  Members  of  the  London  Mathematical  Society. 

8th  November,  1906 


Mii>],  The  Mathematical  Gazette. 

Edited  by  W,J .  Giiinitiiit,  M.A.  ;  with  the 
P.S.  MACâDtAT,  MA,  D.Sc,  Prüf,  H.W.  I xotù  Jam«*,  I      Wwrriu« 


Imam]  The  Educational  Times. 

Vol.  LIX  (1906):  Nos.  545-548=  Vol.  LX  (1907):  No«.  549-560. 


M*dUo«,   M*]. 


M  a  J. i  on,    JPti], 


itmrmi 


Transactions  of  the  Wisconsin  Academy 
of  Sciences,  Arts,  and  Letters, 


"Wisconsin  Geological  and  Natural  History  Survey. 


Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 


Mtttn»).    Resoconti  delle  tornate  delle  Classi  della  R.  Accademia  Pelorit 
Gennajo  Marzo  1906.  —  Aprile  Giugno  1906. —Luglio  Dicembre  1906.  — Marzo  1907.  —  i 
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Messina].  Atti  della  R.  Accademia  Peloritana.  [i,  86 

Voi  XXI  :  Faso.  2  (1906). 
Vol.  XXII: 
Fase.  I  (1907):  Luciano  Orlando,  Nuova  applicazione  della  formula  integrale   di  Fourier  (87-94). — 
Paolino  Fulco,  Proprietà  delle  funzioni  speciali  per  un'operazione  in  relazione  alle  sue   derivate    funzio- 
nali (243-282).  =  Fase.  2  (1907). 


Mexùo].      Memoriae  y  Revista  de  la  Sociedad  Cientifìca  "  Antonio  Alzate ,,.         [i,  86 

Tomo  XXIII: 
No«.  5-6  (Noviembre  y  Diciembre  1905). —  No«.  7-12  (Enero  i  Junio  1906;  {Fin  del  Tomo). 

Tomo  XXIV  : 

No.  I  (Julio  1906).  =  No.  2  (Agosto  1906).  =  No.  3  (Septie.nbre  1906).  =  No.  4  (Octubre  1906).= 
No.  5  (Noviembre  1906).  =  No.  6  (Diciembre  1906).  =  No.  7  (Enero  1907):  Silverio  Aleman,  Estudio 
comparativo  de  los  métodos  de  Talco tt,  Bbssel  y  «Mexicano»  para  determinarla  la titud  (279-293). 
=  N°  8  (Febrero  1907).  =  N°  9  (Marzo  1907). 


Milano).         Rendiconti  del  Reale  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere.  [i,  SJ 

Serie  II.  =  Volume  XXXIX  (1906): 
Fase.  15  (7  giugno).  =  Fase.  16  (21  giugno):  Beppo  Levi,  Sopra  l'integrazione  delle    serie  (775-780) 

—  Luigi  Sinigallia,  Sopra  le  forme  differenziali  derivate  (876-89}).  =  Fase.  17  (5   luglio)  :   Ernesto  Pascal, 

Comme.norazione  di  Ernesto  Casaro,  (916-920).  =  Fase.  18  (8  novembre).  =  Fase.  19(22  novembre)  = 

Fa»C.  20  (6  dicembre)  :  Gino  Fano,  Sopra  alcune  superficie  del  40  ordine  rappresentabili  sul  piano  doppio 

(1071-1086).  =  Indice  degli   Atti   (1117).  —  Indice   degli   Autori  (ih 7-1 120). —  Indice  delle 

Materie  (11 20-1 124). 

Serie  II.  — Volume  XL  (1907): 

Fase.  I  (io  gennajo):  Rinaldo  Ferrini,  Rendiconto  de'  lavori  della  classe  di  scienze  matematiche  e 
naturali  (42-45).  =  Fase.  2-3  (17  gennajo).  =  Fase.  4  (31  gennajo).  =  Fase.  5  (7  febbrajo).  =  Fase.  6 
(21  febbrajo)  =  Ernesto  Pascal,  I  determinanti  ricorrenti  e  le  loro  proprietà  (293-305).  —  Ernesto  Pascal, 
Parole  pronunciate  nella  seduta  del  21  febbrajo  1907  presentando,  per  l'inserzione  nei  Rendiconti,  la 
Nota  del  Dott.  Burgatti  sulle  equazioni  differenziali  lineari  (306-307).  —  Pietro  Burgattl,  Sulle  condizioni 
per  l'equivalenza  di  un'equazione  differenziale  lineare  e  della  sua  aggiunta  (308-317).  =  Faso.  7  (7  marzo): 
Carlo  Alberto  Dell'Annoia,  Sopra  alcune  proposizioni  fondamentali  dell'Analisi  (369-386).=  Fase.  8  (21  marzo): 
Ernesto  Pascal,  I  determinanti  ricorrenti  e  i  nuovi  numeri  pseudo-euleriani  (461-475).  =  Fase.  9  (4  aprile). 
=  Fase.  10-11  (11  aprile).  =  Faec.  12-13  (2  maggio).  =  Fase.  14(23  maggio):  Giovanni  Schiaparelli,  Come 
si  possa  giustificare  l'uso  della  media  aritmetica  nel  calcolo  dei  risultati  d'osservazione  (752-764).  = 
Fase.  15  (6  giugno).  =  Fase.  16  (20  giugno):  Filippo  Siblrani,  Intorno  alle  funzioni  convesse  (903-919). 

—  E.  Almansi,  Sulle  deformazioni  a  spostamenti  polidromi  dei  solidi  cilindrici  (937-946).  =  Fase.  17 
(4  luglio).  =  Fase.  18  (7  novembre).  =  Fase.  19  (21  novembre):  Leonida  Tonelli,  Sulle  funzioni  derivate 
(1172-1178). 

Milano].  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata.  [ii,  61 

Sorte  IIL  — Tomo  XIV: 
Fase.  2°  (Ottobre  1907):  Eugenio  Elia  Levi,  Sopra  una  classe  di  trascendenti  meromorfe  (93-112).— 
Guido  Fubinl,  Nuove  applicazioni  del  principio  di  minimo  (Il  Problema  di  Lord   Kelvin)  (113-141). — 
Giuseppe  Laurlcella,  Applicazioni  della   teoria  di   FkHDBOi-  ■   raffreddamento   dei  corpi 

(143-16.;).  —  Beppo  Levi,  Il  teorema  di  DesaägüE*  *  d'una  reciprocità 

o  d'una  polarità  (171-186). 
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UiUno). 


Bollettino  della  Associazione  "  Ma  the: 
Insegnanti  di  Matematica  delle  Scuo 

1906-07  : 

Numero  straordinario  (1907)  (12  pagtn 


iiçdtn*].    Memorie  della  Regia  Accademia  di  Scienze,  Lette 

Serie  111.—  Volume  VI  (1906), 


Uni**].  Recueil  Mathématique  de  Moscou.  ( 

XXV: 

4  (1906}:    /  J.  Gégalkine,  Sur  une    règle    simple  de    convergence 
sous  le  signe  de  !a  limite  (sj 5*561).  —  E.  A,  Bolotoff,  Sur  le  mouvem 
Les  effets  du  frottement  de  glissement  ($62-70!*)  —  Iable  des  Mat 

XXVI: 

I  (1906);    J,  Ompensky,    Sur    les    nombres    entiers    formés    avec 
8.  C,  Mhdziejowski,  Sur  11  théorie  des  système*  cycliques  (18-2-,     — 
transformations  de  Bàcklund  (24-36).  —  A,  P.  Poliakor*  Sur  l'intégra' 
le  cas    général    (37-50).  —  D.    Mordoukay-Bottovsky*    Sur    IV 
fonctions  élémentaire*  15194).  —  A.  S.    \férêbrussovt  Sur  le  développe 
équations  algébriques  en  fraction  ,  (9^-101)  —  ^ 

ment  de  la  racine  dune  equation  du  2e    degré    en    fraction    contini 

Ile  méthode  de  construction  d'une  quadrique  passant  par  9  poin 
A,  S,   Vérébrus&ov,  Sur  !e  nombre  des  soluti  cubici* 

Ö.  Mordoukay-Bûltovsky,  Sur  quelques  propriétés  arithmétique*  des    in 
différentielle  linéaire  (150-198).  —  P.  P.  Grave,  Sur  la  résolution  trigon 
par  radicaux  (199241).—*/.  R,  BrUtS&v,  Recherche  des  points  siuguu 
série  de  Taylor  (242-314) 


Mùnehn,].  Sitzungsberichte  der  mathematisch-physika 

der  K    B.  Akademie  der  Wissenschaften 

Band  XXXVII  (Jah*g«ig  *9°7)  : 
Heft  I:  Georg  Landsberg,    Zur    Theorie  der    elliptischen    Modulfunk 
Kin.:  he  Verwandtschaft  ebener    Systeme,    und    räumlicher 

Krümmung  und  konforme  Transformation  (77-112).  =  Heft  2  :  A.  So 
Elektronen  1'  1  i  5-171).  —  f.  Lindemann,  Zur  Elektronen  théorie  (r 
dreifach  unendlichen   linearen    Systems,    welche    mit    einer    gegeben 
Berührung  }.  Ordnung  eingehen  (211-231).  —  C.   r.    Volt,  Nekrolog 
C.  v.  Volt,  Nekrolog  auf  Ludwig  Boltzmann  (262-267). 


Nmpv  Rendiconto  dell'Accademia  delle  Scienze  Fisi 

(Sezione  della   Società  Reale  di 

Serie  III,  -  Voi.  XII  (Anno  XLV) 

Fase.  5°  e  6°  (Maggio  e  Ghigne  1906).  =  Fase.  7°  e  8°  (Luglio 
problema  dei  suoli  elastici  (199-206),  —  F.  Amodeo,  Nuova  analisi  del 
Desargues  e  cenni  su  ].  B.  Cbauveau  (232-262).  — £.  Cesato,  Sulle 
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mentali  nella  teoria  delle  distorsioni  elastiche  (31 1-3 21).  =  Faso.  9°  a  11°  (Settembre  a  Novembre  1906)  : 
P.  Del  Pezzo:  Ernesto  Ces  aro  (358-375).  —  B.  Calò,  Su  certe  flessioni  di  superficie  applicabili  sul  ca- 
tenoide (376-385).  —  B.  Calò,  Sulle  congruenze  rettilinee  le  cui  sviluppabili  toccano  una  delle  falde  focali 

secondo  le  linee  di  curvatura  (386-396).  =  Fase.  12°  (Dicembre  1906):  A.  Del  Re,  La  Astatica  e  le  sue 

rappresentazioni  prospettiche  (531-583). 

Serie  III.  — Voi.  XIII  (Anno  XLVI): 
Fase.  1°  (Gennaio  1907):  Pasquale  del  Pezzo,  Rapporto  sui  lavori  compiuti  dalla  R.  Accademia  delle 
Scienze  Fisiche  e  Matematiche  nell'anno  1906  (5-1  i).=Fa8C.  2°  (Febbraio  i907).=Fa8C.  3°  (Marzo  1907): 
Domenico  M  on  tesano,  Su  nuovi  tipi  di  superfìcie  razionali  di  50  ordine  (66-88).  —  B.  Calò,  Sopra  una  classe 
di  superfìcie  spirali  e  sulle  superficie  che  hanno  un  sistema  di    linee   assintotiche   a    torsione    costante 
(94-1 14).  =  Fase.  4°  (Aprile  1907).  =  Fase.  5°  a  7°  (Maggio  a  Luglio  1907):  Alfredo  Capelli,  Sulla  ri- 
soluzione generale  delle  equazioni  per  mezzo  di  sviluppi  in  serie  (102-199).  —  Domenico  Montesano,  Sulle 
corrispondenze  arazionali  dello  spazio  che  determinano  complessi  di  tangenti  (256-262). 


Napoli].       Atti  della  Reale  Accademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematiche         [i,  87 

(Società  Reale  di   Napoli). 


Napoli].  Atti  della  Accademia  Pontaniana.  [i,  53 

Serie  II. —  Volume  XI  (1906)  [volume  XXXVI  della  collezione]: 

Memoria  N°  5  :  Alfonso  Del  Re,  Intorno  ai  metodi  di  rappresentazione  nella  Geometria  descrittiva 
(1-5). —  Necrologia  N°  3:  Federico  Amodeo,  Giuseppe  Battaglini  e  le  sue  opere  ("/,  1826;  ^jA  1894) 
(1-64). 


Napoli].  Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini.  [ii,  63 

Volume  XLV  (140  della  2*  serie).  1907: 

Maggio  e  Giugno:  Isabella  Crespi,  Sulle  funzioni  armoniche  di  tre  variabili  a  due  periodi  (129-152). 
—  Umberto  Scarpis,  Esposizione  elementare  della  teoria  del  campo  di  Galois  (153-1 80).  —  Umberto  Bini, 
Sulle  rappresentazioni  di  una  superfìcie  sopra  un'altra  (181 -191).  —  Paolo  Medolaghl,  Intorno  al  calcolo 
formale  delle  probabilità  (  1 92-).  =  Luglio  e  Agosto:  Paolo  Medolaghl  (-200).  —  Cesare  Bianca,  SulPintegra- 

zione  della  equazione  =r— -  -|-  -  —  =/(*,  y)  (201-228).  —  Federico  Amodeo,  Nuovo  elenco  delle  opere 

di  Giuseppe  Battaglini  con  cenni  riassuntivi  (229-).  =  Settembre  e  Ottobre:  Federico  Amodeo  (-274). — 
Gustavo  Sannia,  Sui  baricentri  di  una  curva  storta  omogenea  (275-290).  —  Alberto  Tanturri,  Sopra  una 
proprietà  della  superficie  di  Steiner  e  sua  estensione  agli  spazi  superiori  (291-297). — A.  Perna, 
Ernesto  Cesàro  (299-319). —d.  Perna,  Elenco  delle  opere  scientifiche  del  prof.  Ernesto  CesAro 
(1878-1906)  (320-). 


New  York].  Bulletin  of  the  American  Mathematica!  Society.  [ii,  64 

Volume  XIV  (October,  1907  to  July  1908): 

Number  I  (October,  1907)  :  Arthur  Gordon  Webster,  Application  of  a  Definite  Integral  Involving 
Bessel's  Functions  to  the  SJf-Inductnnce  of  Solenoids  (1-6).  —  F.  L  Griffin,  On  the  Apsidai  Angle  in 
Central  Orbits  (6-16).  —  Ellery  W.  Davis,  The  Maximum  Value  of  a  Determinant  (17-18).  —  G  A  Miller, 
The  Invariant  Substitutions  under  a  Substitution  Group  (19-21).  =  Number  2  (November,  1907):  Virgil 
Snyder,  On  a  Special  Algebraic  Curve  Having  a  Net  of  Minimum  A djoint  Curves  /«w»^ — R.  D.  Car- 
mlchael,  Note  on  Certain  Inverse  Problems  in  the  Simplex  Theory  of  Numi  " "Hier, 

Third  Report  on  Recent  Progress  in  the  Theory  of  Groups  of  Finite  Old« 
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cembri-,  1907):  L  E.  Dickson*  On  Quadratic  Forms  in  a  General  Field  (108-tis». —  0.  C. 
the  Cmonicul  Substitution  in  the  Hamii  bi  Canonical  System  of  Differential  F^ 

lit).  — f,  fl,  Sharpe,  T  Value  of  a  Determinant  (i2i*t2]).  —  &  4*    M/far,    T 

!  heory  of  Groups  OJ  »rder  (i2i  Edwin  Btdweti    rtttiea 

neral  Thermodvua  raaMu  Dt 

pies   and    thtir    Dirtct    App:  Bv    G.    H.    BrYA*)    (I  59-14  4  ) -  —  Number    4    (January, 

L  £.  Dickson,  On  Triple  Algebras  r6o-i6Q). — Edward    Kasner, 

as  in  Dvuami  -  C,  H.  Slsam,  On  the  E 

Quads  l).— Edwin  Bidwell  Wilson,  Symbol 

Couri'RAT.  —  Symbolic  Logic  ami  u,  Rv  Nur.H  MacColl — T> 

gj   Vmiv  Cahuim,  By  A,  T.  Shear  mam)  ( 


JVrt*    7ûr*l- 


Transactions  of  the  American  Mathematical  Society. 


sw  York),  American  Mathematical  Society:  Annual  Register. 

January,  1907. 


odesta)  Mémoires  de  la  Société  des  Naturalistes  de  la  Nouvelle  Russie  (En  russe). 

Tome  XXVIII  (1905): 

P.  N.  Pttvlow,  Über  thennodynamisches  Potential  des  gelösten  Stoffes  (177-196)* 

Tome  XXIX  (1906), 


feto«  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo, 

Tomo  XXIII  (l°  semestre   te 

Fase.  3  (Maggio-Giugno):  Luigi  Blusotti,  Ricerche  sui  fasci  di  quadrighe  in  uno  spazio  ad  1 
sionì  (265-399), —  Guido  Fubinì,  Il  principia  dì  minimo  (300-301).  —  Giovanni  Z.  i  iambeti 

intatto  delle  ipersuperficie  di  sterni  lineari  (302-306).  —  W.  Ludwig»    Ober 

sanunenhan^  der  Rerùhrungstransiormationen  der  Kreise  einer  Ebene  mit  den  enn formen  Abbili 
des  Raumes  (?-»7-$io). —  Émlfe  Borei,  Sur  quelques  fonctions  entires  (320-523}, —  C.  Burnii- 
ft  Marcohngo,  Per  l'unificazione  delle  n  iali    (Nota    I)   (524-328).  —  Pasquale    Calapt 

sistemi  tripli  ortogonali  nello  spazio  euclideo,    e    sui    sistemi    normali    di  io)* — 

Mollerup,  Sur  les  sous-ensenibles  bien  ordonnés  du  continu  (351-357)* —  Ernesto  Pèsent,  1  nuovi 
pse udo- tangenziali  (558-366).  —  Edmund  Landau,  Berner!  ies    Herrn    V- 

(367-373). — Giuseppe  Pucctano,  Studio  sui  potenziali  logaritmici  di  strato  lineare  semplice    e   d< 
loro  derivate  prime  (ì74^Ì90-  —  Indici  del  Tomo  XXÏII   (t°  semestre  1907):    Indici 
Materie  (395-396);  Indice  alfabetico  dei  Nomi  (397- \\ 

Torno  XXIV  (20  semestre  1907): 

FaiC,  I  (Luglio-Agosto)  :  Luigi  Berzotari,  Sulle  curve  gobbe  ran  quattro    punti 

/ione  (i-r6), —  Cario  Sererinì,  Sul  primo  teorema  fondamentale  di  Lie  nella  teoria    d- 
trasformazioni  (17-24).  —  Pasquale  Grossi  Sul  moto  di  un  punto  sollecitato  da   una  fon 
d'adone  gitee  sempre  fio  un  complesso  lineare  (25-31),  —  Giuseppa  Marietta,  Sulle    curve    gobbe 
nali  dotate  di  quattro  punti    !  laiionc  (32-35).  —  Leo  Koanigsberger,  Über  dû  -due 

braischer  Functionen  (36-41)-  —  Giulio  Giraud,  Complemento  ad  una    Nota    do 
J,   r\  Pexider,  Sur  la  fonction  E  (a)  représentant  Pentii  su    dans    x    (41  Ç.    Burali 

/?.  Marcohngo,  Per  l'unificazione  delle  notazioni  vettori  11)  (65-80), —  Edmund  Landau.  Ü 

Multiplikation  DiRiCHLET*scher  Reihen  (8t-).  =  Flic.  2  (Settern  Edmund  Landau  (- 

Riccardo  Bucca,  Sul  gruppo  semplice  di   168  collineazioai   piane   (161-181).  —  A.  R   Basaet,    I 
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Surfaces  having  a  Tacnodal  Conic  (182-186). —  W.  H,  Young,  A  Theorem  in  the  Theory  of  Functions 
of  a  Real  Variable  (187-192).  —  Paolo  Medolaghl,  Sopra  i  gruppi   definiti  da   equazioni  differenziali   del 
primo  ordine  (193-208).  —  Pierre  Boutroux,  Sur  les  fonctions-limites  des  fonctions  multiformes  (209-222). 
—  Luigi  Slnigallla,  Sui  nuovi  numeri  pseudo-euleriani  dei  prof.   Pascal   (223-228).  —  G.  Marietta,    Sulla 
identità  cremoniana  di  due  curve  piane  (229-242). — Orazio  ledono,  Sul  probi  :ma  dell'equilibrio  delle  tempe- 
rature in  un  ellissoide  a  tre  assi  disuguali  (243-253).  —  Georges  Rèmoundos,  Sur  les  intégrales  réelles  des 
équations  différentielles  et  les  forces  centrales  (254-257).  —  Corradlno  M'meo,  Le  antiradiali    del   cerchio 
£258-).  =  Fase  3  (Novembre-Dicembre):  Corradlno  Mlneo  (-265).  —  C.  J.  Keyser,   Circle   Range  Trans- 
versals of  Circle  Ranges  in  a  Plane  :    A   Problem   of  Simple    Construction   (266-274).  —  Eugenio   Ella 
ZjBvI,  Sulle  equazioni  lineari  totalmente  ellittiche  alle  derivate  parziali  (275-317).  —  C.  Burall-Fortì  e  R.  Mar- 
ésolongo,  Per  l'unificazione  delle  notazioni  vettoriali  (Nota  III)  (3  r 8-3  3 2).  —  Ernst  Richard  Neumann,  Die 
^Randwertaufgaben  für  den  Innen-  und  Aussenraum  derselben  geschlossenen  Fläche   in   ihren    gegen- 
seitigen Beziehungen  (333-370).  —  Henri  Lebesgue,  Sur  le  problème  de  Dirichlet  (371-402).  —  Ettore  Bor- 
tolottl,  Sulla  pubblicazione  delle  «Opere  Matematiche»  di  Paolo  Ruffini  e  del  suo  «Carteggio»  con 
gli  scienziati  del  suo  tempo  (403-411).  —  Indici  del  Tomo  XXIV  (20  semestre  1907):  Indice  delle 
Materie  (413-414);  Indice  alfabetico  dei  Nomi  (415-418). 

Tomo  XXV  (i°  semestre  1908): 

«Fase.  I  (Gennajo-Febbrajo) :  Ufficio  di  Presidenza  pel  biennio   1908-1909  (v).  —  Consiglio    Direttivo 
pel  triennio  1906- 1907- 1908  (v).— Elenco  dei  Soci  (26  gennaio  1908)  (vi-xn).— Note  statistiche  (xin-xvi). 
-—  Istituti  e  Periodici  scientifici  coi  quali  la  Società  scambia  le  pubblicazioni   (xvi).  —  Francesco  Ceclonl, 
Sulla  rappresentazione  conforme  delle  aree  piane  pluriconnesse  su  un  piano  in  cui    siano    eseguiti    dei 
*agli  paralleli  (1-19).  —  Luigi  Slnigallla,  Una  estensione  dei  numeri  bernoulliani  (20-35).  —  C.  Carathédory, 
Sur  une  méthode  directe  du  calcul  des  variations  (36-49).  —  Georges  Rèmoundos,  Sur  quelques   configu- 
rations formées  par  un  ensemble  de  points  du  plan  (50-52).  —  Erhard  Schmidt,  Über  die  Auflösung  li- 
nearer Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Unbekannten  (53-77).  —  Luigi  Bru  sotti,  Sui    gruppi    di    n  +  1 
quadriche  ad  invariante  (ti  -|-  i)-lineare  nullo  in  uno  spazio   ad    n   dimensioni   (78-80).  —  H.    Poincaré, 
Nouvelles  remarques  sur  les  groupes  continus  (81-).  =  Fasc.  2  (Marzo- Aprile)  :   H.    Poincaré  (-130). — 
Giovanni  Z.  Giambelli,  Introduzione  alla  teoria  del  massimo  comun  divisore  e  del  minimo  comune  mul- 
tiplo di  più  funzioni  algebriche  intere  di  una  sola  variabile  (1 31-144).  —  Umberto   CI  sotti,    Vene    fluenti 
X14S"I79)-  —  Georges  Tzitzéica,    Sur   une    nouvelle    classe   de   surfaces   (180-187).  —  A.    Brill,   Über    die 
Raumkurven  dritter  Ordnung  (188-192).  —  Gaetano  Scorza,  Determinazione  delle    varietà   a   tre   dimen- 
sioni di  Sr(rì±  7)  i  cui  5,  tangenti  si  tagliano  a  due  a  due  (193-204).  —  Q.   Viranti,  Sopra  alcune  re- 
centi obiezioni  alla  teoria  dei  numeri  trasfiniti    (205-208).  —  Adolfo    Vlterbi,   Sulla    determinazione    degli 
clementi  intrinseci,  fondamentali,  della  superficie    terrestre,    mediante   misure   locali   (209-227).  —  Ernst 
Lindelof,  Sur  un  théorème  de  M.  Hadamard  dans  la  théorie  des  fonctions  entières  (228-234).  —  Oswald 
Veblen,  On  the  Well-Ordered  Subsets  of  the  Continuum  (235-236).  —  Konrad  Knopp,   Eine   notwendige 
und  hinreichende  Konvergenzbedingung  (237-252). — Arthur   Korn,    Allgemeine   Lösung   des    Problems 
kleiner,  stationärer  Bewegungen  in  reibenden  Flüssigkeiten  (253-). 
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Volume  II  (1907). 

N*  I  e  2  (Gennajo-Febbrajo  e  Marzo-Aprile).  =  N*  3  e  4  (Maggio-Giugno  e  Luglio-Agosto)  :  G.  Loria, 
Per  la  storia  dei  sistemi  determinati  di  infinite  equazioni  lineari  (34-35).  —  M.  Gebbia,  Sull'equilibrio  li- 
mite dei  massi  di  terra  (38-39,  59-40).  —  Ulisse  Dìni,  Prefazione  alle  sue  Legioni  di  Analisi  infinitesimale 
(42-45).  =  Nl  5  e  6  (Settembre- Ottobre  e  Novembre-Dicembre):  C.-A.  Lai  s  an  t,  Note  sur  une  propriété 
des  podaires  (67).  —  C.-A.  Lalsant,  Remarques  sur  la  similitude  (68-70).  —  E.  Bortolotti,  Un  teorema  sui 
limiti  (70-71). 

Suppl.  Rend.   Cire.  Matem.  Palermo,   vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  30  gcnnajo  1908.  1% 
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Pubblicazioni  dal  IL 


di  Palermo. 


- 


Giornale  di  Scienze  Naturali  ed  Economiche. 


PaUrmo).  Il  Pitagora. 

Anno  XIII  (1906-907): 

Num.  1-2  (Ottobre-Nove  nbre    i^>6<:   Italo  Arnaldi,   Su',  quadrando    rian^    (1-4).  —  /.. 

neralizzazione   di   teoremi   p;e<  »  metrici    (j-\l.  —  £■    /W    £<*''■     S -:;;...*_     Jc.:     r:c:;c     c„: 

f.  Mancinelli,  He'azaone  tra  u..e  trian^jh  ;  1  -,  -  ^  ».  —  £.  Piccioli,  S.dVjpera  ione  di  e>t:a.: 
"  enne  ima  »  (16-I-;.  —  Breve  storia  denW  :itmet::a  e  de'd'Aì a  - ara  mi  :c":p.  :.:ir^::i 
(nj-2]).  :  Num.  3  4-5  (Dicembre  iuun— Oemi.r.  -!  ma:  ai  »  io  ;.:  5  ta:.:'?/?,  s  ^-m  ^::;;:a  j 
IV-  puv,m..za  delie  euua/i  »ir.  (]]-.]u).—  Italo  Arnaldi,  l  'mi  v:-  rmeta  deda  >mra  ('4^-4:).  —  .4 
ditn  r  .tra/iotiu  dei  teoremi  di  TomMliO  sul  t],,adn!ater  »  ::i .cri::  <  12-43).  —  ,4/^a  f/V?*/.  In 
no:n  enstru/ime  <reonietri:a  (j  j-.ji). —  France  co  Palatini,  La  teoria  vie;  immuri  rea;  esuc 
del  2*  (..jr-.o  u'Imtuto  Te:nLo  (  ]  \-  wj.  —  Enr  co  Piccioli,  Sui  tetraedro  di  u.-ua'  a.  .  .a 
[ninnarle  Culorc,  Rìs  ùu/i  me  d'ut;  partie-  »lare  ^ -.tenia  f  5  1-5  ;  ) .  —  £.  Sannei,  Si:  a.Vum  crite. 
( )\-)\>)-  —  Giuseppe  Di  Din,  Sulla  :no!t:pl;cazione  de:  numeri  interi  (60-64). —  L.  Crocchi.  Y 
dLi  della  L  qua/ione  di  2(t  :rrado  dedotte  in  modo  sempaee  1 04).  —  C.  Bianca,  Condiuu 
n Uniche  w-j-  1  numeri  interi  e  positivi  sieno  tali  che  la  vjiimu  dele  loro  potenze  p-e-i  . 
tai/.i  /»-esima  dd  un  ummro  intero  (hy-^b ),  —  Rodolfo  Guinmr'.es,  Osserva/ioni  m;  ;iicu:;e 
menti  il  lato  di  un  puliamo  reculai  e  Km-ò;). —  Breve  stmia  dell'Aritmetica  e  dciLAueì: 
antichi  (C.vìilituiaì'ipne)  (-h-Ho).z-  Num.  6-7  (Marzo-Aprile  leoyj.  —  Ernesto  Lebon,  "lavo 
menti  relativi  alla  base  ^o^u  pe:  la  rapida  ricerca  dei  1  ritto;  i  primi  dei  numeri  compresi 
510:10  (.Si-wi).  -  Corrispondenza  :  Lettera  di  G  Peano  a  S.  Catania  (92-94).  —  Francesco 
tenjù  dei  numeri  reali  esposta  ai  puovam  del  2"  (.orso  d'Ktitut o  Tecuic 0  {Ci'uiinu.i^icue 
Alfredo  fìat  hi,  Sulla  risoluzione  nlp^bsica  di  una  notevole  categoria  di  problemi  Mai  triante 
lui).  —  Nuova   notazione  nei  problemi  dell'Aritmetica  punica    (102-104).  =  Num.    8-9    (Al 


^\ 
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1907):  Enrico  Ducei,  Sull'area  del  quadrilatero  convesso  (11 3-1 16).  —  Enrico  Piccioli,  Una  lezione  sulla 
Divisione  dei  numeri  interi  (11 6-1 19).  —  L  Crocchi,  Dimostrazione  elementare  dei  teorema  di  Taylor 
(1 19-121).  —  Alfredo  Bassi,  Sulla  risoluzione  algebrica  di  una  notevole  categoria  di  problemi  sui  triangoli 
piani  (Continuazione)  (123-127).  —  Archimede  Bellatalla,  Intorno  un  teorema  di  Geometria  (128-129).— 
Breve  storia  dell'Aritmetica  e  dell'Algebra  nei  tempi  antichi  (Continuation*)  (129-130).  =  Indice  (in-rv). 

Anno  XIV  (1907-908): 

Nom.  1-2  (Ottobre-Novembre):  C.  Burall-Fortl,  Alcuni  casi  di  approssimazioni  numeriche  (1-5).  —  Rodolfo 

GuimarUes,  Osservazioni  su  alcune  formole   esprimenti  il   lato   di  un   poligono   regolare  (6).  —  Ernesto 

Le  bon,  Sulla  ricerca  del  massimo  comun  divisore  di  due  numeri  (7-8).  —  Angelo  L.  Andreini,  Intorno  al 

calcolo  mentale  e  ad  alcune  proprietà  dei  quadrati  dei  numeri  interi  (9-16).  —  E.  Piccioli,  Theorema  de 

Stewart  relativo  ad  triangulo  sphaerico  (16-17).  —  Paolo  Cattaneo,  Piccole  note  didattiche  (17-21). — 

Giuseppe  DI  Dia,  Sul  massimo  comun  divisore  e  sul  minimo  multiplo  comune  di  più  numeri  (21-23). 

féUrmo].  Il   GirCOlO   GÌUTÌdÌCO  [I,  96 

Volume  XXXVIII  (VIII°  della  Quarta  serie)  (1907). 


&*Urmo].  Nuovi  Annali  di  Agricoltura  Siciliana.  [i,  & 

Volume  XVIII  (1907). 


jPmris}.  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séanoes  [u,  57-58. 

de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  CXLV  (Deuxième  Semestre  1907): 

N°  10  (2  septembre):  Jouguet,  Sur  les  fluides  physiquement  semblables  (475-477).  =  N°  Il  (9  sep- 
tembre): Jouguet,  Sur  la  résistance  de  l'air  (500-502).  =  N°  12  (16  septembre).  =  N°  13(23  septembre). 
=  N°  14  (30  septembre).  =  N°  15  (7  octobre):  Marcel  Rlesz,  Sur  les  séries  trigonométriques  (583-586). 
=  N°  16  (14  octobre):  A.  Buhl,  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Laurent  (614-617).  —  Etienne  Delassus, 
Sur  les  invariants  des  systèmes  différentiels  (617-619).  —  Tommaso  Boggio,  Un  théorème  sur  les  équa- 
tions intégrales  (619-622).  =  N°  17  (21  octobre):  Georges  Humbert,  Quelques  formules  relatives  aux 
minima  des  classes  de  formes  quadratiques,  binaires  et  positives  (654-658).  —  E.  Coursât,  Sur  les  équations 
intégrales  (667-670).— Pierre  Boutroux,  Sur  les  intégrales  de  l'équation  différentielle  /•j-A2y2-j-Ai  y3=o 
(670-673).  =  N°  18  (28  octobre):  Pierre  Boutroux,  Sur  les  points  critiques  transcendants  et  sur  les  fonc- 
tions entières  (708-710).=  N°  19  (4  novembre):  G.  Bagnerà  et  M.  de  Franchis,  Sur  les  surfaces  hyper- 
elliptiques  (747-749).  —  C.  Popovlci,  Sur  les  fonctions  adjointes  de  M.  Buhl  (749-752).  —  £.  Coursât, 
Sur  quelques  propriétés  des  équations  intégrales  (752-754)«  =  N°  20  (u  novembre)  :  Edmond  Maillet,  Sur 
les  fractions  continues  algébriques  (788-789).  —  A.  Myller,  Sur  les  solutions  périodiques  de  l'équation 
A  u  +  X  *  (x,  y  y  i)u  =  o  (790-792).  =  N°  21  (18  novembre).  =  N°  22  (25  novembre)  :  T.  Lalesco,  Sur 
l'ordre  de  la  fonction  entière  D  (X)  de  Fredholm  (906-907).  —  Bryon  Hey  wood,  Sur  quelques  points  de 
la  théorie  des  fonctions  fondamentales  relatives  à  certaines  équations  intégrales  (908-910).  —  P.  Monte/, 
Sur  les  points  irréguliers  des  séries  convergentes  de  fonctions  analytiques  (910-913). —  A/.  Dulac,  Sur 
quelques  propriétés  des  intégrales  passant  par  un  point  singulier  d'une  équation  différentielle  (913-915). 
=  N°  23  (2  décembre)  (Séance  publique  annuelle):  Prix  décernés  (année  1907):  Prix  Fran  cœur  : 
Emile  Lemolne  (980);  Prix  Bordin:  F.  Enriques  et  F.  Severi  (981-983);  Prix  Vaillant:  Jacques  H  ada- 
mar d,  Giuseppe  Lauriceila,  Arthur  Korn,  Tommaso  Boggìo  (983-991);  Prix  Poncelet  :  Colonel  Renard  (992); 
Prix  BiNOUX  :  Gino  Loria,  F.  Brunet  (1056-1057);  Prix  Saintour  :  Gonnesslat,  de  Séguier  (1059);  Prix  Petit 
d'Ormoy  (Sciences  Mathématiques):  Pierre  Duhem  (1059).  —  Prix  proposés  (pour  les  années  1909,  1910, 
191 1,  1912  et  1913)  (1068-1093).  —  Conditions  communes  à  tous  les  concours  (1094).  —  Tableau  des 
Prix  décernés  et  des  Prix  proposés  dans  la  séance  du  lundi  2  décembre   1907  (1096-1103).=  N°  24 


loo         SUPPLEMENTO  Al  RENDICONTI  DEL   CIRCOLO  MATEMATICO  DI  PALERMO. 


(9  ài  Darbom,  Paroles  prononcées  en  présentant  le    volume  intituk  m  fn 

{ 1 107-1  ro8). —  Tzltiétca,  Sur  certaines  surin  1  3 5 >.  —  A,  Buhl,  Sur  la  perm 

intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  (,  1 1  ? 4- 1 1 3 6 ).  —  T.  Lalesco,  Sur  la    (anchor 
Frhdholm  (1136-1117).  —  RiCfUier,  Sur  I  m  Jcquations  aux  partielles    auxquels  a» 

duisent  :   i°  l'étude  des  déformations  finies  d'un  milieu  continu  dans  l'espace  a   «    dimensions;  1» 
détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  1  »  variables  (11  $7-11  îv)*  —  Leg* 
et  François  Cosserat,  Sur  la  Mécanique  générale  (1 139-1142).  =  N°  25  (16    décembre):    0>~Th,  £f* 
Sur  la  transformation  de  Laplace  et  les  systèmes  conjugues  persistants  (1256-1259).  —  de  Sè$m,Sm 
la  théorie  des  mat;  1260).  —  tf ,  Saltykow,  Sur  les  trans  forma  Dons  mfij  ^rs  et  les  fat 

unes  (1260-1262). —  i.  Chazy,  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième  ordre  à  pi- 
fixes  (1265-1265).  =  N°  26  (23  décembre).  sa  N°  27  (30    décembre):  //.  Andoyer,    Sur  U    théorie 
Lune  (1594-1596),  —  E,   Waelsch,  Sur  les  invariants  dittérenuels  vectoriels  et  la  théorie  des   formo 
naires  (1596-1 599),  —  Edmund  Maillet,  Sur  la  décomposition  d'un  uoubre  en  une  somme  de  pu. 
huitièmes    dentiers  (1 599-1400).  —  £.  Holmgren,  Sur    l'équation    -    -f  —  ■' x   (1401-1403).  —  £ 
Sur  la  définition  de  Taire  d'une  portion  de  surface  courbe  0), — Pierre  Boutroux,  Sur  les  fo 

inverses  des  fonctions  entières  (  1406- 1409).  —  Eugène  et  François  Costerai,  Surla  statique  de  U  lîpr 
formabic  (1409-1412).  (Ai  du  Tom  CXLV). 


Bulletin  de  la  Société  Philomathique  de  Paris. 


Parit\. 


Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France. 
Tome  XXXV  (Année  1907): 
Fascicule  11:  E.  Coursât,  Sur  le:>  séries  entières  et  les  approximations  successives  (81-91). — L  i 
Sur  une  généralisation  du  mouvement  de  Poinsot  (91-97). —  f.  Barré,    Sur   un  élémei 
nouveau  des  surfaces  (98-121).  —  Auric,  Sur  le  développement  en  fraction  continue    d'une  irrati 

du    second    degré    (121-125).  —  A    Niewengtowskl,    Note    sur  les    équations    x*  —  &)*  = 
x*  —  ay1  =  —  l   U26-1 31). —  Pat//  Appell,  Sur  l'extinction  du  frottement  (ij  1-133).  —  C.  Popcféei 
le  problème  des  multiplicateurs  réciproques  (133-140).  —  <te  Sparre,   Note  au  sujet,  de   certaines 
tintâtes    apparentes    dans    les    mouvements    ou    intervient  le    frottement    de    glissement    (1  | 
Fascicule  111:  E.  Coursat,  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholm  (165-173). —  Maurice  i 
cagne,  Sur  les  équations  d'ordre  nomographique  3  et  4  (173-195)*  —  Mathieu  Weill,  Propriétés  des 
gones  inscrits  à  une  conique  (nj6-2o2).  —  Henri  Lebesgue,    Contribution  à  l'étude    des  correspond«! 
de  M,  Zermelo  (202-212).  =  Fascicule  IV:  Otto  Blumenthal,    Sur  le  mode  de   croissance  des  f< 
entières  (213-232). —  Gh,  Bhche,  Sur  les  courbes  gauches  umcuisales   du  quatrième  ordre  (235-24 
T.  Lalesco,  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les  classes  de  formes  appartenant  a  un  c- 
donné  (248-252).  —  A,  Pellet,  Remarques  sur  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  (25 
—  Georges  Hémoundos,  Sur  les    trajectoires    auxquelles    donnent    lieu    les    forces    centrales  (255-2» 
L  Raffy,  Sur  risothennie  relative  des  réseaux   (259-282).  —  Table   des    Matières    du  Tome  X 
(283-284). 


Périt).     Bulletin  de  V Association  Française  pour  l'Avancement  des  Sciences. 


p^r  ù].         Comptes  Rendus  de  F  Association  Française  pour  l'Avancement 

des  Sciences. 


j>„ûj.  Annuaire  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes. 

Pour  Tan  1908  : 
G.  Bigourdan,  Les  distances  des  astres  et  particulièrement  des  étoiles  fixes  (A:   1*72).  —  H, 
Union  internationale  pour  h  coopération  dans  les  recherches  solaires.  Congrès  de  Saint-Lou 
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et  Meudon  (B  :  1-48).  —  E.  Guy  ou,  L'école  d'Astronomie  pratique  de  l'Observatoire  de  Montsouris 
(C:  1-12).  —  H.  Poincaré,  Notice  nécrologique  sur  M.  Maurice  Lœwy  (D  :  1-18).  —  M.  Lœwy,  Notice 
nécrologique  sur  Charles  Trépied  (E  :  1-7). 


ferû].  Bulletin  de  la  Société  Astronomique  de  France. 

IT    RftVUI   MKWSUELLB    o'ASTftOKOMII,    DE    METEOROLOGI*    ET   DE    PHYSIQUE    DU   GLOBE. 

XXIème  Année  (1907). 

Paris].  Bulletin  des  séances  de  la  Société  Française  de  Physique. 

Année  1906.  =  Année  1907. 


Paru].  Annales  Scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure.  [ii,  S9 

IIIe  Série.  — Tome  XXIV  (Année  1907). 

(43e  Volume  de  la  Collection)  : 

N°  9  (Septembre)  :  Henri  Padé  (-400).  —  Vito  Volterra,  Sur  l'équilibre  des  corps  élastiques  multiple- 
meat  connexes  (401-).  =  N°  10  (Octobre):  Vito  Volterra  (-).  =  N°  Il  (Novembre):  Vito  Volterra  (-517). 
— -  Henri  Padé,  Sur  la  généralisation  des  formules  de  Sylyester  relatives  aux  fonctions  qui  se  présentent 
dans  l'application  du  théorème  de  Sturm,  et  sur  la  convergence  de  la  table  des  réduites  d'une  fraction 
rationnelle  (519-534).  —  Charles  Riquier,  Sur  les  conditions  d'intégrabilité  complète  de  certains  systèmes 
différentiels  (535-). 

p*rù].  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  [il,  $9 

VIe  Série.  —  Tome  III  (Année  1907) 

(62e  Volume  de  la  Collection): 

Fascicule  N°  3:  Camille  Jordan,  Groupes  abéliens  généraux  contenus  dans  les  groupes  linéaires 
à  moins  de  sept  variables  (213-266).  —  Georges  Rémoundos,  Sur  la  croissance  des  fonctions  multiformes 
(267-298).  —  Edmond  Maillet,  Sur  les  fractions  continues  arithmétiques  et  les  nombres  transcendants 
(299-336).  =  Fascicule  N°  4:  6.  Humbert,  Formules  relatives  aux  nombres  de  classes  des  formes  qua- 
dratiques binaires  et  positives  (337-449).  —  Table  des  Matières  du  Tome  III  db  la  VIe  Série 
(451-452). 

Paru].  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques.  [ii,  31 

IIe  Série.  — Tome  XXXI  (1907)  ri«re  Partie:  Mélanges]: 
Avril  :  René  Baine,  Sur  la  non-applicabilité  de  deux  continus  à  n  et  n  -f-  p  dimensions  (94-99).  = 
Mal:  E.  Bounitzky,  Un  système  particulier  d'équations  intégrales  (121-128).  =  Juin:  A.  Buhl,  Sur  de  nou- 
velles applications  de  la  théorie  des  résidus  (152-158).  =  Juillet:  William  Wlrtlnger,  Sur  le  théorème  de 
M.  Hadamard  relatif  aux  déterminants  (175-179).  =  Août  =  Septembre  :  J.  Dolbnla,  Quelques  nouvelles 
remarques  sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et  sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes 
(2 17-2 31).  =  Octobre:  E.  Bounitzky,  Sur  les  solutions  singulières  des  équations  de  Raffy  (250-263).= 
Novembre  :  G.  Tzltzéica,  Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  de  révolution  (269-274).  —  J.  Tan- 
nery, Manuscrits  et  papiers  inédits  de  Galois  (Suite)  (275-308).  =  Décembre:  A.  Buhl,  Sur  de  nouvelles 
formules  de  sommabilité  (340-346). 

Paris].  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  [ii,  )t 

IVe  Série.  — Tome  VII  (1907). 
Mara:  R.  Bricard,  L'œuvre  d'AMÉDÉE  Mannheim   (97-1 11).  —  A.    de  Saint-Germain,    Sur   la    solution 
d'une  difficulté  qui  se  présente  dans  l'étude  de  l'équilibre  du  treuil  (111-115).  —  ^  Haag,  Étude  du  tore 
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rapporté  aux  cercles    d'Yvow    \  îll\rceau    (115-150).  —  D.    Tabacoff,   Q 

du  second  ordre  (1 50-1  33).  —  Avril:   T.  Latesco,  Sur  la  composition  des  formes  quadratique: 

—  A.  Hilaire,    1  a    théorème   attribué   à   Leibniz  (i>i-i$|). —  R*    8  (ricard),  Note  sir 

l'article  précédent  (153-155).  — 4    ^lht9  Sur  la  sphère  pédale  et  le  cercle  pèdal  (15  j-l>»X  —  6«  Faatmè, 

Sur  le  théorème  de  Feuerbach  (i>H-i6*)« —  Georges  Rémoundos,  Sur    les   forces    centrales   mulîiionno 

(163-16ÓJ.  —  A.  Laureaux,  Divisions  homographîques  sur  une  conique  (167-169),  —  Mal  :  Ch*  Mènj,$g 

la  divisâtnlilé  des  polynômes  entiers  a  plusieurs  variables  (193-234).  =Jnii  :  M.    Fauché,    Demonsmoai 

géométrique  du  théorème  de  Dupin  n  mes  de  trois  surfaces  qui  se  coupent    cmbqpa- 

lemeol    (241-248).  —  W,    Padé,    Sur    ta    réduction    en    fraction    continu  que    de    la    îaacm 

1   f     t'^^'^i  (249-255).  —  Lucien  Qodeaux,  Sur  une  surface  remarquable  du    quatrième  arirt 

CaSÎ"a57)-  «*-  a\  Math/,  Potentiel  d'une  couronne  circulaire  électrique  de    largeur    infiniment    mince  et 
de  densité  superficielle  (257-263),  —  £.  Mathy,  De  ce  m  position    en    éléments    simf 

la  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  ayant  un  infini  d'ordre  n.    Formation   des  coef- 
ficients. (263-266).  =  Juillet:  Gh>  Michel,  Sur  une  classe  de  quartiques  gauches  unicursales  (289-: 
Amsler,  Sur  les  propriétés  d'addition  d'une  suite  récurrente  considérée  par  D.  Bernoulli 
Farid  Boulad,  Sur  la  résolution  graphique  des  équations  linéaires   (304-311).  —  FaNd  Boutad,    Les  polj^ 
gones  corrélatifs  des  funiculaires  et  leurs  applications  (311-326).  =  Août:  fi.  Aidais,  Sur  le  calci. 
fonction  aiulytique  dont  on  connaît  la    partie    réelle    (337-341).  =  Septembre:  /  JuhehRénojf,   Saro 
problème  de  Mécanique  (385- >u> .).  —  Lucien  Qodeaux,    Sur   une  extension  à  l'espace  d'un    i  h  corani  U 
G  Kassmann  (395-399).  =  Octobre:  6.  Fontane,  Sur  les  formules  de  Salmon  analogues    aux    forsae 
de  PlOcker  (4|?*4Sf)>  —  Wûâ^,  Sur  un  réseau  particulier  de  courbes  coordo:  ,5-460).  —  1*« 

Godeaux,  Sur  une  surface  du  neuvième  ordre  (460-463),  =  Novembre  ;  G.  Hillêret,  Étude  sur  le  calce k 
n  par  des  formules  dérivées  de  la  théorie  des  périmètres  et  des  rayons  (481-491).  —  /?-  Bric&rt.  S» 
k  problème  d'ApOLLONius  et  sur  quelques  propriétés  des  cycles  (491-506).  =  Décembre  :  Emile  C^tm. 
A  propos  des  équations  de  M.  Appell  (529-539).  —  Ch.  Michel,  Sur  un  théorème  de  M.  PzcaW 
(SJ9-S4Î)'  —  Charrasse,  Sur  un  théorème  relatif  à  la  défûnnatioû  des  surfaces  gauches  ($43->4>J.- 
G.  Dumas,  Sur  le  probi  .-me  du  scrutin  (546-549). —  Table  des  Matières  par  ordre  méth 
(Tome  VII,  4e  série)  (577-585).  — Table  alphabétique  des  Auteurs  et  des  Noms  cite 


fat).  L'Intermédiaire  des  Mathématiciens. 

Tome  XIII  (1906):  H    12  (Décembre).  =  Tome  XIV  (1007):  NM  1-12  (Janvier-Décembre). 


ftaj.  Répertoire  Bibliographique  des  Sciences  Mathématiques. 

|trc  Série:  Fiches  j-iuo.  =  IIe  :  li  III  ;  Fiches  201-300.  ==  IVe  :   Fiches    30 

Ve:  Fiches  401-500,  =  VI<:  Fiches  501-600.  =  VIIe:  Fiches  601-700.  =  VIIIe:  Fiches  701-600  =  \V 
Fiches  8oi-900.=^Xe  :  Fiches  90  1  - 1 00«  ».  =  XIe  :  Fiches  1001-1100.  =  Xir  :  Fiches  1 101-1200.  =  XII! 
Fiches  1201-1300.  sx  XIVe:  Fiches  1301-1400.  =  XVe:  Fiches  1401-1500.  =  XVIe:  1501-1600. 


JWù], 


La  Revue  de  l'Enseignement  des  Sciences. 


Cimile   èc    RèdftCtiOBJ    B.  Blvtii.,  M™«  Hovrciii.   E    Btucct«,  M1«*  Ficoitit,  F,    Maiotti,    MP*  Mait». 
fc  M*t40uuit,  M^e  Mouagvu,  L.  F*stoo*uvx»  M'I<  SiitT,  G.  Tall*  «T.  A.  VUOL 

l*r*  Année  (1907): 

H°  I  (Janvier):  La  Revue,   Notre   programme   (i-j).  —  La   Revue,    Enquête   sur   renseignement 
Géométrie  (4-10),  —  imite  Harte,  Lettre  d'un  industriel  sur  l'éducation  mathématique  de*   auxiliaires  je 
l'industrie  (10-15).—/  Lemoine,  L'Optique  géométrique  et  les  ondes  lumineuses  (  î5-2u).=Nc  2 
P.  Mineur,  La  théorie  des  logarithmes  exposée  en  vue  de  leur  emploi  immédiat  dans  les  calculs  pr^ 
(33-37). —  d.  Durand,  Une  démonstration  simple   des   formules  d'addition  en  trigonométrie  (37-38^  = 
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M°  3  (Mars):  /,  Tannery,  Sur  la  définition  des  unités  dérivées  (65-69).  —  F.  Marotte,  Résolution  gra- 
phique de  l'équation  a  sin*  -f-  frcosx  =  c  (69-71).  —  Marcel  Brlllouln,  A  propos  de  l'article  de  M.  Le- 
Moinb  sur  l'Optique  géométrique  et  les  ondes  lumineuses  (71-72).  =  N°  4  (Avril):  A.  Grévy,  Examens  et 
examinateurs  (97-105).  —  C.  Roubaudl,  Le  programme  de  dessin  graphique  dans  le  premier  cycle  B  des 
Lycées  et  Collèges  (io6-m).  =  N°  5  (Mai):  La  Revue,  Notre  enquête  sur  renseignement  de  la  Géométrie 
(145-147).  —  A.  Grévy,  Examens  et  examinateurs  (147-155).  —  E.  Cahen  et  A.  Mauduit,  A  propos  de  l'article 
de  M.  P.  Mineur,  sur  la  théorie  des  logarithmes  (155-157).  =  N°  6  (Juin):  E.  Blute! ,  La  réforme  des 
Programmes  d'admission  aux  Grandes  Écoles  en  1904  (177-181).  —  Clairaut,  Préface  aux  «Éléments 
de  Géométrie»  de  Clairaut  (1741)  (181-185).  =  N°  7  (Juillet):  H.  Chénard,  Fusion  de  la  Géométrie 
plane  et  de  la  Géométrie  de  l'espace  (225-232).  —  A.  Sainte-Laguë,  Sur  le  calcul  pratique  (233-234). — 
£.  Huguenard,  Lettre  d'un  Professeur  de  Physique  sur  l'enseignement  du  Calcul  (234-235).  —  Jean  Blein, 
Le  principe  du  temps  minimum  (240-242).  =  N°  8  (Octobre)  :  A.  Pages,  La  notion  de  lieu  géométrique 
acquise  par  la  construction  graphique  (257-263).  —  f.  Blu  tel,  La  réforme  des  programmes  d'admission 
aux  Grands  Écoles  en  1904  (264-269).  =  N°  9  (Novembre):  La  Revue,  Notre  enquête  sur  l'enseignement 
de  la  Géométrie  (305-306).  —  A.  Varell,  La  Géométrie  enseignée  par  la  méthode  Méray  (307-312). — 
&-A.  Lalsant,  Sur  la  méthode  de  M.  Méray  pour  l'enseignement  de  la  Géométrie  (312-314).  —  Opinions 
sur  la  méthode  Méray  (314-318).  —  L  Cornet,  Une  démonstration  simple  de  la  règle  de  L'Hospital 
(318).  —  6.  Delvalez,  Marcel  Brlllouln,  L'Optique  géométrique  et  les  ondes  lumineuses  (319-327).  =  N°  10 
(Décembre):  F.  Marotte,  Paul  Montel,  A.  Thybaut,  Sur  l'équilibre  du  corps  solide  (353-359).  —  F.  Marotte, 
Les  «Nouveaux  Éléments  de  Géométrie»  de  M.  Ch.  Méray  (359-367).  — •/.  ternaire,  Une  démonstration 
simple  du  théorème  de  Stewart  (367-368).  — Table  des  Matières  de  la  Irc  Année  (1907)  (396-400). 

Fmrù],  Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées.  [i,  90 

Tome  XVIII  (1907). 
M°  I  (15  janvier):  Victor  Crémieu,  Le  problème  de  la  gravitation  (7-13).  =  N°  2  (30  janvier):  J.  Ré- 
veille, Le  Colonel  Mannheim  (49-50).  —  /?.  Bourgeois,  L'état  actuel  de  la  Géodésie  (XVe  Conférence 
de  l'Association  Géodésique  Internationale  tenue  à  Budapest  en  1906)  (54-64).  —  A.  Hol  lard,  La  théorie 
des  jons  et  ses  critiques;  à  propos  d'un  livre  récent  (72-76).  =  N°  3  (15  février).  =  N°  4  (28  février): 
Ernesto  Cesàro  (129-130).  —  Leopold  de  Saussure,  L'Astronomie  chinoise  dans  l'antiquité  (135-144). 
=  N°  5  (15  mars).  =  N°  6  (30  mars):  G.  Mllhaud,  DESCARTts  et  la  loi  des  sinus  (223-228).  =  N°  7 
(15  avril):  Sur  un  cas  asymptotique  du  problème  des  trois  corps  (261-262).  =  N°  8  (30  avril):  Ré- 
centes applications  de  la  théorie  des  équations  intégrales  (303).  =  N°  9  (15  mai).  =  N°  10  (30  mai): 
Maurice  d'Ocagne,  Les  progrès  récents  de  la  méthode  monographique  des  points  alignés  (392-395).  = 
H°  Il  (15  juin).  =  N°  12  (30  juin):  Les  chocs  dans  le  problème  des  trois  corps  (478-479).  =  N°  13 
(15  juillet):  Char/es  Jordan,  La  propagation  des  ondes  sismiques  (Première  Partie:  Étude  de  la  pre- 
mière phase)  (531-544).  —  Charles  Playoust,  Une  page  de  l'histoire  des  mathématiques  en  France  au 
XVIe  siècle  (550-552).  =  N°  14  (30  juillet):  Charles  Jordan,  La  propagation  des  ondes  sismiques  (Deu- 
xième Partie:  Étude  des  seconde  et  troisième  phases  (571-578).  =  N°  15  (15  août):  E.  de  Cyon,  Le 
labyrinthe  de  l'oreille  considéré  comme  l'organe  des  sens  mathématiques  de  l'espace,  'du  temps  et  du 
nombre  (634-638).  =  N°  16  (30  août).  =  N°  17  (15  septembre):  Maurice  Gandlllot,  Le  débat  sur  la 
Gamme;  les  conceptions  de  Pythagore  et  de  Descartes  (714-721).  =  N°  18  (30  septembre).  = 
N°  19  (15  octobre).  =  N°  20  (30  octobre).  =  N°  21  (15  novembre).  =  N°  22  (30  novembre)  :  Un  Traité 
de  Géométrie  inédit  d'ARCHiMÊDE  (Restitution  d'après  un  manuscrit  récemment  découvert)  :  I.  Intro- 
duction, par  M.  Paul  Palnlevê  (91 1-9 12);  II.  Notice  préliminaire,  par  M.  Théodore  Relnach  (913-914); 
Texte  du  Traité,  traduit  et  commenté  par  M.  Théodore  Reinach  (915-928).  =  N°  23  (15  décembre): 
Un  traité  de  Géométrie  inédit  d'ARCHiMÉDE,  etc.:  Texte  du  Traité,  etc.  (suite  et  fin)  (954-961).=^ 
N°  24  (30  décembre)  :  Table  analytique  des  Matières  contenues  dans  le  Tome  XVIII  (103 3-iotf 
—  Table  alphabétique  des  Matières  contenues  dans  le  Tome  XVIII  (1043-105 1) — Ta 
alphabétique  des  Auteurs  (105  2- 1062). 


Edition  Française 

publiée,  Après  l'cdition  allemande,  sous  1  s   Molk 

| Paris:  G  authier-Villars.  —  Leipzig:  B.  G.  Teup 


Tome    f:    Arithmétique 

rédige  ti  ins  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  François    MeYKB 

Volume  I  : 
Fa*C.  I  (io  août  1904):  J.   Tannery  et  /  Motk,  1  1.  Principes  fondani  l'Arithmé 

d'après  l'article  allemand  de:  H.  Schubeetl  (i-Ö2)+ —  H.   Vogt,  I  2,  Analys  .toire 

determinants,  [Jim:  E*  Netto]  (65-1^2). — i,  Motk,  I  }.  Nombres  irrationnels  61  nor 
A.  Pringsheiml  (t  ;}-)■  —  Fase.  2  (|0  mai   1907):    J.  Mo/*    (-208).  —  /   Höft,  J  : 
[Man  :  A.  PHngshehr  :8). 

Volume  II: 

Fa«C.  I  (19  novembre   too;)  :  ff.  Ifl  VevBSSeue,  I  ctions  nr 

Volume  III: 
Fase,  I  (io  juillei  E    Mnitfett    I  15.    Propositions    élémentaires    de    la    th 

\  Lient:  P*  Baehmann]  (1-75), —  £>  Cêtoen,  1  t6.  TI  Mimétique  des  formes.  [J 

Volume  IV . 
Fase    I  (20  mais  1906):  J,  Le  Roux,  I  20,  Calcul  des  probabilités.  \  Linn  :  E.  C2 über ]  ( 
doyer,  I  2 î.  Calcul  des  différences  et  interpolation.  {liUm  :  Ö.  Setmnov  et  J.  Bmtschinger] 


Bibliographie  Scientifique  Française. 

il  mei, luti   public,  MIEI  le*  Auspice*  du  Minutiti   nt  l'Ihìtructioj.  rutiiuoi.,  p*r  le  Bt» 

r  A  l  6  •  1 1      iMlltlillOIAL     DI      Là     L  l  I   I  f  «  i  T  t  H      KIIIITIUJU 

Tome  1  (1902).=:  Tome  11  (Année  1903)    i-!t  Section:  Sciences  Mathômatklues 
(A.  Ma  thématiques  pures,  —  ß.  Mécanique,  —  C  Physique. —  D.  Chimie  ronor 

téorologie.  —  G.  Minéralogie)  (iooj).  =  Tome  III  (Année  1904-1905).  Um  =To 

1905-1906),  Idem.  (  1 906). =Tome  V  (Année  1906-1907).  Idsm  :  N°4 12  (1907);  r  3  < 
M°  5  (iqui\ 
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na«*!;»««,  Pa.).  University  of  Pennsylvania  :  Annual  Report 

of  the  Provost  to  the  Board  of  Trustees. 

From  September  1,  1904,  to  September  1,  1905.  =  From  September  1,  1905,  to  September  1,  1906. 


lb«].  Annali  della  R.  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa.  [i,  90 

1 

fu»].  Il  Nuovo  Cimento.  [il,  &t 

Serie  V.  —  Tomo  XIV  (20  semestre  1907)  : 
Settembre:  f.  Daniele,  Sul  moto  spontaneo  di  un  solido  di  rivoluzione,  vincolato  per  un  punto    del- 
ibasse   di   simmetria   ad    un   cerchio    fisso    (Memoria    2-)   (161-182).  —  P.    Burgattl,   Sulla    formula   di 
Kirchhoff  e  sue  estensioni  (183-198).  —  6   Giorgi,  Il  concetto  di  Massa  nell'insegnamento  elementare 
biella  Meccanica  (225-245).  =  Ottobre:    T.  Levi-Civita,    Sulla    massa    elettromagnetica   (271-304).  —  G.  A. 
Alaggi,  Appunto  alla  sua  Nota:  «Sulla  teoria  dell'attrito,  etc.»  (338).  =  Novembre:  Roberto  Marco/ongo, 
Progressi  e  sviluppo  della  Teoria  mate/natica  della  Elasticità  in  Italia  (1870-1907)  (371-393)-  =  Roberto 
Marcolongo,  Saggio  di  Bibliografia  Italiana  sulla  Teoria  matematica  della  Elasticità  (393~410)- 

Arto].  Annaes  Scientifìcos  da  Academia  Polytechniea  do  Porta  [i,  9i 

Volume  II  : 

N°  I  (1907):  Niels  Nielsen,  Sur  les  séries  de  fonctions  sphériques  et  hypergéométriques  (5-18).= 
Ä|°  2  (1907):  Gino  Loria,  Sur  la  courbure  d'une  ligne  plane  dans  un  point  quelconque  (100-114). — 

Tsttriilchi  Hay  ash  i,  On  the  Integral    I       cot  — —  (x  —  a  —  i  b)  d  x  (1 1 5-1 18).  —  F.  Gomes  Teixeira,  Sobre 

Jo  * 

os  hyperbolismos  das  conicas  (119-126).  =  N°  3  (1907):  CI.  Serrais,  Sur  les  points  focaux  dans  les 
surfaces  du  second  degré  (1 31-154).  —  F.  Gomes  Teixeira,  Sobre  as  espiricas  de  Perseo  (160-165). — 
/#.   Wieleitner,  Note  sur  Taire  des  podaires  des  coniques  à  centre  (  180-183). 

Prag).  Bulletin  International  de  l'Académie  des  Sciences  [i,  9i 

de  l'Empereur  François  Joseph  I. 


Prag].  Rozpravy  Ceske  Akademie  óisare  Frantiska  Josefe  [i,  9i 

pro  vèdy,  slovesnost  a  uméni. 


Prag].     Jahresbericht  der  Kgl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschafben.      [i,  9i 

Für  das  Jahr  1906. 


Prag].  Sitzungsberichte  der  Kgl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften,    [i,  63 

Mathematisch-Naturwissenschaftliche  Classe. 
Jahrgang  1906. 

IX.  Frantisele  Kühler,  Vliv  zemského  magnetismu  na  ütlum  a  do  bu  kyvu  pri  urèenf  tvaru  zemë 
kyvadlov<'in  niêfenim  (1-63).  —  XII.  Franz  Rogel,  Ueber  die  Genauigkeit  der  planimetrischen  Construc- 
tìoncn  (  1-4-0.  —  Franz  Rogel,  Kachtrag  zur  vorstehenden  Abhandlung  «Über  die  Genauigkeit  planime- 
trischer  Constructionen  »  (1-2).  —  XV.  Lad  Fahoun,  O  upatnicich  paraboly  (1-4).  —  XVI.  Viricene  Jaro- 
llmek,  O  specialnim  kvadratickém  komplexu  tetraedralnim  (1-9). —  XXX.  K.  Zahradnfk,  Einheitliche  Er- 
zeugung der  bekannten  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  als  Zissoidalen  (1-19).  —  XXXV.  Ant.  Pleskot, 
Zur  linealen  Konstruktion   von    Kegelschnitten  aus  teilweise  imftj0n  -*\  —  Fachrb- 

gister.  —  Inhalt. 


Sutfl.  Rend.  Cire.  Matern.  PaUrmo,  vol.  II  (1907).  — 
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jv«f],  Sbornik  Jednoty  Ceskvch  Mathematik©,  v  Praze, 

Ciato  I  (1898):  Eduard  Weyr,  Projektjvni  geometrìe  zikladnvch  ülv; 
Cislo  II  (1899):  Fr.  Kolacekt  Hydrodynamik  (i-ix,  Cisto  Ml  (1899):  F.  i*  Sludn,  ■ 

do  nauky  o  determinante.  =  Öislo  IV  (1901):    ÒenU   Stroubal,    Mechanika    fi-xx.    1*670).: 

filalo  V  (1902):  Eduard  Weyrt  Pocet  dirTerencialnO    (f-XO,    1-416). —  filalo   V!  unit  Stmka, 

Akusuka  (l-xv*  1-462).  =  Cisto  VU  O902):  F*  J.  Studnicka,    Ivod    do    analytickc    geometrie   *  ratiol 
(1-244).  =  fiislo  VIII  1  :■.■  'P    Jan  Kolon  I    jistveh    a  pUjtó 

(1-255).  =  Ëîsfo  IX  (1904)-  Frantilek  Kolàïek,  Elektfraa  a  magnetisnus  (i-x.  M 


Prag),  Óasopis  pro  pèstovâni  Matheraatiky  a  Fysiky. 

Rocnik  XXXV  (1905-1006): 

Stelo  IV:  Ant.   Ublckf,  Cvod  do  vcktorové  analyse  (:^iii\  —  K.  Petr,  Xëkolik  pornirac-. 
untech  (511-321).  —  Jos,  Theurer,  O  thermodynamice  dèju  neprcvratnfch  (521-546),  =  6islo  V: 
4/rt.  £#>/<?*£  Lvod  do  vektorové  analyse  (409-441).  —  Obs  ah. 

Ro£nlk  XXXVI  (1906-1907): 

fiislo  I:  Bedhch  Prochizka,  Koustrukce  te&ny  e  vlastnfho  stinu  ÛM  plochich  rome 

—  Karel  Zahrndnlk,  Prispèvek  k  theorii  dirTerencialnfcfa  rovnic  lîneârnich  (913).  —  K*  Rychtïk,   Po 
k  theorii  imcrpolace  (13-44). —  Frani.  KadeHrek,  Zcela  el«  t3kaz  Pclxova  roz-'ifeni  Dau 

very  (44-48). —  IT,  Ptf/%  Poznimka  o  vête  Descartesov^  a  vètê  BuDAKovê    (.j9-54).  =  ftato   U-  4tt 
Llbtckf,  Cvod  do  vektorové  analyse  (121-1 34).—^.  Pleskott  Poznimka  '  ivanl  redonllniA  &r 

(134-136). —  K,  Pair»  Poznimka  o  STOUMOvvch  fi  |6*I4l).-*-  4  :'d.mal,  Ob  hpv%< 

(141-143)-  =  Ci«lo  III:   K*  JeUbek,  O  jistfch  drkuUrnfch   kfivkich    stupuè  ctvrtého   s   lì 
dotyenvm  (233-259).  —  Ant  Pleskoi,  0  jäte  1  sou  vis  ici  ve'  tè 

(2 $9-243).  —  K.  Petr,  O  jednom  rozstfem  rozvoje  CLLnscH  GoROANuva  (24 ^-2  s  0-  —  Ant  Ut 
do  vektorové  analyse  (25 1-271).  =  filalo    IV:    Ant.   Liblckt,  ò   analyse    (345-355) 

Frant  $raf,  O  ur£eni  grupy  bypergeomctrické  di  fier  en  cidi  uf  rovnice  (}Ç4-Î^3)- 


Jtimn].  Travaux  scientifiques  de  l'Université  de  Rennes. 

Tome  V  (1906): 

A  Le  Roux,  Sur  le  groupement  des  intégrales  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  don 
variables  indépendantes  (5-56), 

Tome  V  (1906).  — 2*  Partie, 


Roma].                                Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  m,  *m 

Anno  CCCrV.  1907.  —  Smit  Qvimt*  =  Rendiconti  (Classe  di  5  ìc,  Matematiche  e  N*u.r 

Volume  XVI,  — 2°  semestre  1907: 

Fase.  4  (18  agosto):  Luciano  Orlando,  Sull'equazione  differenziale  At  u  -j-\u*=*C  -  To* 

maso  Boggio,  Nuova  risoluzione  di  un    problema    fundamentale    della  teoria    dell'eli  *Sj)-= 

Fase.  5  (i°  settembre):  Francesco  Sererj,  Al                                                li  per  la  geomct  vinai 

algebriche  (33^-344).  =  Fase.  6  (i S   settembre):    Giuseppe    Lauricella,    Sulla    integrazione  dell'equa™?« 

A<K  =  o  (373-383).  —  Tommaso  Boggio,  Sull'equa  Tje  ebsòck 

(386-395).  =  Fase.  7  (6  ottobre):  Tommaso   Boggh,   Detem                 della    deformatone  di    un 
elastico  per  date  tensioni  stipe                :  1-4 4 9)  —  Eugenio  Elia  U 

s=  Fase.  8  (20  ottobre):  Antonio  Garbasso*  Traictt.  meno  botro*) 

e  non  omogeneo  (518-52;).  =  Fase.  9  (s  novembre):  Luciano  Orlami               alcune  equ  tcgnfl 

(601-604).  —  Eugenio  Ella  Levi,   Sulle  equazio                           pél 2), —  Tommaso  Boggio,    \w  e  ^ 
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l'equazione  funzionale  che  regge  la  caduta  di  una  sfera  in  un  liquido  viscoso  (Nota  Ia)  (613-620).= 
F*8C  IO  (17  novembre).  =  Fase.  Il  (i°  dicembre):  Carlo  Somigliarla,  Sulla  teoria  maxwelliana  delle  azioni 
*  distanza  (719-729). —  Tommaso  Boggio,  Integrazione  dell'equazione  funzionale  che  regge  la  caduta  di 
una  sfera  in  un  liquido  viscoso  (Nota  II*)  (730-737).  =  Fase.  12  (15  dicembre):  T.  Levi-Civita,  Sulle 
onde  progressive  di  tipo  permanente  (777-790).  —  0.  Tedone,  Un  teorema  sulle  equazioni  delTelasdcita 
(79S-799)-  —  Indice  del  Volume  XVI,  serie  sa.  Rendiconti  1907.  20  Semestre.  (813-821). 


Imm].  Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  [i,  53 

Anno  CCCIV.  1907. 

Rendiconto  dell'adunanza  solenne  del  2  giugno  1907  onorata  dalla  presenza  di  sua 
Maestà  il  Re.  VoL  II  (269-349). 


M*md\.  Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  [i,  9i 

Memorie  (Gasse  di  Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali). 

Roma].  Annuario  della  R.  Accademia  dei  Lincei. 

1907. 

CCCIV  della  sua  fondazione. 


Xmm].  Annuario  del  Ministero  della  Pubblica  Istruzione. 

1907  (Marzo). 


4«m].  Rassegna  contemporanea, 

diretta  da  G.  A.    di    Cesìiò    e    Vincenzo    Picardi. 

Redattore  capo  :    Eicon    Ritalt  a. 

Iniziatori  :  -PiiTto  Lanza  di  Scalea,  G.  A.  di  Cesano,  Vincenzo  Picandi,  Fabrizio  Alluta  di  Pistrat agliata. 

Anno  I  :  Fase.  I  (Gennaio  1908). 


st.-pitersbourg\.    Bulletin  de  l'Académie  Impériale  des  Sciences  de  St.-Pétersbourg.    [i,  9i 

Ve  Série.  Classe  Physico-Mathématique: 

Tome  XXII  (1905).  =  Tome  XXIII  (1905).  =  Tome  XXIV  (1906):  A.  Markov,  Nouveau  cas  du  problème 
de  Poncelbt  sur  l'expression  approximative  de  la  racine  carrée  d'une  somme  de  carrés  (65-81). 

VIe  Série.  — Tome  I  (1907): 

M°  I  (15  janvier).  =  N°  2  (icr  février).  =  N°  3  (15  février):  A,  Markör,  Recherches  sur  un  cas 
remarquable  d'épreuves  dépendantes  (61-80).  =  N°  4  (icr  mars).  =  N°  5  (15  mars).  =  N°  6  (Ier  avril). 
=  N°  7  (15  avril).  =  N°  8  (ier  mai).  =  N°  9  (15  mai;.  =  N°  10  (1«  juin).  =  N°  »(15  juin).  =  N°  12 
(15  septembre).  =  N°  13  (icr  octobre).  =  N°  14  (15  octobre).  =  N°  15  (ier  novembre).  =  N°  16  (15  no- 
vembre): A.  Markov,  Sur  quelques  cas  des  théorèmes  sur  les  limites  de  probabilité  et  des  espérances 
mathématiques  (707-714).  =  N°  17  (icr  décembre):  N.  Bulgakov,  Le  commutateur  rectifiant  la  décharge 
oscillatoire  (769-787).  =  N°  18  (15  décembre):  Table  des  Matières  du  Tome  I  db  la  VIe  serib 
(845-856). 

st.-Pitsrsbourg].  Mémoires  de  l'Académie  Impériales  des  Sciences  p.  * 

de  St.-Pétersbourg. 

Stockholm].    Bihang  till  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademieni 
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siothheh*},  Arkiv  for  Matematik,  Astronomi  och  Fysik. 

Band  III 

Hafte  2  (9  npril   1007):  9.  R.  Mattson,  Étude    sur  une    Fonction    entière  (1  01,  Olmn,  1 

de  Brum's  rota  ti  on  sprobi  e  m  (1-8). —  II,  V,   Watfrld  Ekman,  On  the  roduced  by  1 

bution  of  Pressure,  which  travels  over  the  Surface  of  Water  (i-i8).  —  12.  Erik  Holmgren,  Sur  unci??!* 

de  M.  Volterra  (1-4).  —  1  j    H*  r.  Zeipel,  Om  den  int:  r<lsea 

natur  i  trekropparsproblemct  och  andrà  dyn.iuiska    uppgifter  (i-iS), —  14.  £    W-  Qttm  fa 

Theorie  der  Karl  Bohfln,  Über  integrieret.. 

toren  eines  Systèmes  von  Differentialgleichungen  (1-47). —  17.  Edmund  Landau,  Über  einen  Ko 
satz  des  Herrn  Phragmén  (i-io).—  A  5.   Wlgert,  Sur  Tordre  de  grandeur  du   nombre 
d'un  entier  (1-9).  —  20.  C,   W.  Oseen,  Zur  Theorie  der  Bewegung  einer  reibenden  Flüsse 
Haft©  3-4  (11  november  Ko;)     21,  C.  W.  Oseen,  l  lische  For 

ktionen  n  .  —  22.  Henrik  la    solution    de    ce  >ilas 

fonctionnelles  (118). —  23.   V*   Walfrid  Ekmnn,  Über  die  Schw;  -weier  benach borten  dekîrâd» 

Dipole  (1-52). —  24.  C.   W.  Osten,  Zur  Tbl  enden  Rassig 

har  ßendtxson,  Sur  les  equations  aux  dem  ordre  dans 

—  27.  A.   Wtman,  Über  die  metazyklischen    Gleichungen   vom    Grade  pJ   (1  io). — 28.  A,   Wirnan, 

gewisse  imprimitive  Gleichungen  (1-2), —  Jo.  Ivan  Botin,  Berâkmng  af  attrakrïonen  meli .1 

e 

kraften    är    omvändt   proportioneil    mot    hôgre   potens  af    afstandct    (i-8).  =  Treoje     Ba 

o 
NEHALL   (llMV). 

SiocHoin,).  Astrononriska  Iakttagelser  och  Undersökningar. 

Sittkhtim).  Acta  Mathematica. 

XXXI: 

I  (1907):  H*  Poincaré,  Sur  l'uniformisation  des  fon  et  ■    ■  :  63). —  L  Schlesinger,   Suri 

solution  du  problème  de  Kifmann'  (65-69),  —  Ed.  Musson,  Sur  un  théorème  de  M,    Poincaré,  rchri 
ment  au  mouvement  d'un  soll 

5hrfff«rr].  Mathematisch- naturwissenschaftliche  Mitteilungen, 

Il   Series.  -  VII.  Band  : 

2.  Heft  (Oktober    1905):    L.    Pilgrim,   Binomische    und    nino  n    algebraische 

Flachen  (^46).  =  3.  Heft  {Dezember  J^o>):   Junker,  Dk    Invarianten    und  icr  ti- 

27 1  ).  —  Hermann  Heefer,  Eine  Aufgabe  aus  der  Pro:  Jung    (71-74).  <— £  Aas» 

merell,  Die  gamaanlfeen  positiven  Losungen  der  unbestimmten  Gleichung 
—  Inhaltsverzeichnis  vom  Band  VII  (> 

II    Series.- Vili   Band: 

I,  Heft  (Mai   1906):  Junker,  Die  Invarianten  und  Semìinvarianten  einer  binären  F  -  Enti 

Wôlfflng,  Kettcnkoniitanten  u.  Ketten  von  Polarsystcmeu  (27-31).  =  2.   Heft  (Juni    :  But  l>* 

Entwicklung  des  Funktionsbe  ty).  —  f*  Geck,  Stammfunktion  und  bestimmtes  Integral  1 

=  3.  Heft  (Oktober  1906):  F,  (eck,  Stani .11  funktion  und  l  Integral  (65-72).  —  £.  Kòsllln,  Ofcer 

eine  Transformation  ebener  Kurven  (72-99). —  Inhaltsverzeichnis  von  Band  VIII  (100), 

II    Series  —IX  Band: 

I.  Heft  (März  1907):  H.   Wieteltner,  Über  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  M akkhei Mischen 
Kurve  (1-9). —  £♦  Kßstlin,  Erzeugung  einer  speziellen  Gattung  von  Richrungskurven,    nui    Hïlfc  der  r* 
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Kurven  dritter  Ordnung,  deren  Doppelpunkt  im  Endlichen  liegt  (9-21). —  f.  Kost/in,  Über  eine 

1  dente  Kurve,  von  der  die  gemeine  Zykloide  ein  Grenzfall  ist  (2 1-30). =2.  Heft  (September  1907)  : 

retell,  Durchmesser  ebener  algebraischer  .  Kurven   (35-46).  —  //.    Wiener,    Die   Rektifikation   der 

«so  Kurven  (46-50).  —  L    Pilgrim,  Vereinfachte  Behandlung  der  schiefwinkligen  Koordinaten  im 

5*-64). 


Tôkyô  Sûgaku-Buturigakkwai  Kizi-Gaiyô.  [i,  S4 

(Procebdinqs  of  tri  Tòsto  Mathematico-Physical  Society). 

Volume  III. 

*     (July»  1906)  •  T.  Terada,  On  the  Vibration  of  a  Bar  floating  on  a  Liquid  Surface  (103-109).  = 

"September,  1906):    T.    Hayashi,    Some    Questions   in    the    Hyperbolic    Geometry   (1 17-122). — 

*<&M  and  M.  Sato,  The  Symmcdian  Point  of  a  Polylateral  (123-125).=  No.  8  (September,  1906): 

-»A/,  Seki's  Daijutsubengi  and  Byddai-meichi  (127-141).  =  No.  9  (November,  1906):    8.  Hi  ray  am  a, 

Harmonic  Analysis  of  Sun-spot  Numbers   (159-164).  —  D.    I sitarti,    Note  on   the    Formula  for 

ting  the  Period  of  Seiches  (170  175).—  T.  Terada,  Notes  on  Seiches   (174-181).  =  No.    10  (De- 

-     1906):    T.    Hayashi,   Seki's   KaihU-Honpen,  Hnjbi^Ensan,    and    Sandatsu-Kempu    (183-201),  — 

'(yt,  A  Note  on  Lie's  Theorem  on  Integrating  Factor  (202-204).  —  R.  Endo,  (Four  Series  of  Works 

i*s  School)   (205-209).  =  No.   II   (January,    1907):    T.    Yoshiye,  On   the   Integration   of  Linear 

itial  Equations  of  the  Second  Order  (21 1-219).  =  Contents  of  Volume  III  (i-ii). 

Tôkyô  Sûgaku-Buturigakkwai  Kizi 

(Proceedings  op   the  Tôkyô  Mathematico-Physical  Societt) 

2nd  Ser.  —  Vol.  IV  : 

-     (Feb.,  1907):  Shizuwo  Sano,   Theory    of  Thermoelectricity    (2-26).  =  No.  2   (Mar.,  1907).= 
^  April,  it;o7):  8.  Nakagawa,  Über  die  Configuration  der  12  Berührungspunkte  der  3  Mal  4  Tan- 
"welche  aus  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Curvenpunkten  a,  ß  und  y  einer  Curve  3.  O.  Ff 
•^   gelegt  werden   können   (52-56).  —  H.  Nagaoka,  On  a  Residual   Phenomenon   illustrating   the 
~*ocks  of  Earthquakes  (66-68).  =  No.  4  (May,  1907):  Kawakita-Tyôrln,  (Genealogy  of  Seki  School 
*raese  Mathematics)  (88-94).  —  Endô-Ritel,  Works  of  Seki-Kôwa  (94-96).  =  No.  5  (June,  l9°l)' 
&**8,  On  the  Jacobian  Ellipsoid  (98-112).  —  H.  Nagaoka,  Note   on   the   Propagation    of  Oceanic 
<i  1 3-1 14).  —  S.  Nakagawa,   Über   die   perspective   Lage   zweier   affinen    Felder  (115).  =  No.  6 
x  907):  T.  Karlya,  Sur  les  formules  de  Jacobi  et  d'AMiGUES  (1 18-122). —  7\  Terada,  On  Trans- 
forations of  Wooden  Plates  (122-125).  =  No.  7  (August,  1907):  T.  Tanakadate,  On  the  Theory 
"^bow  (134-146).  —  J.  Naito,  Curves  of  Constant  Inclination  (147-158).  =  No.  8  (September,  1907): 
^*    Curves  of  Constant  Inclination  (160-172).  —  T.  Hayashi,  On  the  Algebraic  Curve  whose  Points 
^r^ection  with  any  straight  Line  can  be  determined  by  Means  of  Ruler  and  Compasses  (173-176). 
^Aagawa,  Zur  Theorie  des  GAUSs'schen  Krùmmungsmaasses  (176- 186).  =  No.  9  (October,   1907): 
^*>ka,  Note  on  the  Mutual  Inductance  of  Coaxial  Coils  (192-195).  —  8.  Nakagawa,  Ueber  eine  Con- 
*^in  von  15  Punkten  und  Geraden  (196-200). 


Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino.  [i,  9a-93 

Volume  XLII  (1906-907): 

%tp*  I*  :  Orazio  Tedone,  Sopra  alcune  formole  fondamentali  della  dinamica  dei  mezzi  isotropi  (6-13). 

^flo  Zanottl  Bianco,  1  concetti  moderni  sulla  figura  matematica  della  Terra.  Appunti  per  la  storia 
Geodesia.  [Nota  Vj.  (25-46). —  W.  H.  and  8.  Chisholm  Young,  Note  on  Bertini's  Transformation  of 
ve  into  one  possessing  only  Nodes  (82-86).  —  Ruggiero  Torelli,  Sui  sistemi  algebrici  di  curve  appar- 
i  ad  una  superficie  algebrica  (86-99).  —  0.  Bura/i-Fortl,  Sopra  alcune  operazioni  proiettive  applica- 


Ito        SUPPLEMENTO  Al   HEHÙICOHTI  OEL   CIRCOLO  MATEMATICO   Dt   PALERMO, 


bili  nella  Meccanica  (loo  120),  =  Disp,  V  e  3*  :  Ottavio  Zanottl  Bianco,  I  moderni  stilb  àgua 

rnatematL-  erra.  Appunti  per  b  107-191)  —  fr  So 

Relazione  sulla  Memoria  7f  Miraggio  del  Prot.  A.  GarbaSSO  (201).  —  Ernesto  Laura,    Sopra   i 
di  quattro  forze  in  equilibrio  (210-215),  =  Disp.  4*  e  5\  =  Disp.  6*  :  Camillo  Guidi,  GioYas»!  Battisi 
Faveko  ;  Commemorazione  (518520).  =  Disp.  7":  0.  Buralì-forti,  Sulle  omografia   ve 
=  Disp.  8*:  Orazio  leeone,  Su!  e  dell'integrale  di  Poisson  relativo  all'equazione  dei 

ritardati,  al  caso  dell'isotropia  elastica  (;i6->2i).  =  Disp.  9A  :  H.  Lebesgue,  Sur  les  trans  forma  nom  pi 
tueUes,  trans  fon  nan  t  les  plans  en  on  peut  des  procédés  analytiques   < 

C.  Sagre,  Le  congruenze  r  \  retiti  a  due  superficie    rigate   (559-5 ><>)•  =  OI»p-    10* 

Morera,  Intorno  all'equilibrio  dei  corpi  elastici  Disp,    II*:    C&rto    Somigliarti, 

alcune  mdamentali  della  dinamica  dei  mezzi  isotropi  [Noti  Iltj  (765-779).  =  DÌ«p«  Vté 

Enrico  Gatti,    Ricerca    intorno    alla  »ne    dei    punti  nelle    lenti    sferiche   ( 

Disp,  14*;  Pilo  Predella,  Ricerche  sulle  Inch«  di  uno  spazio  ad  JJ7-9)*). 

Disp.  15*  :  Corrado  Segret  Su  una  classe  di  s  :  :izì,  legata  colle    equazioni   hneari  1 

derivate  par/uli  di  2°  ordine  (1047-1079),  —  Gaetano  Scorza^  Intorno    aUe    corrisponderne  (/>,  ^)  ss 
curve  di  genere  />  e  ad  alcune  loro  apj  >).  —  Ernesto  Laura,  Sulla    ìntegra/-. 

sistema  di  quattro  equa/:  nuziali  lineari  I  liante    gobbo  per    mezzo  di  due  equazioni 

RicCATi  (108^-1108).—  Indice  del  Volumi  XLI1  (1229-1239). 


Ton*»},  Memorie  delia  Reale  Accademia  deile  Scienze  dì  Torino» 

Serie  II*  —  Tomo  LVII  (Scienze  Fisiche,  Matematiche  e  Naturali)  (1907): 

Ugo  Arnaldi,  Sui  gruppi  continui  infiniti  di  trasformazioni  di   contatto    dello  spazio  (141-220).  —  ** 
Pìzzettl,  Intorno  al  grado  di  approssimazione  che  si  raggiunge  nel  risolvere  i  triangoli    geodetici  sopri 
una  superfìcie  qualunque  (255-286). 


Torino  j . 


Osservazioni  meteorologiche  fatte  all'Osservatorio 

della  R,  Università  di  Torino; 

nell'anno  1906.  (1907). 


Törin*].        Annuario  astronomico  pubblicato  dal  R.  Osservatorio  di  Torino  \ 

pel  1905.  (1905). 


To  rimo]. 


Revista  de  Mathematica. 


Formulario  Mathematica. 


Torino],         Bollettino  di  Bibliografia  e  Storia  delle  Scienze  Matematiche. 

Anno  IX  (1906): 

Fase.  3  (Luglio,  Agosto  e  Settembre)  :    Gino  L&ria%    Matematica  e  Matematici    del    Giappone  (a  p 
posito  di  un  opera    recente)  (65-72).  ss  Fase.  4   (Ottobre,    Novembre  e  Dicembre)  :    Indice  dej 
(129-132).  sa  Indice  (tu-iv). 

Anno  X  (1907), 

Fase.  I  (Gennaio,  Febbraio  e  Mario).— Fase.  2  (Aprile,  Maggio  e  Giugno):   A*  Garbasse,   Probi 
della  Sdenta  (a  proposito  di  un  libro  di  Federico  Enriques)  (ì3*J7). 


Toronto], 


Proceedings  of  the  Canadian  Institute. 
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Tronto].  Transactions  of  the  Canadian  Institute.  [i,  9J 

Toulouse].     Annales  de  la  Faculté  das  Sciences  de  l'Université  de  Toulouse.  [i,  9y 

IIe  Série.  —  Tome  VIII  (Année  1906) 

(30e  Volume  de  la  Collection)  : 

Faso.  N°  2  :  H.  Bouasse  et  Berthler,  Déformations  d'un  cylindre  de  section  rectangulaire  par  enroule- 
ment et  déroulement,  dans  une  hypothèse  simple  (241-259).  —  H.  Bouasse  et  Berthier,  Sur  l'enroule- 
ment des  fils  sur  un  cylindre  et  les  ressorts  à  boudin  (261-287).=  Fase.  N°  3:  É.  Goursat,  Sur  les 
familles  de  surfaces  à  trajectoires  orthogonales  planes  (289-293).  —  H.  Le  Vavasseur,  Les  sous-groupes 
du  groupe  linéaire  homogène  à  quatre  variables  :  sous-groupes  à  un  et  à  deux  paramètres  (295-392). 
=  Faso.  N°  4  :  Charles  Hlquler,  Sur  quelques  principes  généraux  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  (393-426).  —  Ê.  Goursat,  Recherches  sur  la  théorie  des  caractéristiques 
(427-475).  —  Table  des  Matières  (476). 

IIe  Série. —  Tome  IX  (Année  1907) 

(si«  Volume  de  la  Collection)  : 

Fase.  N°  I:  D.  Salnt-Blancat,  Action  d'une  masse  întramercurielle  sur  la  longitude  de  la  Lune  (1 -103). 


Upsala].  Nova  Acta  [I,  64 

Regiœ  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis. 

Sériel  Quart».  —  Vol.  I  : 

Fase.  Il  (1906-1907):  4.  M.  Falk,  Einiges  über  die  Function  t(J)  und  ihre  Anwendung  auf  elliptische 
Functionen  (1-29). —  s.  Gustaf  Granqvlst,  Untersuchungen  über  den  selbsttönenden  Wellenstromlichtbogen 
(1-62).  —  8.  M.  Falk,  Ucber  die  Haupteigenschaften  derjenigen  analytischen  Functionen  eines  Arguments, 
welche  Additionstheoreme  besitzen  (1-78).  =  Index  Actorum. 

Vtn*iia].  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti.  [i,  63 

Wars^awa].  Prace  Matematyczno-Fizyczne.  (En  polonais).  [i,  93.94 

Tom  XVIII  (1907): 

W.  Sierplnskl,  Sur  la    sommation    de  la  série  y_T (»)/(«),  ou  t(»)  signifie  le  nombre   de  Composi- 
tiva 

lions  du  nombre  n  en  une  somme  de  deux  carrés  des  nombres  entiers  (1-59).  —  A.  Denlzot,  Contribu- 
tion à  la  théorie  de  la  perspective  axenométrique  (61-79).  —  6.  Mlttag-Leffler,  Sur  la  représentation  ana- 
lytique d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  monogène  (Traduit  par  8.  Dlcksteln)  (81-141).— K.  Zorawskl, 
Notizen  aus  dem  Gebiete  der  Differentialgeometrie  (143-169).  —  6.  A.  Miller,  On  the  groups  generated 
by  two  operators  of  order  three  whose  product  is  of  order  four  (235-240).  —  Table  des  Matières 
du  Tome  XVIII  (245-246). 


Warsaw).  Wiadomoóci  Matematyczne.  (En  polonais). 

Redaktor  i  Wydawca  S.  Dickstein. 

Tom  XI  (1907): 

Zeszyt  1-2-3-4:  H.  Merczyng,  Équation  différentielle  de  Fourier  —  -  =  A\2  V  et  son  application 
à  la  connaissance  des  phénomènes  naturels  (Géophysique,  Electricité,  Diffusion,  Mouvement)  (1-23). — 
W.  Smosarski,  Les  travaux  de  M.  Margules  sur  les  oscillations  périodiques  de  la  pression  barométrique 
(25-59).  —  £•  Ceserò,  Nouvelle  méthode  pour  l'établissement  des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique 


MO).  -' 


!\r^ 


Wmthmjtoml 


Memoirs  of  the  National  Academy  of  Sciences. 


Wmihmgtùn).  Bulletin  of  the  Philosophical  Society  of  Washington. 

Vol  XVT  pp,  1-26  (January   1907). 


Wathmgtam). 


Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the 
Smithsonian  Institution, 

For  the  Year  Ending  June  30,  1905.  (1906). 


Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften. 
Abteilung   lia, 
CXV,  Band  {Jahrrang  1906); 

IX  Heft  (November):  L.  de  Baff,  Die  RADAU'schen  Theorie  der  Refraktion  (1365 
Leorii  Über  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen  glcichmâssig  sich  drt! 
Rtuptsp*finmtgsrichtongeii  die  Kootdinitenfkhtungen  sind  (1423-14^4),  —Heinrich  Mach 
Beweis  für  das  MAXWEix'sche  Gesett  der  Gesehwindigkritsvert  ilung  (  f 45  5- 1459).  —  A 
das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen  gleichmäßig  sich  drehenden  Drehungskörper, 
nungsrichtun gen  die  Koordinatenrichtungen  sind  (1441  *4S°)  —  Georg  Pick,  Über  nir 
lineare  Differentialgleichungen  /weiter  Ordnung  (i  47  > -1 48?).  =  X.  Heft  (De/em  ber)  :  An 
Rotational  un  elektrostatischen  Drehfelde  (1659-1690).  —  Eduard  Doterai,  Das  Probk 
1  Punkte  in  der  Photogrammeîric  (1691-17 1 9).  s=  Inhalt  (v-vui).. 

CXVl.  Band  (Jahrgang  1907): 

I.  Heft  (Jänner)  :  W.  Fr,  Meyer,  Zur  Theorie  der  Drehungen  und  Quaternionen  (r  j 
(Februar):  F.  Hocevar,  Über  die  Bestimmung  der  quadratischen  Teiler  algebraischer  Fi 
—  Friedrich  Hopfner,  Untersuchung  über  die  Bestrahlung  der  Eide  durch  die  Sonne  mit 
der  A  Wämiestrahlen  durch  di«  c  I  uft  nach  dem    Lam 
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lahl  inkongruenter  Werte,  die  eine  ganze  Funktion  dritten  Grades  annimmt  (895-904).  —  Erwin  Kruppa, 
Ober  den  Pohlke'schen  Satz  (931-936). —  4.  Klingatsch,  Die  Fehlerflachen  topographischer  Aufnahmen 
(937-974). — Anton  Lampa,  Über  eine  einfache  Anordnung  zur  Herstellung  eines  elektrostatischen  Dreh- 
feldes (987-994).  =  VI.  Heft  (Juni)  :  Egon  Ritter  v.  Schweizer,  Studien  über  die  Anomalien  im  Verhalten 
der  Dielektrika  (1019-1080).  —  Heinrich  Mache,  Grundzüge  zu  einer  Theorie  der  Explosionen  (1081-1104). 
—  Heinrich  Mache  und  Josef  Tagger,  Eine  einfache  Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmeleitungskoiistante 
von  Flüssigkeiten  (I.  Mitteilung)  (1105-1110). 


wun].  Pubblicationen  der  v.  Kuffher'schen  Sternwarte.  [i,  94 

men).  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik.  [ii,  u 

XVIII.  Jahrgang  (1907): 

3.,  4.  Vierteljahr  :  Paul  Roth,  Über  Beziehungen  zwischen  algebraischen  Gebilden  vom  Geschlechte 
zwei  und  drei  (161-179).  —  Josef  Plemelj,  Über  lineare  Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie  (180-2 11). 
—  J.  Neuberg,  Über  orthologische  Tetraeder  (212-218).  —  Georg  Pick,  Über  die  zu  einer  ebenen  alge- 
braischen Kurve  gehörigen  transzendenten  Formen  und  Differentialgleichungen  (219-234). —  V.  Furlan, 
Über  das  MERTENs'sche  Posmlat  |ff(n)|  Z_  ^(235-240).  —  L  Klug,  Über  die  Orte  der  Punkte,  aus 
welchen  ein  Kreis  durch  spezielle  Kegel  projiziert  wird  (241-244).  —  f.  Oeklnghaus,  Die  Rotationsbe- 
wegungen der  Langgeschosse  wahrend  des  Fluges  (245-314).  —  Paul  Ernst,  Ein  Analogon  zur  Man- 
NHEiM'schen  Kurve  (31 5-3 16).  —  Georg  Pick,  Zur  Theorie  der  hypergeometrischen  Integrale  am  ellip- 
tischen Gebilde  (317-320).  =  Inhaltsverzeichnis  (i-iv). 

XIX.  Jahrgang  (1908): 

I.,  2.  Vierteljahr:  Heinrich  Tietze,  Über  die  topologischen  Invarianten  mehrdimensionaler  Mannigfal- 
tigkeiten (1-118).  —  M.  Lerch,  Über  einige  Punkte  der  Theorie  der  EuLER'schen  Integrale  (1 19-147). — 
Paul  Ernst,  Zusammenhang  zwischen  dem  KüPPER'schen  und  PLÜCKER'schen  Konoid  (148).—/  A, 
Gmelner,  Einige  Bemerkungen  zu  dem  WEiERSTRASs'schen  Kriterium  für  unendliche  Reihen  mit  kom- 
plexen Gliedern  (149-163).  —  Niels  Nielsen,  Über  das  Produkt  zweier  Zylinderfunktionen  (164-170). — 
Theodor  Schmid,  Bemerkung  zur  EuLBR'schen  Gleichung  (1 71-174). 


Zaragoza].  Revista  trimestral  de  Matematica^,  [i,  &j 

Afio  VI  : 
Num.  21  fSeptiembre  de  1906):  Virginio  Retali,  Sobre  una   transformadon   plana   doble   de   segundo 
ordeu   (1-1 2).  —  Rodolfo  Gulmarües,   Sobre   ei  cfrculo   de  Joachimstal  (16-19).  —  J.    Rius  y  Casas, 
À  nuestros  lectores  (i-vili) 

[È  sospesa  la  pubblicazione  di  questo  periodi«.  —  N.  d.  R.]. 


Zaragoza].  Anales  de  la  Facultad  de  Ciencias  de  Zaragoza. 

Director:  D.   Paulino    S  a  vi  rów.  —  Secretano  de  redacción  :  D.  José    Rius    y   Casas. 

Aito  I: 
Num.  I  (Marzo  de  1907):  La  Redacción,  Nuestros  propósitos  (1-2).  —  Giuseppe  Pesci,  Sobre  el  cuadri- 
latero  plano  inscriptible  y  circunscriptible  a  un  circulo  (3-7).  —  6.  Afasia  de  Quesada,  Relaciones  entre  la 
teoria  de  los  numéros  y  la  de  los  grupos  de  operaciones  (8-22). 


Zürich].        Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich. 

Unter  Mitwirkung  der  Herren  Prof.   Dr.   A.  Heim  und  Prof.  Dr.  A.  Laug 
herausgegeben  Ton  Dr.  Ferdinand    Rudio,  Professur  am  Eidgenössischen  Polytechnikum. 

LH.  Jahrgang  (1907): 
1/2.  Heft  (29.  Juni  1907):  Ernst  Meissner,  Über  die  zahlentheoretischcn  Formeln  Liouville's  (156-216). 
—  L  Gustav  du  Pasquier,  Zur  Theorie  der  Tettarionenideale  (243-248). 

[G.  B.  G.~ 


Suppl.  Rend.  Cire.  Matern.  Palermo,  vol.  II  (1907).  —  Stampato  il  io  febbrajo  1908 


PRIX  DÉCERNÉS  PAR  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES  I 

DANS   LA  SÉANCE  PUBLIQUE  ANNUELLE  DU  LUNDI  2   DÉCEMBRE    IO< 


PRIX  FRANCŒUR. 


(Commissaires:   MM.  Jordan,  Poincaré,  Emile   Picard,   Appell,   Painlevé, 

Lévy,  Boussinesq;  Darboux,  rapporteur). 

La  Commission  décerne  le  prix  Francœur  à  M.  Emile  Lemoine,  pour  Tens 
de  Mathématiques. 

L'Académie  adopte  cette  proposition. 

PRIX  BORDIN. 

(Commissaires:  MM.  Jordan,  Poincaré,  Emile  Picard,  Appell,  Painlevé,   Ma 

boux,  Boussinesq.;  Humbert,  rapporteur). 

L'Académie  avait  proposé  le  sujet  suivant: 

Reconnaître  d'une  manière  générale  si  les  coordonnées  des  points  d'une  surface 
s'exprimer  en  fonctions  abéliennes  di  deux  paramètres,  de  telle  sorte  qu'à  tout  point 
sponde  plus  d'un  système  de  valeurs  des  paramètres  (aux  périodes  près). 

Étudier  en  particulier  le  cas  où  V équation  de  la  surface  serait  de  la  forme  %*  = 
polynôme,  et  donner  des  exemples  explitites  de  telles  surfaces. 

Un  seul  Mémoire  a  été  présenté;  les  auteurs  en  sont  deux  géomètres  italiens 
Enriques  et  F.  Severi,  dont  les  remarquables  travaux,  associés  à  ceux   de   M. 
jeté  tant  de  lumière  sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques. 

MM.  Enriques  et  Severi  partent  de  la  représentation  d'une  surface   hyperell 


VARIA.  — C0N00R8I  A  PREMI.  tt$ 


commencent  par  rappeler  ces  résultats  ;  ils  complètent  ensuite  l'étude  des  surfaces  de  rang  I,  principa- 
lement en  ce  qui  concerne  les  systèmes  de  courbes  algébriques  qu'elles  contiennent. 

Abordant  alors  les  surfaces  de  rang  r  supérieur  à  i,  c'est-à-dire  l'objet  propre  du  problème  posé, 
ils  observent  qu'une  telle  surface  est  l'image  d'une  involution  d'ordre  r8  sur  une  surface  F,  de  rang 
et  de  diviseur  égaux  à  l'unité,  ce  qui  les  conduit  à  faire  l'étude  de  ces  involutions  et  à  les  classer, 
soit  d'après  leurs  transformations  en  elles-mêmes,  soit  d'après  le  nombre  de  leurs  coïncidences.  Ce  der- 
nier point  de  vue  est  particulièrement  important.  MM.  Enriques  et  Severi  reconnaissent  ainsi  que,  si 
involution  possède  une  infinité  de  points  doubles,  son  image  est  une  surface  rationnelle  ou  une  sur- 
face réglée  elliptique  ;  si  elle  n'a  pas  de  points  doubles,  l'image  est  une  surface  de  rang  I  ou  une  sur- 
face elliptique;  si  elle  a  un  nombre  fini  de  points  doubles,  l'image  est  une  surface  régulière,  dont  les 
deux  genres  égaux  sont  o  ou  i. 

Après  ces  préliminaires,  les  auteurs  établissent  le  théorème  fondamental  suivant: 

Scient,  sur  une  surface  hyperelliplique,  ult  r,  ;  u2 ,  t/2  ;  ...  ;  ur ,  vr,  les  r  couples  d'arguments  qui 
répondent  à  un  ménte  point;  les  u{  %  r,  s'expriment  linéairement  en  ut ,  v, . 

La  démonstration  est  assez  délicate;  l'idée  principale  est  de  considérer,  sur  F,  un  système  complet 
de  courbes  C,  sans  points  fixes  communs,  et  d'étudier  la  courbe  K,  conjuguée  dans  l'involution  à  une 
courbe  C  :  on  établit  que  À'  ne  peut  être  une  courbe  irréductible,  et,  en  examinant  les  modes  possibles 
de  décomposition,  on  montre  que  K  se  décompose  en  r  —  I  courbes  distinctes. 

Il  résulte  immédiatement  du  théorème  fondamental  que  les  seules  surfaces  de  rang  supérieur  à  t, 
et  dépendant  de  trois  modules  arbitraires,  ont  le  rang  a:  ce  sont  les  surfaces  bien  connues  représen- 
tables point  par  point  sur  la  surface  de  Kummer  ou  les  surfaces  analogues  de  diviseur  quelconque. 

MM.  Enriques  et  Severi  font  ensuite  l'étude  détaillée  des  surfaces  irrégulières  dont  le  rang  est 
supérieur  à  1,  et  qui  sont  nécessairement  elliptiques;  ils  les  classent  en  sept  familles  birationnellement 
distinctes,  pour  chacune  desquelles  les  genres  arithmétique  et  géométrique  sont  —  1  et  o.  Chaque  fa- 
mille se  trouve  caractérisée  par  des  nombres  invariants,  qui  sont  certains  plurigenres,  joints  à  l'entier 
qui  appartient  à  toute  surface  elliptique. 

Le  problème  posé  par  l'Académie  peut  donc  être  considéré  comme  résolu  pour  les  surfaces  irri- 
gulières. 

En  ce  qui  concerne  les  surfaces  régulières,  les  auteurs  se  bornent  à  étudier  celles  qui  correspondent 
a  une  involution  formée,  sur  F,  par  des  transformations  ordinaires.  Ils  développent  leur  analyse  en  sup- 
posant le  diviseur  égal  à  l'unité,  et,  écartant  les  cas  de  dégénérescence,  obtiennent  onze  types  de  surfa- 
ces, appartenant  aux  rangs  2,  3,  4,  6,  8,  12,  24.  Le  cas  de  r  =  2  ramène  à  la  surface  de  Kummer; 
ceux  de  r  =  },  4,  6  correspondent  à  des  groupes  cycliques  de  substitutions  linéaires;  r  =  8,  12  a  des 
groupes  diédriques  ;  r  =  24  à  des  groupes  tétraédriques.  Il  serait  trop  long  de  suivre  MM.  Enriques 
et  Severi  dans  leur  étude  détaillée  de  ces  surfaces,  qui  tmtes  sont  réductibles  birationnclleraent  au 
type  i2  =  f(x,  y),  la  courbe  /  =  o  étant  d'ordre  6  et  admettant  certains  points  doubles  et  certaines 
courbes  pi  uri  tangentes  caractéristiques. 

Pour  compléter  la  solution  du  problème  initial,  il  resterait  donc  à  poursuivre  la  même  étude,  dans 
le  cas  d'une  involution  comprenant  des  trasformations  singulières. 

En  résumé,  si  le  Mémoire  des  deux  savants  auteurs  ne  remplit  pas  entièrement  le  programme  de 
PAcadémie,  il  contient,  du  moins,  le  théorème  fondamental  qui  domine  la  question,  et  dont  la  démon- 
stration exigeait  des  qualités  géométriques  de  premier  ordre;  de  plus«  dans  deux  directions,  les  consé- 
quences de  ce  théorème  ont  été  poussées  jusqu'au  bout:  aussi  la  Commission  est-elle  unanime  à  pro- 
poser l'attribution  du  pria  Bordin  à  MM.  F.  Enriques  et  F.  Severi. 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 

PRIX  VAILLANT. 

(Commissaires:  MM.  Jordan,  Appell,  Humbert,  Maurice  Levy,  Darboux,  Boussinesq,;  Poincaré. 
Émile  Picard,  Painlbvê,  rapporteurs). 
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L'Acaik:.  non  sutv.n 

étonner  m  un  point  important  U  ,.brê  des  j 

encastrées  ;  c'est-à-dire  le  problème  de  l'integration  de  l'équation 


(*i  r) 


avec  Us  conditions  que  U  fonction  u  ei  sa  derivi*  U    normale   au    senteur   Je    la 

nulles.  Examiner  pî  . 

Douze  Mémoires  ont  tH  presque  t*>u  naodeoi  par  quelque  r 

l'attention.  La  (  retenir  que  ceux  où  *e  trouvait  entièrement  résolue  la  q 

posée. 

Elle  propose  d'attribuer  ta  du  prix  au  Mémoire  n°  2,  dont  fauteur  est   M.  Ji 

Hadamard,  de  prendre  sur  [«s  reliquats  les  fonds  nécessaires  pour  attribuer  la  moitié  du  pt 
-e*  inscrits  sons  le*  numéros  }  et  8 :  1  fisc    Rie?< 

que  le  vrai,  le  vrai  seul  est  aimable  loire  u°  8  a  pour   auteur    M.    Giuseppe   Lattricella 

nssion  attribue  en  outre  le  quart  du  prix  au  ire   n°   6,   dont    l'auteur  est  M,  Toouna* 

Boggio. 

Elle  accorde  une  mention  extrêmement  honorable  au  Mémoire  n°  7,  portant  pour  épigraphe 
de  Saint- Venant,  et  elle  demande  à  l'Académie  de  décider  l'im  r  des  M^ 

ronnés  dans  le  RdCUeil  des  Sa; 

M,  le  Président  ouvre  en  pli  cacheté  annexé  au  Mémoire  couronne    n°    3,   qui 

pour  épigr.  ta  n'est  beau  que  le  rai  seul  est  aimable. 

L'auteur  du  Mémoire  est  M.  Arthur  Korn,  professeur  à  l'Université  de  Munich. 


Rapport  sur  le  Mimoiie  de  M.  J,  Hadamard;  par  M.  P.  Painlevé. 

Le  Mémoire  de  M.  Hadamard  se  compose  de  deux  parties:  la  première  répond    enti' 

sujt                                                                     rai  te  d'une  question   connexe   de  m,    d'une 

:  une  vèntable  méthode                 e  et  profonde,  de  calcul  des  vari  ; 

deux  pan;                                                                                                                   problème  iè    par 

teur  et  qu'il  définit  ainsi:  Eia  deem    la   u 

met  d'êlasthité  (jonction  de  G  keen  et  fonctions  fondamentali 
du  domaine  qui  les  engendré* 

jrc  partie,  M.  Hadamard  ramène  a  une  équation  integral.  !  t'ondai 

de  la  théorie  des   plaques   élastiques  [détermination  de               Ion    bibarm  par   i< 

leurs  et  celtes  de  '        iur  un  contour  fermé  Cj,  «ce  qui,  dit-il,  u'orTre  pas  de  d  5    sérieuse* 

d  n 

les  travaux  de  M,  Fredholm  et  de  M.  Lauriceu.au.  En  quelques   pages,    d'une    cor 

rigueur  remarquables»  il  établit  l'es  le  la"  solution,  en  supposant  t   u 

sente  pas  de  points  anguleux.  Mais  il  se  débarrasse  ensuite  de  cette  >n    à    l'aide    de   q< 

ts  (dont  l'interprétation  physique  t  .  sur  les  contours   C  doni  l'i 

lautre.  Le  problème  fondamental  est  ainsi  résolu  dans  toute  sa  généralité. 

cur  signale  en  passant  une  conséquence  fort    intere 

fonction  harmonique  de  deux  variables,  définie  d'un  côté  dune  bgne  analytique   c 

li^ne  des  est  prolongcable  régulièrement  au  jauauài 

tre  que  la  méthode  de  Fredholm  permet  d'étendre  ce  théorème  a  toutes 

partielles  du  deuxième  ordre;  linéaires  et  elliptiqi 

luuctions  bilia  ruioniques,  Je  théorème  analogue  s'énonce  am>i  ;  une 

dV 
Sur  un  bord  d'une  ligue  analytique  ainsi  que  »  est 


:at  auquel  l'auteur  attache  une  grande  importance,  bien  que  le  Imply  dit-il, 
pour  en  tirer  toutes  les  conséquences,  est  te  suivant:  ta  Jonction  de  Green    de    V  élasticité  t    la 
de  GREEN  ordinaire  et  la  fothtion  de  Neumann  vérifient  une  même  équation,  à  la  fois  differ  en- 
ei intégrale^  de  forme  simple.  Cette  équation  gouverne  ainsi    trois    grands    problèmes    entièrement 
;ts:  en  outre,  un  problème  qui  s'est  montré  rebeile  jusqu'ici  aux  efforts  des  analystes,  Tétudc  de 
propagation  des  ondes  à  la  surface  d'un  liquide«  dépend  d'une  équation  analogue. 
J'arrive  maintenant  |  la  que  f  tf  M,  H ad am aro  et   qui    lui 

ce  pir  ce  théorème  énoncé  sans  dèmomtration  p,*r  lord  KaYLek.h  ;  Le  lercie  réaltte  fextremum  du 
fondamental  d'une  plaque  homogène  encastrée,  dont  le  périmètre   {ou  Vaire)   est  donné.    Le    problème 
traite  M.  Hadamard  est  analogue  :  Une  force  donnée  étant  appliquée  en  un    point   donné    normale* 
à  une  plaque  encastrée,  déterminer  le  maximum  de  la  flexion  pour  un  périmètre  (ou  une  aire)  donné 
plaque. 
Ce  problème,  type  d'une  classe  de  problèmes  que  pose  la  Physique  ma  thématique,  échappe  entiè- 
01  au  calcul  ordinaire  des  variations.  M.  Hadamard  l'attaque  par  un  qui    est 

uni  â     celle  de  Kseser  et  SchepfEks,  mai»  cette  méthode  est,  pai  -e  au  maxi- 

relatif.  Pour  atteindre  le  raaximu u  absolu,  il  faut  inventer  une  méthode  nouvelle:  c'est  ce    qu'a 
M.   Hadamard,  sans  être  arrivé  encore  à  résoudre  entièrement  le  problème  posé,  U    établit   s^u- 
ot  que  la  plaque  dreulaire  dont  le  centre  est  le  point  d'application  de  1a    force    fléchissante    jouit 

propriété  énoncée  de  maximum  par  rapport  aux  plaques  dont  le  contour  est  voisin  du  cetde 
ijetti  (quant  a  la  courbure)  ù  des  restrictions  de  continuité.  Mais,  si  le  but  n'est  pas  encore  atteint, 
connaît  du  moins  un  cht  mm  pour  l'atteindre. 

Si  riche  qu'il  soit  en  résultats  acquis,  ce  Mémoire  est  plus  remarquable  encore  par  ceux  qu'il  fait 
cr. 

tt  sur  le  Mémoire  de  M.  Lauricella  et  le  },  portant  pour    épigraphe:    •  Risn    n'est 

beau  que  le  vrai,  le  vrai  seul  est  aimable*;  par  M.  Umile  Picard. 


Le  Mémoire  de  M,  Lauricella,  inscrit  sous  le  numéro  8,  est  un    travail   très    soigné    qui    résout 
ient  le  problème  proposé.  A  f équation  différentielle  en  {   relative    à   J'équilibre    des    plaques 
il  =/(*,  v),  l'auteur  substitue  un  système  V  de  deux  équarious  différentielles  où  les  fonctio- 
ns les  dérivees  partielles  du  premier  ordre  u  et  v  de  la  fonction  \\  on  doit  alors  intégrer  le 
F  en  supposant  u  et  f  données  sur  le  contour,  ces  données  Siti 
qui  s'obtient  immédiatement.  M.  Lauricella  développe  d'abord  nie    V    m 

ilîsant  celles  des  potentiels  de  double  ci  -uches,  qui  lui  permettra  de  suivre  ici  une  voie 

ne  à  celle  de  Fredholm  pour  le  problème  de  Djkichlet.  Les  deu*  de    x   et   y    qui 

le  rôle  de  potentiel  de  double  couche  dépendent  de  deux  Jonctions    affetti  te    contour, 

nous  pouvons  appeler  deux  densités;  ces  pseu  lels  sont  r  le  passage  par  ce 

our  Im  tout  point  de  edi  M.  Lauricella 

.ne  de  mettre  les  fonctions  cherchées  u  et  v  sous  la  forme  de  tels  potentiels.  Le  syslè- 
fonctionnel,  qui  fait  lents  densités,  s'obtient  immediati  écrivant    que    les    limites 

des  potentiels  ont  des  valeurs  données  sur  le  conto  u.  est  forme  de  deux  é 

intégrâtes  de  Freoholm;  on  se  trouve  eut  dans  un  cas  singulier,  mais,  le  second  n 

:  rel.it ion  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  la  condition  classique  dans  ta 
aation  de  Frldmolm  se  trouve  vérifiée.  Le  problème  initial  a  alors  une  solution   qui   est    d'ailleurs 
que,  comme  ou  peut 

M,  l  AURictLLA  trente  aussi  un  problème  extérieur,  en  supposant  que  u  et  v    soient  données    »ur 
ontour  tt  s'annulent  d'iflM  que  leurs 

le  problème  extnteur  de  Djrichlet,  quand  on  veut  mettre  la  solution  sous  U   forme   d'un   po- 
il n'y  a  pas,  en  général,  de  solution  ;  mais  on  peut  modifier  les  conditions  posées,  en  ajout* 


au*  vikurs 


et  k 


d'être 


tr  cu  du  f eruttale»  comme  de  lout  Contour  avant  da*  potate**  èdaaaajc 
oft  l'on  iuppo»*  q  oe  Sa  coorikmnéc*  des  pome*  ila  coutnur  lionanld  Iti 
âmes  et  coti  riti  un  ainsi  »sue  Ir  or*  dènte«»  do  trois  pcemkn  ordres  M* 
k  cas  du  rectangk  SU  moyen  de  séries  de  fo&CliOftt  dftnisira  et  hyperbo&qam 
qui  ont  imene  autrefois  Mathieu  à  résoudre  un  peoMèrae  d'Hasûckc  relatif  so 

la  resume,  M,  Uinicnu  a  réfondu  comptétemrm  à  k  quesdSoo  poaèe  i 
net  et  U  netteté  île  ce  beau  travail  k  désignent  pamkuümmm  à  noen 

Le  Mescere  »sail  sous  k  numero  }  et  partant  pour  derise:  Bmm  aV*f  aas»  fas  it 
Mimt  tit  ëtmgïk  *),  résout  aussi  de  k  manière  k  plus  satisfaisante  le  problème 
k  contour  k  senk  hypothèse  quìi  possède  en  chacun  de  ses  pointe 

;  courbure  dtâèrcnt  de  «ero.  Vu  problème  ausuairc  est  d'abord 

actions  ütf  K  aausfaiaant  aus  coodÜOfli 


k  function  S—  —  i-  étant  harmonique  a  l'intérieur.  Ce  problème  rcaolia,  ou 

la  formule 
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ntion  cl 
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^uiv,.:i:   ur.e  nKthoJe  c  r,;  !•  .véc  Jnr^  uiyl:-c 
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:nk  o.    .  en-r.    n.ir   MM.    ^'Jiwarz.   Neumann   cl    Po.NCAkK   d.u.>    :c>    :-:••;.  :\    .  ien   c,.n:ve 

a.t<->  qu:.  au.-,  ce  ocn'c  e.c  qùc-u'iib.  -e  ;ax  - entent  v-'U.r  ic  c1. >  de  treus  d»  .leibion.-.  ne 
*e..t  p..^  ici.  .1  cuis  ak  ia  po  -i.  kitv  Je  tare  J^  repi  tentât.  >n>  en:  j:.ue>.  I  es  dimori: 
.'..'.'i'.'V/u'i   ave-   :,c.i;.c>iv,p   de    vu:],   et   i.i   o  aiver  acuce    cub'acie   e.-t    ctacoc    rour  ics  >..  ries 

pom,  Ju  c  i:iT.j..r,  .e  qu.  c  j.kiat  .t  k  s  kt:  »n  Ja  ;  t  -»'k  eue  qui  e>t  uni.?  ne,  co  :r;:e  on  le  v 
L  .auteur  ".e  lait  qu  uik  courte  re  uarqde  concernant  le  cas  ou  ic  :o:;tJur  aurait  dvs  tv 
il  arrive  Jans  un  rectangle.  I/aianv^c  j  rcccJente  kapplique  Jans  ses  grandes  lignes  ;  il  arn 
qae  le^  Jv.ri.ct3  p  remici  es  de  t  et  /'  et.  par  state,  les  denvce>  secondes  de  *  devienne: 
graiule--.  en  s\ipp:'<>ehaut  Jes  pointe-^,  sans  que  toutca>n  1. s  intégrales  envisagées  cessent  u". 
Noiu  trouvons  eneo:  e  Jan,  .e  Mc;.t>;rc  quelques  problèmes  in  teresa  nts  susceptibles 
par  jes  u.'.n.es  n  <ck  des.  1  kl  est  le  :  ruì  .cnx  classique  Ju  mouvement  itationnaire  d'un 
de   ir.  ttc:ì:c:,t   Jaiis  ie  ca^  Je  deux   iii::.t'ib:uao,  la   solution  Je  ce   problème   est   donnée  ci 

'  j    A'^l-,  uï    .    M      A  UT  hl*    Korx. 
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complète  et  générale.  Le  travail  se  termine  par  un  aperçu  sur  les  analogues  des  problèmes  précédents 
dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

Ce  Mémoire  remarquable  se  signale,  comme  le  précédent,  par  l'élégance  et  la  simplicité  de  son 
analyse,  quoique  dans  un  ordre  d'idées  tout  différent.  Il  satisfait  entièrement  au  programme  qui  avait 
été  proposé. 

Rapport  sur  U  Mémoire  de  M.  BoGGio  et  le  Mémoire  n°  7  portant  pour   épigraphe  «  Barré   de    Saint- 
Venant»;  par  M.  Henri  Poincaré. 

Le  Mémoire  n°  6  a  pour  auteur  M.  Boggio.  Il  contient  un  grand  nombre  de  résultats  partiels 
des  plus  importants  ;  M.  Boggio  aborde  successivement  le  problème  par  toutes  ses  faces  et,  avant  d'en 
donner  la  solution  générale,  il  cherche  à  tirer  le  meilleur  parti  possible  d'un  grand  nombre  de  méthodes 
différentes.  Nous  devons  remarquer  que  la  plupart  de  ces  méthodes  ont  été  déjà  proposées,  mais  l'au- 
teur, après  avoir  rappelé  les  travaux  de  ses  devanciers,  introduit  dans  chacune  de  ces  méthodes  une 
foule  de  perfectionnements  destinés  à  en  augmenter  la  rigueur  ou  la  portée. 

D  est  préoccupé  en  même  temps  de  donner  à  ses  résultats  une  généralité  aussi  grande  que  pos- 
sible, et  c'est  ainsi  qu'au  lieu  d'envisager  seulement  l'équation  du  problème  A4  u  =  o,  il  s'attaque  tout 
de  suite  à  l'équation  plus  générale  A2mw  =  o.  Il  généralise  d'abord  certaines  formules  de  Green  et  la 
notion  de  fonction  de  Green,  qui,  ici,  a  une  signification  physique  très  simple.  Après  avoir  rappelé 
certains  théorèmes  déjà  connus  qui  permettent  de  représenter  une  fonction  quelconque  polyharmonique 
(c'est-à-dire  satisfaisant  à  A2W  u  =  o)  par  une  combinaison  de  polynômes  simples  et  de  fonctions  har- 
moniques [c'est-à-dire  satisfaisant  à  A*  (w)  =  o],  il  détermine  la  fonction  de  Green  pour  une  aire  cir- 
culaire et  donne  par  là  la  solution  complète  du  problème  pour  une  plaque  circulaire.  Cette  solution,  à 
la  vérité,  avait  déjà  été  donnée,  tant  pour  une  plaque  circulaire  que  pour  une  plaque  annulaire;  mais 
M.  Boggio  la  simplifie  considérablement,  surtout  en  ce  qui  concerne  les  plaques  annulaires.  Vient  en- 
suite la  solution  du  problème  pour  une  plaque  elliptique  par  une  série  très  convergente  où  figurent  des 
fonctions  hyperboliques  des  coordonnées  elliptiques. 

L'auteur  aborde  également  le  cas  où  le  contour  de  la  plaque  peut  être  conformément  représenté 
sur  un  cercle  par  le  moyen  de  fonctions  rationnelles  ;  la  solution,  quoique  assez  compliquée,  est  com- 
plète; ajoutons  qu'une  partie  de  ces  résultats  avaient  déjà  été  obtenus  par  M.  Almansi.  Il  tente 
encore  deux  autres  méthodes,  dont  l'une  est  la  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Picard, 
tandis  que  l'autre  le  conduit  à  une  infinité  d'équations  linéaires  à  une  infinité  d'inconnues.  Il  reconnaît 
que  ces  méthodes  peuvent  le  conduire  au  but  pourvu  que  certaines  inégalités  soient  satisfaites  ;  il 
montre  qu'elles  le,  sont  quelquefois,  mais  pas  toujours. 

L'Académie  avait  spécialement  appelé  l'attention  des  concurrents  sur  le  cas  de  la  plaque  rectan- 
gulaire. M.  Boggio  a  remarqué  que  ce  problème  peut  se  ramener  à  un  autre  problème  d'élasticité  au- 
trefois résolu  par  Mathieu;  il  rappelle  la  solution  de  Mathieu  et  montre  comment  on  peut  en  dé- 
duire celle  qu'on  cherche.  On  peut  remarquer  que  celle-ci  est  plus  simple  et  qu'il  semblerait  plus  na- 
turel de  suivre  une  marche  inverse,  en  renontant  du  problème  proposé  à  celui  de  Mathieu. 

Nous  mentionnerons  particulièrement  le  dernier  Chapitre  où  l'auteur  applique  la  méthode  de 
Fredholm  qui  le  conduit  à  la  solution  complète  du  problème.  H  donne  même  deux  solutions  diffé- 
rentes; nous  ferons  observer  que  dans  l'une  d'elles  figure  la  fonction  ordinaire  de  Green  et  dans 
l'autre  ce  qu'il  appelle  la  fonction  de  Dim,  c'est-à-dire  une  fonction  analogue  à  celle  de  Green,  mais 
telle  que  ce  n'est  pas  la  fonction  elle-même,  mais  sa  dérivée  normale,  qui  s'annule  sur  le  contour.  Les 
deux  solutions  supposent  donc  la  résolution  préalable  du  problème  de  Dirichlet  ou  d'un  problème 
analogue. 

Le  Mémoire  n°  7  porte  pour  épigraphe:  Barré  de  Saint- Venant.  Le  problèmi» 
deux  méthodes  distinctes.  La  première  est  analogue  à  celle  qui  a  été  apptiqi 
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On  voit  alors  que  la  solution  de 


de  Dirichlet  par  M.  Zakemba.  Substituons  à  f équation  A4t»  ea  o  r  équation  plus  générale 

V  v  -\-  2  ;  À  v  -$-ltv  =  ot 
le  problème  peut  facilement  être  résolu  quand  on  a  J,  =  ;a  et  que  ;  est  négatif;  l'équation 

étant  ainsi  résolue,  on  passe  à  l'équation  plus  générale 

À^+ai^v  +  ^v  +  ïKAv  +  ^tO^o, 
et  Ton  voit  que  la  solution  peut  en  être  développée  suivant  les  puissances  de  y  en  une  série 
verge  pourvu  que  |ïj|  ^  |;0|  ;  cela  donne  la  solution  de 

^    H-(îo  +  OA%  =  o 
est  développa bL*  suivant  les  puissances  de  Ç  et  que  I  .nt  convergi 

qui  donne  enfin  la  solution  de  À4  V  sas.  o. 

La  secoi  Jéc  sur  remploi  de  l'équation  de  Fredholm.  D 

la  fonction  ordinaire  de  Green  (de  moine  que  d&ni  Kl   lottinoti  analogue  de  M.   Boggîo).   Cela 
qu'un  léger  désavantage,  mais  la  solution  présente  une  autre  imperfection,    puisqu'elle    exige 
cessus  assez  indirect  de  passage  À  la  limite;  on  d  par  l'équation   de    Fredholm    une 

fonction  tu  dépendant  d'un  p  arbitraire  X,  on  en  déduit  pi  une 

fonction  v  et  la  fonction  cherchée  V  est  la  limite  du  produit  \  v  pour  X  =:  *>  . 

Jeux  méthodes  se  complètent  mutuellement  ;  la  première,  impropre  au  calcul,  a  surtott 
El   solution;  la  seconde  pi  ions    si    ce 

n'était  regardée  cornine  préalablement  établie. 

Le  cas  du  rectangle  n'est  pas  spécialement  traité. 
Dans  un  concours  ordinaire,  où  Ton  n'aurait  pas  à  juger 
nier  Mémoire  aurait  pu  être  couronné,  C'e^t  a  regret  que  a  ne    lui 

ït  lionon 
Les  conclusions  de  ces  Rapports  sont  adoptées  par  l'Académie. 

PRIX  PONCELET. 

(Commissaires î  MM.  Boussinesq,  Deprez,  Leauté,  Sebert,    Vieille,   Schlœsisg,    Hatok 

Goupilliére,  Poincaré;  Maurice  Lêvy,  rapporteur). 

La  Commission  attribue  le  prix  à  feu  M.  le  colonel  Renard,  pour  l'ensemble    de    ses 
mathématiques  et  expérimentales  sur  la  Mécanique  et  pour  la  part  qui  lui  revient  dans  l'état 
l'Aéronautique, 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 

PRIX  BINOUX, 

(Commissaires:  MM.  Bouquet  de  la  Grye,  Grandidier,  Poincaré,  Guyou,  de  Lappa 

aoux,  rapporteur). 

Le  prix  Binoux,  destiné  cette  année  à  récompense: 
est  parti 

Un  prix  est  décerné  à  M,  Gino  Loria,  Professeur  à  ta  Faculté  des  Se  nés, 

travaux  sur  l'Histoire  des  Sciences, 

Un  prix  est  decerne  à  M,  le  Dr  F.  Brunet,  Médecin  de  t1*  classe  de 
des  Sciences  médicales  à  By\anct  au  temps  de  Justinien, 

Une  mention  très  honorable  est  accordée  à  M.  F.  de  Mély  pour  son  Ouvrage  intitulé: 
autres  de  t'axUfuiM  ti  au  moyen  âge.  Tome  I,  Les  lapidait, 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport, 
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PRIX  SAINTOUR. 

(Commissaires  :  MM.  Jordan,  Gaudry,  Troost,  Mascart,  Poincaré  ;  Darboux,  rapporteur). 

Le  prix  est  partagé  inégalement. 

Un  prix  est  décerné  à  M.  Gonnessiat,  pour  ses  travaux  d'Astronomie. 

Un  prix  est  décerné  à  M.  de  Séguier,  pour  un  Ouvrage  sur  lu  Théorie  des  groupes,  qui  est  en 
cours  de  publication. 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 

PRIX  PETIT  D'ORMOY  (SCIENCES  MATHÉMATIQUES). 

(Commissaires:  MM.  Jordan,  Poincaré,  Emile  Picard,  Appell,   Painlevé,  Humbert;   Darboux, 

rapporteur). 

Le  prix  est  décerné  à  M.  Pierre  Duhem,  Correspondant  de  l'Académie,  pour  l'ensemble  de  ses 
travaux  de  Physique  mathématique. 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 


ACADÉMIE  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 


CONDITIONS  COMMUNES  A  TOUS  LES  CONCOURS  •).    . 

Les  pièces  manuscrites  ou  imprimées  destinées  aux  divers  concours  de  l'Académie  des  Sciences 
doivent  être  directement  adressées  par  les  auteurs  au  Secrétariat  de  l'Institut,  avec  une  lettre  constatant 
l'envoi  et  indiquant  le  concours  pour  lequel  elles  sont  présentées. 

Les  Ouvrages  imprimés  doivent  être  envoyés  au  nombre  de  deux  exemplaires. 

Les  manuscrits  doivent  être  écrits  en  français. 


Par  une  mesure  générale,  l'Académie  a  décidé  que  la  clôture  de  tous  les  concours 
aura  lieu  le  31  décembre  de  l'année  qui  précède  celle  où  le  concours  doit  être  jugé. 

Il  ne  sera  tenu  aucun  compte  des  demandes  ou  des  écrits  envoyés  après  cette  date, 
alors  même  que  les  envois  seraient  regardés  par  leurs  auteurs  comme  des  additions, 
ou  des  compléments,  ou  des  rectifications  à  un  travail  qu'ils  auraient  adressé  dans  les 
délais  de  rigueur.  

Les  concurrents  doivent  indiquer,  par  une  analyse  succincte,  la  partie  de  leur  travail  où  se  trouve 
exprimée  la  découverte  sur  laquelle  ils  appellent  le  jugement  de  l'Académie. 


Les  concurrents  sont  prévenus  que  1*  *  Ouvrages  ou  Mémoires  envoyés 

aux  concours;  les  auteurs  auront  la  «riat  de  l'Institut. 


•)  Dti  Otmftti  rmém  WMi 
S-tfl.  Rmd.  On.  M* 
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Le  même  Ouvrage  ne  pourra  pas  être  présenté,  la  même  annét 
de  l'Institut  

Le  montant  des  sommes  annoncées  pour  les  prix  n'est  donné  ^ 
aux  variations  du  revenu  des  fondations. 


Nul  n'est  autorisé  à  prendre  le  titre  de  Lauréat  de  l'Académ 
cevoir  un  Prix.  Les  personnes  qui  ont  obtenu  des  récompenses,  des 
n'ont  pas  droit  à  ce  titre. 

N»ta.  —  L'Académie  a  supprimé,  depuis  l'année  190a,  la  formalité  qui  rendait  ob, 
avec  dépôt  d'un  pli  CACketé  contenant  le  nom  de  l'auteur.  Cette  formalité  eat  deifca 


ERRATA  CORRIGE 


Attbrthsa.  —  Le  linee  si  contano  dall'alto  della  pagina  esclud 


tGINA 

Linea 

In  luogo  di: 

18 

4 

Pexider  (H.  W.) 

24 
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Q.  Barré  •) 

6l 

12 

G.  Eneström 
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15 

Mathematica 

62 

25 
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74 

25 

Hermann  (H.)* 

77 

22 

Oplossing. 

80 

9 

Sur  la  condition  des  6  points 

84 

'7 

Abhamdluoem 

» 

23 

Hamburg, 

91 

19 

Ernesto  Gestro, 

97 

19 
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98 

35 
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106 
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VARIA. 


Monument  à  Ab 

(Circolare). 


Lors  du  Centenaire  cTAbel,  le  monde  entier  a  témoi 
cipation  en  quelle  haute  estime  on  avait  ce  génie  transcer 

Au  moment  où  ils  se  disposent  à  lui  élever  un  mor 
patriotes  ont  cru  ne  pas  devoir  donner  d  leur  manifestati 
ont  trouvé  qu'ils  rendraient  mieux  hommage  au  caracri 
cI'Abel,  en  conviant  les  mathématiciens  des  autres  nations 
végiens. 

Le  monument,  qui  aura  I3m  de  hauteur,  est  achevé 
en  bronze.  U  est  dû  au  ciseau  de  Gustav  Vigeland,  le 
végiens.  Sur  un  haut  piédestal  planent  deux  génies  de  ta 
desquels  repose  le  jeune  voyant,  dont  les  traits  rendent,  < 
de  l'illustre  Abel.  Cette  œuvre  a  excité  l'admiration  de  co 
en  dehors  des  limites  de  la  Norvège. 

Il  s'agit  ici  de  la  mémoire  d'un  homme  par  lequel  1 
contributive  tout  à  fait  unique  à  l'œuvre  scientifique  de  t 
âges:  c'est  pourquoi  nous  nous  adressons  en  toute  confiai 
savant. 


Kristiania,  Mars  1907. 


W.-C.  BRÖGGER,  Elling  H< 
Carl  STÖRMER,  L.  S 


SOCIETÀ  ITALIANA  PER  IL  PROGRESSC 

VIA   DEL   COLLEGIO   ROMANO,   26,  Ro* 


(Circolare) 

Egregio  Collega, 

Come  è  noto  alla  S.  V.,  al  Congresso  di  Parma  è  stata  fissat 
socio  ordinario. 

Il  Consiglio  di  Amministrazione  ha  ora  stabilito,  che  ai  soci,  d 
Parma,  sia  conteggiata  la  somma  di  lire  5  già  versata  :  la  S.  V.  qu 
di  lire  5  (•)  : 

a)  sarà  inscritto  quale  socio  ordinario  per  Tanno  1907-08; 

W  b)  riceverà  gli  Atti  del  Congresso  di  Parma  ; 

e)  potrà  prendere  parte  al  prossimo  Congresso  di  Firenze. 

Le  unisco  copia  dello  Statuto  ed  alcune  schede  di  adesione  p< 
fare  viva  propaganda  a  prò  della  nostra  istituzione. 

Roma,  io  Novembre  iyoj. 


")  da  farsi  al  Cassiere  della  Società  Prof.  G.  Folghi&aitik,  VU  del  Collegio 


SUPPLEMENTO 

AI 

RENDICONTI  DEL  CIRCOLO  MATEMATICO  DI  PALERMO. 


Volume  II  (Anno  1907). 


INDICE  DELLE  MATERIE. 


ESTRATTI  DAI  VERBALI  DELLE  ADUNANZE  DELLA  SOCIETÀ. 

Adunanze  dal  6  gennaio  al  14  aprile  1907 1-4 

Comunicazioni  del  Presidente  (l-a).  —  Corrispondenza  (a*,  j4).  —  Elezione  del  Tesoriere  (a).  —  Onoranze  al 
Prof.  Ulisse  Dim  (s). — Onoranze  al  Prof.  Paul  Go&dan  (4).— Soci  perpetui  (3). — Ammissioni  (a3,  Jj,  4). 
— Memorie  e  Note  pei  Rendiconti  (a*,  33,  4). 

Adunanze  dal  28  aprile  al  31  agosto  1907 33-41 

Comunicazioni  del  Presidente  (3$).— Corrispondenza  (33,  342,  3J3,  37).  —  Bilanci  (40).— Rendiconti  (40-41).— 
Medaglia  G  uccia  (36).  —  IV°  Congresso  Internazionale  dei  Matematici  in  Roma  (41).—  Opere  Matematiche 
di  Paolo  Rufpimi  (41).— Riammissioni  (j$2,  }€). — Ammissioni  (35,  342,  J52,  36-37,  37,  38,  39,  40). — Co- 
municazioni (34-3S,  38-39,  39-40).  —  Memorie  e  Note  pei  Rendiconti  (33,  34,  3c2,    37*,  38,  39). 

Adunanze  dal  io  novembre  al  22  dicembre  1907.     . 65-71 

Soci  perpetui  (65,  67).  —  Corrispondenza  (662t  67).  —  Doni  alla  Biblioteca  del  Circolo  (6j).  —  Ammissioni 
(6$,  662%  67).  —  Comunicazioni  (6$,  662,  67).  —  Memorie  e  Note  pei  Rendiconti  (6$-66,  66*,  67). 

Effemeride  delle  Adunanze  ordinarie  pel  1908 71 


COMUNICAZIONI. 


Bortolotti  (E.)- —  Un  teorema  sui  limiti 70-71 

Gabbia  CU.)-  ~~  Sull'equilibrio  limite  dei  massi  di  terra 38-39»  39_4° 

Latsant  (C.-A.).  —  Note  sur  une  propriété  des  podaires f 67 

—    Remarques  sur  la  similitude %    .  68-70 

Loria  (6.)*  —  Per  la  storia  dei  sistemi  determinati  di  infinite  equazioni  lineari 34-35 


BOLLETTINO  DELLE  PUBBLICAZIONI  RICEVUTE  DALLA  SOCIETÀ. 

Pubblicazioni  periodiche  (Sommari  matematici) 20-32,  57-64,  77-113 

u  . uv     .     .  .    ..  .      i  Libri 12-13,  53,  72 

Pubblicazioni  non  periodiche   <   -.         .. 

'Opuscoli - 13-19,  54-57,  73-77 

Indice  delle  Pubblicazioni  periodiche  (Sommari  matematici) 123-127 

Indice  generale,  per  ordine  alfabetico,  dei  nomi  degli  autori  (Pubblicazioni  periodiche  e  non 

periodiche).    ...........  128-133 


nüiQt  oetLt  ÊàTtntz 


VARIA, 


Onoratile  al  Prof.  Ulisse  Dim.  (Circolare) .    .    . .     *     .    F 

IV°  Congresso  Internationale  dei  Ma  temutoci;  Raina,  ô-l  e  afrifc   190«,  (dfcolarç  N»  i),   , 
Società  Italiana  per  il  Progresso  delle  Sciente*  (Circolari)  ,     ,    t     .     .      .     .     .     ,       10- ti,  464 

»  »  ni  »  a         (Disegno  di  Statuto) 

Prefazione  al  Voi,  I  delle  Ltzbm  di  Amiìist  infinitesimal*  dei  Prot  Ulisse  Dimi-     ,    .    «   \ 
CottCORSi  A  fremi:  Prix  décernés  par  F  Académie  des  Sciences  de   Paris   dun*   b  séance  pu- 
blique annuelle  du  lundi  2  décembre  I907.  (Rapporti) ,    . 

m*  Académie  des  Sciences  de  Paris:  Conditions  communes  à  tous  les   concours  ....       e 

Monument  à  Abel,  (Circolare) i****..     *,....... 

Errata-Corrigé 


Pint  del  Vol.  TI  (Akko  1907). 


Tipografia   Matematica   di   Palermo  —  Piazza  Regal  mici,   Vicolo  Gucci  a,   6.   Palermo  (Itali 

Prolo-Cumvositorx  :    G&ETMfO    SfcNATORS. 


i 


